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APRESENTACAO

Um computador é uma maquina que manipula informacoes e
o estudo de computacdo inclui a abordagem de como as
informagdes sdo organizadas, manipuladas e utilizadas. Desta
forma, um programa de computador consiste essencialmente de
uma série de operacgdes sobre um conjunto de dados. Esse conjunto
de dados tem uma forma de estrutura que define como estes dados

estdo organizados internamente.

O objetivo desta apostila € proporcionar ao leitor um
entendimento das Estruturas de Dados convencionais utilizadas nos
programas de computador. O texto foi escrito de forma simples e
objetiva. Cada capitulo € acompanhado de embasamento teérico e
pratico das estruturas, bem como de implementacdes e exercicios. A
bibliografia e a webliografia ao fim das notas sdo mais do que
suficiente para que o leitor se aprofunde na teoria apresentada em

cada unidade.

Na Unidade | sdo apresentados os conceitos relacionados
as estruturas de dados lineares, conhecidas como listas, pilhas e
filas. Nela, descrevemos suas definicbes e principais operacdes
relacionadas a estes tipos de estruturas.

Na Unidade Il é descrita as estruturas adequadas para
representarmos dados que devem ser dispostos de maneira
hierarquica. Estas estruturas sdo conhecidas como arvores.

Por fim, na Unidade Ill é apresentado uma introducdo a

Teoria dos Grafos, enfocando os principais conceitos e aplicagoes.
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INTRODUCAO

Para resolver um problema utilizando o computador como
instrumento é necesséario que seja primeiramente encontrada uma
maneira de descrever este problema de uma forma clara e precisa.
E necessario que encontremos uma seqiiéncia de passos que
permitam que o0 problema possa ser resolvido de maneira

automatica e/ou repetitiva.

Além disto, é preciso definir como os dados a serem
processados serdo armazenados no computador. Desta forma, a

solucao de um problema por computador é baseada em dois pontos:
e asequUéncia de passos e;

e a forma como os dados serao armazenados no

computador.

Esta seqliéncia de passos é chamada de algoritmo. A palavra
algoritmo se deriva da tradugdo ao latim da palavra é&rabe
alkhowarizmi, nome de um matematico e astrbnomo arabe que

escreveu um tratado sobre manipulagdo de numeros e equagdes no



século IX. Sendo assim, podemos definir algoritmo como uma série
de passos organizados (obedecendo a uma sequéncia légica) que
descreve 0 processo que se deve seguir, para dar solucdo a um
problema especifico. Um exemplo simples de como um problema
pode ser resolvido caso fornecamos uma sequiéncia de passos que

mostrem a solucéo, € uma receita para preparar um bolo.

A nocéao de algoritmo é fundamental para a computagao. O
desenvolvimento de algoritmos para solucionar problemas é uma
das maiores dificuldades dos iniciantes em programacdo em
computadores. Este fato deve-se por nao existir um conjunto de
regras (um algoritmo) que nos permita criar algoritmos. Geralmente
existem diversas formas para resolver o mesmo problema, cada um

segundo o ponto de vista do seu criador.

Estruturas de Dados e algoritmos estédo intimamente ligados.
Nao se pode estudar Estruturas de Dados sem considerar o0s
algoritmos associados a elas, assim como a escolha dos algoritmos
em geral depende da representacdo e da Estrutura de Dados.
Sabe-se que algoritmos manipulam dados. Quando estes dados
estdo organizados de forma coerente, podemos caracteriza-los

como uma Estrutura de Dados.

Estrutura de Dados é uma disciplina que trabalha com
métodos de organizacdo l6gica dos dados, dando-lhes atributos
mais funcionais do que se estivessem sem qualquer tipo de
estruturacdo. Atualmente, uma grande fatia da performance dos
grandes programas é dependente da eficiéncia das Estruturas de
Dados utilizadas na sua implementacao.

Os algoritmos irdo manipular dados, que normalmente séo
fornecidos pelos usuérios, e entregar resultados para eles. Uma
pergunta importante neste momento é: que tipo de dados

poderemos manipular?

As linguagens de programacao definem seus tipos de dados,

caracterizados como o conjunto de valores a que uma constante
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pertence, ou que podem ser assumidos por uma variavel ou

expressao, ou que podem ser gerados por uma funcao.

Tipos simples de dados ou, simplesmente, Tipos de Dados,
sdo grupos de valores indivisiveis, como os tipos basicos: inteiros,
real, caracteres e l6gicos. Por exemplo, uma variavel do tipo inteiro
pode assumir valores pertencentes ao conjunto dos numeros

inteiros.

Geralmente as aplicacbes computacionais necessitam
armazenar informagdes compostas de diversos Tipos de Dados,
semelhantes ou ndo. Por exemplo, o cadastro de clientes de uma
empresa, armazena informacdes do tipo: nome, endereco, telefone,
identidade, etc. Para podermos armazenar esse tipo de informagéo,
utilizamos um tipo conhecido como Tipo Abstrato de Dados (TAD).

Tipos Abstratos de Dados s&o tipos criados arbitrariamente
pelo programador, sem que estejam definidos na linguagem de
programacao como Tipos de Dados primitivos.

Na realidade, os Tipos Abstratos de Dados sdo unides de
Tipos de Dados primitivos e, até mesmo, outros Tipos Abstratos de
Dados, formando uma unica estrutura, semelhante a uma ficha com

varios campos.

Os Tipos Abstratos de Dados devem ser previamente
declarados antes de serem utilizados, ou seja, antes de ser

declarada uma variavel com seu tipo.

Um TAD pode ser visto como um modelo mateméatico,
acompanhado das operagdes definidas sobre o0 modelo. O conjunto
dos inteiros acompanhado das operacGes adicdo, subtracdo e
multiplicacdo forma um exemplo de um Tipo Abstrato de Dados.

Cabe ressaltar que cada conjunto diferente de operacdes
define um Tipo Abstrato de Dados diferente, mesmo que todos os
conjuntos de operacdes atuem sob um mesmo modelo matemaético.

Uma razdo forte para isso € que a escolha adequada de uma

11



implementacdo depende fortemente das operagdes a serem
realizadas sobre o modelo.

As Estruturas de Dados sdo chamadas Tipos de Dados
compostos que se dividem em dois grupos: homogéneos (vetores e
matrizes) e heterogéneos (registros). As estruturas homogéneas sao
conjuntos de dados formados pelo mesmo Tipo de Dado primitivo.
As estruturas heterogéneas sao conjuntos de dados formados por
Tipos de Dados primitivos diferentes em uma mesma estrutura. A
escolha de uma Estrutura de Dados apropriada pode tornar um
problema complicado em um de solug&o bastante trivial. O estudo
das Estruturas de Dados esta em constante desenvolvimento mas,
apesar disso, existem certas estruturas classicas que se comportam

como padrdes.

Esta apostila proporcionara ao leitor um conhecimento das
Estruturas de Dados classicas utilizadas nos programas de
computador. Ao longo dos capitulos iremos abordar as Estruturas de
Dados convencionais conhecidas como: Listas Lineares, Arvores e

Grafos.

Boa Leitura!!

André Macedo Santana

Erico Meneses Ledo
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Resumo

Esta unidade € dedicada as estruturas de dados lineares
conhecidas como Listas, Filas e Pilhas. Uma Lista € uma estrutura
de dados caracterizada por conter dados ou informagdes dispostos
um apds o outro, em uma ordem estritamente linear. Ja as Pilhas e
Filas sao estruturas de dados que tém semelhangas de
implementagéo, diferenciando-se na prioridade de remogédo de um

de seus elementos.

Enquanto que uma Pilha implementa uma politica do ultimo a
chegar é o primeiro a sair (last in first out - LIFO), a Fila implementa
a politica do primeiro a entrar € o primeiro a sair (first in first out -
FIFO).

Nesta unidade apresentaremos as definicbes para Listas,
Filas e Pilhas, abordando seus principais tipos, além de suas
caracteristicas, vantagens, desvantagens, operagoes,
implementacdes, exemplos e aplicagdes praticas do nosso dia-a-dia,

a fim de disponibilizar o embasamento teorico suficiente para o leitor.

Cada capitulo é acompanhado de definicbes, praticas,
desafios e diversos exercicios, a fim de proporcionar conhecimento
tedrico e pratico ao leitor. A bibliografia e a webliografia ao fim das
notas sdao mais do que suficiente para adquirir um conhecimento

razoavel de listas lineares.
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UNIDADE |
ESTRUTURAS DE DADOS LINEARES

[1 . LISTAS LINEARES ]

1.1. Introducao

Uma lista € uma estrutura que armazena elementos que sao
acessiveis um apo6s o outro, em ordem estritamente linear. Sao
estruturas formadas por um conjunto de dados de forma a preservar
a relacédo de ordem linear entre eles. Como exemplo de uma lista,
podemos destacar uma lista de empregados de uma determinada
empresa, uma lista de pecas de uma revendedora, uma lista de
compras de supermercado, etc.

Uma lista é composta por elementos, comumente chamados
de néds, os quais podem conter cada um deles, um dado primitivo ou

composto, como mostra a figura 2.1.

‘ Dado ‘

Figura 2.1: Representacdo de um n6 de uma lista.

DEFINICAO: Uma lista linear é um conjunto de n nés (n >=0)
X1, X2, X3,..., Xn, Organizados estruturalmente de forma a refletir as
posi¢coes relativas dos mesmos: Se n>0 entdo x; € 0 primeiro no;
para 1<k<n, tem-se que 0 nod xk é precedido pelo nd xx.1 € € sucedido
pelo né xq.1; € Xn € 0 ultimo né. Caso n=0, a lista é considerada

vazia. A figura 2.2 esboga esta configuracao.
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X1 - Xk-1 Xk Xk+1 _— Xn

Figura 2.2: Representagao de uma lista linear.

Operacoes em listas lineares

Uma vez definidko que um conjunto de dados sera
representado sob a forma de uma lista linear, precisamos decidir as
operacdes possiveis de serem implementadas sobre esta lista de
dados. As operagdes mais comuns sao definidas a seguir:

e (Criar uma lista vazia.
e Verificar se uma lista esta vazia.
e Determinar o nimero de nés de uma lista.

e Inserir um novo nd na lista (antes ou depois do k-ésimo

nod).
e Acessar 0 k-ésimo n6 da lista.
e Obter a posicdo de um né da lista cujo valor é fornecido.
e Remover um n6 da lista.
e Dividir uma lista em dois ou mais listas.
e Concatenar duas listas.

e Exibir todos os nds de uma lista.

Formas de representacao

Existem varias formas possiveis de se representar
internamente uma lista linear. A escolha de uma dessas formas
dependera da freqiéncia com que determinadas operacdes serao
executadas sobre a lista, uma vez que algumas representacdes sao
favoraveis a algumas operagdes, enquanto que outras ndo o séo, no

sentido de exigir maior esforco computacional para sua execuc¢ao.
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Dessa forma, uma lista pode ser representada, basicamente,
de duas formas:

e Sequencial ou por Contigliidade dos nés:

Uma lista com representagcédo sequencial ou por contigliidade
€ caracterizada por seus nds serem implementados de forma
consecutiva na memoria fisica. Assim, este tipo de lista explora a
seqliencialidade da memoria do computador, de tal forma que seus
nds sejam armazenados em enderecos sequenciais, ou igualmente
distanciados um do outro. Pode ser representada por um vetor
(figura 2.3) na memdria principal ou um arquivo seqUencial em

memoaria secundaria.

Inicio

NO 1 NO 2 NO 3 NO 4 NO 5

1 2 3 4 5 MAX

Figura 2.3: Representacao de uma lista por contigtiidade dos noés.

e Por encadeamento dos nés:

Uma lista com representacdo por encadeamento ¢é
caracterizada por seus nos serem implementados em qualquer
posicdo na memdria fisica, porém, cada nd, além de possuir a sua
informacao especifica, contém, também, um ponteiro (endereco na

memoéria) do préximo n6 da seqliéncia, como mostra a figura 2.4.

Dado | =+—»| Dado | =+—»| Dado | =F—¥| Dado '-j

Fim

Figura 2.4: Representacao de uma lista por encadeamento dos nos.
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1.2. Lista Sequencial

Uma lista com representacdo sequiencial € um conjunto de
registros (nés) onde estdo estabelecidas regras de precedéncia, de
tal forma que esses nds sejam armazenados em enderecos

contiguos ou igualmente distanciados um do outro.

Caracteristicas

A relacao de ordem entre os nés da lista é representada pelo
fato de que se o endereco do né x; é conhecido, entdo o endereco

do no xi,1 pode ser determinado.

X1 X2 X3 . Xn-2 Xn-1

Figura 2.5: Lista sequencial.

Como observado na figura 2.5, se o endere¢co do no xi é
conhecido e tomado como referéncia, podemos chegar também a

todos os outros nos da lista.

Dessa forma, as seguintes caracteristicas podem ser

destacadas:

e Os n6s na lista estdo armazenados na memoria

fisicamente em posi¢coes consecutivas.

e A insercdo de um novo né na posicdo i causa o0
deslocamento a direita do n6 x; ao ultimo.

e A remocédo de um n6 da posicao i causa o deslocamento a

esquerda do né xi,1 ao ultimo.
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Uma lista sequiencial pode ser considerada vazia ou pode ser
escrita como uma sequéncia de nds pertencente a um mesmo

conjunto.

Vantagens e desvantagens de usar listas seqlienciais

Listas sequienciais € um tipo abstrato de dados adequado
quando se trata de listas pequenas, com tamanhos bem definidos e
insercbes/remocgodes no final da lista.

A principal vantagem de se utilizar listas seqlenciais é que
podemos ter acesso direto indexado a qualquer n6 da lista. Porém,
devido as suas caracteristicas estaticas, uma lista sequiiencial devera
possuir um tamanho maximo pré-definido, além de exigir varias
movimentacdes nas operagdes de inclusdo/remocao aleatérias, o
que passa a ser desvantajoso quando tratamos de listas com

tamanhos elevados.

Definicao da estrutura de dados de listas seqlienciais

Uma lista linear sequencial € definida como um vetor, no qual
“tipo” é o tipo de dado a ser representado em cada né da lista (tipos

de dados dependente da linguagem de programagao).
Dessa forma, temos:

Constante

m = 100 //niimero de nos de uma lista
Tipo

Lista = vetor [1..m] de tipo;

Operacoes em listas segiienciais

A partir da definicdo da estrutura de dados de uma lista
sequencial, este topico aborda algumas operacdes comuns sobre

listas sequienciais e os algoritmos para implementa-las.
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a) acessar o k-ésimo n6 de uma lista: através deste procedimento é

possivel acessar qualquer né de uma lista seqliencial.

Procedimento acessar(L: Lista; k,N: inteiro; ref dado: tipo)
// L é o tipo Lista, k serd utilizado para indice, N é referente a quantidade
//de elementos no vetor e dado é a varidvel que guarda a informacdo da
lista
Inicio
/Mteste para evitar escolher uma posi¢do que ndo pertenga ao vetor
se (k <=0) ou (k > N) entdo
imprima( “Dimensdo invalida”);
sendao
dado = L[k];
fim

b) alterar o valor do k-ésimo né de uma lista: através deste
procedimento é possivel alterar o valor (dado) de qualquer elemento

da lista sequencial.

Procedimento alterar(L: Lista; k,N: inteiro; ref dado: tipo)
Inicio
//teste para evitar escolher uma posicdo que ndo pertenca ao vetor
se (k <=0) ou (k > N) entdo
imprima( “Dimensdo invalida”);
sendo
L[k] = dado;
fim

c) inserir um novo né em uma lista: a inser¢do de um novo né em
uma lista sequencial pode ocorrer antes do primeiro elemento ou
antes do k-ésimo elemento. O procedimento a seguir mostra a

insercdo de um novo elemento antes do k-ésimo elemento fornecido.

Procedimento inserir(L: Lista; k,N: inteiro; ref dado: tipo)
Inicio
varidvel i : inteiro;
//teste para evitar escolher uma posicdo que ndo pertenca ao vetor
se (k <=0) ou (k > N) entdo
imprima( “Dimensdo invalida”);
sendo
para i de fim até k passo -1 faca
L[i+1] = L[i];
N=N+1; // define um elemento a mais no vetor
L[k] = dado;

20



d) remover o k-ésimo né de uma lista: este procedimento é
responsavel por remover o no k especificado da lista sequiencial.
Procedimento remover(L: Lista; k,N: inteiro; ref dado: tipo)
Inicio
varidvel i : inteiro;
//teste para evitar escolher uma posicdo que ndo pertenca ao vetor
se (k <=0) ou (k > N) entdo
imprima( “Dimensdo invalida”);
sendo
para i de k até fim passo -1 faca
L[i] = L[i+1];
N=N-1; // define um elemento a menos no vetor

fim

Praticar: explique a finalidade da estrutura de repeticao (para)
nos procedimentos de insercdo e remocao de nos na lista

seqliencial.

DESAFIO: elabore um procedimento de insercdo no inicio de

uma lista seqtiencial.

1.3. Lista Encadeada

Vimos no tépico 1.2 que é possivel representar listas através
de estruturas estaticas (vetor). O vetor é a forma mais primitiva de
representar diversos elementos agrupados. Porém, vimos também
que a utilizagdo de vetores para representar listas apresenta uma
série de desvantagens, ja comentadas anteriormente, devido suas

caracteristicas estaticas.

Uma forma de permitir o crescimento dindmico do
comprimento maximo da lista, ou seja, a medida que for necessario
mais espaco fisico de memdéria para crescimento, este espacgo vai
sendo alocado em tempo de execuc¢ao, bem como diminuir o esforgco
computacional das operacdes de insercao e remocao, é representar
a lista por ENCADEAMENTO. Na lista por encadeamento, 0s noés
sdo ligados entre si para indicar a relagdo existente entre eles
(relacdo de ordem). Cada ndé da lista devera conter além das
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informacdes respectivas, uma indicagdo ao no6 seguinte. Essas listas
sdo chamadas de listas encadeadas (ligadas), também conhecidas

como lista simplesmente encadeada.

Caracteristicas

Para manipular uma estrutura sem ter de alterar todos seus
vizinhos, precisamos de algo que nao seja fixo. Um vetor € uma
estrutura fixa na memoria, precisamos sempre empurrar todos seus
vizinhos para um lado para conseguir espago, ou para remover

algum dos elementos, para ndo deixar espagos vazios.

O elemento béasico de uma lista encadeada é o né. Cada né
da lista é formado por uma parte que armazena dados e outra que
armazena campo de ligacdo. O campo de ligacdo de uma lista
encadeada possui 0 endereco de memoria fisica onde o préximo né
esta armazenado, permitindo assim o encadeamento (ordem de
acesso) dos dados e possibilitando a implementacdo de listas
encadeadas. A figura 2.6 ilustra um né de uma lista encadeada.

Dado |Ref. =—p

Figura 2.6: N6 de uma lista encadeada.

Numa lista encadeada, para cada novo né inserido, alocamos
um espaco de memoéria para armazena-lo. Desta forma, o espaco
total de memdria gasto pela lista é proporcional ao numero de nos
nela armazenado. A figura 2.7 mostra uma lista encadeada com 5

noés alocados.
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| Dado I'-I—PI Dado I'-I—Pl Dado |'-|—P| Dado |'-|—P| Dado |h

Fim

Figura 2.7: Lista encadeada com 5 nés alocados.

No entanto, ndo podemos garantir que o0s elementos
armazenados na lista ocupardo um espaco de memoria contiguo,
portanto ndo temos acesso direto aos elementos da lista. Para que
seja possivel percorrer todos os elementos desta lista, devemos
explicitamente guardar o encadeamento dos nés (ordenamento), o
que € feito armazenando-se, junto com a informacdo de cada
elemento, uma referéncia para o préximo elemento da lista. A figura

2.8 mostra esta estrutura.

Dado |Ref. ™

Ref.

—————| Dado |[Ref.

Figura 2.8: Representacao de uma Lista encadeada.

Vantagens e desvantagens de usar listas encadeadas

A principal vantagem de se utilizar listas encadeadas esta no
fato de néo ser preciso reservar uma area de memaoria com tamanho
fixo. Além disso, nas operagdes de insercdo/remocdo nao €

necessario deslocamentos na lista.
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Entretanto, um n6 da lista encadeada ocupa mais espaco em
meméria do que um elemento (n6) de um vetor, devido a
necessidade de guardar informacbes a mais (referéncia para o
préximo né da lista, por exemplo). Embora este espago a mais nao
ocupar um espaco muito grande, existe este gasto a mais de
meméria. Além disso, 0 acesso a um né da lista encadeada
geralmente € mais demorado que em um vetor. Assim, 0 acesso a
um nd de um vetor é direto ou indexado, enquanto que para acessar
um né de uma lista € necessério percorrer todos os nés da lista até

chegar ao né desejado.

Definicao da estrutura de dados de listas encadeadas

Supondo que cada né da lista encadeada contenha uma
variavel dado (que guarda a informacao desta lista, o qual seu tipo é
dependente da linguagem de programacao utilizada) e uma variavel
proximo, variavel utilizada para fazer referéncia ao préximo né da
sequéncia, podemos definir um né desta lista como a seguir.

Tipo
no::reg(dado: tipo; proximo:ref no);

Desta forma, cada novo né da lista sera um agregado do tipo
registro, contendo dois campos: um para a informacao (dado) e o
outro para a referéncia ao proximo né do encadeamento (prdximo),

como mostra a figura 2.9.

Referéncia
Dado | = » a0 proximo
no

Figura 2.9: N6 de uma lista encadeada com a referéncia para préximo né.
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Em JAVA, podemos definir a classe né como sendo:

class No

{

public int dado; //um né com dado inteiro
public No proximo, //referéncia para o proximo no
/
Para que seja possivel implementar esta estrutura, devemos
ter uma variavel do tipo referéncia a no, para indicar o inicio da lista

encadeada.
varidvel inicio:ref no;
private No inicio; //em JAVA

Antes de iniciar o procedimento de insercdo de novos
elementos na lista, a variavel inicio precisa ser iniciada com valor

vazio (NIL), indicando que a lista esta fazia.
inicio = NIL;
inicio = null; //em JAVA

Note que a variavel inicio deve sempre apontar para o inicio
da lista, informando onde a lista encadeada comeca, ndo sendo
necessario armazenar nenhum valor de informagédo, como mostra a

figura 2.10.

Inicio

Dado | = > m m =

Figura 2.10: Referéncia para o inicio de uma lista encadeada.

Quando se deseja inserir um novo no na lista, primeiramente,
€ preciso alocar um espaco de memoéria para o referido nd, que

chamaremos de né p:
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var p: ref no;
alocar(p);

e, em seguida, definir os valores da informacdo e da
referéncia deste novo né p. A seguir sdo definidas as estruturas de

atribuicao de valores para o né:

pl.dado
pt.proximo

Operacoes em listas encadeadas

Ha duas alternativas para implementacdo de operacoes de
listas encadeadas: utilizando vetores estaticos ou utilizando
alocacao dinamica. Entretanto, ndo ha vantagem na implementacao
da lista encadeada com vetores, uma vez que permanece O
problema do tamanho méaximo da lista predefinido além da
necessidade de utilizar mais espago para armazenar os enderecos
dos elementos sucessores. Portanto, vamos utilizar implementacao

dindmica para as nossas listas encadeadas.

a) criagdo de uma lista simplesmente encadeada vazia: o
procedimento a seguir mostra a definicdo e criacdo de uma lista

simplesmente encadeada, inicialmente, sem nenhum né alocado.

Tipo

no::reg(dado: tipo, proximo:ref no),
Inicio

varidvel inicio: ref no;

inicio = NIL;
fim

b) insercdo de um elemento na lista simplesmente encadeada: os
passos a seguir sao suficientes para inserir um novo elemento

sempre no inicio da lista simplesmente encadeada.
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(1) variavel p: ref no;
(2) alocar(p);

(3) pt.proximo = inicio;
(4) inicio = p;

(5) p1.dado = valor; //valor a ser armazenado neste no

Considerando que ja exista uma lista simplesmente
encadeada com apenas dois nés alocados, estes passos produzem

o desencadeamento de uma série de etapas descrita a seguir:
(1) nesta linha é definido um novo n6 chamado de p.

(2) neste momento, o né p é alocado e reservado um espago de
membdria fisica suficiente para guardar todas as suas informagoes,

como mostra a figura 2.11.

P

Dado | Proximo

Figura 2.11: Alocando um novo p para ser inserido na lista encadeada.

(3) esta linha, faz com que a referéncia proximo do novo n6 aponte
para onde a variavel inicio estava referenciando, como mostra a

figura 2.12.

Dado | Préoximo ™

Dado | =t+—¥»| Dado '—j

Fim

Figura 2.12: Processo de inser¢géo de um novo né na lista encadeada.
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(4) por fim, a variavel inicio passa a apontar para o novo né alocado,

indicando o novo inicio da lista, como visualizado na figura 2.13.

p

Dado|Proximo®™—| Dado | +—| Dado "_;

Fim

Figura 2.13: Lista encadeada depois do processo de inser¢ao de um novo né no
inicio.
(5) esta instrucdo serve para atribuir um valor para o novo né

inserido nesta lista.

Para o procedimento de insercéo no inicio, temos o seguinte
método em JAVA:

public void inserir_inicio(int dado)

No novoNo = new No(dado);
novoNo.proximo = inicio; //novo noé aponta para o inicio antigo

inicio = novoNo; //o inicio aponta agora para o novo no

/

c) remocgao do primeiro elemento na lista simplesmente encadeada:
o procedimento de remoc¢ao do primeiro né da lista é utilizado para
remover um nd a esquerda na lista, liberando a area de memoria
reservada para este n6 e atualizando o conteddo da variavel inicio
com a referéncia do préximo né da lista. Os passos a seguir referem-
se a remocao de do primeiro elemento de uma lista simplesmente

encadeada.

(1) inicio = p1.proximo;
(2) desalocar(p),

Note que esses passos sdo suficientes para a remogéo do
primeiro elemento de uma lista simplesmente encadeada. No passo

(1) a variavel inicio passa a referenciar o n6 para o qual o primeiro
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elemento apontava (ou seja, o segundo nd). Apds esse passo, basta
desalocar o espaco antes ocupado pela variavel p. A figura 2.14

ilustra esse procedimento.

Dado IXiMmo ™

Dado | =t | Dado "j

Fim

Figura 2.14: A variavel inicio apontando para o segundo elemento da lista e o

primeiro elemento da lista sendo desalocado.

Para o procedimento de insercao no inicio, temos o seguinte
método em JAVA:

public No remover_inicio()

No aux = inicio;
inicio = inicio.proximo; //novo inicio definido para o segundo elemento

return aux; //retorna o no removido

/

Praticar: elabore procedimentos de edicao e procura de nos na
lista e outro procedimento que informe a quantidade de

elementos existentes na lista simplesmente encadeada.

DESAFIO: elabore um procedimento de remocao do ultimo no
de uma lista simplesmente encadeada. Para facilitar o
desenvolvimento, crie uma nova variavel “fim” do tipo ref no,

que aponte sempre para o ultimo elemento da lista.
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1.4. Lista Duplamente Encadeada

A estrutura de lista simplesmente encadeada vista na secéo
anterior caracteriza-se por formar um encadeamento simples entre
0os seus nés. Dessa forma, cada n6é desta lista contém uma
referéncia para o nd seguinte, 0 que nos permite percorrer toda a
lista encadeada a partir do primeiro n6 (do inicio para o fim). Porém,
neste tipo de lista, ndo temos uma eficiéncia para percorrer a lista do
fim para o inicio. Ainda mais, a remogao de um elemento de uma
lista simplesmente encadeada também é uma tarefa dificil. Mesmo
conhecendo a posicao do elemento a ser removido, teremos que
percorrer toda a lista, né por no, a fim de encontrarmos o elemento
anterior, pois, dado um determinado nd, ndo temos como acessar

diretamente o né anterior.

A fim de solucionar esses problemas, podemos utilizar uma
estrutura de dados conhecida como lista duplamente encadeadas.
Uma lista duplamente encadeada é aquela em que cada né possui
duas Referéncias, ao invés de uma s6. A primeira é usada para
indicar o nd sucessor (da mesma forma que lista simplesmente
encadeada), enquanto que a segunda é usada para apontar para o
nd predecessor (né anterior). Desta forma, dado um né qualquer da
lista, podemos acessar ambos 0s nos adjacentes: o préximo e o

anterior. A figura 2.15 ilustra este tipo de lista.

< Dado : I Dado : ; Dado : L Dado :
Fim

Figura 2.15: Lista duplamente encadeada.

Observe através da figura 2.15, que se tivermos uma
referéncia para o ultimo elemento da lista, podemos percorrer toda a
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lista em ordem inversa, bastando acessar continuamente o no

anterior, até alcancar o primeiro n6 da lista.

Vantagens e desvantagens de usar_listas duplamente

encadeadas

A principal vantagem de se utilizar listas duplamente
encadeadas € que, devido a existéncia da referéncia para o né
anterior e o posterior, podemos percorrer facilmente toda a lista em
qualquer direcédo (do inicio para o fim e do fim para o inicio). Com
isso, facilita a implementacdo da maioria das operagdes possiveis

em cima de listas.

Entretanto, uma lista duplamente encadeada ocupa ainda
mais espago em memoria, pois cada n6é contera uma referéncia a

mais (para o n6 anterior).

Definicao da estrutura de dados de listas duplamente

encadeadas

Supondo que cada n6 da lista duplamente encadeada deva
conter um dado de um tipo qualquer (tipos disponiveis dependendo
da linguagem de programacao), podemos definir um né desta lista

como a sequir:

Novo_tipo no::reg( dado: tipo;
anterior:ref no;
proximo:ref no);

Onde dado é a informacao definida pelo usuario, anterior é a
referéncia para o n6 anterior e proximo € a referéncia para o proximo

noé da lista.

Desta forma, cada novo né da lista sera um agregado do tipo

registro, contendo trés campos: um para a informacédo e os outros
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dois para referéncias ao né anterior e proximo do encadeamento,

como mostra a figura 2.16.

Referéncia Referéncia
aoné <—t=Dado | *T— ao proximo
anterior no

Figura 2.16: Um n6 de uma lista duplamente encadeada com referéncia para o né

préximo e anterior.

Em JAVA, podemos definir a classe né como sendo:

class No

{

public int dado; //um né com dado inteiro
public No proximo; //referéncia para o proximo no
public No anterior; //referéncia para o no anterior

/

Para que seja possivel implementar esta estrutura, devemos
também ter uma variavel do tipo referéncia a né, para indicar o inicio

da lista encadeada:
varidvel inicio:ref no;

private No inicio; //em JAVA

Operacoes em listas duplamente encadeadas

As operacoes em listas duplamente encadeadas s&o
analogas as operacgoes de listas simplesmente encadeadas. A
principal diferenca refere-se ao fato de que cada né de uma lista
duplamente encadeada possuir, além de uma referéncia ao né
posterior, uma referéncia ao né anterior. Esta referéncia a mais

facilita na definicdo de uma série de operagdes sobre este tipo de
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lista, principalmente as operacdes de busca de nés na lista, pois

permite, a partir de qualquer nd, o retorno a nés anteriores.

a) criagao de uma lista duplamente encadeada vazia: como em listas
simplesmente encadeada, para se criar uma lista encadeada é
preciso apenas definir que a variavel inicio do tipo ref né referencie
vazio (NIL), criando, assim, uma lista duplamente encadeada sem

nenhum né alocado.

Tipo

no::reg(dado: tipo; proximo:ref né, anterior:ref no),
Inicio

variavel inicio: ref no;

inicio = NIL;
fim

b) insercdo de um elemento na lista duplamente encadeada: os
passos a seguir sdo suficientes para inserir um novo elemento

sempre no inicio da lista duplamente encadeada.

(1) varidvel p: ref no;

(2) alocar(p);

(3) p1.dado = valor; //valor a ser armazenado neste no
(4) p1.proximo = inicio;

(5) pt.anterior = NIL;

(6) iniciot.anterior = p;

(7) inicio = p;

Considerando que ja exista uma lista simplesmente
encadeada com dois nés alocados, estes passos produzem o

desencadeamento de uma série de etapas descrita a seqguir:

(1) nesta linha é definido um novo n6 chamado de p.
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(2) neste momento, o né p é alocado e reservado um espago de
membdria fisica suficiente para guardar todas as suas informagoes,

como mostra a figura 2.17.

P

Ant.] Dado|Prox.

Figura 2.17: Alocando um novo p para ser inserido na lista duplamente
encadeada.
(3) esta instrucdo serve para atribuir um valor para o novo né

inserido nesta lista.

(4) esta linha faz com que a referéncia proximo do novo né aponte
para onde a variavel inicio estava referenciando, como mostra a
figura 2.18.

< Dado Dado : Dado |

Figura 2.18: Processo de inser¢do de um novo né na lista encadeada.

(5) esta linha faz com que a referéncia anterior do novo né aponte

para vazio (figura 2.18).

(6) este passo faz com que a referéncia anterior de inicio (primeiro
nd da lista duplamente encadeada) aponte para o novo né p que se

deseja inserir na lista, como pode ser visualizado na figura 2.19.
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P
- N
< Dado ‘ Dado : Dado |
Anterior de Inicio Fim

Figura 2.19: Ajustando a referéncia anterior do n6 que a variavel inicio referencia.

(7) por fim, a variavel inicio passa agora a apontar para o novo né
alocado, indicando o novo inicio da lista, como visualizado na figura
2.20.

b

v

Dado

AT
1

<« Dado < Dado

I 4

Fim

Figura 2.20: Lista encadeada depois do processo de insercao de um novo né no

inicio.

Para o procedimento de insercéo no inicio, temos o seguinte
método em JAVA:

public void inserir_inicio(int dado)

No novoNo = new No(dado);

inicio.anterior = novoNo; //faz com que o a referéncia anterior do inicio
//antigo aponte para o novo no

novoNo.proximo = inicio; //novo noé aponta para o inicio antigo

inicio = novoNo; //o inicio aponta agora para o0 novo no

/
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Praticar: elabore procedimentos de edicdao e procura de nés em
uma lista duplamente encadeada.

DESAFIO: elabore um procedimento de remo¢ao do primeiro no
de uma lista duplamente encadeada.

1.5. Lista Encadeada Circular

Algumas aplicacbes necessitam representar conjuntos
ciclicos. Por exemplo, as arestas que delimitam uma face podem ser
agrupadas por uma estrutura circular. Para esses casos, podemos
usar listas encadeadas circulares.

Uma lista circular assemelha-se muito com uma lista
encadeada, diferenciando-se pelo fato de seu ultimo elemento conter
uma referéncia para o primeiro elemento, formando a situagéo

circular, como pode ser observado na figura 2.21.

3

Dado | =t+—»| Dado | =t+—®| Dado | =t—»| Dado

Figura 2.21: Lista circular.

Para percorrer os ndés de uma lista circular, partimos da

referéncia do né inicial até alcancarmos novamente esse mesmo no.

DESAFIO: baseado em uma lista simplesmente encadeada
circular, elabore um procedimento de insercao e remocao do
primeiro no da lista e um procedimento de percorrer a lista

completa a quantidade de vezes definidas pelo usuario.
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1.6. Exercicios
1. Defina lista linear.

2. Qual a principal diferenga entre lista por contigliidade e lista por

encadeamento dos n6s?

3. Descreva com detalhes as vantagens e desvantagens de se
utilizar lista por contiglidade.

4. Descreva com detalhes as vantagens e desvantagens de se

utilizar lista por encadeamento.

5. Qual a principal vantagem em se utilizar a estrutura de lista
duplamente encadeada?

6. Faca uma procedimento que conte quantos elementos existem

em uma lista simplesmente encadeada.

7. Escreva um programa que crie duas listas (L1 e L2). Em seguida,
0 seu programa deve calcular a unido das duas listas, ou seja,
construir uma lista L3, contendo todas as informacdes presentes
em L1 e todas as informacdes presentes em L2. As listas L1 e L2

devem permanecer inalteradas. Veja o exemplo abaixo.

nome  RFOR nome  Rrox nome  Prox nome  Prox
L;‘ ic.g.;| |—::>‘mar|a| ‘—:»‘ ana| |—::>|i03é‘ -I-l
nome  Rrox nome  Prox nome  Prox

inr“ fahio ‘ ‘ —_— |ioana ‘ | —::v-| anita ‘ h

nome  Rrox nome  Prox nome  Prox nome  prox nome  Arox nome  prox nome  Prox
‘—::p |mar|a‘ |—::>-| ana ‘ ‘_}‘ =2 | |£__,|fa'big ‘ ‘—.‘:b |ioana‘ |—2:>-| anﬂa‘ ‘—l

L3 [,
ﬂ__a‘ iofio

8. Faca um programa que contenha as principais operac¢oes do Tipo
Abstrato de Dados Lista Simplesmente Encadeada. Esta lista
devera ser de numeros inteiros (tipo do dado da lista). O seu
programa devera conter as seguintes operagoes:

e criar lista simplesmente encadeada;
e verificar se a lista esta vazia;

e adicionar um novo né na lista (no inicio da lista);
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remover um né qualquer da lista;

verificar se existe um nd qualquer na lista.

9. Faca um programa que contenha as principais operac¢oes do Tipo

Abstrato de Dados Lista Duplamente Encadeada. Esta lista

devera ser de numeros inteiros (tipo do dado da lista). O seu

programa devera conter as seguintes operacoes:

criar lista duplamente encadeada;

verificar se a lista esta vazia;

adicionar um novo né na lista (no inicio da lista);
remover um no qualquer da lista;

verificar se existe um nd qualquer na lista;

Procurar um né qualquer na lista e imprimir seu sucessor e

antecessor (caso existam).

10.Faga um programa que contenha as principais operacdes da

Estrutura de Dados do tipo Lista Circular. Esta lista devera ser de

nameros inteiros (tipo do dado da lista). O seu programa devera

conter as seguintes operagoes:

criar lista simplesmente encadeada circular;
verificar se a lista esta vazia;

adicionar um novo né na lista (no inicio da lista);
remover um no qualquer da lista;

verificar se existe um nd qualquer na lista;

Imprimir da lista (quantidade de vezes exigida pelo

usuario)

11.(QUESTAO DESAFIO) Suponha que uma empresa de material

de construcdo necessite desenvolver um software para

gerenciamento de seu estoque. Cada produto que entra na

empresa recebe um cédigo (numero inteiro Unico), além da
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descricdo do produto (string) e a quantidade presente no
estoque. Para o armazenamento das informacdes é necessario a
definicao de estruturas de dados eficazes e dinamicas, a fim de
otimizar o gasto de memdéria. Construa um esbogo do software
utiizando a Estrutura de Dados do tipo Lista simplesmente
encadeada, com as seguintes operacoes:

e Criacao da lista;

e Verificar se existe ou nao algum material cadastrado

(verificar se a lista é vazia);
e Inserir um novo item (no fim da lista);
e Impressao da lista completa.

12.Para a questdo anterior, construa um esbogo do software
utilizando a Estrutura de Dados do tipo Lista duplamente

encadeada, com as seguintes operacoes:
e (Criacao da lista;
e Inserir um novo item (no inicio da lista);
e Buscar um item através de seu c6digo;
e Impressao da lista completa.

13.Para a mesma questdo (Questdo 13), construa um esboco do
software utilizando a Estrutura de Dados do tipo Lista circular

(simplesmente encadeada) com as seguintes operagdes:
e (Criacao da lista;
e Inserir um novo item (no fim ou inicio da lista);

e Impressdo da lista (quantidade de vezes exigida pelo

usuario).

39



UNIDADE |
ESTRUTURAS DE DADOS LINEARES

[2. PILHAS }

2.1. Introducao

A pilha é uma das estruturas de dados mais simples. Por esse
motivo, ela é bastante utilizada em programacdo, podendo ser
implementada diretamente pelo hardware da maioria das maquinas

modernas.

As pilhas € um tipo de estrutura de dados linear que tém sua
utiizacdo e implementacdo semelhantes as listas, sendo que

diferem apenas na prioridade da retirada da informacéo.

A idéia basica de uma pilha é que todo o0 acesso aos seus nds
sdo realizadas através do seu topo. Essa politica de acesso é
conhecido LIFO (“last in first out’ — “Gltimo a chegar primeiro a sair”).
Nesta politica, quando um novo n6 € introduzido na pilha, passa a
ser o elemento do topo, e 0 Unico n6 que pode ser removido da pilha
€ o do topo. Isto faz com que os nés da pilha sejam retirados na

ordem inversa a ordem em que foram introduzidos.

Para facilitar o entendimento de pilhas, podemos imaginar
uma pilha de livros, como mostra a figura 2.22.

= Tivio &

Figura 2.22: Pilha de livros.
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Para adicionar um novo livro na pilha, o colocamos no topo.
Da mesma forma, para retirarmos um livro da pilha, retiramos do
topo. A figura 2.23 mostra a operacdo de inser¢cdao de dois novos

livros (a) e retirada (b) de um desses livros da pilha.

Remocgao

Insergzg> Lo ((<( —_— _%
—| o Livro @@ o Livro €

@ Livro [ @ Livro €
@ Livro (€ @ Livro @
@ Livro @ Livro €

(a) (b)

Figura 2.23: (a) Procedimento de inser¢ao de dois livros na pilha e

(b) procedimento de remoc¢ao de um livro da pilha.

Existem duas operagdes basicas que devem ser

implementadas numa estrutura de dados pilha:

e empilhar um novo elemento: insercdo do elemento no
topo;

e desempilhar um elemento: remocao do elemento do topo.

Comumente, sao utilizados os termos em inglés push

(empilhar) e pop (desempilhar). A figura 2.24 mostra as operacoes

basicas de uma pilha.

push(a) push(b) push(c) pop() pop()
C M—topo
b f&—toro | b b f&—toro
iﬁ—fopo da d da iﬁ—topo

Figura 2.24: Operag0es basicas de uma pilha (push e pop).
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DEFINICAQ: dada um pilha P = (as, @y, ..., an), dizemos que
as € a base da pilha; a, € o elemento topo da pilha; e aj,1 esta acima

de a;.

Operacoes associadas a pilhas

Uma vez definido que um conjunto de dados sera
representado sob a forma de uma pilha, precisamos decidir as
operacdes possiveis de serem implementadas sobre esta pilha de
dados. As operagdes mais comuns sao definidas a seguir:

e Criar uma pilha vazia;

e Testar se a pilha esta vazia;

e Obter o elemento topo da pilha;

e Inserir um elemento na pilha (push)

e Retirar um elemento da pilha (pop)

Formas de representacao

Existem varias formas possiveis de se implementar uma pilha,
que se distinguem pela natureza dos seus elementos (tipo do dado
armazenado), pela maneira como os elementos sdo armazenados
(estatica ou dinamicamente) e pelas operacdes disponiveis para o
tratamento da pilha.

Dessa forma, uma pilha pode ser representada, basicamente,
de duas formas:

e Estatica: Uma pilha com implementacdo estatica é
caracterizada por utilizar uma estrutura estatica (vetor)

para representar a pilha.

e Dinadmica: Uma pilha com implementagdo dindmica é
caracterizada por utilizar uma estrutura de dados dindmica

(lista) para representar a pilha.
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No caso geral de listas, uma grande vantagem de se utilizar
alocacao encadeada sobre a sequencial refere-se a eliminagéo de
deslocamentos na insercdao e remocao. No caso das pilhas, as
operacdes de deslocamentos ndao ocorrem. Sendo assim, numa
aplicacdo onde o numero maximo de elementos da pilha €

conhecido, a implementacao estatica € bem simples e vantajosa.

2.2. Pilha Estatica

Comumente, em aplicacbes computacionais que precisam de
uma estrutura de pilha, € comum sabermos de antemao o numero
maximo de elementos que podem estar armazenados
simultaneamente na pilha, isto é, a estrutura da pilha tem um limite

conhecido.

Dessa forma, a implementagao da pilha pode ser feita usando
simplesmente um vetor, devido a sua simplicidade, como mostra a
figura 2.25.

topo Insercao (push())
p v —»
a|b|c
1 2 3 4 5 n

Figura 2.25: Implementando pilha através de um vetor P.

Considerando o vetor P utilizado para armazenar os
elementos da pilha. Os novos elementos inseridos na pilha através
da operacdo empilhar (push) ocupardo as primeiras posicées do
vetor. Desta forma, se temos n elementos armazenados na pilha, o

elemento n sera o elemento do topo.
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Vantagens e desvantagens de usar pilhas estaticas

A maioria das aplicagdes computacionais, comumente a
quantidade maxima de elementos possiveis de uma pilha é
conhecido a priori. Dessa forma, a implementacao desta através de
vetores é simples, pois em pilhas ndo ocorrem operagdes de
deslocamentos no vetor devido as inser¢des e remocdes (insercao e

remocao em pilhas obedecem a politica LIFO).

Porém, se a quantidade maxima de elementos de uma pilha
ndo for conhecida a priori, a implementacdo estatica torna-se
desvantajosa, podendo resultar numa alocacao de memoria grande

demais ou insuficiente para uma determinada aplicagéo.

Operacoes sobre pilha estatica

Uma pilha estéatica é definida como um vetor, no qual “tipo” é

o tipo de dado a ser representado em cada elemento da pilha.
Dessa forma, temos:

Constante

m = 10 //niimero mdximo de elementos da pilha
Tipo

Pilha = vetor [1..m] de tipo;

Em JAVA, podemos definir a classe né como sendo:

class Pilha
{

private int tamanho, //tamanho mdximo da pilha
private int[ | vetorPilha; //vetor que serd armazenado os elementos
private int topo; //referéncia para o topo da pilha

/

A partir da definicao da estrutura de dados de uma pilha
sequencial, podemos definir suas duas principais operagdes: de
empilhar (push) e desempilhar (pop).
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a) Operacao de empilhar: esta operacao € utilizada para inserir um

novo elemento no topo da pilha.

Algoritmo: Inser¢do na pilha P
varidvel P: Pilha; varidvel topo: inteiro;
topo = 0; //informando que a pilha estd vazia
se topo # m entdo

topo = topo + 1;

P[topo] = dado;
sendo

imprima( “Pilha cheia”);

Para a operacdo de empilhar (push), temos o0 seguinte
método em JAVA:

public void int push(int dado)
{

vetorPilha[++topo] = dado,

/

b) Operacéao de desempilhar: esta operacéao € utilizada para remover

um novo elemento do topo da pilha.

Algoritmo: Remocgdo na pilha P
varidvel P: Pilha; varidvel topo: inteiro;
Retirado: tipo;
se topo # 0 entdo

retirado = P[topo];

topo = topo + 1;
sendo

imprima( “Pilha vazia”);

Para a operacdo de desempilhar (pop), temos o seguinte
método em JAVA:

public void int pop()
{

Return vetorPilha[topo - -];

/
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Praticar: utilizando pilhas estaticas, descreva um procedimento
para inverter uma seqliéncia dado. Por exemplo, se a seqliéncia
dada for <a,b,c,d> o seu procedimento deve retornar <d,c,b,a>.

2.3. Pilha Dinamica

Em aplicagdes que utilizam pilhas, quando o numero maximo
de elementos que serdo armazenados nao € conhecido, devemos
implementar a pilha usando uma estrutura de dados dinamica

(empregando listas encadeadas).

Como visto no capitulo anterior, uma lista encadeada é uma
estrutura constituida por elementos, conhecidos por nés, que contém
um dado qualquer e uma referéncia para o préximo elemento. Dessa
forma, para representar uma pilha através da estrutura lista, basta
considerar que a referéncia para o primeiro elemento da lista seja

considerada o topo da pilha, como visto na figura 2.26.

Fim

Figura 2.26: Implementando pilha através de lista encadeada.

Vantagens e desvantagens de usar pilhas dindAmicas

Quando em uma determinada aplicacdo de pilhas ndo se
conhece a priori 0 tamanho maximo de elementos a ser utilizado, a
utilizacdo de estrutura de dados dindmica lista encadeada é bem

interessante, pois a medida que é necessario inserir um novo
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elemento basta alocar o espaco de memdria necessario para sua

insercao.

Porém, como em listas encadeadas, a principal desvantagem
da implementacao dindmica de pilhas estd no fato de que um
elemento da pilha sempre contera uma referéncia para o outro

elemento da pilha, o que gera uma utilizacdo maior de memdria.

Operacoes sobre pilha dindmica

As operacbes em pilhas dindmicas utilizam os mesmos
conceitos de listas encadeadas, porém na pilha a inclusédo e a
retirada sé podem ser realizadas no topo, ou seja, sempre o Ultimo
né inserido na pilha.

Dessa forma, podemos definir a estrutura de dados pilha
dindmica como a seqguir:
Tipo

Pilha::reg( dado: tipo;
proximo:ref Pilha);

Definida a estrutura, podemos desenvolver suas principais
operacoes: de empilhar (push) e desempilhar (pop).

a) Operacao de empilhar: esta operagao € utilizada para inserir um
novo elemento no topo da pilha.

Algoritmo: Insercdo na pilha P

varidvel P, topo: Pilha;

alocar(P);

P1.dado = dado;

P1.proximo = topo;

topo = P;

A partir deste algoritmo de insercdo € possivel inserir
dinamicamente um novo elemento para a pilha. Note que para a
insercao é necessario apenas alocar espago em memoria para o

novo elemento (nd). Depois que 0 espacgo é alocado, a referéncia
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proximo aponta para o topo, como pode ser visualizado na figura
2.27.

topo

Dado| = Dado | —+—»|Dado --—‘L

Fim

Figura 2.27: Alocando novo né para ser inserido na pilha.

Logo em seguida, o topo passa a apontar para este novo né.
Dessa forma, o novo n6 € inserido no inicio da lista, tornando-se o

novo topo da pilha, como mostra a figura 2.28.

topo

Dado | = Dado| = » |Dado -—;

Figura 2.28: Insergao de um novo né na pilha.

b) Operacédo de desempilhar: esta operacéao € utilizada para remover

um novo elemento do topo da pilha.

Algoritmo: Remocgdo da pilha P
varidvel topo, retirado: Pilha;
se topo # NIL

retirado = topo,

topo = topo?l.proximo;

desalocar(retirado);
sendo

imprima( “Pilha vazia”);
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Neste algoritmo, o novo topo passa a referenciar o proximo do
topo antigo. Em seguida, basta desalocar o espaco de meméria do
né retirado, como visualizado na figura 2.29.

topo

Fim

Figura 2.29: Remocao de um n6 da pilha.

Praticar: utilizando pilhas dinamicas, descreva um
procedimento para inverter uma seqiiéncia dado. Por exemplo,
se a seqliéncia dada for <a,b,c,d> o seu procedimento deve

retornar <d,c,b,a>.

2.4. Exercicios
1. Defina o que é uma Pilha e aponte no que se diferencia de Lista.
2. Aponte as duas principais operacoes de Pilhas e suas utilidades.

3. Descreva com detalhes as vantagens e desvantagens de se

utilizar pilha estatica.

4. Descreva com detalhes as vantagens e desvantagens de se

utilizar pilha dinémica.

5. Considerando uma pilha de numeros inteiros, escreva um
programa que fornega o maior, 0 menor e a média aritmética de

seus elementos.

6. Faca um programa que defina as operacdes push e pop de uma
pilha dinamica, além de um método para informar qual o

elemento do topo
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7. Faca um programa que cadastre varios professores (nome,
salario e titulagdo) em uma estrutura de dados do tipo PILHA.

Posteriormente o programa deve mostrar:

a. os nomes dos funcionarios que possuem uma
determinada titulagdo fornecida pelo usuario. As possiveis
titulac6es sao: Mestre, Doutor e Especialista.

b. os dados de um determinado professor, cujo nome é
fornecido pelo usuario.

8. Escreva um algoritmo que converta uma pilha seqlencial, em
uma pilha encadeada. Considere a lista sequencial com no

maximo 100 elementos.

9. Faca um programa que contenha as principais opera¢des da
Estrutura de Dados Pilha Estatica. Esta pilha devera ser de
nameros inteiros (tipo do dado da pilha). O seu programa devera

conter as seguintes operacoes:
a. criar Pilha Estatica;
b. verificar se a Pilha esta vazia;
c. adicionar um novo elemento na Pilha;
d. remover um elemento da Pilha;
e. Informar qual o elemento do topo da Pilha;
f. Informar a quantidade de elementos da Pilha

g. Imprimir todos os elementos da Pilha (da base para o
topo)

10.Baseado na questdo anterior (Questdo 9), implemente as
operacdes definidas utilizando uma estrutura de dados Pilha

Dinamica.
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UNIDADE |
ESTRUTURAS DE DADOS LINEARES

[3. FILAS }

3.1. Introducao

Outra estrutura de dados muito utilizada na computagéo e no
nosso dia-a-dia é a fila. Estamos acostumados com as filas em
diversos lugares: nos bancos, supermercados, hospitais, entre
outros. Sua importancia esta no fato de determinarem a ordem de
atendimento das pessoas, ou seja, em uma fila, sempre o proximo a
ser atendido sera a primeira pessoa da fila, que normalmente, foi o

primeiro a chegar.

Quando a primeira pessoa de uma fila é atendida, a pessoa
logo atras dela torna-se o primeiro da fila. Normalmente, para entrar
em uma fila, uma pessoa deve se colocar na ultima posicao (fim da
fila). Desta forma, quem chega primeiro tem prioridade de

atendimento.

As Filas sdo estruturas de dados que armazenam O0S
elementos de maneira sequencial (linear). Da mesma forma da
estrutura de dados pilhas, as filas tém suas operagcdes mais restritas
do que as operagdes das listas, possuindo prioridades na remocéao

de seus elementos.

O que diferencia a fila da pilha é a ordem de saida dos seus
elementos. Numa pilha, enquanto que a politica de acesso é “o
ultimo que entra € o primeiro que sai”, na fila a politica de acesso €
conhecido como FIFO (first in first out — “primeiro a entrar é o
primeiro a sair’). A idéia fundamental da fila € que s6 podemos
inserir um novo elemento no final da fila e sé podemos retirar o

elemento do inicio, como mostrado na figura 2.30.
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Figura 2.30: Fila de um banco.

DEFINICAO: dada um fila F = (ai, ay, ..., an), dizemos que a; é
o elemento do inicio da fila (saida); a, é o elemento do fim da fila

(entrada); e aj,1 esta a atras na fila de a;.

Operacoes associadas a filas

Uma vez definidko que um conjunto de dados sera

representado sob a forma de uma fila, precisamos decidir as

operacdes possiveis de serem implementadas sobre esta fila
dados. As operagdes mais comuns sao definidas a seguir:

Criar uma fila vazia;

Testar se a fila esta vazia;

Obter o elemento do inicio da fila;
Obter o elemento do fim da fila;
Inserir um elemento no fim da fila;

Retirar um elemento da fila.

de
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Formas de representacao

Como em pilhas, a implementacao de filas se distingue pela
natureza dos seus elementos (tipo do dado armazenado), pela
maneira como o0s elementos sdo armazenados (estatica ou
dinamicamente) e pelas operacdes disponiveis para o tratamento da

fila.

Dessa forma, uma fila também pode ser representada,

basicamente, de duas formas:

e Estatica: Uma fila com implementagdo estatica é
caracterizada por utilizar uma estrutura estatica (vetor)

para representar a fila.

e Dinadmica: Uma fila com implementacdo dindmica é
caracterizada por utilizar uma estrutura de dados dinamica

(lista encadeada) para representar a fila.

Pelas suas caracteristicas, as filas tém as eliminacdes feitas
no seu inicio e as insercdes feitas no seu final. A implementacao
dindmica torna mais simples as operacdes (usando uma lista
encadeada com referéncia para as duas pontas). Ja a
implementacdo sequencial € um pouco mais complexa, mas pode
ser usada quando ha previsdo do tamanho maximo da fila.

3.2. Fila Estatica

Como no caso da pilha, as filas podem ser implementadas
utiizando uma estrutura de dados estatica (vetor). Para isso,
devemos definir o numero maximo de elementos na fila. Podemos
observar que o processo de insercao e remocado em extremidades
opostas fard com que a fila se movimente no vetor. Por exemplo,
considerando uma fila de um banco, se os individuos José, Maria,
Jodo e Joana chegarem ao banco, nessa ordem, e depois serem
atendidos dois individuos, a fila ndo estara mais nas posi¢des iniciais
do vetor. A figura 2.31 ilustra a configuracao da fila apds a chegada
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dos primeiros quatro individuos e a figura 2.32 apds o atendimento

dos dois primeiros individuos.

Inicio da Fila Fim da Fila

4
A4 AR |

José |Maria| Joao [Joana

‘ Diregéo da Fila

Figura 2.31: Fila representada por vetor apés a chegada de 4 individuos.

Inicio da Fila FimiFila
4 4 o | ax
Joao |Joana
‘ Direcdo da Fila

Figura 2.32: Fila representada por vetor apds a saida de 2 individuos.

Em filas estaticas, facilmente observa-se que em um
determinado instante o final do vetor serd atingido, devido as
insercoes. Podemos observar também, que a medida que as
pessoas forem atendidas na fila (remocdes), o inicio do vetor passa

a ser inutilizado, como mostra a figura 2.33.

Inicio da Fila Fim da Fila
| BN B | *ﬂ * Max
Joao |Joana
< Direcao da Fila

Figura 2.33: Fila através de vetor depois de varias inser¢des e remogdes.
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Para podermos reaproveitar as primeiras posicoes livres do
vetor sem precisarmos implementar uma re-arrumacdo dos
elementos (um trabalho arduo), podemos incrementar as posicdes
do vetor de forma circular: se o Ultimo elemento da fila ocupa a
ultima posicao do vetor, inserimos 0s novos elementos a partir do
inicio do vetor. Assim, na figura 2.34, poderiamos inserir as novas

pessoas no inicio do vetor.

Fim da Fila Inicio da Fila
AA .. T &[4}
r José |Maria Joao [Joan

Figura 2.34: Fila circular.

Para este tipo de implementagdo é preciso de um novo
componente para indicar quantos elementos existem na fila no

momento.

Vantagens e desvantagens de usar filas estaticas

A implementacdo estatica de filas é vantajosa quando ha
previsdo do tamanho maximo da fila. Porém, se a quantidade
maxima de elementos de uma fila ndo for conhecida a priori, a
implementagdo estatica torna-se desvantajosa, podendo resultar
numa alocacao de memaria grande demais ou insuficiente para uma

determinada aplicagéo.

Operacoes sobre fila estatica

Podemos definir uma fila estdtica como um vetor, no qual

“tipo” é o tipo de dado a ser representado em cada elemento da fila.
Dessa forma, temos:

Constante m = 10 //niimero mdximo de elementos da pilha
Tipo Fila = vetor [1..m] de tipo;
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As filas exigem uma implementagdo um pouco mais
detalhada. Sdo necessarios definir duas variaveis, inicio e fim, que
definem o inicio e o fim da fila, respectivamente. Quando se adiciona
um novo elemento na fila, a variavel fim é incrementada; de forma
analoga, quando se elimina um elemento da fila, a variavel inicio é

incrementada.

Note que, apds qualquer operacao (insercdo ou remocao na
fila), deve-se sempre ter nocao dos valores das variaveis inicio e fim,
para que seja possivel saber o local correto de insercdao e remocgao
de elementos da fila.

Como mencionado anteriormente, em um determinado
instante o final do vetor sera atingido, o que pode dar origem a falsa
impressdao de memoéria esgotada (falta de espaco para novas
insercoes). Como dito, para podermos reaproveitar as primeiras
posicoes livres do vetor sem precisarmos implementar uma re-
arrumacao dos elementos, podemos incrementar as posi¢cées do
vetor de forma circular: se o ultimo elemento da fila ocupa a ultima
posi¢cado do vetor, inserimos 0s novos elementos a partir do inicio do

vetor.

O algoritmo a seguir demonstra os procedimentos para

insercao de um novo elemento na fila.

Algoritmo: Insercdo na fila F
varidvel F: Fila;
varidvel inicio, fim, aux: inteiro;
//valores iniciais para inicio e fim, apontando que a fila estd vazia
inicio = fim = 0;
aux = (fimmod m) + 1I;
se aux % inicio entdo

fim = aux;

F[fim] = dado;

se inicio = 0 entdo

inicio = 1;

sendo

imprima( “Fila cheia”);

Neste algoritmo, podemos observar que antes de inserir um

novo elemento, uma variavel auxiliar aux recebe, provisoriamente, o
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valor do resto da divisdo da variavel fim com a quantidade maxima
de elementos da fila, adicionado de 1. Este célculo é realizado a fim
de respeitar o comportamento circular da fila.

Como exemplo, consideremos uma fila de banco vazia (inicio
e fim definidos como =zero). Ao chegar o primeiro cliente

(procedimento de insercao), teremos os seguintes valores:
e aux =inicio = fim = 1.
Ao chegar o préximo cliente, teremos os seguintes valores:
e aux = 2;inicio = 1; fim = 2;

Quando a variavel fim se tornar igual a quantidade maxima
permitido na fila (m), a variavel aux terd valor igual a inicio,
resultando na notificacdo de que a fila ndo contém mais espaco para

insercoes.

Logo a seguir, podemos visualizar o algoritmo de remocao de

um elemento da lista.

Algoritmo: Remocgdo na fila F
varidvel F: Fila;
varidvel recuperado: Fila;
varidvel inicio, fim, aux: inteiro;
se inicio # 0 entdo
recuperado = F{inicio];
se inicio = fim entdo
inicio = fim = 0;
sendo
inicio = (inicio mod m) + I;
sendao
imprima( “Fila vazia”);

Note no algoritmo, que também é feito um teste analogo ao
algoritmo de insercdo, a fim de permitir insergdes no inicio do vetor,
logo apds varias remogdes, eliminando-se assim a falsa impressao

de memoria esgotada.
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3.3. Fila Dinamica

As filas também podem ser implementadas dinamicamente,
representadas por uma lista simplesmente encadeada, no qual cada
nd guarda uma referéncia para o préximo né da lista. Como teremos
que inserir e retirar elementos das extremidades opostas da lista,
que representardo o inicio e o fim da fila, serd preciso usar duas
referéncias, inicio e fim, que apontam, respectivamente, para o
primeiro e para o ultimo elemento da fila. A figura 2.35 mostra esta

situacao.

Inicio Fim

José P | Maria | =+—P| Jodo e

Figura 2.35: Representagéo de filas através de lista encadeada.

Quando se deseja retirar um elemento da fila (no caso da fila
do banco, um cliente sera atendido), basta remover o né do inicio da
fila e fazer com que inicio referencie o sucessor do n6 removido. A

figura 2.36 ilustra o processo de remocao de um no6 da fila.

Inicio Fim

Jo Maria | =+—P| Joso Bl

Figura 2.36: Remocao de uma fila dindmica.
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Da mesma forma, para inserir um elemento na fila (no caso
da fila do banco, um novo cliente chega), basta acrescentar a lista
um sucessor para o ultimo nd, referenciado por fim, e fazer com que

fim referencie este novo né. A figura 2.37 ilustra esse procedimento.

Inicio Fim

Maria | =—P| Jozo | =t—P| Joana | =—t—Pp

Figura 2.37: Insergéo de uma fila dindmica.

Vantagens e desvantagens de usar filas dindmicas

Filas dinamicas sdo bastante vantajosas quando nao se
conhece o tamanho maximo da fila. Dessa forma, a medida que
desejamos inserir novos elementos na fila, basta alocar um espaco

de memoria adequado e inserir este novo elemento.

Porém, como em listas encadeadas, a principal desvantagem
da implementacao dinamica esta no fato de que um elemento da fila
sempre contera uma referéncia para o outro elemento da pilha, o

que gera uma utilizacdo maior de memoria.

Operacoes sobre fila dindmica

As operacgdes em filas dinamicas também utilizam os mesmos
conceitos de listas encadeadas. Porém, as filas exigem duas

variaveis para fazer referéncia ao inicio e ao fim da fila.

Dessa forma, podemos definir a estrutura de dados fila
dindmica como a seguir:
Tipo

Fila::reg(  dado: tipo;
proximo:ref Fila);
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Definida a estrutura, podemos desenvolver as operacbes de

insercao e remogao em filas dindmicas.

a) Operacao de insercao: esta operacao é utilizada para inserir um
novo elemento no fim da fila.
Algoritmo: Insercdo na fila F
varidvel F, inicio, fim: Pilha;
alocar(F);
F1.dado = dado;
F1.proximo = NIL;
se fim # NIL entdo
fim?1.proximo = F;
sendo
inicio = F;
fim = F;

A partir deste algoritmo de insercdo € possivel inserir
dinamicamente um novo elemento para a fila. Note que para a
insercdo € necessario alocar espaco em memdéria para 0 Novo
elemento (nd). Depois que o espacgo é alocado, o novo né € inserido
no fim da fila (o dltimo elemento passa a referenciar o novo né,
deixando de ser o ultimo elemento) e a variavel fim passa a
referenciar o novo noé inserido, como pode ser visualizado na figura
2.38.

Fim
F

Dado | =+ | Dado | =+—P»| Dado | ~—p

Figura 2.38: Inserindo um novo elemento no fim da fila.
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b) Operacao de remocao: esta operacao € utilizada para remover um
elemento do inicio da fila.

Algoritmo: Remocgdo da fila F
varidvel F, inicio, fim: Pilha;
varidvel recuperado: tipo;
se inicio # NIL entdo
F = inicio;
inicio = iniciot.proximo;
se inicio = NIL entdo

fim = NIL;
recuperado = F1.dado;
desalocar(F),

sendao
imprima( “Fila vazia”);

Note no algoritmo, que se a fila contém elementos, a variavel
F é definida como o elemento do inicio da fila e a variavel inicio é
redefinida para o préximo elemento da fila. Logo em seguida, o
espaco de memoéria do elemento F (antigo inicio da fila) é liberado.
Este procedimento pode ser visualizado na figura 2.39.

Fim

Da st—Pp| Dado | =+—P| Dado | =—P

Figura 2.39: Procedimento de remogao de um elemento no inicio da fila.

3.4. Exercicios

1. Descreva com detalhes as vantagens e desvantagens de se
utilizar fila estatica.

2. Descreva com detalhes as vantagens e desvantagens de se

utilizar fila dinamica.
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3. Considerando uma fila de nUmeros inteiros, escreva um

programa que fornega o maior, 0 menor e a média aritmética de

seus elementos.

Faca um programa para cadastrar 8 funcionarios (nome e salario)
em uma estrutura de dados do tipo FILA. Posteriormente o

programa deve mostrar:
a. o nome do funcionario que tem maior salario;
b. mostrar o nome do funcionario que tem menor salario;
c. a média salarial de todos os funcionarios

Utilizando as operagcdes conhecidas de inser¢cao e remocao em
uma fila, implemente um programa que crie trés filas: fila F, Fila
F_Impar e a fila F_par. O seu programa deve ler dados e
armazena-los na fila F e em seguida separar todos os valores
guardados em F de tal forma que os valores pares sdo movidos
para a fila F_par e os valores impares sdao movidos para a fila
F_impar.

Faca um programa que contenha as principais operagdes da
Estrutura de Dados Fila Estatica. Esta fila devera ser de numeros
inteiros (tipo do dado da fila). O seu programa devera conter as

seguintes operagoes:
a. criar Fila Estatica;
b. verificar se a Fila esta vazia;
c. adicionar um novo elemento na Fila;
d. remover um elemento da Fila;
e. Informar qual o elemento do inicio da Fila;
f. Informar qual o elemento do final da Fila;
g. Informar a quantidade de elementos da Fila;

h. Imprimir todos os elementos da Fila (do inicio para o final).
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7. Baseado na questdao anterior (Questdo 9), implemente as
operacdes definidas utilizando uma estrutura de dados Pilha

Dinamica.
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Resumo

Nesta unidade examinaremos uma estrutura de dados Uutil
para varias aplica¢des: a arvore. A importancia das estruturas listas,
filas e pilhas é inegavel, mas elas ndo sado adequadas para
representarmos dados que devem ser dispostos de maneira
hierarquica o que justifica fortemente a utilizagdo das arvores ja que
sua principal caracteristica € manter a relacdo de hierarquia entre
seus componentes.

Como acontece com as listas, filas e pilhas, trataremos as
arvores basicamente como estruturas de dados em vez de como
tipos de dados. Definiremos vérias formas dessa estrutura de dados
e mostraremos como elas podem ser representadas. Focalizaremos
neta unidade basicamente a implementacao das estruturas, e nao as
definicbes matematicas relacionadas.

Esperamos que ao final o leitor tenha se convencido da
utilidade dos conceitos e processos apresentados, mas guardamos o
desejo que ele aprofunde-se cada vez mais nesta imensidao que
sdo as estruturas de dados — arvore.

Cada capitulo é acompanhado de exercicios, sem a solugao,
preferimos deixar o prazer desta tarefa ao leitor. A bibliografia e a
webliografia ao fim das notas sdo mais do que suficiente para

adquirir um conhecimento razoavel sobre arvores.
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1. ARVORES GENERICAS

1.1. Introducao

Nas unidades anteriores apresentamos estruturas de dados
lineares. A importancia dessas estruturas é inegavel, mas elas nao
sdo adequadas para representarmos dados que devem ser
dispostos de maneira hierarquica. Exemplificando, temos a estrutura
hierarquica de diretérios do nosso computador que pode ser
visualizada na ilustracao da figura 3.1.

@ Desklop

1] '_i Documentos
s § Computador
+ !js Disquete de 314 (A:)
+ Se Discolocal (T2
+ % Disco local (D)
I
I
I

b Unidade de DWD-RAM (E:)
[ Painel de controle
I:J Dispaositivo Mavel
+ |2 Documentos compartibados
+ |2 Usudrio - documentos
# g8 Minhas Pastas de Compartihamento
# €2 MNero Scout
# % Rede
2l Lizeira

Figura 3.1: Estrutura de diretérios Windows XP.

Além das listas, filas e pilhas vistas anteriormente, existem
outras formas usadas para representar os dados, que sdo chamadas
genericamente de nao-lineares. Essa representacdo permite que

sejam feitos outros tipos de relacdes entre os dados.

No caso de arvores, objetivo de estudo desta unidade, a
relacdo existente entre os dados (denominados nés ou nodos) é
uma relacdo de hierarquia ou de composicdo, onde um conjunto de
dados é hierarquicamente subordinado a outro.

70



Um exemplo bem conhecido de relagdo de estruturacdo em
arvore é a estruturacao de um livro, que € subdividido em capitulos,
onde cada capitulo pode ser subdividido em secdes, as quais podem
possuir tépicos e sub-topicos associados.

A figura 3.2 mostra a estrutura de um livro que possui um
capitulo intitulado Arvores, que por sua vez possui trés secdes:
Introducdo, Arvores Binarias e Arvores AVL. Além disso, a secédo
Arvores Binarias possui uma subdivisdo em trés tépicos: Conceitos,

Percurso e Balanceamento.

ARVORES

ARVORES
BINARIAS

INTRODUGAO

H

ARVORES
L

[ ncmcmos] [ peRcURso] [snu\m:emmm)

Figura 3.2: Estrutura hipotética de um livro.

Em suma, uma arvore € um tipo abstrato de dados que
armazena elementos de maneira hierdrquica. Com excec¢do do
elemento do topo, cada elemento da arvore tem um elemento pai e
zero ou mais elementos filho. Normalmente o elemento do topo é

chamado de raiz.

Em outras palavras, uma arvore é formada por um conjunto
finito T de elementos denominados vértices ou nés de tal modo que:

-Se T =0 a arvore é vazia, caso contrario temos um né
especial chamado raiz da arvore (r);
- 0s demais ndés formam m = 1 conjuntos disjuntos
S1, Sa,..., Sm, onde cada um destes conjuntos é uma
arvore. As arvores S; (1 < i < n) recebem denominacéo
de sub-arvores;
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A forma convencional de representar uma arvore esta
indicada na figura 3.3. Esta arvore possui nove nés A, B, C, D, E, F,
G, H, I, J, sendo A o né raiz.

Figura 3.3: Representacdo grafica de uma Arvore.

Para fortalecer a definicdo de arvore, anteriormente
apresentada, é importante salientar que os demais nés que a
compde formam conjuntos disjuntos, ou seja, que nao possuem
elementos em comum (intersecdo vazia), logo, a estrutura

apresentada na figura 3.4 nao representa uma arvore.

Figura 3.4: Estrutura que n&o é uma Arvore.

Praticar: As estruturas apresentadas nas figuras 1 e 2 sao
arvores? Utilize a definicao para justificar sua resposta.
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1.2. Conceitos basicos

Uma vez entendido a definicido de arvore, apresentaremos

agora outros conceitos basicos relacionados.

Para facilitar o entendimento, considere o seguinte exemplo

de arvore genealdgica apresentado na figura 3.5.

,
[Rodrigo] [ Mércia] [Viviane [ César] [ Aide ]
J
—
l Claudio

Figura 3.5: Arvore genealdgica.

Analisando-a, podemos concluir que:

Essa arvore possui 10 ndés distribuidos
aleatoriamente. O nodo Pedro é a raiz da arvore, que
tem 3 sub-arvores com Maria, Andre e Marcelo como

raizes;

- O nimero de sub-arvores de um né determina o grau
desse no. Dessa forma, Pedro e Maria tém grau 3,
enquanto André tem grau 2 e Marcelo tem grau zero.
Nodos que tem grau zero sao denominados terminais

ou folhas;
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- Considerando que cada né tem um grau maximo
(numero de sub-arvores das quais esse nd € raiz) e
que todos os ndés possuem 0 mesmo grau maximo,

definimos esse grau como o grau da arvore;

- Uma arvore é homogénea quando todos os seus
nodos possuem as mesmas caracteristicas de
contelido, ou seja, o mesmo tipo de informacado. Caso

contrario ela é entdo chamada de arvore heterogénea;

Para identificar os nés da estrutura, usamos as
denominacgdes da relagdo de hierarquia existente em
uma arvore genealdgica. Dessa forma, Pedro é pai de
Maria, André e Marcelo que sado irmaos entre si. No
sentido inverso, Rodrigo, Marcia e Viviane sao filhos
de Maria e netos de Pedro. Para conhecermos os
antepassados de um nodo, basta identificarmos todos
0s nodos ao longo do caminho entre a raiz e este nodo.
Ex: os antepassados de Claudio sdo, na ordem:
Pedro, Maria e Viviane;

- Um conceito importante no estudo de arvores e o
conceito de nivel, que representa a distancia do nodo
até a raiz. Por definicdo, a raiz da arvore tem nivel 0.
Na figura 3.5, os nodos Maria, André e Marcelo tém
nivel 1, os nodos Rodrigo, Méarcia, Viviane, Cezar e
Aide tém nivel 2, assim por diante. O nodo de maior
nivel nos fornece a altura (ou profundidade) da

arvore.

Praticar: Qual o grau de Viviane? No exemplo da figura 3.5 a

arvore possui que altura?
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Observem que varios conceitos fundamentais para o

entendimento de arvores sao facilmente verificados a partir de uma

arvore genealégica. Vamos agora formalizar os conceitos ja

apresentados bem como outros conceitos relacionados as arvores.

Arvore: Uma arvore T é um conjunto finito de elementos
denominados nés tais que:
- T = ¢, e a arvore é dita vazia, ou
existe um né especial r, chamado raiz de T; os
restantes constituem um Unico conjunto vazio ou séo
divididos em m = 1 conjuntos disjuntos ndo vazios que
sdo as sub-arvores de r, cada qual, por sua vez, uma

arvore.

Sub-arvore: Se v é um n6 de T, entdo a notagdo Tv indica a

sub-arvore de T com raiz em v.

Nés filhos, pais, tios, irmdos e avd: Seja v o né raiz da sub-
arvore Tvde T:
* 0S nos raizes vy, Vp, ... V; das sub-arvores de Tv séo
chamados filhos de v,
* 0 n6 v é chamado paide vy, vz, ... v
* 0S NOS V1, Va, ... V; S80 irmaos;

- se zé filho de vy entdo voé tiode ze vé avd de z;

Grau de saida, descendente e ancestral: O numero de filhos

de um né é chamado grau de saida do n6. Se x pertence a
sub-arvore Tv, entdo, x & descendente de v e v é ancestral, ou

antecessor, de x.
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N6 folha e nd interior: Um ndé que ndo possui descendentes

préprios é chamado de né folha, ou seja, um né folha é aquele
com grau nulo. Um ndé que nado é folha (isto é, possui grau

diferente de zero) € chamado no interior ou né interno.

Grau de uma arvore: O grau de uma arvore € 0 maximo entre

os graus de seus nés.

Floresta: Uma floresta € um conjunto de zero ou mais arvores.

Caminho, comprimento do caminho: Uma seqiéncia de nos

distintos vy, v, ..., V, tal que existe sempre entre nés
consecutivos (isto é, entre vy e v, entre vo e v, ..., V1) € Vi)
a relacao "é filho de" ou "é pai de" € denominada um caminho
na arvore. Diz-se que v; alcanga vk € que vk é alcancado por
vi. Um caminho de v vértices é obtido pela seqiiéncia de k-1

pares. O valor k € o comprimento do caminho.

Nivel (ou profundidade) e altura de um ndé: O nivel ou

profundidade, de um nd v é o numero de nés do caminho da
raiz até o né v. O nivel da raiz é, portanto, 1. A altura de um
né v é o numero de ndés no maior caminho de v até um de

seus descendentes. As folhas tém altura 1.

Nivel da raiz (profundidade) e altura de uma arvore: A altura

de uma arvore T é igual ao maximo nivel de seus noés.
Representa-se a altura de T por h(T) e a altura da sub-arvore
de raiz v por h(v).
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Arvore Ordenada: Uma &rvore ordenada é aquela na qual os

filhos de cada né estdo ordenados. Assume-se ordenacao da
esquerda para a direita. A figura 3.6 apresenta uma arvore
ordenada em (a) e uma nao ordenada em (b), considerando o
conteudo dos seus no6s como sendo as letras do nosso

alfabeto.

® &
6 © © )
ONCAG D) © @
© B O @ ® ©
@ ()

Figura 3.6: Arvores ordenadas e desordenadas.

Arvores Isomorfas: Duas &rvores ndo ordenadas s&o

isomorfas quando puderem se tornar coincidentes através de
uma permutacdo na ordem das sub-arvores de seus nés. Um
exemplo de arvores isomérficas pode ser verificado na
figura 3.7, pois caso seja permutando as sub-arvores com raiz

em B e C as arvores se tornardo coincidentes.

Q Q
® Q) ©)
0 © © Q) © ©
@ @ @ ©@ ® O

Figura 3.7: Arvores isomorfas.
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Arvore Cheia ou Completa: Arvore com nimero maximo de

nés. Uma arvore de grau d tem namero maximo de nés se
cada nd, com excecao das folhas, tem grau d. A figura 3.8 (a)
mostra uma arvore cheia de grau 2, pois todos os nés nao
folhas também possuem grau 2. Porém, na figura 3.8 (b) é
possivel observar que a arvore ndao é cheia, pois o n6 C

possui apenas grau 1 e o grau da arvore é 2.

Figura 3.8: Arvore completa e arvore incompleta.

Praticar: Verifique se as arvores da figura 3.3 sao completas.
Elas sao ordenadas? Utilize as definicoes para justificar sua
resposta.

O resumo dos conceitos apresentado € exibido na figura 3.9.

+,_Linha tracejada: <€— Nivel 0
*+, Caminho

<€— Nivel |

.........

esquerda de

Sub-arvore com
raiz F

Figura 3.9: Termos em arvore.
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1.3. Representacao

Existem muitas formas de representar graficamente uma
arvore, além das apresentadas anteriormente. Como exemplos
temos:

- Representacao Natural;

- Representacao por Endentacgéao;
- Representacéao por Conjuntos;

- Representacéao por Nivel.

Representacdo Natural: o nd raiz ocupa a parte inferior da

arvore e os demais estao acima dele, como a estrutura natural

das arvores;

® ©® & © O

B, (C
9

Figura 3.10: Arvores: Notagdo Natural.

Representacdo por Endentacdo: é uma forma utilizada para

representar arvores por barras. Sua estrutura lembra o

sumario de livros;

A © O
B (o O
D (o 0
E (o 0
C o O
F o, Q0
G (o 0
H 0 0

Figura 3.11: Arvores: Notacao por Endentagéo ou Barras.
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Representacdo por Conjuntos: € a notagdo utilizada para

representar arvores como conjuntos aninhados;

Figura 3.12: Arvores: Notagao por Conjuntos.

Representacdo por Nivel: nesta notagéo € utilizado a idéia de

parénteses alinhados e a seqliéncia de parénteses representa

a relacao entre os nés da estrutura;

(A (B(D)(E)) (C (F)G)(H)))

Praticar: Represente as arvores da figura 3.6 em todas as

notacées apresentadas.

1.4. Alocacao
A semelhanca do que acontecem com listas lineares, as

arvores podem ser alocadas na meméria de um computador por

adjacéncia ou por encadeamento.
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Alocacao por Adjacéncia: Nesta modalidade, os nds da arvore

sao representados seqglencialmente na meméria, de acordo
com uma determinada ordem em que eles aparecem na
arvore. A figura 3.13 mostra a alocacao seqlencial de uma

arvore.

®
® © @

o ©¢

A|3|B|1|G|O(C|[O[D[2[E[O|F |O

Figura 3.13: Alocagéo por adjacéncia.

Os numeros que aparecem a direita da informacédo de cada
né na alocacdo seqlencial indicam o grau do né

correspondente.

A representacdo na forma de uma lista linear ndo é indicada
em duas situacgdes:

- quando for necessario efetuar operacbes de insercao e
retirada de nodos, pois potencialmente exigira uma grande
movimentacao dos dados para conseguir o efeito desejado; e
- quando a arvore afasta-se mais e mais da condicdo de
completa, ou seja, ndo é indicada em situagcbes onde a
estrutura de dados é freqlientemente alterada.

Esta forma de alocacdo é util, entretanto, quando os nés da
arvore devem ser processados na mesma ordem em que
aparecem na alocacao sequencial ou especialmente quando
as arvores sao completas, pois resulta na utilizagdo maxima

do espaco alocado.
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1.5.

Alocacdo Encadeada: A alocacéo por encadeamento oferece,

de um modo geral, uma alternativa mais adequada para a
representacdo de arvores, permitindo, com igual facilidade,
manipulagdo das arvores, bem como diversas ordens de

acesso aos nos.

Na alocacdo encadeada, cada n6é é um dado que pode ser
alocado dinamicamente e possui espaco para representar
tanto a informagdo do né como as referéncias das sub-
arvores daquele né. O principal problema deste esquema é
devido ao fato de cada n6 poder possuir um numero diferente
de sub-arvores.

Na secado seguinte, Estruturas, € apresentado um
detalhamento desta técnica de alocagcdo bem como suas

possiveis formas de implementacao.

Estruturas

Dependendo da aplicagdo, podemos usar varias estruturas

para representar arvores, levando em consideracdo o numero de

filhos que cada n6é pode apresentar. Se soubermos, por exemplo,

que numa aplicacdo o numero maximo de filhos que um né pode

apresentar € 3, podemos montar uma estrutura com 3 campos

apontadores para os nos filhos.

Considere a figura 3.14 que representa uma arvore onde cada

um dos seus nds possui no maximo trés filhos.
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Figura 3.14: Arvore com no maximo dois filhos.

A figura 3.15 apresenta a organizacdo desta estrutura

anE

utilizando alocacao encadeada.

=
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Figura 3.15: Arvores: Notagdo por Conjuntos.

Como se pode ver no exemplo, em cada um dos nés que tem
menos de trés filhos, o espaco correspondente aos filhos
inexistentes é desperdicado. Além disso, se nao existe um limite
superior no numero de filhos, esta técnica pode nao ser aplicavel. O
mesmo acontece se existe um limite no nimero de nds, mas esse
limite sera raramente alcancado, pois estariamos tendo um grande
desperdicio de espaco de memdria com os campos nao utilizados.
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Uma solucdo que leva a um aproveitamento melhor do
espaco utiliza uma “lista de filhos”: um né aponta apenas para seu
primeiro filho, e cada um de seus filhos, exceto o Ultimo, aponta para
0 préximo irmao.

A figura 3.16 mostra 0 mesmo exemplo representado de
acordo com esta nova estruturacao.

L
A

[J—

g@ e 3,

Figura 3.16: Arvores: Notagdo por Conjuntos.
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Uma das vantagens dessa representagdo é que podemos
percorrer os filhos de um ndé de forma sistemética, de maneira

analoga ao que fizemos para percorrer 0s ndés de uma lista simples.

Praticar: Utilizando como referéncia as arvores da figura 3.8
monte as estruturas de dados que possam representa-las e
esboce graficamente como elas seriam representadas utilizando

alocacao por adjacéncia e alocacao por encadeamento.
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1.6. Exercicios

1. Quais das estruturas abaixo sao arvores? Justifigue sua
® | ®
E)
©
® ®
9.9 € ©
© @ ©® ©

2. Considerando as arvores abaixo responda:

resposta.

a. Quantas sub-arvores ela contém?
b. Quais os noés folhas?

c. Qual o grau de cada n6?

d. Qual o grau da arvore?

e. Quais os ancestrais dos nés B e F?

—

. Identifique todas as relacdes de parentesco entre os nos.
g. A arvore é ordenada?
h. A arvore é completa?

3. Represente na forma natural, por endentacao, por conjuntos e

por nivel cada arvore da questao anterior.
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. Construa uma arvore com base nas informagdes abaixo:
-Oné Ctem grau 3;

- O nb X e neto de C e filho de B;

-OavodeBeA;

-On6AtemalturaOe T tem altura 1;

- Os antepassados de P sdao A, T e K, que sdo também
antepassados de H;

- T tem grau 2, e um dos seus filhos e 0 nodo S;

- O nodo G tem 2 sub-arvores que sao netos de C;

- D eirmdo de G, e é uma folha;

- E e F tem graus 0 e 1 respectivamente e sao também netos
do nodo C;

- O nodo N tem nivel 4.

. As arvores abaixo sdo isomorfas? Justifigue sua resposta.

® ®
6] ) © E)
D) ® ©® @ ® @
© ® © ©

. Mostre a representacdo por adjacéncia e por encadeamento
para as arvores da questao anterior.

. Considere uma arvore que possui no maximo quatro filhos
como a apresentada na figura abaixo. Apresente, em Portugol
e em Java estruturas de dados que possa representa-la e
mostre graficamente como ela seria representada utilizando

alocacao por adjacéncia e alocacao por encadeamento.

@

O, Q)
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2. ARVORES BINARIAS

2.1. Definicao

Uma arvore bindria se caracteriza pelo fato de todos os seus
nés terem no maximo duas sub-arvores, ou seja, € uma arvore de
grau 2. As duas sub-arvores de cada nd sdao denominadas sub-

arvore esquerda e sub-arvore direita.

Em outras palavras, uma éarvore binaria pode ser definida
como um conjunto finito de nds, que é vazio, ou consiste de um né
raiz e dois conjuntos disjuntos de nés, a sub-arvore esquerda e a

sub-arvore direita.

A figura 3.17 a seguir ilustra uma estrutura de arvore binaria.
Os nés A, B, C, D, E, F formam uma arvore binaria da seguinte
maneira: a arvore é composta do né A, da sub-arvore a esquerda
formada por B e D, e da sub-arvore a direita formada por C, Ee F. O
nd A representa a raiz da arvore e os nés B e C as raizes das sub-
arvores. Finalmente, os nés D, E e F sao folhas da arvore.

sub-arvore sub-arvore
esquerda direita

Figura 3.17: Arvore Binaria.
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Tomemos agora as arvores da figura 3.18. Nela temos duas
arvores binéarias, sendo (a) completa e (b) incompleta. Geralmente
nos referimos aos filhos de um né em uma arvore binaria como
sendo da esquerda ou da direita, de acordo com o posicionamento
dele. Por exemplo, na figura 3.18 (a) o n6 B é filho a esquerda de A
e o nb C é filho a direita de A.

(®)
(8] ©

© ® ® @

(a) (b)

Figura 3.18: Arvores binarias: (a) completa e (b) incompleta

E importante salientar que uma &rvore binaria ndo é um caso
especial de arvore e sim um conceito completamente diferente. Por
exemplo, considere a figura 3.19, note que sao duas arvores
idénticas, mas sao duas arvores bindrias diferentes. Isto porque uma
delas tem a sub-arvore da direita vazia e a outra a sub-arvore da

esquerda.

®» @
© ©
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Figura 3.19: Arvores binarias distintas.

Arvores binarias podem ser vistas em diversas situagdes do
cotidiano. Por exemplo, um torneio de futebol eliminatério, do tipo
das copas dos paises, como a Copa do Brasil, em que a cada etapa
os times séo agrupados dois a dois e sempre sao eliminados metade

dos times, € uma arvore binaria.
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Praticar: Verifique quais das arvores apresentadas no capitulo

anterior sao binarias.

2.2. Estrutura de dados

Para definirmos uma arvore binaria, assim como uma arvore
genérica, primeiro precisamos de uma tipo/classe de objetos Nés.
Esses tipos/objetos contém dados que representam os objetos
sendo armazenados também referéncias para cada um dos filhos de

um no.

Um tipo de dado que representa um né passa, entdo, a ter a
seguinte definicdo:

tipo no :: reg(esquerda:ref no,
informacgdo: info;
direita:ref no)

Em Java, a classe nd poderia ser definida da seguinte forma:

class No

{

int iDado; // dado usado como valor chave
double fDado; // outro dado
No filhoDireita;, // filho a esquerda
No filhoEsquerda; // filho a direita
/

Também precisamos de uma classe a partir da qual pode-se
instanciar a arvore propriamente dita: o objeto que mantém todos os
nés. Chamaremos essa classe de Arvore. Ela tem apenas um
campo: uma variavel No que armazena a raiz. Ela ndo precisa de
campos para os outros nds porque eles sdo todos acrescentados a
partir da raiz. A classe Arvore tem varios métodos. Eles sdo usados

para localizar, inserir e eliminar nos.
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class Arvore

{
private No raiz; // inico campo de dado em Arvore
public void localizar(int chave){ } // localizar um elemento em Arvore
public void inserir(int id, double dd ){ } // inserir um elemento em Arvore
public void deletar(int id){ } // apagar um elemento em Arvore
/

A implementagdo dos métodos da classe Arvore serdo vistos
mais adiante.

2.3. Percurso

Por percurso em arvores entende-se o ato de percorrer todos
os nés da arvore, com o objetivo de consultar ou alterar a
informacao nelas contida. Existem varios métodos de caminhamento
em arvores, que permitem percorré-la de forma sistematica e de tal

modo que cada né seja visitado apenas uma vez.

Um percurso completo sobre uma arvore produz uma
seqliéncia linear dos nés, de maneira que cada n6 da arvore passa a
ter um nd seguinte ou um né anterior, ou ambos, para uma dada

forma de percurso.

Uma arvore é uma estrutura ndo seqlencial, diferentemente
de uma lista, por exemplo. Nao existe ordem natural para percorrer
arvores e, portanto, podemos escolher diferentes maneiras de
percorré-las. NoOs iremos estudar trés métodos para percorrer
arvores. Todos estes trés métodos podem ser definidos
recursivamente e se baseiam em trés operacbes basicas: visitar a
raiz, percorrer a sub-arvore da esquerda e percorrer a sub-arvore da
direita. A Unica diferenca entre estes métodos é a ordem em que

estas operacdes sdo executadas.
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Os trés métodos sao:

- Percurso Pré-Ordem;

- Percurso In-Ordem;

- Percurso P6s-Ordem;

Percurso Pré-Ordem: O primeiro método, conhecido como

percurso em pré-ordem, implica em executar recursivamente

os trés passos na seguinte ordem.

0. se arvore vazia; fim

1. visitar no raiz;

2. percorrer a sub-arvore da esquerda em pré- ordem;
3. percorrer a sub-arvore da direita em pré-ordem;

Para a arvore da figura 3.20 este percurso forneceria, no caso
da visita significar imprimir, os seguintes resultados: F B A D
C E H G I. Uma aplicacao interessante deste tipo de percurso
€ aplica-lo a uma arvore que contenha uma expressao
aritmética, a qual foi expandida e recebeu todos os

parénteses.

G
(B )

®» ® © O

Figura 3.20: Percurso Pré-Ordem |.
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A figura 3.21 mostra outro exemplo de arvore na qual um
percurso é realizado em pré-ordem e obteve a seguinte

sequéncia de vértices visitados: ABDCEGFHIL.

Figura 3.21: Percurso Pré-Ordem |l

Um algoritmo recursivo para implementar este modo de

percurso em pré-ordem pode ser 0 seguinte:

proc pré-ordem (a:drvore)
se a # nil
entdo
inicio
execute visita(a);
execute pré-ordem(esq(a));
execute pré-ordem(dir(a))

fim

Percurso In-Ordem ou em Ordem Simétrica: Para percorrer a

arvore em ordem simétrica executa-se recursivamente os trés

passos na seguinte ordem:

0. se arvore vazia; fim

1. Percorrer a sub-arvore da esquerda in-ordem;
2. Visitar a raiz;

3. Percorrer a sub-arvore da direita in-ordem.
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Considerando a arvore da figura 3.22, o percurso forneceria o
seguinte resultado: AB C D E F G H I. Este tipo de percurso é

muito empregado em arvores binarias de pesquisa.
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Figura 3.22: Percurso In-Ordem |.

A figura 3.23 mostra outro exemplo de arvore na qual um
percurso é realizado in-ordem e obteve a seguinte seqliéncia
de vértices visitados: DBAEGCHFL.

Figura 3.23: Percurso In-Ordem |I.

Um algoritmo recursivo para implementar este modo de

percurso in-ordem pode ser 0 seguinte:

proc in-ordem (a:drvore)
se a # nil
entdo
inicio
execute in-ordem(esq(a));
execute visita(a);
execute in-ordem(dir(a))

fim
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Percurso P6s-Ordem: O percurso conhecido como pds-ordem

¢ feito a partir dos trés passos na seguinte ordem:

0. se arvore vazia; fim
1. percorrer a sub-arvore da esquerda em pos-ordem;
2. percorrer a sub-arvore da direita em pds-ordem;

3. visitar no raiz;

Para a arvore da figura 3.24 o percurso forneceria o seguinte
resultado ACE D B G 1 HF. O percurso em pds-ordem pode

ser aplicado no calculo da altura de uma arvore.
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Figura 3.24: Percurso Pés-Ordem |.

A figura 3.25 mostra outro exemplo de arvore na qual um
percurso € realizado poés-ordem e obteve a seguinte
sequéncia de vértices visitados: DBGEHIF C A.

Figura 3.25: Percurso Pés-Ordem II.
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Um algoritmo recursivo para implementar este modo de

percurso em pré-ordem pode ser 0 seguinte:

proc pos-ordem (a:drvore)
se a # nil
entdo
inicio
execute pos-ordem(esq(a));
execute pos-ordem(dir(a))
execute visita(a);

fim

Praticar: Para a arvore da figura 3.20 qual o conjunto de vértices
visitados em um percurso in-ordem? E para a figura 3.24 qual o
conjunto de vértices visitados em um percurso realizado em

pré-ordem?

2.4. Altura e numero de nos

Se cada n6 é capaz de ser ter dois filhos, entdo em um
determinado nivel, & possivel ter no maximo 2n nés nesse nivel,
onde n é o numero de nés maximo do nivel anterior. Entao o nimero
de nés maximo de uma arvore de uma determinada altura (nivel), é
igual a 2n+n. Logo podemos esbocar os seguintes algoritmos
recorrentes para calcular o ndmero maximo de nés por nivel
(max-nés-nivel) e o0 numero maximo de ndés da arvore

(max-nds-arvore):

proc max-nos-nivel (n:int)
sen#+1
entdo
inicio
retorne(2*nos-nivel(n-1))

fim
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proc max-nos-drvore (n:int)
n_max_arvore:int;
sen+l
entdo
inicio
n_max_arvore = max-nos-drvore(n-1);
retorne(2* n_max_arvore + n_max_arvore)

fim

2.5. Conversao em arvore binaria
Uma arvore qualquer pode ser transformada em uma éarvore
binaria se ligarmos os irmaos e removermos a ligacdo entre um noé

pai e os nos filhos, exceto os do primeiro filho.

Seja T uma arvore qualquer. T é convertida em uma arvore

binaria B(T) da seguinte maneira:

- B(T) possui um né B(v) para cadané vde T;

- As raizes de T e B(T) coincidem;

- O filho esquerdo de um né B(v) em B(T) corresponde ao
primeiro filho de v em T, caso exista. Se ndo existir, a sub-
arvore esquerda de B(v) é vazia;

- O filho direito de um n6 B(v) em B(T) corresponde ao irmao

de v em T, localizado imediatamente a sua direita, caso
exista. Se nao existir, a sub-arvore direita de B(v) é vazia.
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A figura 3.26 mostra uma arvore genérica convertida

para uma arvore binaria.
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Figura 3.26: Conversé@o em arvore binaria.

2.6. Exercicios

1. Quais das arvores abaixo sdo binarias? Justifique sua
resposta utilizando a teoria apresentada.
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2. Considerando as arvores abaixo responda:

3.

a. Qual a seqiéncia de vértices visitados em um percurso
realizado em pré-ordem?

b. Qual a seqUéncia de vértices visitados em um percurso
realizado in-ordem?

c. Qual a seqgléncia de vértices visitados em um percurso

realizado em p6s-ordem?

Converta as arvore nao binarias da questdo 1 em arvores

binarias.

Encontre o nimero maximo de nds por nivel e 0 numero
maximo de nds da arvore para as arvores apresentadas na

questao 2.

Implemente em Java os algoritmos para percurso em pré-
ordem, in-ordem e po6s-ordem. Verifique a corretude dos
mesmos comparando as suas respostas da questao 2 com a
saida do programa.
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6. Implemente em Java os algoritmos para calcular o namero
maximo de ndés por nivel e o numero maximo de nés da
arvore. Verifique a corretude dos mesmos comparando as

suas respostas da questao 4 com a saida do programa.
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[3. ARVORES DE PESQUISA ]

3.1. Introducao

A operacao de busca é encontrada com muita freqtiéncia em
aplicacbes computacionais, sendo, portanto importante estudar
estratégias distintas para efetua-la. Por exemplo, um programa de
controle de estoque pode buscar, dado um cédigo numérico ou um
nome, a descricdo e as caracteristicas de um determinado produto.
Se, temos um grande numero de produtos cadastrados, 0 método
para efetuar a busca deve ser eficiente, caso contrario a busca pode

ser muito demorada, inviabilizando sua utilizagéo.

Conforme veremos, certos métodos de organizar dados
tornam o processo de busca mais eficiente. Como a operagcédo de
busca é uma tarefa muito comum em computagao, o conhecimento
desses métodos € de grande importancia para a formagdao de um

bom programador.

Antes de explicarmos os métodos, vamos definir alguns
termos. Uma tabela ou arquivo € um grupo de elementos, cada uma
dos quais chamados de registro. Existe uma chave associada a cada
registro, usada para diferenciar os registros entre si.

Para todo arquivo, existe pelo menos um conjunto exclusivo
de chaves (possivelmente mais). Este tipo de chave é chamado de
chave primaria. Entretanto, como todo campo de um registro pode
servir como chave em uma determinada aplicacdo, nem sempre as
chaves precisam ser exclusivas. Esse tipo de chave é chamado de

chave secundaria.
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Quanto ao modo de organizagcédo da tabela ou do arquivo, ele
pode ser um vetor de registros, uma lista encadeada, uma arvore,
etc. Como diferentes técnicas de busca podem ser adequadas a
diferentes organizacoées de tabelas, uma tabela é freqlientemente

elaborada com uma técnica de busca em mente.

A tabela pode ficar totalmente contida na memodria interna,
totalmente na memoria externa, ou pode ser dividida entre ambas. E
evidente que sdo necessarias diferentes técnicas de pesquisa sob
essas diferentes premissas.

Estudaremos agora, algumas estratégias de busca.
Inicialmente, consideraremos que temos nossos dados
armazenados em um vetor e discutiremos os algoritmos de busca
que podemos empregar. A seguir, discutiremos a utilizacdo de
arvores de pesquisa, que sao estruturas de arvores projetadas para
darem suporte a operacdes de busca de forma eficiente.

Pesquisa Seqliencial

Este é o método mais simples de pesquisa. Consiste em uma
varredura serial da tabela, durante a qual o argumento de pesquisa é
comparado com a chave de cada registro até ser encontrada uma
que seja igual, ou ser atingido o final da tabela, caso a chave
procurada ndo se encontre na tabela.

A seqguir é apresentado o algoritmo de pesquisa seqguencial

em uma tabela ndo ordenada.

Adotaremos para a nossa implementacdo um método que
recebe como parametro um vetor de elementos inteiros (v), a
quantidade de elementos do vetor (n) e a chave a ser pesquisada
(k), retornando o endereco (indice) do elemento encontrado, ou —1

caso contrario.
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public static int buscaSequencial( int[ | v, int n, int k)

{
inti;
for (i=0; i<n; i++)
if (k == v[i])
return i; // elemento encontrado
return -1; // element ndo encontrado
/

Esse algoritmo de busca é extremamente simples, mas pode
ser muito ineficiente quando o numero de elementos no vetor for
muito grande. Isto porque o algoritmo (a funcédo, no caso) pode ter
que percorrer todos os elementos do vetor para verificar que um
determinado elemento esta ou ndo presente. Dizemos que no pior
caso sera necessario realizar n comparagdes, onde n representa o

numero de elementos no vetor.

Portanto, o desempenho computacional desse algoritmo varia
linearmente com relacdo ao tamanho do problema — chamamos

esse algoritmo de busca linear.

Em geral, usamos a notagcdo “Big-O” para expressarmos
como a complexidade de um algoritmo varia com o tamanho do
problema. Assim, nesse caso em que o tempo computacional varia
linearmente com o tamanho do problema, dizemos que trata-se de

um algoritmo de ordem linear e expressamos isto escrevendo O(n).

No melhor caso, se dermos sorte do elemento procurado
ocupar a primeira posicao do vetor, o algoritmo acima necessitaria
de apenas uma unica comparacao. Esse fato, no entanto, nao pode
ser usado para fazermos uma analise de desempenho do algoritmo,

pois o melhor caso representa um situacao muito particular.

Além do pior caso, devemos analisar o caso médio, isto €, o
caso que ocorre na média. J& vimos que o algoritmo em questao

requer n comparagdes quando o elemento ndo esta presente no
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vetor. E no caso do elemento estar presente, quantas operacdes de
comparagdo sdo, em media, necessarias? Na média, podemos
concluir que sado necessarias n/2 comparagdes. Em termos de
ordem de complexidade, no entanto, continuamos a ter uma
variagao linear, isto é, O(n), pois dizemos que O(k n), onde k € uma
constante, é igual a O(n).

Em diversas aplicacdes reais, precisamos de algoritmos de
busca mais eficientes. Seria possivel melhorarmos a eficiéncia do
algoritmo de busca mostrado acima? Infelizmente, se os elementos
estiverem armazenados em uma ordem aleatéria no vetor, nao
temos como melhorar o algoritmo de busca, pois precisamos
verificar todos os elementos. No entanto, se assumirmos, por
exemplo, que o0s elementos estdo armazenados em ordem
crescente, podemos concluir que um elemento nao esta presente no
vetor se acharmos um elemento maior, pois se o elemento que
buscamos estivesse presente ele precederia um elemento maior na

ordem do vetor.

O codigo a segquir ilustra a implementacdo da busca linear
assumindo que os elementos do vetor estdo ordenados (vamos

assumir ordem crescente).

public static int buscaSequencialOrdenada( int[ | vet, int n, int elem)

{
int i;
for (i=0; i<n; i++){

if (elem == v[i])

return i; // element encontrado
else
if (elem < vet[i])
return -1; // interrompe busca
/
return -1; // percorreu todo o vetor e ndo encontrou o
elemento
/
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No caso do elemento procurado ndo pertencer ao vetor, esse
segundo algoritmo apresenta um desempenho ligeiramente superior
ao primeiro, mas a ordem dessa versao do algoritmo continua sendo
linear — O(n). No entanto, se os elementos do vetor estdo
ordenados, existe um algoritmo muito mais eficiente que sera

apresentado a seguir.

Pesquisa Binéaria:

Caso os elementos do vetor estejam em ordem, podemos
aplicar um algoritmo mais eficiente para realizarmos a busca. Trata-

se do algoritmo de busca binaria.

A idéia do algoritmo é testar o elemento que buscamos com o
valor do elemento armazenado no meio do vetor. Se o elemento que
buscamos for menor que o elemento do meio, sabemos que, se o
elemento estiver presente no vetor, ele estara na primeira parte do
vetor; se for maior, estara na segunda parte do vetor; se for igual,
achamos o elemento no vetor. Se concluirmos que o elemento esta
numa das partes do vetor, repetimos o procedimento considerando
apenas a parte que restou: comparamos o elemento que buscamos
com o elemento armazenado no meio dessa parte. Este
procedimento é continuamente repetido, subdividindo a parte de
interesse, até encontrarmos o elemento ou chegarmos a uma parte

do vetor com tamanho zero.

Em outras palavras, O método consiste na comparacao do
argumento de pesquisa (k) com a chave localizada no meio da
tabela. Se for igual, a pesquisa termina com sucesso. Se (k) for
maior, 0 processo € repetido para a metade superior da tabela e se

for menor, para a metade inferior.
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Para exemplificar, suponha que vocé tenha um conjunto de
elementos a armazenar no seu computador, de forma que possa
realizar iniUmeras buscas sobre esses elementos. Como vocés
devem lembrar, a complexidade de uma busca linear € O(n), onde n
€ 0 numero de elementos da lista. Isso ocorre porque precisamos
percorrer a lista, no pior caso, até o final. E se pudéssemos dar

“saltos” nessa procura?

Claro que podemos dar “saltos” em uma procura. Alias, essa
€ uma forma natural de otimizar processos. Para melhor visualizar
esse processo, imagine que a busca, ao invés de utilizar uma lista
como estrutura, possui um vetor de tamanho fixo, com elementos
dispostos em ordem crescente e possuindo por exemplo, 100
elementos. Ao invés de iniciar sua busca no elemento inicial (0) e se
entender, vocé pode testar o médio (50) e verificar se 0 nimero a
ser encontrado é maior ou menor que o valor contido naquele indice.
Se for menor, como o vetor esta em ordem crescente, podemos
desprezar todos os numeros acima de 50 e recomecgar a busca no
intervalo de 0 a 50. Esse procedimento devera se repetir até que o

namero correspondente seja encontrado ou ndo exista no vetor.

69

Maiores que 50

63
N

(37
P
Q)

Figura 3.27: Pesquisa binaria.
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O exemplo da figura 3.27 ilustra o processo de busca de um
elemento na posicao (28) do vetor. O processo comega a pesquisar
no elemento médio (50) e, verificando que o elemento procurado é
menor que o elemento da posicdo (50), todos os elementos da
posicao depois de (50) serdo desprezados. Em seguida, 0 mesmo
procedimento é realizado para o subconjunto 0 a 50, depois no
subconjunto 25 a 50, etc., reduzindo, a cada iteracdo, metade dos
possiveis elementos até chegar no elemento desejado, que, no

exemplo é o contido na posi¢éao 28.

O cobdigo a seguir ilustra uma implementacdo de busca
binaria, de forma ndo recursiva, em um vetor de valores inteiros

ordenados de forma crescente.

public static int buscaBinaria( int[ | vet, int n, int elem)
{
// no inicio consideramos todo o vetor

inti=0;

int fim = n-1;

int meio;

// enquanto a parte maior for maior que zero
while (ini <= fim){
meio = (ini + fim)/ 2;
if (elem < vet[meio])

fim = meio -1; // ajusta posi¢do final
else if (elem > vet[meio])
ini = meio + 1; // ajusta posi¢do inicial
else
return meio;
/
retun -1; // elemento ndo encontrado
/

O desempenho desse algoritmo € muito superior ao de busca
linear. Novamente, o pior caso caracteriza-se pela situacdo do
elemento que buscamos ndo estar no vetor. Quantas vezes
precisamos repetir o procedimento de subdivisdo para concluirmos

que o elemento ndo esta presente no vetor? A cada repeticado, a
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parte considerada na busca é dividida a metade. A tabela abaixo
mostra o tamanho do vetor a cada repeticao do lago do algoritmo.

Repeticao Tamanho do problema
1 n
2 n/2
3 n/4
Logn 1

Sendo assim necessarias log n repeticoes. Como fazemos um
namero constante de comparacdes a cada ciclo (duas comparagdes
por ciclo), podemos concluir que a ordem desse algoritmo é O(log n).

O algoritmo de busca binaria consiste em repetirmos o
mesmo procedimento recursivamente, podendo ser naturalmente
implementado de forma recursiva. Embora a implementacdo nao
recursiva seja mais eficiente e mais adequada para esse algoritmo, a
implementagdo recursiva € mais sucinta e vale a pena ser

apresentada.

Na implementacdo recursiva, temos dois casos a serem
tratados. No primeiro, a busca deve continuar na primeira metade do
vetor, logo chamamos a fungdo recursivamente passando como
parametros o nimero de elementos dessa primeira parte restante e
0 mesmo ponteiro para o primeiro elemento, pois a primeira parte
tem o mesmo primeiro elemento do que o vetor como um todo. No
segundo caso, a busca deve continuar apenas na segunda parte do
vetor, logo passamos na chamada recursiva, além do numero de
elementos restantes, um ponteiro para o primeiro elemento dessa
segunda parte. Para simplificar, a funcao de busca apenas informa
se o elemento pertence ou ndo ao vetor, tendo como valor de
retorno falso (0) ou verdadeiro (1). Uma possivel implementacao
usando essa estratégia é mostrada a seguir.
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public static int buscaBinariaRecursiva( int[ | vet, int n, int elem)

{

// testa a condicdo de contorno: parte com tamanho zero
if (n<=0)
retun 0;
elsef
// deve buscar o elemento entre os indices 0 e n-1
int meio = (n-1)/2;
if (elem < vet[meio])
return buscaBinariaRecursica(vet,meio,elem);
else if (elem > vet[meio])
return buscaBinariaRecursica(vet[meio+1],n-1-meio,elem);
else
// elemento encontrado
return I;

/
/

Praticar: Considere o vetor ordenado v1 = [12,25,43,59,68,87] e o
vetor desordenado v2 = [25,59,43,68,12,87] cada um deles
contendo seis elementos. Execute manualmente os algoritmos

apresentados a fim de encontrar o elemento 43.

3.2. Definicao

Observando com atengdo, vamos notar que o processo de
pesquisa ilustrado na figura 3.27 gerou implicitamente uma arvore. E
se fizéssemos o contrario? Se ao invés da busca gerar uma arvore,
termos uma arvore para fazer a busca? Neste caso, ao invés do
processo de busca criar uma arvore, podemos definir uma arvore

que facilite o processo de busca.

A vantagem dessa forma de representacdo € o custo
associado ao processo de insercdo e remocdo de elementos no
conjunto. Para melhor justificar essa proposicao, suponha que temos
um problema que precise fazer uma busca de elementos em um
conjunto. Temos o conceito de busca binaria e podemos utilizar um

vetor, como descrito anteriormente, para facilitar a busca. Porém, se
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Nno nosso problema, precisassemos repetidamente inserir novos
elementos ao conjunto e remover elementos existentes o custo do
pior caso dessas operagdes seria de O(n) tanto na insercdo quanto
na remocao, uma vez que teriamos que deslocar todos os elementos
gue se encontram a direita do novo ou existente elemento para a

esquerda (remogao) ou para direita (insercao).

Para melhorar esse custo, podemos utilizar estrutura mais
dindmica que o vetor. Podemos utilizar uma &rvore onde todos os
seus elementos a esquerda de um determinado ndé sdo sempre
menores que o elemento do ng, e todos os elementos a direita sao

maiores. Esse tipo de arvore é conhecida como arvore de pesquisa.

Uma arvore de pesquisa é uma arvore estruturada de forma a
facilitar a busca em seus elementos. Cada elemento deve estar
associado a uma chave, cujo conjunto define a sequiéncia ordenada
de busca dos elementos. Cada n6 da arvore possui, portanto, uma
chave e um elemento, e deve fazer com que todos os elementos
cuja chave sejam menores que a sua se encontrem a esquerda e
todos aqueles cuja chave sejam maiores estejam a sua direita, como
o ilustrado na figura 3.28.

Figura 3.28: Arvore de Pesquisa.
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E importante salientar que uma arvore de pesquisa ndo é
necessariamente uma arvore binaria, por exemplo, arvores de
pesquisa com mais de uma chave por né, como o ilustrado na figura
3.29. O importante em uma arvore de pesquisa € seguir a
propriedade citada anteriormente.

Figura 3.29: Arvore de Pesquisa n&o binaria.

3.3. Exercicios

1. As arvores abaixo sao arvores de pesquisa?
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2. Quais das arvores abaixo sao arvores de pesquisa? Justifique

sua resposta utilizando a teoria apresentada.

0 (A)
G) ©) © (B)
oo 6 ® B
® ©
(a) (b)
2 ®
oG g e
©©® A OV
40 © ® © ©
(c) (d)
® ®
6 ® 18 6 ©
© & B 0 () ®
e © (")

3. Considere um vetor que possui no maximo quatrocentos
elementos podendo estes estarem ordenados ou nao.
Implemente, em Java, um programa capaz de procurar um
elemento neste vetor utilizando pesquisa sequencial.

Reimplemente o programa anterior agora utilizando pesquisa
binaria.
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UNIDADE II
ARVORES

4. ARVORES BINARIA DE PESQUISA

4.1. Introducao

Arvores binarias de pesquisa possuem a propriedade das
arvores de pesquisa apresentadas anteriormente com a restricao
que cada n6 possua no maximo dois filhos, um a esquerda e outro a

direita, como ilustra a figura 3.30.

Figura 3.30: Arvore Binaria de Pesquisa.

Formalizando, uma arvore binaria de pesquisa T (ABP) ou
arvore binaria de busca é tal que T = ¢ e a arvore € dita vazia ou seu

noé raiz contém uma chave é:

- Todas as chaves da sub-arvore esquerda sdo menores que
a chave da raiz;
- Todas as chaves da sub-arvore direita sdo maiores que a
chave raiz;

As sub-arvores direita e esquerda sao também arvores

binarias de busca.
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Uma possivel implementacao da estrutura de dados para uma

arvore binaria de pesquisa é:

class No

{

int iDado, // dado usado como valor chave
double fDado; // outro dado
No filhoDireita; // filho a esquerda
No filhoEsquerda; // filho a direita
/

4.2. Operacoes

Varias operacbes podem ser realizadas sobre as estruturas
arvores binarias de pesquisa, sendo as principais as operagdes de

busca, inser¢cao e remogao.

Para exemplificar a implementacéo de operacdes em arvores
binarias de busca, vamos considerar o caso em que a informacao
associada a um né € um numero inteiro, € ndo vamos considerar a
possibilidade de repeticdo de valores associados aos nés da arvore.
A figura 3.31 ilustra uma arvore de busca de valores inteiros.

Figura 3.31: Arvore de busca com valores inteiros.
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Considere a seguinte classe que apresenta como métodos as
trés principais operacdes realizadas em arvores: localizar, inserir e

deletar.

class Arvore

{

private No raiz; // 0 tinico campo de dado em Arvore
public void localizar(int chave){ }// localizar um elemento em Arvore
public void inserir(int id, double dd ){ }// inserir um elemento em Arvore
public void deletar(int id){ } // apagar um elemento em Arvore

/

Esses métodos sdo andlogos aos existentes em arvores
binarias comuns, pois ndo exploram a propriedade de ordenacao
das arvores de busca. A seguir detalharemos cada uma dessas

operacgoes.

A operagdo para buscar um elemento na arvore explora a
propriedade de ordenacdo da arvore, tendo um desempenho
computacional proporcional a sua altura ( O(log n) para o caso de
arvore balanceada). Uma implementacdo do método de busca pode
ser dado por:

public No localizar(int chave) // assume-se drvore ndo vazia
{
No noCorrente = raiz; // comega na raiz
while (noCorrente.iDado != chave){
if (chave < noCorrente.iDado) //ir para esquerda?
noCorrente = noCorrente.filhoEsquerda;
else // ou para direita?
noCorrente = noCorrente.filhoDireita;
if (noCorrente = null) // elemento ndo encontrado
return null;
/
return noCorrente; // elemento encontrado
/
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A figura 3.32 apresenta a busca pelo elemento 18 na arvore.

Figura 3.32: Localizar um elemento na arvore.

Praticar: Utilize a figura 3.32 e agora verifique como ela seria

caso a busca fosse pelo elemento 5.

Insercao

A operacgao de insercao adiciona um elemento na arvore na
posicao correta para que a propriedade fundamental das arvores de
pesquisa seja mantida. Para inserir um valor v em uma arvore
usamos sua estrutura recursiva, € a ordenagcdo especificada na
propriedade fundamental. Se a (sub-) arvore é vazia, deve ser
substituida por uma arvore cujo unico né (o né raiz) contém o valor
v. Se a arvore nao é vazia, comparamos v com 0 valor na raiz da
arvore, e inserimos v na sub-arvore esquerda ou na sub-arvore
direita, conforme o resultado da comparagao. E importante salientar
gue os novos elementos inseridos em uma &rvore entram sempre na

condicao de folhas.
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Em resumo o processo de insercdao desenvolve-se da
seguinte forma:
1. Se a arvore for vazia, o simbolo é instalado na raiz;
2. Caso contrério, € instalado na sub-arvore esquerda, se for
menor que o simbolo raiz, ou da direita se for maior;
3. Se for igual ao simbolo raiz, o elemento ndo sera inserido

na arvore;

O método abaixo ilustra a implementacédo dessa operagao.

public void inserir(int iDad, double fDad ) // assume-se drvore ndo
vazia
{
No newNo = new No(); // cria novo no
newNo.iDado = iDad; // insere dado
newNo.fDado = fDad;
if (raiz == null) // sem no na raiz
raiz = newNo;
else
{ // raiz ocupada
No noCorrente = raiz; // comega na raiz
No progenitor;
while(true)
{
progenitor = noCorrente;
if (iDad < noCorrente.iDado) // vai  para
esquerda?
{

noCorrente = noCorrente.filhoEsquerda;
if (noCorrente = null)

{
progenitor.filhoEsquerda = newNo; // insere a esquerda
return,
/
} // fim do if ir para
esquerda
else //ou para direita?

{

noCorrente = noCorrente.filhoDireita;
if (noCorrente == null)
{
progenitor.filhoDireita = newNo,  //inserir a direita
return;

/
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} // fim do else ir para
direita
} //fim do while
/ // fim do else ndo raiz
} // fim de inserir
Para entendermos o funcionamento do algoritmo de insercéo,

veja o exemplo de construcdo de uma arvore binaria de pesquisa
com o conjunto de numeros {17,99,13,1,3,100,400} apresentado na
figura 3.33.

TN T
® @ @

Figura 3.33: Construgé@o de uma arvore.

Para iniciar é necessario a definicao da raiz da arvore. No
nosso caso o elemento (17) desempenha tal funcdo. Em seguida
inserimos o elemento (99), que € maior que (17) e, portanto é
inserido na sub-arvore direita. Logo apés, € inserido o elemento (13),
menor que (17) sendo inserido na sub-arvore esquerda. O elemento
(1), por sua vez é menor que a raiz (17) e o elemento (13) € entédo
inserido na sub-arvore esquerda, sub-arvore essa que possui raiz o
elemento (13). O elemento (3) € menor que a raiz (17) e maior que o
elemento (1), sendo assim inserido na sub-arvore direita com raiz
(1). O processo € repetido até que todos os elementos componham
a arvore binaria de pesquisa.

Praticar: Monte passo a passo uma arvore utilizando o
algoritmo de insercao apresentado. Para tal, considere que a
arvore binaria de pesquisa é o conjunto de numeros
{37,96,23,16,3,103,90}
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Remocéo
Outra operagcdo a ser analisada é a que permite retirar um
determinado elemento da arvore. Essa operacdo € um pouco mais

complexa que a de insercdo. Existem trés situacdes possiveis:

1. N6 sem filhos: A primeira, e mais simples, € quando se

deseja retirar um elemento que é folha da &arvore (isto &, um
elemento que néo tem filhos). Neste caso, basta retirar o elemento
da arvore e atualizar o pai, pois seu filho nado existe mais. A
figura 3.34 ilustra a remocao de uma folha.

Figura 3.34: Remogao de um né sem filhos.

2. N6 com um unico filho: A segunda situacdo, ainda simples,

acontece quando o né a ser retirado possui um unico filho. Para
retirar esse elemento é necessario antes atualizar o pai, fazendo-o

apontar para o neto. A figura 3.35 ilustra esse procedimento.
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Figura 3.35: Remogao de um né com um filho.

Um detalhamento sobre o processo de retirada de um né que
possui apenas um filho pode verificado na figura 3.36. Esta imagem
foi retirada do material do Julio Cesar de Andrade Vieira Lopes (mais

informacdes consultar as referéncias da unidade).
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° e Chave a ser retirada: 20

- 0 né a ser retirado possui apenas sub-
arvore esquerda;

- O pai do nd a ser retirado passa a
apontar para a sub-arvore esquerda do né
a ser retirado;

Chave a ser retirada: 4

- 0 nd 2 ser retirado possul apenas sub-
e arvore direita;

- 0 pai do no a ser retirade passa a
apontar para a sub-arvore esquerda do né
a ser retirado;

Figura 3.36:Detalhamento do processo de retirada de um né com apenas um filho.

3. N6 com dois filhos: O caso complicado ocorre quando o nd

a ser retirado tem dois filhos. Para poder retirar esse né da arvore,
devemos proceder da seguinte forma:

a) encontramos o elemento que precede o elemento a ser
retirado na ordenacao. Isto equivale a encontrar o elemento

mais a direita da sub-arvore a esquerda;
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b) trocamos a informacdo do né a ser retirado com a
informacao do n6 encontrado;

c) retiramos 0 né encontrado (que agora contém a informacgao
do né que se deseja retirar). Observa-se que retirar o né mais
a direita é trivial, pois esse é um n6 folha ou um né com um

unico filho (no caso, o filho da direita nunca existe).

O procedimento descrito acima deve ser seguido para nao
haver violacdo da ordenacao da arvore. Observamos que, analogo
ao que foi feito com o n6 mais a direita da sub-arvore a esquerda,
pode ser feito com o ndé mais a esquerda da sub-arvore a direita (que
€ 0 nd que segue o0 nd a ser retirado na ordenagao). A figura #.8

ilustra o acima exposto.

Figura 3.37: Remogéo de um né com dois filhos.

No caso da retirada de um né com ambos os filhos, deve-se
criar uma rotina aqui chamada de pega maior(), que devera pegar o

maior elemento da sub-arvore que esta sendo excluida.

Neste caso, como o pega maior() deve ser aplicado sobre a

sub-arvore esquerda do H, o valor a retornar pela fungéo sera o G.
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Se, por exemplo, tivesse um F2 “pendurado” na esquerda do
“G”, apbs a retirada do G ele deveria aparecer “pendurado” na direita

do “F”, como mostra a figura 3.38.

Figura 3.38: Remogéo de um né com dois filhos.

Praticar: Utilize a arvore binaria de pesquisa montada no
Praticar anterior e execute operacées remocdao de noés sem

filhos, nds com um filho e nés com dois filhos.

As figuras 3.39 e 3.40 também retiradas do material de Julio
Cesar de Andrade Vieira Lopes mostram com detalhes cada passo

do processo de retirada de um né com dois filhos.
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No a ser retirado com duas sub-arvores: Ex.1

Chave a ser retirada: 13

- O né a ser retirade possui 2 sub-3rveres;

- Acha o maior da sub-arvore
esquerda;

- Nesse caso, o maior nd da sub-drvore
esquerda ndc tem sub-3rvore a esquerda;

- Copia o maior no da sub-arvore esquerda
para o nd que foi retirado. Libera o maior
no;

Figura 3.39:Remocao de um n6 com dois filhos — Exemplo 01.

Né a ser retirado com duas sub-arvores: Ex. 2

13 Chave a ser retirada: 7

- 0 né a ser retirado possui 2 sub-arvores;

(18

- Acha o maior da sub-arvore
esquerda;

- Nesse caso, o maior no da sub-arvore
esquerda tem sub-arvore 3 esquerda;

- Copia o maior no da sub-arvore esquerda
para o né que foi retirade. Libera o maior
né.

- O pai do maior nd da sub-drvore
esquerda ao né a ser retirado passa a
apontar para a sub-drvore esquerda do
maior no.

- - Arvore Resul
G\/\_&/ /11 20} rore Resultante

J ¢ \

Figura 3.40:Remogao de um né com dois filhos — Exemplo 02.
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4.3. Exercicios

1. Quais das arvores abaixo sao arvores binarias de pesquisa?
Justifique sua resposta utilizando a teoria apresentada.

2. Transforme as arvores abaixo em Aarvores bindrias de

pesquisa.

3. Implemente, em Java, um programa que realize as trés
operacdes basicas em arvores binarias: incluir, excluir e

pesquisar.
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UNIDADE II
ARVORES

5. ARVORES AVL

No capitulo anterior foram apresentadas as operacdes
relacionadas as arvores binarias de pesquisa. Estas operacdes e o
conceito de arvore balanceada serdo necessarios para o

entendimento das arvores AVL.

5.1 Balanceamento

Uma arvore é dita balanceada quando, para qualquer né, as
suas sub-arvores a esquerda e a direita possuem a mesma altura.
Na figura 3.41 (a) é apresenta uma arvore balanceada e em (b) uma

arvore desbalanceada.

&)
(B)

©
© © ©

(a) (b)

Figura 3.41: (a) Arvore balanceada (b) Arvore desbalanceada.

E facil prever que, apds varias operacdes de
insercao/remocao, a arvore tende a ficar desbalanceada, ja que
essas operacdes, conforme descritas, nao garantem o
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balanceamento. Em especial, nota-se que a funcdo de remocao
favorece uma das sub-arvores (sempre retirando um né da sub-
arvore a esquerda, por exemplo). Uma estratégia que pode ser
utilizada para amenizar o problema é intercalar de qual sub-arvore
sera inserido ou retirado o né. No entanto, isso ainda nao garante o

balanceamento da arvore.

Para que seja possivel usar arvores binarias de pesquisa
mantendo sempre a altura das arvores no minimo, ou préximo dele,
€ necessario um processo de insercdo e remocao de nds mais
complicado, que mantenha as arvores “balanceadas”, ou
“equilibradas”, tendo as duas sub-arvores de cada né o mesmo
“peso”, ou pesos aproximadamente iguais. No caso de um numero
de nés par, podemos aceitar uma diferenca de um né entre a sae
(sub-arvore a esquerda) e a sad (sub-arvore a direita).

A idéia central de um algoritmo para balancear (equilibrar)
uma arvore bindria de pesquisa pode ser a seguinte: se tivermos
uma arvore com m elementos na sae, e n >= m + 2 elementos na
sad, podemos tornar a arvore menos desequilibrada movendo o
valor da raiz para a sae, onde ele se tornard o maior valor, e
movendo o menor elemento da sad para a raiz. Dessa forma, a
arvore continua com os mesmos elementos na mesma ordem. A
situacdo em que a sad tem menos elementos que a sae é
semelhante. Esse processo pode ser repetido até que a diferenca
entre os numeros de elementos das duas sub-arvores seja menor ou
igual a 1. Naturalmente, o processo deve continuar (recursivamente)
com o balanceamento das duas sub-arvores de cada arvore. Um
ponto a observar é que remocao do menor (ou maior) elemento de
uma arvore é mais simples do que a remocado de um elemento

qualquer.
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Praticar: As arvores abaixo sao balanceadas? Justifique sua

resposta utilizando a teoria apresentada.

5.2 Definicao

As arvores AVL foram criadas em 1962 por Adelson-Velskii e
Landis e historicamente foram a primeira estrutura de dados a
oferecer operacbes de insercdo, remocao € busca em tempo

logaritmo ou seja é um algoritmo muito rapido.

Uma arvore binaria balanceada, chamada de arvore AVL, é
uma arvore binaria na qual as alturas das duas sub-arvores de cada
um dos nos nunca diferem em mais de 1. O balanceamento de um
nd é igual a diferenca entre as suas alturas esquerda e direita.
Portanto, cada né de uma arvore balanceada tem balanceamento
igual a -1, 0 ou 1, dependendo da comparacdo entre as alturas
esquerda e direita. Lembrando que a altura de um né nda arvore é o
namero de ndés do maior caminho de n até um de seus
descendentes. As folhas tem altura 1. A figura 3.42 apresenta
arvores AVL onde os numeros dos nodos representam o conteudo e

o fator de balanceamento para cada nodo.

127



(% 9
D & O g ©
&) &)
(a) (a) (c)

Figura 3.42: Arvore AVL com fator de balanceamento.

Para fortalecer o conceito de fator de balanceamento,
considere outro exemplo, mostrado na figura 3.43, contendo uma
arvore AVL e uma arvore NAO-AVL.

2
(19 3

(19 (9 ©2
(17

Arvore AVL Arvore nao-AVL

Figura 3.43: Arvore AVL e Arvore ndo AVL.

No exemplo da arvore ndao-AVL, o nodo 35 possui uma sub-
arvore a direita com dois nodos (62 e 43) enquanto nenhuma a
esquerda, ou seja, a altura entre as sub-arvores de 35 ultrapassou
um nodo. Tal diferenca chama-se “fator de balanceamento” (FB) e
esta informagdo deverd constar em cada ndé de uma arvore

balanceada.
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Assim, para cada nodo, pode-se definir um fator de

balanceamento (FB) que vem a ser um numero inteiro igual a:
FB(nodo) = altura(sad) — altura(sae)
sabendo-se que:
- 0 FB de uma folha é sempre zero (0);
- para uma arvore ser AVL, os FBs devem ser
necessariamente -1, 0, ou 1: -1 para altura maior
a esquerda; 0 se folha, +1 se a sub-arvore da direita possui

altura maior.

Considerando a arvore AVL do exemplo anterior, os FBs
estdo indicados ao lado de cada nodo na figura 3.44.

Figura 3.44: Fator de balanceamento.
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5.3 Construcao

A descricdo acima pode ser resumida no seguinte algoritmo

em pseudo-codigo para construcao de uma arvore AVL:

1. Insira 0 novo nodo normalmente (ou seja, da mesma

maneira que inserimos numa ABP);

2. Iniciando com o0 nodo pai do nodo recém-inserido, teste se
a propriedade AVL é violada neste nodo, ou seja, teste se o
FB deste nodo é maior do que abs(1). Temos aqui 2

possibilidades:

2.1 A condicao AVL foi violada

2.1.1 Execute as operacdes de rotacao
conforme for o caso (Tipo 1 ou Tipo 2)

2.1.2 Volte ao passo 1;

2.2 A condicdo AVL nao foi violada. Teste pela
condicao AVL o pai do nodo testado por ultimo
(ou seja, retorne ao passo 2). Se o nodo recém-
testado nao tem pai, ou seja, é o nodo raiz da

arvore, volte para inserir novo nodo (Passo 1)

O importante a observar neste algoritmo é que o teste por

desbalanco inicia com o ultimo nodo inserido, € ndo como nodo raiz.
Vamos ver um exemplo de constru¢cao de uma arvore AVL

com o0s seguintes numeros: [ 10, 20, 30, 25, 27 ]. A insercao dos 3

primeiros numeros resulta na seguinte arvore:
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Figura 3.35: Montando uma arvore AVL 01.

Apés a insercao do elemento 30 a arvore fica desbalanceada.
O caso acima é do Tipo 2. Fazemos uma rotacao para a esquerda

no nodo com FB 2. A arvore resultante fica:

Figura 3.36: Montando uma arvore AVL 02.

O passo seguinte é inserir os nodos 25 e 27. A arvore fica
desbalanceada apenas apds a inser¢cdo do nodo 27, exemplificado
abaixo:

0

Figura 3.37: Montando uma arvore AVL 03.
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Este caso é do Tipo 1. O nodo 30 tem FB -2 e o0 seu nodo filho
tem FB 1. Precisamos efetuar uma rotagdo dupla, ou seja, uma
rotacdo simples a esquerda do nodo 25, resultando:

Figura 3.38: Montando uma arvore AVL 03.

Em seguida faz-se uma rotacao simples a direita do nodo 30,
resultando:

Figura 3.39: Montando uma arvore AVL 03.

e a arvore esta balanceada.

Praticar: Construa uma arvore AVL com os seguintes numeros
[ 13, 21, 36, 25, 29 ].
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5.4 Operacoes

Apresentado de forma sucinta a metodologia de construgao
de uma &rvore AVL, agora detalharemos as duas principais

operacgdes relacionadas a elas: inser¢cao e remocao.

Insercéo:

A insercdo em uma arvore de AVL pode ser realizada
introduzindo o valor dado na arvore como se era uma arvore de
busca binaria desequilibrada, o que pode ocasionar o aumento da
altura da sub-arvore onde o no6 foi inserido, que por sua vez altera os

fatores de balanceamento dos nés daquela sub-arvore.

Para manter a arvore balanceada a cada insercao devemos
ter um algoritmo que efetue a insercédo propriamente dita, ajustando
os fatores de balanceamento para que eles se adaptem ao novo
formato da arvore e verifique se houve quebra no equilibrio da
mesma. Se a arvore ndo estiver balanceada ou seja nao estiver no
intervalo [-1,+1], o algoritmo deve corrigir a sua estrutura através de

movimentacao dos nds, o que chamamos de rotacao.
Caso haja quebra do balanceamento, podemos cair em 4

casos distintos, cujo tratamento para se re-estruturar a arvore é

diferente:
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Caso 01: Entrada [ 10, 30, 50 ]

Caso 01: Entrada [ 10, 30, 50 ]

19
39

(59

Figura 3.40: Insergdo em uma arvore AVL 01.

Nesse caso, a ordem de entrada dos dados (crescente), faz
com que a arvore resultante quebre o balanceamento, onde
dada uma raiz r, a quebra do balanceamento tem como

caracteristicas:

- Todos 0s nés da sub-arvore de r em que ocorreu a quebra
do balanceamento sdo maiores que r; e para uma raiz
arbitraria ra dentro dessa sub-arvore, vale a relacao recursiva

desta mesma propriedade para ra;

- Em outras palavras: Dado uma raiz r, o filho de r sempre

sera maior que r;

- Logo, temos uma arvore inclinada para a direita.
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Caso 02: Entrada [ 50, 30, 10 ]

Caso 02: Entrada [ 50, 30, 10]

Figura 3.41: Insergdo em uma arvore AVL 02.

Nesse caso, a ordem de entrada dos dados (decrescente), faz
com que a arvore resultante quebre o balanceamento, onde
dada uma raiz r, a quebra do balanceamento tem como

caracteristicas:

- Todos 0s nés da sub-arvore de r em que ocorreu a quebra
do balanceamento sdo menores que r; e para uma raiz
arbitraria ra dentro dessa sub-arvore, vale a relacao recursiva

desta mesma propriedade para ra;

- Em outras palavras: Dado uma raiz r, o filho de r sempre

sera menor que r,

- Logo, temos uma arvore inclinada para a esquerda.
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Caso 03: Entrada [ 10, 50, 30 ]

Caso 03: Entrada [ 10, 50, 30]

19
(59
&

Figura 3.42 Insergao em uma arvore AVL 03.

Nesse caso, a ordem de entrada dos dados, faz com que a
arvore resultante quebre o balanceamento, onde dada uma

raiz rp, a quebra do balanceamento tem como caracteristicas:

- Dada uma raiz rp, o filho de rp no qual a arvore quebrou o
balanceamento é maior que rp; e considerando o filho de rp
uma raiz rs, o filho de rs no qual a arvore quebrou o

balanceamento € menor do que rs;

- A chave é inserida na sub-arvore direita da raiz(1), mas pesa

a esquerda.
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Caso 04: Entrada [ 50, 10, 30 ]

Caso 04: Entrada [ 50, 10, 30]

59

(19
39

Figura 3.43: Insergdo em uma arvore AVL 03.

Nesse caso, a ordem de entrada dos dados, faz com que a
arvore resultante quebre o balanceamento, onde dada uma
raiz rp, a quebra do balanceamento tem como caracteristicas:

- Dada uma raiz rp, o filho de rp no qual a arvore quebrou o
balanceamento € menor que rp; e considerando o filho de rp
uma raiz rs, o filho de rs no qual a arvore quebrou o

balanceamento € maior do que rs;

- A chave é inserida na sub-arvore esquerda da raiz(1), mas

pesa a direita.
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Embora existam quatro casos distintos, que exigem diferentes
métodos para se balancear a arvore, o objetivo final da re-
estruturagdo da arvore € sempre o mesmo, para tal utilizamos

operacgdes de rotacdes sobre 0os nds para resolver estes problemas.
Comumente quatro tipos de operacdes de rotagdo séao
realizadas nas arvores: rotacao simples a esquerda, rotacdo simples

a direita, rotacdo dupla a esquerda e rotacao dupla a direita.

Caso 01: Rotacao Simples a Esquerda

Caso 01: Rotagao Simples a Esquerda

Figura 3.44: Rotagao Simples a Esquerda.

- O né intermediario(30) é maior que seu pai(10), porém, é

menor que seu filho(50).

- Logo o né intermediario(30) deve ser escolhido para ser a

raiz da arvore resultante.

- O no6 corrente(10) tem que cair para a esquerda, ou seja, ser
rotacionado para esquerda.
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Caso 02: Rotacao Simples a Direita

Caso 02: Rotagéao Simples a Direita

Figura 3.45: Rotagdo Simples a Direita.

- O nd intermediario(30) € menor que seu pai(50), porém, é

maior que seu filho(10).

- Logo o noé intermediario(30) deve ser escolhido para ser a

raiz da arvore resultante.

- O né corrente(50) tem que cair para a direita, ou seja, ser

rotacionado para direita.

Caso 03: Rotacao Dupla a Esquerda

Caso 03: Rotagao Dupla a Esquerda

_

Rotagao Simples

a Esquerda @

Rotagao Simples
a Direita

Figura 3.46: Rotagao Dupla a Esquerda.
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- O né intermediario(50) é maior que seu pai(10), e € maior

que seu filho(30).
- Logo o né intermediario(50) deve ser trocado com o seu

filho(30), por uma rotagéo a direita, caindo no 2° caso; Entéo

aplica-se uma rotacao a direita.

Caso 04: Rotacao Dupla a Direita

Caso 04: Rotagao Dupla a Direita

Rotagéo Simples Rotagdo Simples
a Esquerda a Direita @

Figura 3.47: Rotagao Dupla a Direita.

- O né intermediario(10) € menor que seu pai(50), e € menor

que seu filho(30).
- Logo o né intermediario(10) deve ser trocado com o seu
filho(30), por uma rotacdo a esquerda, caindo no 2° caso;

Entédo aplica-se uma rotacao a esquerda.

A figura 3.48 mostra a inser¢do de elementos em uma arvore
AVL.
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Insercao de elementos na arvore AVL
Input: 1, 7, 3, 4, 18, 25, 17, 23, 0, 10

Inseriu: 1, 7, 3 Inzeriu: 4, 18, 25

1

N rmj:ui:rﬂﬂ : 2% passa gay

K ? 19 passo 1 - ,R

q ® =
\

®

Inseriu: 17, 23, 9, 10

M rotacio simples 3 h
a esquerda 3

S  dbh B

=)

rotagdo dupla &
egquerda

19 passo

Figura 3.48: Insergdo em uma arvore AVL.

A seguir é apresentado um pseudo-algoritmo para inser¢ao de

elementos em uma arvore AVL.
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Insere AVL(Arvore T, chave)
/* Insere um né na drvore procurando manté-la balanceada */

- Sevazia(T):

- Cria um novo no e insere as informagcoes do novo no;
- Altura do novo no é igual a 0;

- Retorna o endereco do no criado;

- Compara a chave a ser inserida com a chave de r:

- Se igual, jd estd, retorna p;

- Se menor:
- Sub-drvore esquerda a r recebe o resultado de
Insere(sub-drvore a esquerda a r, chave);
- Calcula a diferenca das alturas das sub-drvores
esquerda e direita a r;
- Se a diferenca das alturas das sub-drvores for
maior que 1, houve quebra do balanceamento na
drvore corrente:
- Se sub-drvore em que ocorreu a quebra do
balanceamento for totalmente inclinada para
a esquerda(ou seja, o no foi inserido a
esquerda):
- Retorna resultado de Rotacionar a direita;
- Se ndo, o no foi inserido a direita:
- Rotaciona sub-drvore esquerda de r a
esquerda;
- Retorna resultado de Rotaciona r a direita;
- Se ndo, ndo houve quebra do
balanceamento:
- Calcula a altura de r baseado na altura de
suas sub-drvores esquerda e direita;
- Se maior:

- Sub-drvore direita a r recebe o resultado de
Insere(sub-drvore a direita a r, chave),
- Calcula a diferenca das alturas das sub-drvores
esquerda e direita a r;
- Se a diferenca das alturas das sub-drvores for
maior que 1, houve quebra do balanceamento na
drvore corrente:
- Se sub-drvore em que ocorreu a quebra do
balanceamento for totalmente inclinada para
a direita(ou seja, o no foi inserido a direita):
- Retorna resultado de Rotaciona r a
esquerda;
- Se ndo, o no foi inserido a esquerda:
- Rotaciona sub-drvore direita de r a direita;
- Retorna resultado de Rotaciona r a
esquerda;
- Se ndo, ndo houve quebra do
balanceamento:
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- Calcula a altura de r baseado na altura de
suas sub-drvores esquerda e direita;
- Retorna r;

Praticar: Implemente um algoritmo para inclusao de dados em

uma arvore AVL.

Remocéo:

Quando retiramos um elemento da arvore binaria, precisamos
verificar se a remocao desse elemento quebrou a propriedade de
balanceamento da arvore. Fazemos isto controlando as alturas das
sub-arvores esquerda e direita da raiz da arvore. Se o médulo da
diferenca das alturas (altura da sub-arvore esquerda — altura da sub-
arvore direita) for maior que 1, entdo houve a quebra do
balanceamento, e ha a necessidade de re-estruturar a arvore para

que ela volte a ser balanceada.

No caso de quebra do balanceamento, podemos cair em 4
casos distintos, cujo tratamento para se re-estruturar a arvore é

diferente:

Caso 01:

Figura 3.49: Remogéao de elementos em uma arvore AVL 01.
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Nesse caso, a remog¢do do né 10 nos deixa uma arvore
desbalanceada, do tipo 1, e entdo precisamos aplicar o algoritmo de
rotacdo simples a esquerda sobre a raiz onde ocorreu a quebra do

balanceamento.

Caso 02:

Figura 3.50: Remogéao de elementos em uma arvore AVL 02.

Nesse caso, a remogcao do né 15 nos deixa uma arvore
desbalanceada, do tipo 2, e entdo precisamos aplicar o algoritmo de
rotacdo simples a direita sobre a raiz onde ocorreu a quebra do

balanceamento.

Caso 03:

J O
©

Figura 3.51: Remogéao de elementos em uma arvore AVL 03.

Nesse caso, a remogcdao do né 10 nos deixa uma arvore

desbalanceada, do tipo 3, e entao precisamos aplicar o algoritmo de
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rotacdo dupla a esquerda sobre a raiz onde ocorreu a quebra do
balanceamento.

Caso 04:

Figura 3.52: Remogao de elementos em uma arvore AVL 04.

Nesse caso, a remog¢dao do né 15 nos deixa uma arvore
desbalanceada, do tipo 4, e entao precisamos aplicar o algoritmo de
rotacdo dupla a direita sobre a raiz onde ocorreu a quebra do
balanceamento.

Praticar: Implemente um algoritmo, semelhante ao apresentado

para inclusao, para remocao de dados em uma arvore AVL.

5.5 Exercicios

1. Verifique se as arvores abaixo estdo ou nao balanceadas. Em
caso negativo (arvore nao balanceada) balancei-as.
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2. Monte uma arvore AVL utilizando o seguinte conjunto de
dados [ 25, 58, 98, 41, 63, 17, 38, 26]. Realize as seguintes
operacgoes:

a. Inclua em seqiiéncia os elementos 12, 37 e 65;

b. Remova os elementos 41, 17 e 26;

3. Implemente, em Java, um programa que realize as operacoes

de insercao e remocao em arvores AVL.
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UNIDADE II
ARVORES

[6. OUTROS TIPOS DE ARVORES ]

6.1 ARVORES B

As arvores B sao arvores de busca balanceadas projetadas
para funcionar bem em discos magnéticos ou outros dispositivos de
armazenamento secundario de acesso direto. As arvores B sao
semelhantes as arvores AVL, mas sdo melhores para minimizar
operacgdes de E/S de disco pois o disco é prejudicado principalmente
pelo tempo de posicionamento do brago de leitura. Uma vez que o
braco esteja posicionado no local correto, a leitura pode ser feita de
forma bastante rapida. Desta forma, devemos minimizar o numero

de acessos ao disco.

As arvores B diferem significativamente das arvores AVL pelo
fato de que os nds de arvores B podem ter muitos filhos(semelhante
a arvores n-arias), isto é, o fator de ramificacdo de uma éarvore B
pode ser bastante grande, embora seja limitado por caracteristicas
do sistema operacional e o dispositivo secundario de
armazenamento utilizado. As arvores B sdo semelhantes as outras
arvores balanceadas no fato de que toda arvore B de n nds tem
altura O(log n), embora essa altura possa ser consideravelmente
menor que a altura de uma arvore AVL devido ao seu fator de
ramificacdo, que € muito maior. Portanto, as arvores B podem ser

utilizadas para implementar muitas operagdes no tempo O(log n).

Arvores B generalizam arvores de busca binaria de maneira

natural. Se um né interno x de uma arvore B contém n chaves, entao
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x tem n+1 filhos. Cada chave em x é utilizada como ponto de divisao
que separam o n6 x em n+1 intervalos para a tomada de decisao, ou
seja, em um né x com n chaves, temos n+1 possibilidades de
decisdo para qual ramo devemos seguir em frente, por exemplo, em
uma busca de uma determinada chave. Quando procuramos por
uma chave em uma arvore B, tomamos uma decisao de n+17 modos,
com base em comparagdes com as n chaves armazenadas no né x

e a chave desejada.

Suponhamos que  quaisquer  “informagdes  extras”
(informacgdes diferente do atributo chave) associadas a uma chave
estdo armazenadas no mesmo né em que esta a chave. Na pratica,
seria possivel armazenar com cada chave apenas uma referéncia
para outra pagina de disco contendo as informacdes extras
correspondentes a cada chave. A figura 3.53 ilustra um exemplo de

uma arvore B.

G71R Q0D

(D CEsD@nDGED @1 dE D@D

Figura 3.53: Arvore B.

Altura de uma arvore B

O numero de acessos ao disco exigidos para a maioria das
operacdes em arvore B é proporcional a altura da arvore B. Agora,

vamos analisar a altura de uma arvore B no pior caso:

Se n=1, entao, para qualquer arvore B T de n nés de altura h
e ordem d=2: h<log[(n+1)/2] na base d.
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Vemos entado a capacidade de armazenamento das arvores B,
quando comparada a outras arvores balanceadas. Embora a altura
da arvore cresca na proporcao de O(In n) em ambos 0s casos, para
as arvores B, a base do logaritmo pode ser muitas vezes maior,
diminuindo assim a quantidade de acessos ao disco para ser realizar

uma operacao de busca, por exemplo.

Operacdes: Busca

Busca em uma Arvore-B é um procedimento parecido com o
de busca em arvore de busca binéaria, exceto que devemos decidir
entre varios caminhos. Como as chaves estdo ordenadas, basta
realizarmos uma busca binaria nos elementos de cada n6 que leva
tempo O(lg(t)), se o elemento n&o for encontrado naquele n6 vamos
para o filho apropriado e realizamos a busca binaria. Desta forma a
busca completa pode ser realizada em tempo O(lg(t)logt(n)).

Figura 3.54: Operacéo de busca em Arvore B.
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Operacbes: Inclusédo

Para inserirmos um novo elemento em uma Arvore-B, basta
localizar o n6 folha X onde o novo elemento deva ser inserido. Se o
né X estiver cheio, precisamos realizar uma subdivisdo de nés, que
consiste em passar o elemento mediano de X para seu pai e
subdividir X em dois novos nds com {-1 elementos e depois inserir a

nova chave.

Se o pai de X também estiver cheio, repetimos
recursivamente a sub-divisdo acima para o pai de X. No pior caso,
teremos que aumentar a altura da Arvore-B para podermos inserir o
novo elemento. Note que diferente das arvores binarias, as Arvores-
B crescem para cima. A figura 3.55 ilustra a inclusdo de novos

elementos em uma Arvore-B.

Gy MyP <X
Inicio
[AcDE|UK]|INO|[RSTUVI[YZ]
GPM1P X
inserir B
[ABCDH[UK|I[NA[RSTUM[Y Z]
GpMy P T X
inserir Q

[ABcDEH[JK|[NA[aRS][uvV][YZz]

inserir F 21/ \l_
Ci1GM 2 TeX
NN /]

F]lu K][N O] [@ R 8] [U V][Y 2]

[AB][D

Figura 3.55: Operacéo de inclusdao em Arvore B.

150



Operacbes: Remocéao

A remocdo de um elemento de uma Arvore-B pode ser
dividida em dois caso:

1. O elemento que sera removido estd em uma folha
2. O elemento que sera removido estda em um noé

interno.

Se o elemento estiver sendo removido de um n6 nao folha,
seu sucessor, que deve estar em uma folha, serd movido para a
posicado eliminada e o processo de eliminacdo procede como se 0

elemento sucessor fosse removido do né folha.

Quando um elemento for removido de uma folha X e o
namero de elementos no no folha cai para menos que t-1, devemos
reorganizar a Arvore-B. A solugdo mais simples é analisarmos os
irmao da direita ou esquerda de X. Se um dos irmaos (da direita ou
esquerda) de X possui mais de t-1 elementos, a chave k do pai que
separa os irmaos pode ser incluida no né X e a ultima ou primeira
chave do irmao (ultima se o irmao for da esquerda, primeira se 0

irmao é da direita) pode ser inserida no pai no lugar de k.

Se os dois irmaos de X contiverem exatamente t-1 elementos,
nenhum elemento podera ser deslocado. Neste caso, o n6 X e um
de seus irmaos sdo concatenados em um unico n6 que contém

também a chave separadora do pai.

Se 0 pai também contiver apenas t-1 elementos, devemos
considerar os irmaos do Pai como no caso anterior e procedermos
recursivamente. No pior caso, quando todos os ancestrais de um né
e seus irmaos contiverem exatamente t-1 elementos, uma chave
sera tomada da raiz e no caso da raiz possuir apenas um elemento a

Arvore-B sofrera uma reducéo de altura.
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6.2 ARVORES B+

Arvores B+ sdo como uma extensdo do conceito de arvores
B, embora conceitualmente sejam muito parecidas. A arvore B+ é
uma estrutura um pouco diferente da arvore B, que além de
proporcionar acesso indexado aos dados, também possibilita acesso
sequencial. Outra caracteristica que difere esta variacao de arvores
B é a maximizacdo da quantidade de registros que cada n6é pode
suportar, pois mantém apenas o atributo determinante (“chave”) de
cada registro no no, guardando consigo apenas um ponteiro para as
outras informacdes do registro. Ou seja, um n6é de uma arvore B+
nao armazena os dados de cada registro dentro de seus nos, sendo
estes armazenados fora da estrutura da arvore ou apenas nas folhas
da arvore (embora na pratica, a primeira solucdo seja a mais

utilizada por SGBDS — Sistemas Gerenciais de Bancos de Dados).

Esta forma diferente de se armazenar os registros, nao
maximiza apenas a quantidade de registros que um no6 pode conter,
como também traz uma série de outras vantagens. Podemos agora,
com a arvore B+, criar varios indices para um mesmo grupo de
registros, ja que as informacdes ndo estdo mais inerentes a estrutura
do n6 da arvore, e estdo disponiveis para serem manipulados
livremente. Isto possibilita que as arvores B funcionem como indices
baseados em atributos distintos do registro para um mesmo grupo
de registros. Por exemplo, em um sistema de uma universidade,
poderiamos criar indices para fazer consultas as informacdes dos
alunos baseados em matricula, e outro em nome do aluno,
entretanto ambos os indices se referem ao mesmo conjunto de

dados.

Concluindo, as arvores B+ sao 6timas para se implementar
indices para conjuntos de registros. Normalmente &arvores que
funcionam como indices, 0os nés s6 possuem, além da chave, um

ponteiro para o registro de dados em outro arquivo. Isto pode ser
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levado ao extremo, se nGs concentramos 0s ponteiros para o arquivo
de registros nas folhas, e é isto que a implementacao de arvore B+

vindoura faz.

Caracteristica

- Acesso indexado: Os nés internos servem sO como
referéncia para o percurso, criando um mecanismo para
recuperar um registro sem que seja necessario percorrer
todos os registros do arquivo de registros de dados. - Chaves
de nos internos sao repetidas nas folhas.

- O ponteiro para o registro de dados de uma chave somente

se encontra no no folha em que esta chave se encontra.

- A arvore é dividida em dois tipos de nés: nés internos (/ndex

Set) e folhas (Sequence Set).

- Acesso Sequencial: Os nés folhas (Sequence Set) séo
encadeados entre si, formando uma espécie de lista no nivel
das folhas. Isto nos da um mecanismo para percorrer
sequencialmente o arquivo de registros sem que seja
necessario ordenar os registros de dados. Isto é muito
desejavel na maioria das aplicacoes.

Estrutura

Como mencionado anteriormente, os nds internos de uma
arvore B+ sao diferentes de seus nés folhas: Os nés folhas das
arvores B+ contém além da chave, um ponteiro para o registro de
dados respectivo a chave dada. Portanto ao manipularmos o0s nos
folhas, temos de ter um tratamento diferenciado ao que demos as

arvores B; enquanto que em relacdo aos nés internos, ndo ha
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diferenga de manipulagdo. Os ndés folhas se diferem basicamente
por ndo terem 2d+1 (desconsiderando o nd extra que facilita a
implementagao - veja arvores B) ponteiros para outros nds, mas, no
lugar destes, tém 2d ponteiros para 2d registros que estdo

armazenados a parte da estrutura da arvore.
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Figura 3.56: Operagao de inclusdo em Arvore B.

E importante esta separagao logica da arvore-B+ em Conjunto
de indices (Index Set) e Conjunto de Seqtiéncia,
pois podemos fazer a maioria das inclusées e exclusdes no conjunto
de sequéncia sem alterar o indice (arvore-B).
Quando houver necessidade de inclusdo ou exclusdo do referido

indice, usamos os algoritmos ja conhecidos da arvore-B.

A insergdo numa arvore-B+ ocorre praticamente da mesma
forma que numa arvore-B, exceto pelo fato de que, quando um né é
dividido, a chave do meio é retida no meio né esquerdo, além de ser
promovida a pai. Quando uma chave € eliminada de uma folha, ela
pode ser retida nas nao-folhas porque ela ainda € um separador

valido entre as chaves nos nés abaixo dela.

A arvore-B+ mantém o baixo custo das operacdoes de
pesquisa, inclusdo e exclusao e adquire a vantagem de requerer no

maximo um acesso para satisfazer a operacdo da proxima chave.
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Além disso, para um processamento sequencial nenhum nodo
precisara ser acessado mais de uma vez como acontece no
caminhamento in-order que precisamos fazer numa arvore-B.
Portanto, enquanto a eficiéncia de localizagcdo do registro seguinte
em um arvore-B é O(log n), numa arvore-B+ é aumentada para O(1).

A arvore-B+ é ideal para aplicacbes que requerem tanto
acesso sequencial quanto aleatério. Por isso e pelas vantagens
citadas anteriormente, a arvore B+ tornou se bastante popular nos

SGBDs comerciais.

6.2 ARVORES B* (B Star)

Existem varias formas de aprimorar a utilizacdo do
armazenamento de uma arvore-B. Um método é retardar a divisao
de um no no caso de encher. Em substituicao, as chaves no né e um
de seus irmaos adjacentes, bem como a chave no pai que separa
entre os dois nés, sao redistribuidas uniformemente. Esse processo

¢ ilustrado na figura 3.57, numa arvore-B de ordem 7.

1 1
1 1
: [, 100 o | :
1 Arvore B original :
! de ordem 7 / \ .
1 1
i |10 20 30 40 50 60 || 110 120 130 H
: :
e
1

' 1250~ ] :
1 Apos inserir a chave a
: 35 e redistribuicdo / \ '
! dos irméos H
! l10 20 30 35 40 "60 100 110 120 130 |:
= E
R o -

Apos insergao das

' 1
1 1
1 1
1 1
i '
! 1
1 chaves 15 e 80 i
1 ]
1 '
! '
! 1
1 1
1 1
! 1

|10 15 20 30 35 40 || 60 80 100 110 120 130 |

Figura 3.57: Arvore B*.
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Quando um né e seu irméao estiverem completos, os dois nés
serdo divididos em trés (two-to-three splitting). Isso assegurara uma
utilizagdo minima do armazenamento de quase 67%, contra 50% de
uma arvore-B tradicional. Na pratica, a utilizacdo do armazenamento

sera ainda mais alta. Esse tipo de arvore € chamado de arvore-B*.

Essa técnica pode ser ainda mais ampliada redistribuindo as
chaves entre todos os irmdos e o pai de um né completo.
Infelizmente, este método impée um preco porque exige espacos
adicionais dispendiosos durante as inser¢des, enquanto a utilizacao
do espaco adicional alcancado pela consideragdo de cada irméao

extra torna-se cada vez menor.

6.3 Exercicios

Aprofunde seus estudos em arvores B, B+ e B*. Verifique as
principais operacdes relacionadas a elas e elabore um relatério
sobre tal. O relatério deve conter no maximo 20 paginas e deve ser
escrito no padréao de artigo cientifico da SBC - Sociedade Brasileira

de Computacao. O modelo esta disponivel em www.sbc.org.br
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Resumo

Esta unidade apresenta uma breve introducao sobre a Teoria
dos Grafos. A teoria dos grafos estuda objetos combinatérios, os
grafos, que sdo bons modelos para muitos problemas em varios
ramos da matematica, da informatica, da engenharia e da industria.

Abordaremos mais fortemente 0s conceitos teoricos
relacionados aos grafos com o intuito de proporcionar ao leitor um
forte embasamento e encoraja-lo a mergulhar nesta area. Sera
apresentado também os problemas classicos relacionados aos
grafos, pois muitos destes problemas tornaram-se célebres porque
sdo um interessante desafio intelectual e porque tém importantes
aplicacdes praticas.

Esperamos que ao final o leitor tenha se convencido da
utilidade dos conceitos e processos apresentados, mas guardamos o
secreto desejo de que os aspectos ludicos dos grafos 0 contaminem
com o que costumamos chamar de "graphical desease”, ou melhor,
traduzindo, a febre dos grafos.

Cada capitulo € acompanhado de exercicios, sem a solucgéo,
preferimos deixar o prazer desta tarefa ao leitor. A bibliografia e a
webliografia ao fim das notas sdo mais do que suficiente para
adquirir um conhecimento razoavel de teoria dos grafos.
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[4. INTRODUCAO J

1.1. Breve Historico

Os primeiros trabalhos em teoria dos grafos surgiram no
século XVIII. Varios autores publicaram artigos neste periodo, com
destaque para o problema descrito por Euler, conhecido como “As
Pontes de Kdnigsberg”.

* As Pontes de Kdnigsberg — Este problema foi proposto em
um artigo publicado em 1736. Numa cidade chamada
Kdnigsberg, sete pontes estabelecem ligagdes entre as
margens do Rio Pregel e duas de suas ilhas. O problema
consiste em, a partir de um determinado ponto, passar por
todas as pontes somente uma vez e retornar ao ponto inicial.
Esse problema ficou conhecido como “Problema do caminho
Euleriano” e sera estudado mais adiante. A figura 4.1 ilustra o
problemas das Pontes de Kénigsberg.

. Ju
e

Figura 4.1: Pontes de Kénigsberg.
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Euler resolveu este problema criando um grafo em que terra
firme é vértice e ponte é aresta. Ele procurava uma sequiéncia da
forma Ro, P1, Ry, P2, Re, Ps, Rs, P4, R4, Ps, Rs,Ps, Rs, P7, R; onde:

(a) Ro, Ry, ..., R7 sao regides;
(b)  P;éuma ponte ligando R;,1 a R.

(c) Po, P4, ..., P; séo diferentes.

A representacao por ele utilizada pode ser vista na figura 4.2.

Figura 1.2: Representagdo em um grafo do problema da Pontes de Kdnigsberg.

Euler chegou a conclusdo que era impossivel encontrar essa
sequéncia. Pois, quando caminhamos por um vértice, nés temos que
entrar e sair dele (ou vice-versa, no caso do ponto inicial), o que
significa que usamos um numero par de arestas cada vez que
passamos por um vértice. Como o grafo acima possui vértices com

ndmero impar de arestas, a resposta para o problema é NAO.

Outro grande pesquisador foi 0 alemao Kirchhoff que em 1847
utilizou grafos para modelagem de circuitos elétricos.

Ford e Fulkerson (1962) desenvolveram a teoria dos fluxos
em redes, um dos mais importantes resultados da teoria dos grafos,
e muitas outras aplicacbes da teoria dos grafos entdo sendo
desenvolvidas na area de Pesquisa Operacional.
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1.2. Conceitos iniciais

Considere que em uma escola algumas turmas resolveram
realizar um torneio de futebol. Participam do torneio as turmas 6A,
6B, 7A, 7B, 8A e 8B. Alguns jogos foram realizados até agora:

6A jogou com 7A, 7B, 8B

6B jogou com 7A, 8A, 8B

7A jogou com 6A, 6B

7B jogou com 6A, 8A, 8B

8A jogou com 6B, 7B, 8B

8B jogou com 6A, 6B, 7B, 8A

Mas sera que isto esta correto? Pode ter havido um erro na
listagem. Uma maneira de representar a situacado através de uma

figura é a seguinte (figura 4.3):

- as turmas serao representadas por pontos;
- € 0S jogos serao representados por linhas;

6A
8B 6B

8A A

/B

Figura 4.3: Representagdo de um campeonato de futebol na forma de um grafo.

Nao é dificil agora constatar a consisténcia das informagdes.
A estrutura que acabamos de conhecer é um grafo. Em outras
palavras, um grafo € um modelo matematico que representa

relagdes entre objetos.
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Para que um grafo fique bem definido temos que ter dois

conjuntos:

- O conjunto V, dos vértices (no nosso exemplo, o conjunto

das turmas).

- O conjunto A, das arestas (no nosso exemplo, 0s jogos

realizados).

Quando existe uma aresta ligando dois vértices dizemos que
os vértices sao adjacentes e que a aresta é incidente aos vértices.
No nosso exemplo podemos representar o grafo de forma sucinta

como:

V = [6A; 6B; 7A; 7B; 8A; 8B} e
A = {(6A; 7A); (6A; 7B); (6A; 8B); (6B; 7A); (6B; 8A);
(6B; 8B); (7B; 8A); (7B; 8B); (8A; 8B)}

Observe que nao precisamos colocar (8A; 7B) no conjunto de
arestas, pois ja tinhamos colocado (7B; 8A).

O numero de vértices sera simbolizado por /V/ ou pela letra n.
O numero de arestas sera simbolizado por /A/ ou pela letra m. No

nosso exemplon=6e m=9.

Ainda no nosso exemplo vimos que cada turma jogou um
namero diferente de jogos:
6A jogou 3 jogos
6B jogou 3 jogos
7A jogou 2 jogos
7B jogou 3 jogos
8A jogou 3 jogos
8B jogou 4 jogos
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Por isso, no nosso desenho, o vértice 6A tem 3 arestas
ligadas a ele, o vértice A7 tem 2 arestas ligadas a ele e assim por
diante. Dizemos que estas arestas sao incidentes ao vértice. O
namero de vezes que as arestas incidem sobre o vértice v é
chamado grau do vértice v, simbolizado por d(v). No nosso exemplo,
d6A) = 3; d(7A) = 2.

Praticar: Usando o grafo do campeonato dé o grau de cada um

dos vértices.

1.3. Exercicios

1 - Considere um campeonato de futebol formado por:

Equipe 01: Matematica;

Equipe 02: Fisica;

Equipe 03: Quimica;

Equipe 04: Biologia;

Equipe 05: Computagéo1;
Esboce um grafo que represente todas as combinacdes de jogos
possiveis entre essas equipes. Utilizando este mesmo grafo dé o
grau de cada vértice e a quantidade de arestas nele existente.

2 — Dé o grau de cada vértice e 0 numero de arestas para cada um
dos grafos abaixo.

A :

@m
TR
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[5. DEFINICOES }

Sao muitos os conceitos relacionais a teoria dos grafos e aqui
apresentaremos as que consideramos basicas para um estudo inicial

sobre o tema.

2.1. Definicoes basicas

Grafo: Um grafo G(V,E) € uma estrutura constituida por um conjunto
finito ndo vazio de vértices ou pontos vy, V...V, (denotado
conjunto V) e um conjunto de linhas ,ramos ou arestas ey, éey,...,e,

(denotado conjunto E) unindo todos ou alguns desses pontos.

Representacdo Geométrica: Normalmente um grafo pode ser

visualizado através de uma representacao geométrica, na qual seus
vértices correspondem a pontos distintos do plano em posicoes
arbitrarias, enquanto que a cada aresta (v, w) é associada uma linha
arbitraria unindo os pontos correspondentes a v e w. A figura 4.4
apresenta um grafo G(V,E) onde o conjunto de vértices V é
{1,2,3,45,6} ou V = {1,2,3,45,6} e o0 conjunto de arestas é
E={(1,2),(1,3),(24),(34),(4,5),(5,6).

Figura 4.4: Grafo com seis vértice e seis arestas.
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Arestas incidentes e adjacentes: Cada aresta de um grafo é

denotada por e = (v, w) e € composta pelo par de vértices que a
forma. Neste caso, os vértices v e w sdo os extremos da aresta e.
Uma aresta se diz incidente em um vértice v se v € um de seus
extremos e os vértices v e w se dizem adjacentes se existe uma
aresta que incide em ambos. A figura 4.5 ilustra os conceitos
apresentados.

Grafo:  G=(V,E)
Vértices: V=(1,2,3.4)
Arestas:  E=((1,2),(1.3).(1.4).24)(3.4))

Vértices Extremos Arestas Incidentes Vértices Adjacentes

(1.2):1e2 (1):(1,2), (1.3)e (1.4) De@);

(13): 1e3 (2): (1.2)e (2.4) (e(3):
(14): 1e4d (3) (1.3)e(3.4) (De():
(2,4): 2e4 (14, 20 e(3,4) 2)e(3);
(3.4): 3e4 (3e):

Figura 4.5: Vértices externos, arestas incidentes e vértices adjacentes.

Interpretando a figura tem-se que em relagao a aresta (1,2) os
vértices (1) e (2) sao externos a ela, que as arestas incidentes no
vértice (38) sao (1,2) e (2,4) e que os vértices (2) e (3) sao
adjacentes, por exemplo.

Grafo direcional: Um grafo é dito direcional, ou digrafo, quando é

necessario ser estabelecido um sentido (orientacéo) para as arestas.
O sentido da aresta é indicado através de uma seta, como ilustrado

na figura 4.6. Nesta situacéo, a aresta passa a ser chamada de arco.

REC

SAL

MAN
RIO

BSB
SAO

Figura 4.6: Grafo direcional ou digrafo.
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Algumas vezes é util relaxar a definicdo de grafos, de modo a
permitir uma aresta do tipo e = (v,v). Uma aresta desta natureza é
chamada de laco. Outra extensao possivel consiste em substituir, na
definicdo do grafo, o conjunto de arestas E por um multiconjunto de
forma a permitir a existéncia de mais de uma aresta entre os
mesmos Vvértices. Estas arestas sdo chamadas paralelas. Um
exemplo de grafo que contém arestas de laco é apresentado na
figura 4.7(a) e um grafo que contém arestas paralelas em 4.7(b).

q

P

(a) (b)

Figura 4.7: (a) Grafo com arestas de lago (b) grafo com arestas paralelas.

Grau, Sucessores e Antecessores: Em um grafo G, define-se grau

de um vértice v; € V, denotado por grau(v;) como sendo o numero de
vértices adjacentes a v; O numero de arcos que tem um vértice v;
como seu vértice inicial € chamado grau-de-saida do vértice v;, e 0
namero de arcos que tem v; como seu vértice final € chamado grau-

de-entrada de v,

O sucessor de um vértice v; é todo v; que seja extremidade
final de v; e o antecessor de um vértice v; &€ todo v; que seja
extremidade inicial de um arco que termina em v; A figura 4.8

exemplifica os conceitos apresentados.
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Grafo: G=(VE)
Vértices: V=(1,2,3.4)
Arestas:  E=((1.2),(1.3).(1.4).2.4).3.4))

Grau dos Vértices

(1) grau(1)=3. grau(1)=0,grau,(1)=3 .
(2): grau (2)=2, graw,(2)=1, grau,(2)=1;
(3): grau (3)=2. grau(3)=1. grau,(3)=1:
(4): grau (4)=3.grau,(4)=3. grau,(4)=0 ;

Vértices Sucessores
(1): (2).3)e@)
(2): @)

(3): @&

(4):

Vértices Antecessores
(1)

(2):(1)

(3):()

(M): (1),2)e(3)

Figura 4.8: Grau, sucessores e antecessores.

Grafo Conexo e Desconexo: Um grafo é denominado conexo

quando existe um caminho entre cada par de vértices de G, caso

contrario é desconexo. Um exemplo dessas defini¢cdes ¢é ilustrado na

figura 4.9. Percebe-se em 4.9(a) que é possivel alcancar qualquer

vértice do grafo a partir de outro (grafo conexo), o0 mesmo nao pode

ser dito para o grafo 4.9(b) onde, por exemplo, a partir do vértice 1

nao é possivel alcancgar o vértice 6 (grafo desconexo).

(a)

@@

(b)

Figura 4.9: (a) Grafo conexo (b) grafo desconexo.
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No caso de grafos orientados (digrafos), um grafo é dito ser
fortemente conexo (f-conexo) se todo par de vértices esta ligado por
pelo menos um caminho em cada sentido. Isto significa que cada
vértice pode ser alcancavel partindo-se de qualquer outro vértice do

grafo (figura 4.10).

‘ (.
>

< @

Figura 4.10: Grafo f-conexo.

Base e Anti-Base: Uma base de um grafo G(V,E) é um subconjunto

B c V, tal que: dois vértices quaisquer de B nao sao ligados por
nenhum caminho e todo vértice ndo pertencente a B pode ser
atingido por um caminho partindo de B.

Ja uma anti-base de um grafo G(V,E) € um subconjunto A <
V, tal que dois vértices quaisquer de A nao sao ligados por nenhum
caminho e de todo vértice nao pertencente a A pode se atingir A por
um caminho. A figura 4.11 apresenta os dois conjuntos, A e B,

definidos acima.

Figura 4.11: Base e anti-base.
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Raiz e Anti-Raiz: Se a base de um grafo G(V,E) € um conjunto

unitario, entdo a base é a raiz de G. Se a anti-base de um grafo
G(V,E) é um conjunto unitario, entdo esta anti-base € a anti-raiz de

G (figura 4.12).

mamm=

Figura 4.12: Raiz e anti-raiz.

Praticar: Usando o grafo da figura 4.6 responda: ele é um grafo
direcional? Possui arestas de laco? Possui arestas paralelas?
Qual o antecessor e o sucessor do vértice 5? Qual é o grau de
entrada e saida de vértice 3? O grafo é conexo?

2.2. Caminhos e Ciclos

Caminho: Uma seqliéncia de vértices vy, ..., vgtal que (v}, Vj,1) € E,
1 < j < |[k-1/ € denominado caminho de v; a vk . Diz-se entdo que vy

alcanca ou atinge vj;

Um caminho de k vértices é formado por k-1 arestas e o valor
de k-1 é o comprimento do caminho. Se todos os vértices do
caminho vy, ..., v forem distintos a seqiiéncia recebe o nome de
caminho simples ou elementar e se as arestas forem distintas a

seqgléncia recebe o nome de trajeto.

Considere o grafo da figura 4.13.
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Figura 4.13: Grafo com oito vértices e doze arestas.

Um caminho simples no grafo pode ser 1 —2 -3 -7, ja um
trajeto serm2 -3 -7 -6 —2 — 1 — 5 (figura 4.14). Neste caso, 0

comprimento do caminho simples € 3 e o comprimento do trajeto é 6.

( Nt Nt
Caminho Simples: Trajeto:

MH-@-6)- @2-G)-M-©-2)-1)-06)

Figura 4.14: Caminho e trajeto em um grafo.

Outro conceito importante relacionado a caminho é a questao
da independéncia. Dois ou mais caminhos sdo independentes se

nenhum deles contém ao menos um vértice interno do outro.

Ciclo: Um ciclo € um caminho vy, ..., vk sendo v; = vk, e k= 3. Os
grafo que nao possuem ciclos sdo chamados de aciclicos e os que
possuem sao chamados de ciclicos.

Um ciclo ou caminho que contenha cada vértice do grafo
exatamente uma vez € chamado de hamiltoniano e um ciclo ou
caminho que contenha cada aresta do grafo exatamente uma vez é
chamando de euleriano. A figura 4.15 apresenta dois grafos, um
ciclico e outro aciclico e a figura 4.16 apresenta dois caminhos

percorridos em um grafo, um hamiltoniano e um euleriano.
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@

w7 Te (é// ™
\ / Va
ol [db &

Grafo Ciclicos Grafo Aciclico

1H-@-06G)-H-06)-) (3)-*)-06)-()

Figura 4.14: Grafos ciclico e aciclico.

CRCRUSO
CmCmcm)

Caminho hamiltoniano:

DH-@-C)-BD-®)-M-06)-05)

Caminho euleriano:

DH-@-@)-03)-W-3-G)-M)

Figura 4.16: Caminho hamiltoniano e caminho euleriano.

Praticar: Usando os grafo da figura 4.16 responda: Em (a) o
caminho 2-3-4-8-7- 6 é hamiltoniano? Em (b) o caminho

1-2-3-4-5-1¢éeuleriano?
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2.3. Tipos de grafos

Grafo Regular: Um grafo é dito ser regular quando todos os seus

vértices tém o mesmo grau (figura 4.17).

Figura 4.17: Grafo regular.

Grafo Completo: Um grafo é dito ser completo quando ha uma

aresta entre cada par de seus vértices (figura 4.18). Observe na
figura que o indice de K representa a quantidade de veértices do

grafo e a letra Kdenota que o grafo é completo.

SEARe

K 1 2 3 -+

Figura 4.18: Grafo completo.

Grafo Bipartido: Um grafo é dito ser bipartido quando seu conjunto

de vértices V puder ser particionado em dois subconjuntos V; e Vs,
tais que toda aresta de G une um vértice de V; a outro de V>
(figura 4.19).

Figura 4.19: Grafo bipartido.
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Grafo Valorado: Um grafo G(V,E) é dito ser valorado quando existe

uma ou mais fungdes relacionando V e/ou E com um conjunto de

nameros (figura 4.20).

REC

220

SAL

400
MAN

SAO

Figura 4.20: Grafo valorado.

Multigrafo: Um grafo G(V,E) € dito ser um multigrafo quando existem
multiplas arestas entre pares de vértices de G (figura 4.21).

Figura 4.21: Multigrafo.

Subgrafo: Um grafo Gs(Vs, Es) € dito ser subgrafo de um grafo
G(V,E) quando Vs c V e E;c E (figura 4.22).

Figura 4.22: Subgrafo.

Praticar: O grafo da figura 4.19 é regular? E o da figura 4.20 é
um grafo completo ?
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2.4. Complemento de um grafo e Subgrafos

Complemento de um grafo: Denomina-se complemento de um grafo
G(V,E) ao grafo G*, o qual possui 0 mesmo conjunto de vértices que
G e para todo par de vértices distintos v, w € V, tem-se que (v,w) é

uma aresta de G*se e somente se nao o for de G.

Observe na figura 4.23 que as arestas (1,3), (1,4), (1,5), (2,5)
e (3,5) de G* nao existem em G e que G* possui 0 mesmo conjunto
de vértices (1,2,3,4,5,6) de G. Logo G* é o complemento de G.
Observe também que G € um grafo conexo e G* é um grafo
desconexo. Porém, esta caracteristica ndo viola a definicdo de

complemento de um grafo.

Figura 4.23: Complemento de um grafo.

Subgrafo: Um subgrafo Go(V2,E2) de um grafo Gy(V1,E;) € um grafo
tal que: Vo< Vi e Eo < E;. A figura 4.24 mostra um grafo G e dois

subgrafos Gy e G

A LT

1
Figura 4.24: Subgrafo.

Observe na figura que o conjunto de vértices de G; (1,2,3,4) e
0 seu conjunto de arestas (1,2), (2,3), (3,4) e (4,1) sdo subconjuntos
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do conjunto de vértices e arestas de G, respectivamente. Assim
sendo, G; € um subgrafo de G. De forma analoga pode-se constatar
que Gotambém é um subgrafo de G.

Se um subgrafo G, possuir toda aresta (v,w) do grafo G, tal
que ambos v e w estejam em V,, entdo G, é o subgrafo induzido
pelo subconjunto de vértices V). Diz-se entdo que V, induz G,. A
figura 4.25 mostra a partir de um grafo G a obtengdo de um subgrafo
induzido e de um subgrafo ndo induzido.

Subgrafo induzido

(a)

Subgrafo nido induzido
(b)

Figura 4.25: Subgrafo induzido e subgrafo néo induzido.

Observe que em (a) o subgrafo G; obtido a partir de G
induzido. O mesmo ndo pode ser dito para o subgrafo G, porque
nele ndo existe a aresta (3,4) a qual é existente no grafo G. Por esse

motivo pode-se afirmar que G2 ndo é um subgrafo induzido de G.

Praticar: Utilize os grafos da figura 4.24 e construa o
complemento deles. Construa um subgrafo induzido a partir do
grafo G da figura 4.23.
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2.5. Grafo Hamiltoniano

E um grafo que possui caminho ou ciclo hamiltoniano. Um
caminho hamiltoniano é aquele que contém cada né do grafo
exatamente uma vez. A figura 4.26 apresenta um exemplo de grafo

hamiltoniano, pois 0 mesmo contém o ciclo 1, 2, 3, 4, 5, 1.

Figura 4.26: Grafo hamiltoniano.

Aplicacdo — Problema do caixeiro viajante: Neste problema,
um caixeiro viajante deseja visitar varias cidades e retornar ao ponto
de partida, de forma que a distancia percorrida seja a menor
possivel. Esse problema pode ser modelado através de um grafo
ponderado, como mostra o exemplo da figura 4.27.

Figura 4.27: Grafo do problema do caixeiro viajante.

Neste caso, deseja-se encontrar um ciclo hamiltoniano de
menor peso total. Existem diversos algoritmos que usam heuristicas
para resolver rapidamente esse problema, resultando quase sempre

na menor distancia.
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2.6. Grafo Euleriano

E um grafo que possui caminho ou ciclo euleriano. Um
caminho euleriano é aquele que contém cada aresta do grafo
exatamente uma vez. Caso no caminho encontrado nao seja
possivel retornar ao vértice inicial diz-se que este grafo é entdo
semi-euleriano. Na figura 4.28, G; € euleriano (0 caminho pode ser
a-b-c-d-e-f-a-d-b-e-a), G- € semi-euleriano (0 caminho pode ser

a-e-b-d-c-b-a-d-e) e Gz nao é euleriano, nem semi-euleriano.

G, G, Gs

Figura 4.28: Grafo euleriano.

Aplicacado — Problema do carteiro chinés: Este problema foi
discutido pelo matematico chinés Mei-Ku Kwan. Suponha que um
carteiro deseja entregar cartas percorrendo uma menor distancia
possivel e retornar ao ponto de partida. Obviamente ele deve passar
por cada estrada em sua rota no minimo uma vez, mas deve evitar
passar pela mesma estrada mais de uma vez. O problema pode ser
modelado em termos de um grafo ponderado. Deve-se determinar,
portanto, um caminho fechado de peso total minimo que inclua cada

aresta pelo menos uma vez.

Se o grafo é Euleriano, qualquer percurso Euleriano € um
caminho fechado, como requerido (e pode ser determinado pelo
Algoritmo de Fleury). Caso o grafo ndo seja Euleriano, o problema é
muito mais dificil de ser resolvido (figura 4.29).

181



F E

Figura 4.29: Grafo do problema do carteiro chinés.

Praticar: O grafo da figura 4.27 é euleriano? E o da figura 4.29 é
hamiltoniano? Justifique sua resposta com a teoria

apresentada.
2.7. Planaridade

Um grafo planar € um grafo que admite uma representacao
grafica em que as arestas sé se encontrem (possivelmente) nos
vértices a que sao incidentes. Exemplos classicos de grafos
planares é dado pelos grafos que representam os poliedros. Na
figura 4.30, apresentamos os grafos dos 5 soélidos platonicos:

&
&

tetraedro, cubo, octaedro, dodecaedro e icosaedro.

L <P
siee

Figura 4.30: Sélidos platénicos.

Em outras palavras, um grafo G = (V,E) é planar quando
puder ser desenhado em um plano, sem que ocorra cruzamento de

arestas, ou seja, duas ou mais arestas nao se intersectam
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geometricamente exceto nos vértices em que sdo incidentes. Outros

exemplos de grafos planares sao dados na figura 4.31.

1 A

Figura 4.31: Grafo planares.

Seja G um grafo planar e R uma representacao plana de G
em um plano P. Entdo, as linhas de R dividem P em regides, as
quais sdo denominadas faces de R. Existe somente uma face nao
limitada, chamada de face externa ou face infinita. A figura 4.32

ilustra o comentado.

Figura 4.32:Faces em um grafo planar.

Teorema 1 (Euler, 1750) Seja G um grafo conexo planar e R uma
representacdo plana de G. Seja n, m e f o numero de vértices,
arestas e faces de G. Entdo, n — m + f = 2. Esse teorema é

conhecido com Formula de Euler.
Uma aplicagdo muito interessante utilizando os conceitos

apresentados de grafos planares pode ser vista nas industrias

eletrdnicas de fabricacao de circuitos impressos.
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2.8. Isomorfismo

Dois grafos G; e G2 sdo ditos isomérficos se existir uma
correspondéncia um-a-um entre os noés de Gy para com 0s nés de
G2, tal que o numero de arestas unindo quaisquer 2 nés de G; é
igual ao numero de arestas unindo os correspondentes nés de Go.

Um exemplo de grafos isomorficos é dado na figura 4.33.

Figura 4.33:Grafos isomorfos.

Na representacdo de grafos por matrizes de adjacéncia, que
veremos mais adiante, pode-se concluir que dois grafos G; e G2 séo
isomérficos se, para alguma ordem de seus nos, suas matrizes
forem iguais. Uma maneira simples, mas eficiente, de testar o
isomorfismo é provar exatamente o contrario através do conceito de
invariante. Invariante € uma propriedade que é preservada pelo
isomorfismo, como por exemplo, numero de néds, grau e

determinante da matriz de adjacéncia.

Praticar: Verifique o teorema de Euler para os grafos planares
apresentados na figura 4.32. Verifique também se eles sao

isomorfos.
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2.9. Exercicios

1 - A figura abaixo representa as moléculas quimicas do metano
(CH4) e propano (C3H8).

(a) Interpretando esses diagramas como grafos, o que
podemos dizer sobre os nds que representam os atomos de
carbono (C) e os atomos de hidrogénio (H)?

(b) Existem duas moléculas diferentes com féormula C4H10.
Desenhe os grafos correspondentes a essas moléculas.

T T
H—*’l-‘—H H—{'_‘—rl_'_rl_i_H
H ll{ H H

fa) (b

2 - Para os grafos da figura abaixo escreva o niumero de nos, arcos
e o grau de cada vértice. Para o desenho da (b), desenhe antes sua
representacao sob forma de grafo.

fa)

3 - Dados os digrafos abaixo informe o grau de cada um de seus
vértice. Informe também quais sdo o0s seus antecessores e seus
sucessores.

u
S
(a)

(b)

@)

[l
o
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4 - Desenhe um grafo com 5 vértices (v1, v2, v3, v4, v5), em que
grau(vl) = 3, v2 é um vértice impar, grau(v3) = 2, e v4 e v5 séo
adjacentes.

5 - Classifigue os grafos abaixo como conexo ou desconexo.
Fundamente sua resposta.

N
—» = |
N/
|
/l\
\\,i/\

6 - Responda sim ou ndo para cada uma das perguntas abaixo
considerando individualmente os grafos abaixo.

a) é regular?

b) é completo?
c) é bipartido?
d

) é valorado?
e) é multivalorado?
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7 - Nos pares de grafos das figuras abaixo mostre qual dos grafos

€ bipartido e qual ndo é. Justifique sua resposta.

X

(@) (b)

8 - Construa o grafo complementar do grafo G apresentado abaixo.

9 - Para o grafo da figura abaixo, desenhe todos os seus subgrafos

P

conexos.
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10 - Para o grafo da figura abaixo, desenhe, caso existam, um

subgrafo induzido com 3 nés e um subgrafo ndo induzido com 2 nés.

11 - O grafo da figura abaixo representa um trecho do bairro Séo
Cristévao, na altura da Av. Dom Severino. ldentifique, se houver, um

ciclo hamiltoniano e outro euleriano.

12 - Mostre como o grafo abaixo pode ser desenhado em um plano

sem cruzamentos, ou seja que o grafo é planar.
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13 - Construa o grafo com sequéncia de graus (4, 4, 3, 3, 3, 3):
(a) Que seja planar.

(b) Que nao seja planar.

14 - Através de uma adequada rotulacéo dos vértices, mostre que os

dois grafos da figura abaixo sao isomoérficos.

e @

15 - Expliqgue porque os dois grafos da figura abaixo ndo sao

isomorficos.
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UNIDADE lli
INTRODUCAO AOS GRAFOS

[6. REPRESENTAGAO E BUSCA }

Existem trés formas tradicionais de representar os grafos:
matriz de adjacéncia, matriz de incidéncia e lista de adjacéncia e
todas serdo descritas a seguir. Além disso uma operacdo muito
importante em grafos é como percorré-lo. Apresentaremos aqui duas
formas, também tradicionais, de executar essa operacao em grafos:

busca em largura e busca em profundidade.
3.1. Matriz de Adjacéncia

Uma das formas mais utilizadas para representar grafos é via
a matriz de adjacéncia. Seja A = [ a;] uma matriz n x n, onde n é o
numero de vértices de um grafo G = (V,E) qualquer, a matriz de
adjacéncia A é construida da seguinte forma:

oo l seirg
Ali, j) = { 0 J

caso contrario

A figura 4.34 ilustra o conceito de matriz de adjacéncia para

um grafo simples.

au B W N R

O Fr Fk O Kk
O O kB O~ N
O rr O Fr F W
= O Bk O O A
o = O O = Wn
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Figura 4.34:Matriz de adjacéncia.

Quando o grafo é ponderado, a representacao sé fica
completa quando também se indica a sua matriz de pesos,
construida de maneira semelhante a matriz de adjacéncia (troca-se
o valor do peso pelos 1°s). Para digrafos, € preciso observar o
sentido do caminho entre 0os nds e adotar um padréao para o sinal
dos pesos (figura 4.35).

v B W NR

r O O O O B\
o O O = B
O O O B O W
O O »r O O &
H = O O O @

Figura 4.35:Matriz de adjacéncia para um digrafo.

3.2. Matriz de Incidéncia

A matriz de incidéncia B = [b;] de um grafo G = (V,E) , com
V=_(v,Vs...,v)e E=(e;es...,en),édefinida da seguinte

forma:

0  caso contrario

B(i. j) —{ Loseunge

A figura 4.36 ilustra o conceito de matriz de incidéncia para

um grafo simples.

1,2 13 1,4 2,3 3,4

A W N R
o O R K
o B O r
O O r
o B B O
H B O O
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Figura 4.36:Matriz de incidéncia.

Se G é um digrafo, entéo b; = +1 se v; esta no inicio da seta e
b;j = —1, caso v; esteja na cabecga da seta. Para grafos ponderados,
vale também a mesma observacao no que diz respeito a escolha de

sinais para representar os arcos e seus pesos (figura 4.37).

> 12 | 13 32 43 @41
1 1 1 0 0 1

2 = 0 ] 0 0

3 0 1 1 ] 0

- a4 0 0 0 1 1

Figura 4.37:Matriz de incidéncia para um digrafo.

3.3. Lista de Adjacéncia

Trata-se de uma representacdo que favorece a recuperacao
mais rapida de informacao nos grafos, basicamente por ndo possuir
informacdes de nao adjacéncia (os zeros na matriz de adjacéncia).
Seja G(V,E) um grafo, a estrutura de adjacéncia A de G € um
conjunto de n listas A(v), uma para cada v € V. Cada lista A(v) é
denominada lista de adjacéncias do vértice v, e contém os vértices w
adjacentes a v em G. A figura 4.38 apresenta um exemplo de
representacado de um grafo por lista de adjacéncia.

e o o=t
adil adE1 I o=t

Ny NE =
N Np No 86
L (-

Figura 4.38:Lista de adjacéncia.

lelelelelele!
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Se o grafo for ponderado, entdo a informacdo dos pesos das
arestas deve ser armazenada em outra lista em uma
correspondéncia um-a-um com a lista de sucessores de cada

vértice.

Praticar: Represente o grafo da figura 4.35 na forma de matriz
de incidéncia, o grafo da figura 4.37 na forma de matriz de

adjacéncia e ambos na forma de listas de adjacéncias.

3.4. Busca em profundidade

A busca visa resolver uma questao basica: como explorar um
grafo? Ou seja, deseja-se obter um processo de como caminhar
pelos nés e arestas de um grafo.

Uma busca em profundidade (Depth-First Search- DFS)
comega em um vértice v chamado raiz e caminha por todos os
vértices que podem ser alcancados a partir de v. Observe que v é
um parametro passado ao algoritmo DFS.

O algoritmo para busca em profundidade marca v (raiz) como
visitado, pega um vértice w conectado a v (a aresta (v, w) existe) e
continua a DFS em w. Depois que a busca em w termina, o
algoritmo toma outro vértice z conectado a v ainda nao visitado e faz
a busca em z. O algoritmo termina quando todos os vértices ligados

a vja foram marcados (visitados).

Um pseudo-algoritmo para implementar busca em
profundidade em um grafo, cujo elementos dos seus vértices sao
inteiros, é apresentado a seguir.

Seja um grafo G = (V,E) que contém n vértices. Seja também

uma representacao que indica, para cada vértice, se ele foi visitado
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ou ndo. Eis uma versdao recursiva do algoritmo de busca em

profundidade que visita todos os vértices:

procedimento Busca(G: Grafo)
Para Cada vértice v de G:
Marque v como ndo visitado
Para Cada vértice v de G:
Se v ndo foi visitado:
Busca-Prof(v)

procedimento Busca-Prof(v: vértice)
Marque v como visitado
Para Cada vértice w adjacente a v:
Se w ndo foi visitado:
Busca-Prof(w)

Note que esse algoritmo funciona com um grafo desconexo.
Se ja sabemos que o grafo é conexo, podemos chamar diretamente
a funcao Busca-Prof, escolhendo arbitrariamente um vértice inicial.

Para implementar esse algoritmo, € a lista de adjacéncia que
aparece como estrutura ideal. Isso porque a principal operacao
efetuada pelo algoritmo € a escolha de um vértice adjacente e ja
sabemos que nesse caso a estrutura de adjacéncia é a melhor
opcao. Supondo entdo que a estrutura de adjacéncia é utilizada para
implementar a busca, podemos ver que o tempo de execucédo do
algoritmo é em O(max(a,n)), onde a e n representam o numero de
arestas e de vértices, respectivamente. Como cada vértice deve ser
visitado, o algoritmo necessariamente fara n chamadas do
procedimento Busca-Prof, muitas delas recursivas. Em cada
chamada, todos os vértices adjacentes serdo testados. No total, o
namero de testes realizados sera igual ao numero de arestas. Entao
o tempo total gasto para as chamadas a Busca-Prof é em O(a). A
esse tempo devemos acrescentar o tempo gasto no procedimento
Busca: o tempo de inicializacdo, e o tempos para testar, para cada

vértice, se ele foi marcado. No total isso da um tempo em
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O(2n) = O(n). Portanto, a busca em profundidade tem um tempo de
execucdo em O(a+n). Na verdade temos um tempos em
O(max(a,n)): se o grafo tem mais arestas que vértices temos um

tempo em O(a). No caso contrario, temos um tempo em O(n).

Considere agora o grafo ilustrado na figura 4.39 (a) e a
estrutura de adjacéncia ilustrada na figura 4.39 (b) que representa

esse grafo.

1 —{2]++ 3}
e [ g Ny N
i g FUE o NV
4| 2 [+~ 5[+~ 3[+—~[6 ]
2 46— § T—[2]1+14)]
/ N Iy
7| {61+ 8]]
8 T[61+{ 71/

(2l (k)

Figura 4.39:Busca em profundidade.

Eis o traco de execucao do algoritmo com esse exemplo:

Busca-Prof(1)
Busca-Prof(2)
Busca-Prof(4)
Busca-Prof(5)
Busca-Prof(3)
Busca-Prof(6)
Busca-Prof(7)
Busca-Prof(8)

Quando o algoritmo chega ao vértice 5, ndo ha nenhum
vizinho dele que néo foi visitado. Ele retorna dessa chamada para
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continuar a busca a partir do vértice anterior que é o vértice 4. A
busca continua com o préximo vizinho de 4 que ndo foi visitado: o
vértice 3. Como o vértice 3 ndo tem vizinhos que nao foram
visitados, o algoritmo retorna imediatamente ao vértice 4, para
continuar a busca com o vértice 6, e assim por diante chegamos ao

ultimo vértice visitado que € vértice 8.

Observe também que o algoritmo de busca em profundidade
pode ser usado para percorrer todos os vértices de um grafo e para
descobrir se um grafo € conectado ou ndo. Se, apds uma busca em
profundidade, todos os vértices forem visitados, entdo o grafo é
conectado.

3.5. Busca em largura

A idéia da busca em largura consiste em processar todos 0s

ndés em um dado nivel antes de caminhar para um nivel mais alto.

Uma busca em largura (Breadth-First Search) é feita em um
grafo G = (V, E) comecando em um vértice v. Primeiro o algoritmo
visita v e todos os vértices conectados a v, chamados filhos de v.
Isto é, o algoritmo visita vértices w tal que (v, w) € E. No segundo
passo, o algoritmo visita todos os netos de v. Isto é, os vértices que
ndo estdo conectados diretamente a v mas estdo conectados a
algum vértice que esta conectado a v. O algoritmo prossegue deste

modo até que todos os vértices alcangaveis por v sejam visitados.

Um pseudo-algoritmo para implementar busca em
profundidade utilizando arvore geradora é apresentado a seguir.
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Contrariamente a busca em profundidade, o algoritmo de
busca em largura ndo é recursivo. Mas pode ser comparado a

versao iterativa da busca em profundidade, que usa uma pilha P:

procedimento Busca-Prof-Iter(v: vértice)
Inicializar P
Marcar v como visitado
Empilhar v em P
Enquanto P ndo vazio:
Enquanto existe um vértice w ndo visitado e adjacente ao
vértice no topo de P:
Marcar w como visitado
Empilhar w em P
Retirar o primeiro elemento de P

O algoritmo de busca em largura € semelhante ao algoritmo
de busca em profundidade. A principal diferenca € que usamos um

fila F ao invés de uma filha:

procedimento Busca-Largura(v: vértice)
Inicializar F
Marcar v como visitado
Colocar v no final de F
Enquanto F ndo vazio:
u := primeiro elemento de F
Retirar u de F
Para cada vértice w adjacente a u:
Se w ndo foi visitado:
Marcar w como visitado
Colocar w no final de F

Nos dois casos é preciso um programa para lancgar a busca:

procedimento Busca(G: Grafo)
Para cada vértice v de G:
Marcar v como ndo visitado
Para cada vértice v de G:
Se v ndo foi visitado:
{Busca-Largura ou Busca-Prof-iter}(v)
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Praticar: Implemente, em Java, os algoritmos de busca e largura
e busca em profundidade apresentados. Pesquise outras
formas de implementar busca em largura e busca em

profundidade sem utilizar recursividade.

3.6. Exercicios

1 — Monte um grafo a partir da matriz de adjacéncia (a) e outro a
partir da matriz de incidéncia (b).

123456 12345678
1010100 1/{1100000 0
21000010 2/0-1-11 0000
31000011 300000110
41010000 )| 4(-1010-1000
51000100 5/000-11-100
61000001 g 000000-10

(@) (b)

2 - Dado o grafo da figura abaixo, determine:
(a) matriz de adjacéncia;
(b) matriz de incidéncia;

(c) lista de adjacéncia.
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3 - Dado o digrafo ponderado da figura, determine:
(c) matriz de adjacéncia;

(d) matriz de incidéncia;

(c) lista de adjacéncia.

4 — Represente os grafos abaixo na forma de matriz de adjacéncia,
matriz de incidéncia, lista de adjacéncia. Faca neles uma busca em

profundidade e uma busca em largura comegando no vértice v.

5 — Faga uma busca em largura, a partir do vértice 0, no grafo
definido pelo conjunto de arestas abaixo:

8-93-71-4 7-8 0-5 5-2 3-8 2-9 0-6 4-9 2-6 6-4 .
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5 — Suponha que o grafo da questao anterior esta representado por
sua matriz de adjacéncia. Represente-o utilizando matriz de

incidéncia e lista de adjacéncia.

6 — Represente o grafo abaixo por listas de adjacéncia. Insira as

arestas, na ordem dada, num grafo inicialmente vazio.

8-9 3-7 1-4 7-8 0-5 5-2 3-8 2-9 0-6 4-9 2-6 6-4

7 — Escreva uma funcao que use busca em largura para calcular o

namero de componentes (vértices e arestas) de um grafo.
8 — Implemente a busca em profundidade para o grafo da questéao 2.
Inicie a busca a partir do né a. Apresente o desenvolvimento do

algoritmo de busca.

9 — Para o mesmo grafo da questdo 2, implemente a busca em
largura partindo do né a. Apresente o desenvolvimento.

10- Dado o grafo da questdo 3, implemente a busca em

profundidade e em largura. Escolha o né inicial.
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