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Este texto € destinado aos estudantes da disciplina
Matematica Discreta do curso de Bacharelado em Sistemas de
Informagédo, modalidade EaD. Curso que faz parte do programa
de Educacédo a Distancia da Universidade Aberta do Piaui (UAPI)
vinculada ao consorcio formado pela Universidade Federal do
Piaui (UFPI), Universidade Estadual do Piaui (UESPI), Centro
Federal de Ensino Tecnoldgico do Piaui (CEFET-PI), com o apoio
do Governo do Estado do Piaui, através da Secretaria de

Educacéo.

Este livro é composto por 06 unidades, contendo itens e

subitens, conforme descrevemos a seguir.

Na Unidade 1, apresentamos conceitos basicos de

conjuntos, incluindo operacdes e propriedades.

Na Unidade 2, fazemos um estudo sobre as relagdes,
mostrando varios exemplos e, de acordo com as propriedades
envolvidas, definimos tipos especiais de relagdo, tais como as

relacoes de ordem.

Na Unidade 3, introduzimos o conceito de fungéo: definicao,

tipos, operagdes e propriedades importantes.

Na Unidade 4, incluimos as estruturas algébricas:
conceitos, exemplos e propriedades de estruturas em geral, bem

como de classes importantes como o0s grupos. Estudamos



também aplicacdes com as quais observamos que certos grupos,

do ponto de vista algébrico, se comportam da mesma maneira.

Na Unidade 5, abordamos conceitos e varias propriedades
das Algebras de Boole, inclusive exemplificando o uso destas
propriedades na simplificacdo de circuitos de interruptores.
Finalizamos com um breve estudo de uma classe de conjuntos
ordenados que, como veremos, possui uma interessante relacéo

com as Algebras Booleanas.

Na Unidade 6, finalizamos com uma breve introducado aos

grafos, incluindo tipos e estruturas de representacao.
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Unidade 1

Conjuntos

Esta unidade € dedicada ao estudo dos conjuntos,
entes matematicos que encontramos em nossa vida
cotidiana como, por exemplo, a escalacao de um
time de futebol ou a lista de convidados para sua

festa de formatura.
Nesta unidade, apresentamos conceitos e

propriedades sobre os conjuntos. Além disso,
estudamos as operacdes unido, intersecao,
diferenca e complemento e suas importantes

propriedades.
Finalmente, dedicamos um estudo aos conjuntos

numericos, a saber: conjuntos dos numeros naturais,
dos numeros inteiros, dos racionais, dos reais e dos
complexos.
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Para incrementar o
estudo de conjun-
tos, acesse 0 sitio

Klickeducacao.

1. Conjuntos

Nesta unidade, apresentamos a no¢cao de conjuntos, exemplos e tipos
particulares. Estudamos a algebra dos conjuntos através das pro-
priedades dos operadores a saber: uniao, intersecao, complementacao

e diferenca. Finalizamos com uma secdo sobre conjuntos numericos.

1.1 Conjuntos e Rela¢ ao de Inclus ao

As nocdes de conjunto, elemento e pertinéncia sao consideradas no¢coes

primitivas, isto €, aceitas sem uma definicao a partir de outros elemen-

tos matematicos. Nesta secdo, estudamos estes entes mantematicos,

e as definicdes e propriedades das relacdes de pertinéncia e inclusao.
Consideramos por conjunto uma colecdo, classe ou agrupamento

de objetos ou elementos. Denotamos 0s conjuntos por letras mailsculas

e escrevemos seus elementos entre chaves e separados por virgulas.
Exemplo 1.1.1.

a) O conjunto das letras do alfabeto:
A=A{a,b,c,..,v,x,z}.
b) O conjunto dos nimeros naturais até 50:
B =1{0,1,2,3,...,48,49, 50}.

c) O conjunto dos meses que comecam com a letra J:
C = {Janeiro, Junho, Julho}.
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d) O conjunto dos dias da semana:

D = {domingo, segunda-feira, ..., sexta-feira, sdbado}.

e) O conjunto das capitais brasileiras que comecam com a letra S:

E = {Salvador, Sao Luis, Sdo Paulo}.

Um conjunto também pode ser descrito em termos de uma pro-
priedade P caracteristica de seus elementos. Neste caso, denotamos
0s elementos por letras mindsculas e representamos 0 conjunto como

segue:

A = {z | z satisfaz a propriedade P}.

Exemplo 1.1.2.

a) {a,e,i,0,u} também pode ser representado como

{z | x évogal}.

b) {janeiro, fevereiro, ...,novembro, dezembro} representa

{z | x € més do ano}.

c) {Alagoas, Bahia, Ceara, Maranhao, Paraiba, Pernambuco,

Piaui, Rio Grande do Norte, Sergipe} indica

{z |x é estado da regido nordeste}.

d) {0,1,2} indica

{z |x & natural menor que 3}.

e) {2,3,5,7,11,13...} representa os nUmeros primos positivos

{z |x primoex >0 }.
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1.1.1 Conjuntos Unit ario, Vazio e Universo

Nesta subsecédo apresentamos a definicdo dos conjuntos unitario, vazio

e universo.

Defini¢c ao 1.1.1. Chamamos de conjunto unitario o conjunto que pos-

sui apenas um elemento.
Exemplo 1.1.3.

a) O conjunto das capitais brasileiras que comecam com a letra T:

{Teresina}.
b) O conjunto dos inteiros maiores que —1 e menores que 1: {0}.
c) O conjunto das solugdes da equacéo 2z — 5 = 1: {3}.

Defini¢ &0 1.1.2. Chamamos de conjunto vazio, o qual denotamos por

(), o conjunto que nao possui elemento algum.

Exemplo 1.1.4.

a) {z | = € impar e divisivel por 2} = (.

b) {x | x & estado brasileiro comeg¢ado com a letra F} = 0.
c) {z|z>3ex<0}=0.

Defini¢ &0 1.1.3. Chamamos de conjunto universo, o qual denotamos
por U, 0 conjunto que contém todos os elementos importantes para

um problema no qual estamos trabalhando.
Exemplo 1.1.5.

a) O conjunto universo das solugdes complexas de uma equacéao do

terceiro grau é C.

b) O conjunto universo de um problema de geometria plana € um

plano.
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1.1.2 Relagéao de Pertin éncia

Nesta subsecao definimos a relacdo de pertinéncia e a igualdade de

conjuntos.
Definic a0 1.1.4. Seja A um conjunto qualquer.

e Quando x € um elemento do conjunto A, dizemos que x pertence

ao conjunto A e denotamos x € A.

e Quando x ndo é um elemento de A, dizemos que z ndo pertence

ao conjunto A e denotamos z ¢ A.
Exemplo 1.1.6.
a) 4 € {z | x € mdltiplo de 2}.
b) b € {z | = é letra da palavra abril}.
c) vermelho ¢ {x | x & cor da bandeira brasileira}.
Defini¢ a0 1.1.5.

e Dizemos que dois conjuntos sdo iguais se eles tém 0s mesmos
elementos, isto €, A = B se, e somente se, todo elemento de A

pertence a B e todo elemento de B pertence a A.

e Quando existir algum elemento de A que nao pertence a B ou
algum elemento de B que nao esta em A, dizemos que A e B

Nao sao iguais e denotamos A # B.
Exemplo 1.1.7.
a) {p,a,i} = {a,i,p}.
b) {0,-1,1,-2,2} = {-2,—1,0,1,2}.
c) {a,e,i,o,u} # {a,i,u}.

d) {primavera,verdo} # {x | z é estacéo do ano}.



15
1.1.3 Relagéao de Inclus ao e Subconjuntos

Apresentamos aqui a relacdao de inclusdao e algumas propriedades
basicas desta relacdo. Por fim, definimos e exemplificamos subcon-

juntos e conjunto das partes de um conjunto dado.
Defini¢c &0 1.1.6.

e Quando todo elemento de um conjunto A é também elemento
de um conjunto B, temos uma relacao de inclusao entre A e B,
denotada por A C Bou B D A, o qual se |é "A esta contido em
B’ou "B contém A”.

Neste caso, dizemos que A é subconjunto de B.

e Quando algum elemento de A nao pertencer a B, dizemos que
A nao esta contido em B, e denotamos por A ¢ B, ou que B

nao contém A, o qual denotamos por B 7 A.
Exemplo 1.1.8.
a) {1,3,5,7} C {z | = & impar}.
b) {Picos,Parnaiba, Floriano} C {z | € municipio do estado do Piaui}.
c) {verdo} C {z |z é estacdo do ano}.
d) {z | & maltiplo de 10} > {10,100, 1000}.
e) {amazonas,acre,amapa} ¢ {z | = é estado do nordeste}.

Observag do 1.1.1. Ja vimos que dois conjuntos A e B sao iguais
guando todo elemento de A pertence a B e todo elemento de B esta
em A, o qual usando a relacao de inclusao significa que A C B e,

B C A. Assim, temos que:
A= Bse, esomentese, AC Be B C A.
Denominamos esta propriedade de anti-simétrica.

A relacao de incluséao satisfaz também as seguintes propriedades:
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1. ) C A, para qualquer conjunto A.
2. A C A, paratodo conjunto A (reflexiva).

3.Se A C BeB C Centao A C C, para quaisquer conjuntos
A, B, C (transitiva).

Definic 80 1.1.7. Quando A C B, mas A # B, dizemos que A é sub-

conjunto proprio de B.
Exemplo 1.1.9.

a) {outubro,novembro,dezembro} € subconjunto  proprio de
{z | x € més do ano}.
b) {2,4,6} é subconjunto proprio de {z | = & par}.

Definic a0 1.1.8. Chamamos de conjunto das partes de um conjunto
A, e o0 denotamos por P(A), o conjunto formado por todos os subcon-

juntos de A.
Exemplo 1.1.10.

a) Seja A = {1,2}. Os subconjuntos de A sao 0,{1},{2} e {1,2}.
Ent&o:

P(A) = {0, {1}, {2}, {1, 2}}.

b) Seja A = {1,2,3}. Entdo, os subconjuntos de A séo (), {1}, {2}, {3},
{1,2},4{2,3},{1,3}, e {1, 2,3}. Portanto,

P(A) = {0, {1}, {2}, {3}{1, 2}, {2, 3}, {1,3},{1,2,3}}.

Observac a0 1.1.2. Se A € um conjunto com n elementos, 0 conjunto

das partes de A possui 2" elementos. Veja os dois Ultimos exemplos!

Finalizamos esta secao apresentando a descricdo de um subconjunto
de um conjunto A em termos da propriedade que o define. Assim, se
B é um subconjunto de A que possui a propriedade P, entdo B pode

ser descrito como segue:

{r € A |z satisfaz a propriedade P}.
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Exemplo 1.1.11.

a) Seja A ={a,b,c,d,e}.
{zr € A|xévogal} ={a,e}.

{z € A|x é consoante} = {b, ¢, d}.

b) Seja A o conjunto das siglas dos estados brasileiros.
{z € A | x é estado do sul} = {RS, SC, PR}.
{z € A | x é estado do sudeste} = {RJ, SP, ES, MG}.

Finalizamos esta secdo com a subsecao seguinte, onde estudamos

uma maneira especial de representar conjuntos.

1.1.4 Diagrama de Venn

Uma maneira de visualizar conjuntos é representa-los através de regides,

a qual chamamos de Diagrama de Venn, como exemplificamos abaixo.
Exemplo 1.1.12.

a) O conjunto A = {a,b,c} pode ser representado pela regido da

Figura 1.1.

Figura 1.1: Conjunto A.

b) O conjunto B = {1,3,5,7} pode ser representado pela regido da

Figura 1.2.

As relacdes de pertinéncia e inclusao podem também ser repre-

sentadas pelo Diagrama de Venn, como vemos nos exemplos a seguir.
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Figura 1.2: Conjunto B.

Exemplo 1.1.13.

a) Seja A = {2,4,5,7}. Sabemos que 3,8 ¢ A. Pelo diagrama de

Venn, esta nao pertinéncia é representada através da Figura 1.3

Figura 1.3: Conjunto A e relacdo de pertinéncia.

b) Sejam A = {x | = é letra da palavra abril} e B = {a,i}. Sabemos

que B C A. Estarelagéo pode ser visualizada na Figura 1.4.

c) Sejam A = {2,4,6,8} e B = {3,5,6,8}. Neste caso, A C B nem
A D B. A representacao dos conjuntos é dada na Figura 1.5.

1.2 Operag0es com Conjuntos

Estudamos nesta secado as operacdes entre conjuntos quaisquer de

um mesmo conjunto universo: uniao, intersecao, complementar e diferenca.
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Figura 1.4: B é subconjunto de A.

Figura 1.5: A ndo é subconjunto de B, nem contém B.

1.2.1 Uniao de Conjuntos

Apresentamos, nesta subsecao, a definicao, exemplos e propriedades

da operacao uniao entre conjuntos.

Definic &0 1.2.1. Sejam A e B dois conjuntos quaisquer, chamamos
de uniao de A e B, e denotamos por A U B, o0 conjunto formado por

elementos de A ou de B, isto é:

AUB={x|x € Aouz € B}.

Exemplo 1.2.1.

a) {a,e,i,0,u}U{b,c,d} ={a,b,c,d, e i o u}.

b) {2,4,6}U{0,2,3,5,6,8} = {0,2,3,4,5,6,8}.

c) {5,10,15} U {z | € miltiplo de 5} = {z | = € mUltiplo de 5}.

d) {1,7}U0 = {1,7}.
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A UB

Figura 1.6: A uniao B.

Figura 1.7: A unido com B.

Observe! No Gltimo exemplo apresentamos um conjunto unido
com o conjunto vazio, o qual nos resultou o proprio conjunto. Como o
conjunto vazio é desprovido de elementos, esta propriedade é valida

para qualguer conjunto A, isto é:

AUD = A.

Dizemos, por esta propriedade, que () € o elemento neutro para a
uniao de conjuntos.
Em seguida, vemos outras propriedades da uniao de conjuntos. Se-

jam A, B, C trés conjuntos quaisquer. Entao:

1. (Idempotente) AU A = A.

2. (Comutatividade) AU B = BU A.

3. (Associatividade) AU (BUC)=(AUB)UC.
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Figura 1.8: A uniao B.

1.2.2 Interse¢ &o de Conjuntos

Nesta subsecéo, definimos e apresentamos exemplos e propriedades

da intersecao entre conjuntos.

Definic a0 1.2.2. Sejam A e B dois conjuntos quaisquer, chamamos
de intersecdo de A e B, e denotamos por AN B (o qual se |1é A inter
B), o conjunto formado pelos elementos que sao comuns de A e de

B, isto é, que estdo em A e em B:

ANB={x|x€ Aex e B}.

AN B
Figura 1.9: A intersecéo B
Exemplo 1.2.2.

a) {2,4,61n{0,2,3,5,6,8} = {2,6}.

b) {5,8,15,26} N {z | = € mlltiplo de 3} = {15}.
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4
4 nE =28
Figura 1.10: A intersecéao B
4 B
ANB=4

Figura 1.11: A intersecao B
c) {a,e,i} N{b,c,d, f,g} = 0.
d) {1,2,3,4,6,8}N{z |z éprimo} = {2,3}.

e) {-1.0.9.17 N0 = 0.

A

Figura 1.12: llustracao do Exemplo a)

Observe! No Gltimo exemplo vimos que a intersecao de um con-

junto dado com o conjunto vazio nos resultou o vazio. Como o con-
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Figura 1.13: llustracao do Exemplo c

junto vazio ndo possui elementos, esta propriedade é valida para a

intersecao com qualquer conjunto A, isto é:
ANnd=0.

Em seguida, vemos outras propriedades da intersecao de conjuntos.

Sejam A, B, C' trés conjuntos quaisquer. Entao:

1. (Idempotente) AN A= A.
2. (Elemento Neutro) ANU = A.
3. (Comutatividade) AN B = BN A.

4. (Associatividade) AN (BNC)=(AnB)NC.

Defini¢c 4o 1.2.3. Dizemos que dois conjuntos A e B sao disjuntos se

eles ndo possuem elementos em comum, isto €&,
ANB=1.
Exemplo 1.2.3.
a) {a,b} N{c,d} = 0.
b) {z |z épar}n{z|zé&impar} =0.
Agora, observemos 0s seguintes exemplos:

Exemplo 1.2.4.
Sejam A = {a,b,c,d,e, f}, B={a,e,i,o,u} e C ={a,b,u,z}.
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A A U(BNC
bqh ( )

A
c (4 UB) N (47T C)

Figura 1.14: Propriedade Distributiva para a Uniao

a) Que conjuntos obtemos se fizermos AU (BNC)e (AU B)N
(AU C)? Vemos entdo que AU (BNC)=(AUB)N(AUC) =
{a,b,c,d, e, f,u}.

b) E que conjuntos obtemosem AN (BUC)e (ANB)U(ANC)?
Vemos neste exemplo que AN (BUC) = (ANB)U(ANB) =

4 B

sA An(BUC)

0 (4.0 B) U (40NC)

Figura 1.15: Propriedade Distributiva para a Intersecao

{a,b,e}.

Estas duas propriedades observadas no exemplo anterior sdo validas
para quaisquer trés conjuntos A, B e C. Citamos agora estas e outras

propriedades que envolvem unido e intersecao de conjuntos.
1. AU(ANB) = A.

2. AN(AUB) = A.
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3. AuU(BNC)=(AuB)N(AUQ).

4. AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

1.2.3 Diferenca de Conjuntos

Nesta subsecao, apresentamos a definicdo e alguns exemplos e pro-

priedades da diferenca entre conjuntos.

Definic &0 1.2.4. Sejam A e B dois conjuntos quaisquer, chamamos
de diferenca entre A e B, e denotamos por A — B, o conjunto formado

por elementos que estdo em A e nao estdao em B, isto €,
A-B={x|x€ Aex ¢ B}.

Veja as figuras 1.16 a 1.20.

4 B

Figura 1.16: Diferenca de conjuntos

A B

Figura 1.17: Diferenca de conjuntos

Exemplo 1.2.5.
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Figura 1.18: Diferenca de conjuntos

Figura 1.19: Diferenca de conjuntos

a) {a,e,0,u} — {c,d.e, h,j o0} = {a,u} .
b) {1,2,3,4,5} — {z | z & par} = {1,3,5}.
c) {a,b,c} — 0 ={a,b,c}.
d) {2,4,6} —{2,4,6} = 0.

Observe! Noitemd) do Exemplo 1.2.5 acima, vimos que a diferenca
entre os dois conjuntos iguais dados resultou no conjunto vazio. Pela
definicdo de diferenca de conjuntos, essa propriedade é valida para

qualquer conjunto A, isto &,
A—A=10.

Podemos observar através do exemplo ¢) acima, uma outra propriedade:
A diferenca de qualquer conjunto A pelo conjunto vazio resulta o proprio
conjunto, isto €,

A—-0=A.
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1.2.4 Complementar de Conjuntos

Nesta Gltima subsecao, definimos a complementacao de conjuntos e
apresentamos exemplos e propriedades desta operac¢do entre conjun-

tos.

Defini¢ 80 1.2.5. Sejam A e B dois conjuntos tais que B C A. Chamamos
de complementar de B em relagéo a A, e denotamos C%, o conjunto
formado pelos elementos que estdo em A excluindo os elementos que

estdo em B. Em outras palavras,

Cc%=A-B.

Figura 1.20: Complementar de conjuntos

Exemplo 1.2.6.
a) Sejam A={-1,1,-2,2,-3,3} e B=1{1,2,3, }. Entdo
C% ={-1,-2,-3}.
b) Sejam A = {a,b,c,d,e} e B = {b,c,d}. Entdo:
C% ={a,e}.

c) Sejam A = {x | z € cor da bandeira do brasil} e

B = {azul, amarelo}. Entdo:

C% = {verde, branco}.
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d) Sejam A = {11,25,73} e B = (). Entdo,

C8 ={11,25,73}.

Em d) acima, vimos que o complementar do vazio em relagéo ao
conjunto A, nos resultou o proprio conjunto A. E, pela definicao da
complementacao, tal propriedade € valida para qualquer conjunto A,
isto é,

Y = A.

Apresentamos abaixo outras propriedades da complementacao. Para
isso, consideramos B e C dois subconjuntos quaisquer de um con-

junto A.
1. cinB=0eCfuB=A.
2. C4=0eC% = A,
3. ci¢ =chucy.
4. 0BC =B nog.

Observag a0 1.2.1. As duas Ultimas propriedades séo conhecidas como

Leis de Morgan.

Na Ultima secao desta unidade tratamos sobre tipos bastante espe-

ciais de conjuntos, conhecidos por conjuntos numeéricos.

1.3 Conjuntos Num éricos

Nesta secao apresentamos definicao, exemplos e propriedades dos
conjuntos numeéricos: N, dos nameros naturais, Z, dos nimeros in-
teiros, @, dos nUmeros racionais, /R, dos numeros reais e, por fim, C,

dos nimeros complexos.
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1.3.1 NUmeros Naturais

Apresentamos nesta subsecao a definicao do conjunto dos nimeros

naturais, assim como propriedades deste conjunto numeérico.

Defini¢ 4o 1.3.1. O conjunto dos nimeros naturais, o qual denotamos
por N, € o conjunto dos nimeros construidos com os algarismos 0, 1,

2,3,4,5,6,7,8, 9, isto é:
N ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14...}.

A construgcdo dos nimeros naturais pode ser descrita através das

seguintes propriedades:
1. Todo nimero natural possui um sucessor.
Exemplo 1.3.1.

a) O sucessorde 0 € 1.
b) O sucessor de 4 € 5.

c) De modo geral, se n € um nimero natural entdo n + 1 € seu

sucessaor.

2. Se um namero natural &€ sucessor de outro, entao os dois nUmeros,

qguando juntos, sao denominados numeros consecutivos.
Exemplo 1.3.2.

a) 0 e 1 sdo nimeros consecutivos.
b) 12 e 13 s&o nimeros consecutivos.

c) n e n+ 1sao nimeros consecutivos, para qualquer n natural.

3. Varios nimeros formam uma colecao de nimeros naturais con-
secutivos se o segundo é sucessor do primeiro, o terceiro &
sucessor do segundo, o quarto é sucessor do terceiro e assim

sucessivamente.

Exemplo 1.3.3.
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a) 0,1,2,3,4,5 séo consecutivos.
b) 37,38,39,40,41, 42 sao consecutivos.

c) n,n+1,n+2,n+3 sado consecutivos, para qualquer n natural.

4. Todo nimero natural dado n, exceto o zero, possui um anteces-

sor.
Exemplo 1.3.4.

a) O antecessor de 1 é 0.
b) O antecessor de 23 é 22

c) De modo geral, se n # 0 € um nimero natural entdon — 1 é

Seu antecessor.

Em N séo definidas duas operacdes fundamentais: a adicdo e a
multiplicacdo. A adicdo reune em um s6 nimero, todas as unidades
de dois ou mais nimeros. Ja a multiplicacao é realizada adicionando
o primeiro nimero, o qual denominamos por multiplicando ou parcela,
guantas vezes sao as unidades do segundo niimero, que por sua vez

denominamos multiplicador.
Exemplo 1.3.5.
e Adicao
a) 2+4=6.
b) 11+57=68.
e Multiplicacéo
a) 3x5=5+5+5=15.
b) 4 x12=12+ 12+ 12+ 12 = 48.

Observe que a soma de niUmeros naturais ainda € um nimero na-

tural e a multiplicacdo de nimeros naturais também resulta em um
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namero natural. Esta propriedade é chamada de fechamento. Por-
tanto, ambas as operacdes - soma e multiplicacao - sao fechadas. A
seguir, apresentamos outras propriedades da adicao e da multiplicacao.

Para isto, consideramos a, b, ¢ trés nimeros naturais quaisquer.

1. Associativa da adicao

(a4+b)+c=a+ (b+c).

2. Comutativa da adicao

at+b=0b+ec.

3. Elemento neutro da adicao

a+0=a.

4. Associativa da multiplicacao

a-(b-c)=(a-b)-c.

5. Comutativa da multiplicacao

a-b=">b-a.

6. Elemento neutro da multiplicacao

a-1=a.

7. Distributiva da multiplicacdo em relacao a adicao

a-(b+c)=a-b+a-c

1.3.2 NUmeros Inteiros

Nesta subsecdo definimos o conjunto dos ndmeros inteiros,

bem como apresentamos propriedades deste conjunto numeérico.



32

Defini¢c &0 1.3.2. O conjunto dos nameros inteiros, o qual denotamos
por Z, € a uniao do conjunto dos niUmeros naturais com o conjunto dos

opostos dos nimeros naturais, isto é:
Z={.,-5—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,...}.
Destacamos trés subconjuntos do conjunto Z:
1. O conjunto dos nimeros inteiros n&o-negativos:

Z.=1{0,1,2,3,4,..} = N.

2. O conjunto dos numeros inteiros nao-positivos:

Z_ ={.,—4,-3,-2,—1,0}.

3. O conjunto dos nameros inteiros excluindo o zero:

7" ={.,—3,-2,-1,1,2,3,..}.

Analogamente aos numeros naturais, estabelecemos uma ordem no
conjunto dos nlmeros inteiros. Dado um inteiro n € N, chamamos
de sucessor de n o inteiro imediatamente seguinte, isto €, n + 1 e, 0

antecessor de n € o inteiro imediatamente anterior, isto € n — 1.
Exemplo 1.3.6.

a) 10 é sucessor de 9 e € antecessor de 11.

b) —3 é sucessor de —4 e € antecessor de —2.

c) 0 é antecessor de 1 e é sucessor de —1.

Uma propriedade dos nameros inteiros & a existéncia de um ele-

mento chamado simétrico ou oposto, que é definido como segue.

Defini¢c &0 1.3.3. Dado um nimero inteiro z, chamamos de oposto ou

simétrico de z o inteiro —z.

Em seguida, apresentamos a no¢ao de valor absoluto de um in-

teiro.
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Defini¢ &0 1.3.4. Definimos por médulo ou valor absoluto de um nimero
inteiro z, e denotamos por |z|, 0 maior valor entre z e 0 seu oposto —z,
isto €,
|z| = max{z, —z}.
Exemplo 1.3.7.
a) 2] = 2.
b) | —9|=09.
c) |0] =0.

Para nimeros inteiros, a soma de dois nimeros é determinada

como segue:

e A soma de dois nUmeros inteiros com o mesmo sinal € um nimero
com o mesmo sinal e cujo valor absoluto € a soma dos valores

absolutos das parcelas.

e A soma de dois nimeros inteiros com sinais contrarios e valo-
res absolutos diferentes € um namero cujo valor absoluto é a
diferenca entre os valores absolutos das parcelas e o sinal é
igual ao sinal daquele de maior valor absoluto. Em especial, a

soma de dois nUmeros simétricos € igual a zero.
Exemplo 1.3.8.
a) (+7) + (+4) = 11
b) (=3)+(-4)=-T7.
c) 23+ (—3) = 20,
d) (-2)+11=09.
e) (—16)+7=—9.
Para a multiplicacao de dois inteiros temos a seguinte regra:

e O produto de dois niUmeros inteiros positivos € um nimero inteiro

positivo.
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e O produto de dois nUmeros inteiros negativos € um namero in-

teiro positivo.

e O produto de um numero inteiro negativo por um inteiro positivo

€ um ndmero inteiro negativo.
Exemplo 1.3.9.
a) (+7) x (+4) = 28.
b) (—3) x (—4) = 12.
c) (—21) x (—3) =63.
d) 2 x (—11) = —22.
e) (—16) x 4 = —64.

As propriedades vistas para adicao e multiplicacao de nimeros natu-
rais também sao validas para os niUmeros inteiros. Além destas, vale

a propriedade de existéncia do simétrico, como vemos abaixo.

Exist éncia do sim étrico Dado z € Z, sempre existe o inteiro —z € Z
tal que

x+ (—z) =0.

Além de soma e multiplicacdo, também temos para niUmeros inteiros

a nocao de divisor, que apresentamos a seguir.

Definic ao 1.3.5. Dizemos que um ndmero inteiro a é divisor de b, e

denotamos por a|b, quando existe um inteiro c tal que ¢ - a = b.
Exemplo 1.3.10.

a) 2[10, pois 10 = 5 - 2

b) 5| — 15 pois15=3-5

C) —7|24 pois 24 = (—4) - (—7)

d) —3| — 27 pois —27 =9 (-3)
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e) 0jJ0pois0=1-0
f) 3|0 pois0=0-3

No Ultimo exemplo acima, vimos que 3|0. Podemos observar que

qualquer nimero inteiro n € divisor de 0, pois 0 = 0 - n.

Observac¢ do 1.3.1. Quando a|b dizemos que b é divisivel por a ou b é

multiplo de a.
Finalizamos esta secao lembrando o conceito de nimero primo.

Defini¢ &0 1.3.6. Dizemos que um nimero inteiro p & primo se p é

diferente de 0,1, —1 e 0s Unicos nimeros que o dividem sao +1, +p.

Exemplo 1.3.11. Os nimeros +2, +5, £+, 13 s&o primos.

1.3.3 NUmeros Racionais

O conjunto dos nimeros racionais pode ser interpretado como uma
extensao do conjunto dos nimeros inteiros. Iniciamos esta subsecao
apresentando o conceito de niUmero racional e apresentamos posteri-

ormente propriedades e exemplos relacionados a este conjunto.

Definic do 1.3.7. Chamamos de nUmero racional, todo nimero que

. ~ @ .
pode ser escrito sob a forma de fracao 7 onde a e b sdo numeros

inteiros e b # 0. Denominamos « de numerador e b de denominador.

Assim, podemos definir o conjunto dos numeros racionais como

segue.

Defini¢c &0 1.3.8. O conjunto dos nUmeros racionais, o qual denotamos

por Q, é dado por:
a *
Q:{E|anebeZ}.
Assim, temos que N C Z C Q.

Exemplo 1.3.12.
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d —=2€Q.
5
Destacamos, assim como em Z, trés subconjuntos de Q:

1. O conjunto dos racionais nao-positivos, o qual denotamos por

Q_.

2. O conjunto do racionais nao-negativos, o qual denotamos por

Q.
3. O conjunto do racionais nao-nulos, o qual denotamos por Q*.

Todo racional pode ser representado por um namero decimal. Temos

dois casos:

1. Quando o nimero decimal tem uma quantidade finita de algaris-
mos.
Exemplo 1.3.13.

=2

a)

b) = =0,5

== o= WO

c)

d)

= 0,25

—_
w

=0,13
100 ’

97

e) ——
10000

= 0,0097

2. Quando o numero decimal tem uma quantidade infinita de alga-

rismos que se repetem periodicamente.
Exemplo 1.3.14.

1
a) ; =0,33333...
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5
b) - = 0, 714285714285...

~13
) —-- = —0,59090909...
) 5 :

Para nimeros racionais, a igualdade, a soma e a multiplicacdo sao

definidas como segue.

T . , . .a C
Defini¢c &0 1.3.9. Dados dois nUmeros racionais — e —, temos:

b d
I)%:C—Ci<:>ad:bc.
i g_i_gzad—kbc
b d bd
a4 Cc _a-c
Wy ATy

As propriedades de soma e multiplicacao vistas para nimeros na-
turais e inteiros também sao validas para os nUmeros racionais. Além
destas, temos também a propriedade de existéncia do elemento in-

verso para a multiplicacao.

Exist &ncia do inverso multiplicativo  Para todo ¢ € Q,, existe £ €

a b __
Q. talque 7 -2 =1.

a

Exemplo 1.3.15.

a) O inverso multiplicativo de = é

[GSIN )
N W

. C 1
b) O inverso multiplicativo de 5 por =

. s -1,
c) O inverso multiplicativo de 3 e —3.

1.3.4 NUmeros Reais

Nesta subsecao apresentamos uma definicdo e varias propriedades

do conjunto dos nameros reais.

Defini¢ &0 1.3.10. O conjunto dos numeros irracionais & aquele for-
mado pelos nlUmeros que nao sao racionais, isto &€, nao podem ser
expressos como fracao de dois nimeros inteiros, cujo denominador é

diferente de zero.
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Exemplo 1.3.16.

a) V2

b) V4

c) %

d) 7= 3,1415926

e) e = 2.7182818284590452...

Definic do 1.3.11. O conjunto dos nameros reais, 0 qual denotamos

por IR, € a unidao dos nUmeros racionais e irracionais.

Pela definicao, temos que Q C Remais, NC Z C Q C RR.

Destacamos 0s seguintes subconjuntos de R.

1. O conjunto dos reais nao-positivos, o qual denotamos por R_.
2. O conjunto do reais nao-negativos, o qual denotamos por R,.
3. O conjunto dos reais nao nulos, o qual denotamos por IR".

O conjunto dos nameros reais munido das operacdes de adicao e
multiplicacao, satisfazendo as mesmas propriedades que satisfazem

0s numeros racionais, determina o que chamamos de corpo .

A representacao dos numeros reais nos permite definir uma relagao
de ordem entre eles. A relacdo de ordem pode ser definida como

segue. Dados dois nameros reais a e b, temos:
a<b<—=b—0a>0.

Exemplo 1.3.17.

a) h<T7T<=7-5=2>0.

b) -3<4+<=4—(=3)=7>0.

C) —15< —8 <= (—8) — (—=15) = 7> 0.
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Com a relagéo de ordem, denominamos o conjunto dos nameros
reais de corpo ordenado. A seguir estudamos alguns tipos de subcon-

juntos dos nimeros reais, os intervalos da reta.

Definic &0 1.3.12. Dados dois nimeros reais a € b tais que a < b,

chamamos de

¢ Intervalo aberto, de extremos a € b, 0 conjunto

(a,b) ={x € R|a< z <b}.

¢ Intervalo fechado, de extremos a e b, 0 conjunto
[a,b] ={r € R|a< z <b}.
e Intervalo fechado a esquerda, ou aberto a direita, de extremos a
e b € 0 conjunto
[a,b) ={r € R|a< x <b}.
e Intervalo fechado a direita, ou aberto a esquerda, de extremos a

e b € 0 conjunto

(a,b)) ={xr€e R|a< z <b}.

Exemplo 1.3.18.

a) [0,1]U0.5,2] = [0,2].

b) (0,1.4)N[0.3,2.6) = [0.3,1.4).
c) [1,9)N (4,7 = (4,7].

d) (2,5] — [3,5] = (2,3).

Observag do 1.3.2. Temos também os intervalos onde um dos ex-

tremos é +oo0 ou —oo, isto &,
1. (a,400)={z e R|z>a};

2. [a,+00) ={z € R|x>a};
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3. (—0,a) ={x € R |z <a};
4. (—0,al ={x € R |z < a}.

Finalizamos a unidade apresentando alguns conceitos sobre o corpo

dos nimeros complexos.

1.3.5 Nuumeros Complexos

A equacdo z?> + 1 = 0 ndo possui solucdo em IR. Motivado pela
determinacao de solucao para problemas como este, surgiu 0 nimero
imaginario i = v/—1 e a definicdo de niimero complexo. Nesta subsecao,
apresentamos um breve estudo sobre o conjunto dos numeros com-

plexos.

Defini¢ do 1.3.13. Chamamos de namero complexo o nimero que €

escrito sob a forma:

z = a + bi,

onde a e b sdo nlmeros reais e i € a unidade imaginaria.

Chamamos os numeros reais a e b, respectivamente, de parte real
e parte imaginaria do nimero complexo z. Denotamos o conjunto dos

nameros complexos de C.

Exemplo 1.3.19.

a) z =1+ 44, tem parte real 1 e parte imaginaria 4.

b) z = —3 + 2i tem parte real —3 e parte imaginaria 2.
c) z =5 — 8 tem parte real 5 e parte imaginaria —8.

d) z = —2 — 7i tem parte real —2 e parte imaginaria —7.
e) z = 4 tem parte imaginaria nula.

f) z = 3i tem parte real nula e parte imaginaria 3.
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Note! Em f), do Exemplo 1.3.19, temos um namero complexo cuja
parte real é nula. Os nimeros complexos desta forma denominamos
de nGmero imaginario puro. Ja em e) temos um complexo com parte
imaginaria nula, ou seja, um namero real.

Temos validas as seguintes inclusdes:

Figura 1.21: Conjuntos Numéricos
A seguir apresentamos a definicao usual de igualdade, soma e
produto de nimeros imaginarios.

Defini¢ &0 1.3.14. Sejam z = a + bi € w = ¢ + di dois nUmeros com-

plexos quaisquer. Entao, definimos:
l. z=w<<=a=ceb=d.
2. z+w=(a+c)+ (b+d)i.
3. z-w = (ac — bd) + (ad + bc)i

O oposto de um nimero complexo z, assim como para os reais, &€ 0
elemento —z. Isto €, 0 oposto ou simétrico de z = a + bi € 0 complexo
—z = —a—>bi. Um nOmero complexo especial € o elemento conjugado,

cuja definicao damos abaixo.

Definic &0 1.3.15. Seja z = a + bi um nimero complexo qualquer.
Chamamos de conjugado de z, e denotamos por z*, 0 nUmero com-

plexo z = a — bi.

O conjunto dos nimeros complexos, munido das operacdes adicao

e multiplicacdo como definidos acima, forma um corpo.
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1.4 Exercicios

. Indique quais das seguintes sentencas sao verdadeiras e quais

sao falsas.

a) a € {z |z & vogal}

b) 10 € {x | = é primo}

¢) {z | = & algarismo romano} > {a, b, ¢, d}
d 0={reN|z=x+2}

e) {a} C {a,{b,d}}

f) {a,c} ¢ {a.d,g,j}

. Indique quais dos seguintes conjuntos sao vazios e quais sao

unitarios.

a) {reN|z+2=8}
b) {reR|2*+4=0}
c) {re€Z|x=1+2}

d) {z | x éinteiro entre —13e — 12}

. Determine todos os subconjuntos do conjunto A = {0,1,2}. Em

seguida, descreva o conjunto das partes de A.

. Descreva cada conjunto escrevendo os seus elementos.

a) {z|2*—2x+1}
b) {z |« é letra da palavra DISCRETA}
c) {z |z é capital de estado do nordeste brasileiro}

d) {z|a®?-52+6 e 20 —4=0}

. Na classe de Matematica Discreta ha 60 alunos, 37 deles fizeram

um curso técnico antes de graduacao, 12 deles tem curso de
inglés completo e 7 tem curso técnico e de inglés completos.

Quantos alunos concluiram inglés ou um curso técnico?
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6. Sejam A = {a,e,i,0,u}, B = {b,d, f,i}, C = {a,b,c,d,e, f, g},
D ={1,2,4,5,7,8}, E = {2,4,6} e F = {1,2,3,...,10}. Deter-
mine:

a) AuB

by AnC

c) AN(BUC)

d (AuB)NC

e) A—(BNC)

fy E—D

9) (DNF)—(EUF)
hy (F—E)nD

i) C«EUD

) g

7. Classifique as seguintes sentencas em verdadeiro (V) ou falso

(F).

a) 0.3€Z

b) 25€Q

c) ZCIR

d 2v5€¢R—Q
e) V25 R—Q
fy 2 e R—N

8. Considere os seguintes intervalos A = [0,3) e B = (1, 5]. Deter-
mine:

a) AuB
b) ANB

c) C4.



44

9. Considere os seguintes conjuntos A = [0,2] N Q e B = [1,2] N
(IR — Q). Determine:

a) AUuB

b) ANDB
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endorrelagoes, a saber: as relacoes de ordem e as
relacoes de equivaléncia.
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2. Relacoes

Nesta unidade, tratamos sobre as relagdes entre conjuntos. Apresen-
tamos aqui a definicdo, propriedades e alguns tipos de relacoes, tais
como as relagdes binarias, endorrelacdes e classes de endorrelacdes
com suas propriedades.

Esta unidade serve de base para os demais, visto que Funcoes
sdo exemplos de relacdes e, Estruturas Algébricas, Algebra Booleana
e Reticulados sao definidos com alguma operacdo binaria entre os
conjuntos envolvidos.

Iniciamos a unidade com os conceitos de par ordenado e produto

cartesiano.

2.1 Par Ordenado e Produto Cartesiano

Aqui apresentamos a definicao e algumas propriedade de produto

cartesiano, a qual nos serve de base para o estudo da proxima secao.

Definic &0 2.1.1. Sejam a e b dois elementos quaisquer. Denomina-

mos par ordenado a sequéncia ordenada (a, b).

Observag a0 2.1.1. A ordem em um par ordenado & importante: Lem-
bremos do estudo de pontos no plano cartesiano que o ponto (2, —3)

é diferente de (—3,2). Veja figura 2.1.

Temos entéo que dois pares ordenados (a,b) e (¢, d) s&o iguais se,

e somentese,a=ceb=d.
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Para ver mais so-
bre Relag¢bes clique
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= Y

2.3) 2
Figura 2.1: Par ordenado

Defini¢c &0 2.1.2. Sejam A e B dois conjuntos nao vazios. O produto
cartesiano de A por B, o qual denotamos por A x B (Ié-se A cartesiano
B), € o conjunto formado por todos os pares ordenados cujo primeiro
elemento pertence ao conjunto A e o segundo elemento pertence a B,
isto é,

Ax B={(a,b)|ac Aebe B}.
Se pelo menos um dos conjuntos A ou B for o vazio, definimos o

produto cartesiano entre eles por A x B = (), isto é:
AxD=0,0xB=0,edxp=0.

Quando A = B, denotamos o produto cartesiano A x B por A? e,
temos A% = {(a,b) | a,b € A}.
Podemos representar o produto cartesiano pelo diagrama de flechas

e pelo diagrama (plano) cartesiano.
Exemplo 2.1.1.
1. Sejam A ={1,2} e B ={3,4,5}. Temos:

a) Ax B=1{(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5)}. Este conjunto
pode ser representado pelo diagrama de flechas, como ve-

mos na figura 2.2.

b) BxA=1{(3,1),(3,2),(4,1),(4,2),(5,1),(5,2)}. Pelo diagrama
cartesiano, a representacao deste conjunto é dada na figura
2.3.
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Figura 2.2: Diagrama de Flechas
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Figura 2.3: Diagrama Cartesiano

c) AxA={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}. Pelo diagrama de flechas,

este conjunto é representado na figura 2.4.

d) BxB =1{(3,3),(3,4),(3,5),(4,3),(4,4),(4,5),(5,3),(5,4), (5,5)}.
Pelo diagrama cartesiano, temos a representacao dada pela

figura 2.5.

2. Sejam A = [1,2] e B = [0,3], entdo A x B = {(a,b) | a €
[1,2] e b € [0,3]} e representamos graficamente este conjunto

na figura 2.6.

3. Consideremos agora A = [—2,3) e B = {4}. Entdo A x B =
{(a,4) | a € [-2,3)}. Graficamente temos a representacéo dada

na figura 2.7.
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Figura 2.4: Diagrama de Flechas
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Figura 2.5: Diagrama Cartesiano

Citamos agora algumas propriedades sobre o produto cartesiano:
1. (Nao-comutatividade) Se A # Bentao A x B # B x A.

2. (Nao-associatividade) Se A, B e C conjuntos distintos, entao
(Ax B)xC#Ax (BxC).

3. (Distributividade sobre a uni &o) Para quaisquer conjuntos A,
B,C: Ax (BUC)=(AxB)U(AxC()

4. (Distributividade sobre a interse¢  ao) Para quaisquer conjun-

tos A,B,C: Ax (BNC)=(AxB)Nn(AxC).

A definicdo de produto cartesiano pode ser expandido para mais de

dois conjuntos. Vemos isso a seguir:

Defini¢ &0 2.1.3. Sejam A, A,, ..., A,, conjuntos quaisquer. O produto

cartesiano de A; a A,,, o qual denotamos por A; x Ay x ---x A,, €0
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Figura 2.6: Representacao Grafica

Ay

Figura 2.7: Representacao Grafica

conjunto

Al X AQ X oo X An = {(0,1,0,2,,...,(1”) | a; € AZ,Z = 1,...,71}.

Exemplo 2.1.2. Sejam A = {1,2}, B=1{0,2} e C = {1, 2, 3}. Entdo:

AxBxC = {(1,0,1),(1,0,2),(1,0,3),(1,2,1),(1,2,2),(1,2,3),
(2,0,1),(2,0,2),(2,0,3),(2,2,1),(2,2,2),(2,2,3)}.
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2.2 Relacao Bin aria

Nesta secao introduzimos as relacdes binarias, apresentando definicbes

e propriedades destas relacoes.

Defini¢ 40 2.2.1. Sejam A e B conjuntos quaisquer. Chamamos relacao
binaria de A em B, todo subconjunto do produto cartesiano entre A e
B.

Os conjuntos A e B sao chamados, respectivamente, de conjuntos

de partida (ou origem) e de chegada (ou destino).

Exemplo 2.2.1. Sejam A = {1,2} e B = {-1,0,1,2,3}. Entdo os

conjuntos abaixo s&o exemplos de relagdes:
a) B ={(1,-1),(1,0),(1,1)}.

b) R ={(1,1),(2,2)}.

c) R ={(2,-1),(1,3),(2,0), (1, -1)}.

Denotaremos uma relacdo de um conjunto A em um conjunto B
por ARB.

Em uma relacdo AR B, destacamos 0s seguintes subconjuntos.

Defini¢c &0 2.2.2. Chamamos de dominio da relacao R, o qual denota-

mos por D(R), o seguinte subconjunto de A:
D(R)={ac A|3be B: aRb}.

Defini¢ 4o 2.2.3. Chamamos de imagem da relacéo R, o qual denota-

mos por /m(R), o seguinte subconjunto de B:
ImR)={beB|JacA: xRy}

Exemplo 2.2.2. Os dominios e imagens das relacbes do exemplo

2.2.1 sao, respectivamente:
a) DR ={1} c AeIm(R) ={-1,0,1} C B.

b) D(R), = {1,2} = Ae Im(R) = {1,2} C B.
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c) D(R)s = {1,2} = Ae Im(R) = {~1,0,3} C B.

Segue abaixo alguns exemplos de relacdes que sao definidas pela

propriedade que a caracteriza.

Exemplo 2.2.3. 1. Consideremos os conjuntos A = {2,4,6} e
B = {0,3,4,7,11}. A relacdo ® = {(a,b) € Ax B | a > b}
representa

R ={(2,0),(4,0),(4,3),(6,0),(6,3),(6,4)}.

2. Consideremos A=R,B=ReR={(z,y) € AxB|z+y>1}.

Graficamente, esta relacao é representada na figura 2.8.

W

1\

Figura 2.8: Representacao Grafica

3.Selam A =R, B=ReR = {(z,y) € Ax B | 2*+y* <9}.

Graficamente, esta relacdo é representada na figura 2.9.
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W

Figura 2.9: Representacao Grafica
2.3 Endorrela¢c ao e Propriedades

Apresentamos nesta secao o conceito de endorrelacao, alguns exem-
plos e, propriedades deste tipo de relacao, as quais definirao impor-

tantes classes que estudamos nas sec¢des seguintes.

Definic &0 2.3.1. Quando A = B, denominamos a relacdo ARB de
endorrelacdo ou autorelacao, ou simplesmente dizemos "uma relacao

em A",

Toda endorrelacéo pode ser representada como um grafo. Para
isto, representamos cada elemento de A por um ponto ou circulo, e 0
denominamos de nodo, e cada par (a, b) por uma seta, arco ou aresta,
com origem em a e destino em b. Aqui, tratamos grafos apenas como
um tipo de representacao das relacdes, a teoria de grafos sera estu-

dada na Gltima unidade deste livro.
Exemplo 2.3.1. Sejam A = {r,i,e,c} e B={-5,0,4}.
a) Consideremos a relacao de igualdade em A, isto €,

R={(a,b) e Ax Ala=0b};
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entao
R = {(Tv T)? (iv i)? (67 6)7 (C7 C)}

e esta pode ser representada pelo grafo da figura 2.10.

|
i

Figura 2.10: Representacao por Grafo

b) Consideremos a relacdo de desigualdade < em B dada por:
R ={(a,b) € Bx B|a<b},
isto é,
R ={(-5,0),(—5,4),(0,4)}.

Na figura 2.11 temos uma representacao por grafos desta relacao.

Uma endorrelagéo R sobre um conjunto A pode satisfazer algumas

das seguintes propriedades:
1. Reflexiva.

Defini¢c 80 2.3.2. Chamamos uma relagéo R de reflexiva quando
satisfaz:
(Vae€ A)aRa.

Exemplo 2.3.2.
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Figura 2.11: Representacao por Grafo

a) A relacao de igualdade sobre IR é reflexiva. Basta observar

que xRy se, e somente se, x = y e, Sempre temos z = .

b) A relacao de desigualdade < em Z é reflexiva. Basta obser-
var que qualquer inteiro ndo-negativo satisfaz a desigual-

dade z < z.

c) Seja A um conjunto qualquer. A relacao de inclusao C sobre
0 conjunto das partes P(A) é reflexiva. Basta observar que

todo conjunto esta contido em si mesmo.

Uma propriedade interessante € que quaisquer nodos do grafo
de uma relacéo reflexiva possuem uma aresta com origem e des-

tino nele mesmo. Veja o exemplo abaixo.

Exemplo 2.3.3. Consideremos A = {a,b,c} e a relacdo R =
{(a,a), (a,b), (b,a), (b,b),(c,a),(c,b),(c,c)}. Observemos entdo o

grafo que representa esta relacao, dado na figura 2.12.

. Simétrica.

Defini¢ 80 2.3.3. Chamamos uma relacao R de simétrica quando
satisfaz:
(Va,be A) aRb = bRa.
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Figura 2.12: Representacao por Grafo

Exemplo 2.3.4.

a) Para qualquer A, as relacdes de igualdade e diferenca séo
relacdes simétricas. Observe que para quaisquer a,b € A,

a =bimplicab=a e a # bimplica b # a.

b) A relacao de perpendicularismo entre vetores de um plano é
uma relacao simétrica, pois dados dois vetores u e v temos
que u L v implica v L .

c) A relacado de desigualdade < nao é simétrica em N. Veja, por

exemplo, que 3 < 6 nao implica 6 < 3.

O grafo de uma relacdao simétrica possui a caracteristica que
entre dois nodos quaisquer, ou nao existe aresta ou ha duas

arestas, uma em cada sentido. Veja os exemplos abaixo:
Exemplo 2.3.5. Consideremos A = {a, b, c}.

a) Seja arelacdo R = {(a,a), (b,b),(c,c)}. O grafo que a repre-

senta é dado pela figura 2.13.
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alafa

Figura 2.13: Representacao por Grafo
b) Seja a relacao

R ={(a,a),(a,b),(a,c), (b a),(bb),(bc),(ca),l(cb),(cd)}.

Neste caso, temos o grafo da figura 2.14.

Figura 2.14: Representacao por Grafo

3. Transitiva.
Defini¢ 40 2.3.4. Chamamos uma relacao & de transitiva quando
(V a,b,c) a¥kb e bRec = aRe.

Exemplo 2.3.6.
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a) AsrelacOes de igualdade e diferenca em IR sao relagdes tran-
sitivas. Observe que para quaisquer a,b,c € A, sea =be
b = ¢ entdo temos a = ¢; 0 mesmo valendo no caso da

diferenca.

b) As relagdes < e > em IR também sao exemplos de relagcbes
transitivas, pois para quaisquer a,b,c € A,sea <beb<c
entdo temos a < ¢; 0 mesmo ocorrendo no caso de de-

sigualdade >.

c) Seja A um conjunto qualquer. A relacao de inclusdo C sobre
0 conjunto das partes P(A) também é transitiva, isto &, da-
dos A;, Ay, A3 € P(A) tais que A; C A e Ay C Az temos

que A; C As. Veja ilustracao na figura 2.15.

Figura 2.15: Inclusdo no conjunto das partes

4. Anti-sim étrica.

Defini¢c 80 2.3.5. Chamamos uma relagdo R de anti-simétrica

guando satisfaz:
(Va,b,c) aftb e bRa — a = b.

Exemplo 2.3.7.
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a) Arelacdo < em IR é anti-simétrica. Veja que para quaisquer
elementos a, b € IR que satisfazem a < b e b < a temos que

a = b. Lembre-se que esta relacdo nao é simétrica.

b) Seja A um conjunto qualquer. A relacao de inclusao C sobre
0 conjunto das partes P(A) também é anti-simétrica, pois
dados dois subconjuntos A; e A, de P(A), se A; C Ay e
Ay C A entdao A; = As.

c) Arelacao de igualdade em IR € simétrica e anti-simétrica.

O grafo de uma relacdo anti-simétrica & caracterizado por pos-

suir entre dois nodos quaisquer, no maximo uma aresta.

Exemplo 2.3.8. Sejam A = {a,b,c} e a endorrelagéo

R = {(a,a),(a,0),(a; ), (b, c)}.

O grafo desta relacdo é representado na figura 2.16.

o

Figura 2.16: Representacao por Grafo

Observemos agora outros exemplos sob o ponto de vista de to-

das as propriedades vistas.
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Exemplo 2.3.9 (Exemplos Gerais).
a) Arelacao de igualdade em IR é reflexiva, simétrica, transitiva

e anti-simétrica.

b) As relagbes < em IR e, C no conjunto das partes de um con-

junto dado, sao reflexivas, transitivas e anti-simétricas.

c) Seja A o conjunto das cidades do Piaui. A relacéao
R = {(a,b) | chega-se da cidade « a cidade b em até 10h}

nao é simétrica, porque as estradas que ligam duas cidade
podem ser diferentes e, em um dos sentidos, ser mais de-

morado que o outro; nem transitiva mas, € reflexiva.

d) Seja A o conjunto das disciplinas do seu curso universitario.

Arelacdo R = {(a,b) | a & pré-requisito para b} é transitiva.

2.4 Relacdo de Ordem

Nesta secao estudamos 0s conjuntos parcialmente e totalmente orde-
nados: definicao, exemplos e elementos associados, tais como infimo
e supremo. Esta secao nos serve de base, por exemplo, para definir

Reticulados, como veremos em unidades posteriores.

Defini¢ a0 2.4.1. Chamamos de ordenacéao parcial em um conjunto A
a uma relacdo em A que possui as propriedades reflexiva, transitiva e

anti-simétrica, isto €, satisfaz, respectivamente:

i) Para qualquer a € A temos que aRa.

i) Para quaisquer a, b, c € A tais que atb e bRc implica que aRc.
iii) Para quaisquer a,b,c € A tais que afth e bRa implica que a = b.

A relacao de ordem generaliza a idéia da desigualdade, seja < ou
>, conhecida para numeros reais. Assim, sao exemplos naturais de

relacao de ordem, as seguintes relacoes:
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Exemplo 2.4.1.

a) As relactes de desigualdade maior ou igual > e menor ou igual <

em IR.

b) A relacao de inclusdo C no conjuntos das partes de um conjunto A

qualquer.

Seja R uma relacéo de ordenacao parcial em um conjunto A dado.
Denotamos a <y b, a qual lemos a precede b na relacdo R, para
dizer que (a,b) € R. No caso em que « for diferente de b, usamos a
notacéo a <y b (a qual lemos a precede estritamente b na relacao
R).

Definic &0 2.4.2. Chamamos de conjunto parcialmente ordenado a

todo conjunto onde foi definida uma relacao de ordem parcial.

Fixada uma relacéo de ordem R num conjunto dado A, podemos
estabelecer uma comparacao entre os elementos de ® como defini-

mos abaixo.

Defini¢c &0 2.4.3. Sejam A um conjunto dado e R uma relacéo de or-
dem em A. Chamamos de comparaveis, segundo R, os elementos

a,b € A que satisfazem
a <g boub <g a.

Os conjuntos com uma relacao de ordem, que possuem todos
0S seus elementos comparaveis segundo esta ordem, recebem uma

denominacao especial.

Definic &0 2.4.4. Seja i uma relacdo de ordem sobre um conjunto
A. Se todos os elementos de ® sdo comparaveis, dizemos que R é
uma relacdao de ordem total sobre A e, 0 conjunto A € um conjunto

totalmente ordenado.

Exemplo 2.4.2.
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1. Arelacao de desigualdade < em IR e a relagao de incluséo C no
conjunto das partes, P(A), de um conjunto dado A, sdo exem-

plos de relacbes totalmente ordenadas.
2. Consideremos o conjunto A = {—1,5,9}. Arelacdo
= {<_17 _1>7 (57 5>7 (97 9>7 <_17 5)7 (57 9)7 (_17 9)}

em A é de ordenacao total. Veja figura 2.17.

Figura 2.17: Ordenacao Total

Observe que o grafo desta ordenacao possui todos os vértices li-
gados. Temos de modo geral que quando nao ha dois veértices que
nao estejam ligados, a ordenacao é total.

O conceito de comparagdao segundo uma relacao dada nos leva a

definicao de outros elementos, como segue.

Defini¢ a0 2.4.5. Sejam A um conjunto qualquer e ® uma relacao de

ordem parcial em A. Seja o conjunto B C A com B # ().

e Chamamos um elemento L € A de limite superior de B quando
satisfaz:

(VbeB) b<y L.

e Chamamos um elemento [ € A de limite inferior de B quando
satisfaz:

(Vbe B) 1 <gb.
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Defini¢ 40 2.4.6. Sejam A um conjunto qualquer e  uma relacao de

ordem parcial em A.

e Chamamos um elemento x € A de maximo de A quando satis-
faz:

(VaeA) a<gu.
e Chamamos um elemento y € A de minimo de A quando satisfaz:

VaeA) y<ga.

Note! Pela definicao acima, podemos dizer que o elemento maximo
€ um limite superior de A e pertence a A. Da mesma maneira, pode-
mos dizer que o elemento minimo de A &€ um limite inferior de A e que

pertence a A.

Exemplo 2.4.3. Vamos identificar os limites inferiores e superiores de

A e 0s elementos maximo e minimo, sendo:
1. A=[-1,2] eaordem é a relagcdo usual de desigualdade.

e Sao limites superiores de A todos os nimeros L maiores
gue 2. Analogamente, sao limites inferiores todos os [ menores

que —1.

e —1e2sao, respectivamente, os elementos minimo e maximo,
pois sao limites superiores e inferiores de A, respectiva-

mente, e ambos pertencem a A.
2. A= (0,1.2] e a ordem é a relacédo usual de desigualdade.

e Neste caso, o conjunto dos limites inferiores € {{ € R | [ <

0} e, o conjunto dos limites superiores &€ {l € IR | | > 1.2}.
e 1.2 &€ o maximo de A por ser limite superior e pertencer a A

e observe que A n&o possui minimo (0 ¢ A).

Defini¢ 4o 2.4.7. Seja A um conjunto parcialmente ordenado e B # )

um subconjunto qualquer de A.
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e Chamamos de supremo de B 0 minimo (caso exista) do conjunto

dos limites superiores de B.

e Chamamos de infimo de B o maximo (caso exista) dos limites

inferiores de B.

Exemplo 2.4.4. Veremos agora quais sao 0s elementos supremo e

infimo para os conjuntos do exemplo anterior.
1. Para A = [—1,2], temos que —1 & o infimo e 2 & o supremo.
2. Para A = (0,1.2], temos que 0 é o infimo 1.2 & o supremo.

Defini¢ a0 2.4.8. Sejam A um conjunto parcialmente ordenado e B #

() um subconjunto qualquer de A.

e Dizemos que um elemento x € B € um elemento maximal de B

se satisfaz:

VaeA)z<pa = z=a.

Em outras palavras, o Gnico elemento do conjunto B precedido

por x € o proprio x.

e Dizemos que um elemento y € B € um elemento minimal de B
se satisfaz:

VacA)a<py = a=y.

Em outras palavras, o Gnico elemento do conjunto B que pre-

cede y é o proprio y.

Exemplo 2.4.5. Agora vamos identificar quais sao os elementos ma-
ximal e minimal para os mesmos conjuntos estudados no exemplo

anterior.

1. Para A = [-1,2], temos que —1 € o elemento minimal e 2 é 0

elemento maximal.

2. Para A = (0,1.2], temos que 1.2 & o elemento maximal. Neste

caso, A nao possui elemento minimal.
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2.5 Relagcéao de Equival éncia
Nesta secao tratamos das relacdes de equivaléncia, definimos classes
de equivaléncia, e apresentamos exemplos e propriedades.

Defini¢c do 2.5.1. Chamamos relacdo de equivaléncia a toda relacao
binaria em um conjunto A que é reflexiva, simétrica e transitiva, isto é,

satisfaz:

1) Para qualquer a € A temos que aRa.
i) Para quaisquer a,b € A tais que a¥tb implica bRa.

iii) Para quaisquer a, b, c € A tais que atb e bRc implica aRc.

A relacdo de equivaléncia generaliza a igualdade. Assim, sédo

exemplos naturais de relacao de equivaléncia:
Exemplo 2.5.1.

a) Aigualdade de numeros em IR.
b) A igualdade de conjuntos em um conjunto universo.

c) Arelacdo de paralelismo definida em retas do espaco & uma relagcéo
de equivaléncia, pois dados trés retas r, s e t quaisquer, sabe-

mos do estudo de espaco euclideano que:

- r é paralela a r,

- se r é paralela a s entao s é paralela r e,

- se r € paralela a s e, por sua vez, s € paralela a t entéao r

também é paralela a t.

Na sequéncia apresentamos a definicdo de cobertura e particao

de conjuntos.

Defini¢c &0 2.5.2. Sejam S um conjunto dado e A = {A;, As, ..., A,} um
conjunto formado por subconjuntos de S, isto &, A; C S para cada

i =1,...,n. Chamamos o conjunto A de cobertura de S quando

n A =8
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Se, além disso, os conjuntos A; (i = 1,...,n) forem mutuamente dis-
juntos, isto €, N, A; = ), dizemos que A & uma particdo de S e os

conjuntos A, ..., A,, sao os blocos da particao.

Observag a0 2.5.1. Quando na definicao acima temos apenas satis-
feita a condicao de que os conjuntos Ay, ..., A,, S&o0 mutuamente disjun-
tos, chamamos A de empacotamento. Assim, podemos também dizer
gue uma particdo € um conjunto que € ao mesmo tempo cobertura e

empacotamento de S.
Exemplo 2.5.2.

a) Seja S = {0,1,2}. Consideremos 0s conjuntos
A = {0} {1}.{2} B = {{o}{1.2}}, ¢ = {{0}.{0,1}},
D = {{0.1},{1.2}}, E = {{0}.{0.1}.{0,2}}, F = {{0,1,2}}.
Os conjuntos D, F sao coberturas de S e A, B e F sao particoes

de S. O conjunto C' é apenas um empacotamento de S.

b) Os conjuntos de nimeros pares P = {x € N | z épar} e dos
nimeros impares [ = {z € N| z &€ impar} formam uma particdo

dos nimeros naturais. Veja a figura 2.18.

Figura 2.18: Particdo
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Uma relacdo de equivaléncia sobre um conjunto A define uma

particdo em A, como veremos abaixo.

Defini¢c &0 2.5.3. Sejam & uma relagcéo de equivaléncia sobre um con-
junto dado A e um elemento a € A. Chamamos classe de equivaléncia
determinada por a, modulo &, o subconjunto [a] de todos os elementos

de A que se relacionam com a, isto &,
[a] = {x € A| 2Ra}.
Exemplo 2.5.3.
1. Seja A ={0,1,2}. Arelacdo de equivaléncia
R ={(0,0),(1,1),(2,2),(0,2),(2,0)}

admite as seguintes classes de equivaléncia:

a) [0] = {0,2}
b) [1] = {1}
c) [2] = {2,0}

2. Seja a relagdo ® em N definida por alt b < a + b € par. Esta

relacdo particiona N em duas classes de equivaléncia:

- Observe que se a € um nimero par entdo para todo b par, a
soma a + b também é par e, assim, b € [a]. Logo, [a] é a

classe de equivaléncia dos nUmeros pares.

- Veja também que se xz € um namero impar entao para todo y
impar, a soma z + y também é par e, y € [z]. Logo, [z] é a

classe de equivaléncia dos niameros impares.

Uma classe de equivaléncia pode ter mais de um nome ou ele-
mento representativo: no primeiro exemplo veja que [0] = [2] e, no
segundo, podemos representar a classe dos niUmeros pares por [2] =
[4] = [98] = [128] = [1976] = ..., e a classe dos nUmeros impares por

[1] = [3] = [19] = [137] = [1079] = .... (Veja figura 2.18 acima).
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Defini¢c o 2.5.4. Chamamos o conjunto das classes de equivaléncia
modulo R de um conjunto A, o qual indicamos por A/R, de conjunto

guociente de A por R.

Veremos em seguida um exemplo especial de relacdo de equivaléncia,

a chamada relacao de congruéncia moédulo m sobre Z.

Exemplo 2.5.4 (Relagdo binaria de congruéncia modulo m sobre o
conjunto Z.). Seja um inteiro m > 1. Dados a,b € Z, dizemos que a
é congruo a b modulo m, o qual denotamos por a = b(mod m), se, e
somente se, m|(a — b), isto &, a — b é divisivel por m, ou ainda, existe
k € Ztal que x = y + km.

A relacao de congruéncia define uma relacdo de equivaléncia em Z,
isto &, atende as trés propriedades: reflexiva, smétrica e transitiva.

Observe:

e A relacdo de congruéncia é reflexiva pois, para qualquer = € Z

temos que x = z(mod m), visto que =z — x = 0 €& divisivel por m.

e Arelacao de congruéncia € simétrica pois, para quaisquer x,y €
Z com z = y(mod m) temos que (—z — y) é divisivel por m, ou

ainda, y = xz(mod m).

e Arelacao de congruéncia € transitiva pois, para quaisquer z, y, z €
Z com z = y(mod m) € y = z(mod m) temos que r —y ey — z
sao divisiveis por m. Logo, a soma deles também é divisivel por

m, isto &, (x —y) + (y — z) = x — z satisfaz = = z(mod m).

A relacdo de congruéncia modulo m define em Z um conjunto quo-
ciente, o qual denotamos por Z,,. Tal conjunto quociente tem exata-

mente m elementos a saber:

Ly, = {[0]7 [1]7 [2]7 X [m - 1]}

Sub-exemplo: Vamos escrever as classes de equivaléncia da relacao

binaria de congruéncia modulo 3 em Z.
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[0] é a classe de equivaléncia formada por todos os niUmeros inteiros

que deixam resto 0 quando divididos por 3:

0] ={..,—9,-6,-3,0,3,6,9,...}.

[1] & a classe de equivaléncia formada pelos nimeros inteiros que

deixam resto 1 ao serem divididos por 3.

1] ={.,-8,-5-2,1,4,7,..}.

Analogamente, [2] é formada pelos inteiros que quando divididos por

3 deixam resto 2.

2] ={.,—-7,-4,-1,2,5,8,..}.

Lembre-se que qualquer inteiro quando dividido por 3, pode deixar

resto 0, 1 ou 2. Assim, é facil observar que o conjunto quociente Z; é:

Zs = {[0], [1], [2]}-

Encerramos esta unidade com as secdes sobre inversa e com-

posta de relacoes.

2.6 Relacao Inversa

Estudamos nesta secdo a inversao de relacdes. Iniciamos com a
definicdo de relacao inversa, apresentamos exemplos e, por fim, pro-

priedades satisfeitas por esta relagao.

Defini¢c &0 2.6.1. Seja i uma relacdo de um conjunto A em um con-
junto B. Chamamos relacdo inversa de %, o qual denotamos por R 1,

a seguinte relacao de B em A:
R ={(bya) € Bx Al (a,b) € R}.

Exemplo 2.6.1.
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a) Sejam A = {a,b,c} e B = {x,y,z}. Consideremos a relacdo ® =
{(a,2), (a,y), (b, 2),(c, z)}, entdo

R = {(z.a), (y.a), (2,0), (z,0)}.
b) Consideremos a relagdo de desigualdade > no conjunto
A={-1,0,2,5}, isto &,
R ={(0,-1),(2,-1),(5,-1),(2,0),(5,0), (5,2)}.
A relacao inversa é

R = {(_170)a (_L 2>7 (_175)7 (072)7 (075)7 (275)}'

c) Consideremos a endorrelacdo y = = + 1 em [R. A relagdo inversa
é dada por R~! = {(z,9) € IR* | v = y — 1} e ambas as relagdes

sao representadas na figura 2.19.

12

10

Figura 2.19: Relacao e sua inversa

A relacao inversa possui as seguintes propriedades:
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2.7 Relagédo Composta

Apresentamos aqui a definicdo, exemplos e propriedades desta

operacao entre relacoes.

Defini¢c &0 2.7.1. Sejam A, B e C trés conjuntos quaisquer e i; e R,
relacoes, respectivamente, de A em B e de B em C. Chamamos de
composicao ou composta de ®; e R, , a qual denotamos por R o R
(e lemos "R, composta com R;"ou "R, bola R;"), a relacao definida de

A em C como segue:

Roo Ry ={(a,c) € Ax C|3Ibe Btal que aRb e bRc}.

R]OR]

Figura 2.20: Composicao de Relag¢oes

Exemplo 2.7.1.

a) Sejam os conjuntos A = {a,b}, B = {z,y,z} e C = {i,j,k}.
Consideremos as relagdes R, = {(a,2),(a,y),(b,2)} e
Ro = {(x,1), (x,7), (y,9), (2, 7), (2, k)}. A composta R, o i, é dada

portanto por:
%2 o %1 = {(a7 7’)7 <a7j)7 (b7j)7 (b7 k)}

b) Sejam as relagdes R, = {(z,y) € R* | y = 22} e Ry = {(z,y) €
IR?* | y = v + 1} em IR. Temos que a composi¢do R, o R, é dada
por:

Ryo Ry = {(z,9) € R |y = (z+1)°}.
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Temos também que:

RioRy = {(a,y) € R* |y =2"+1}.

Observe! Pelo item b) do Exemplo 2.7.1 acima, a composicao de
relacdes em geral ndo & comutativa.
A composicao atende a propriedade associativa, como enunciamos

abaixo.

Associatividade. Sejam A, B, C trés conjuntos quaisquer. Dadas as
relacbes ; de Aem B, R, de Bem C e i3 de C' em D, temos
que vale:

Rzo (ReoRy) = (R30Re) o Ry

2.8 Exercicios

1. Sejam A um conjunto com 6 elementos e

= {(a7 a)v (bv C)> (bv d)> (C, 6), (d> b)}
Determine:
a)A b)D(R) c)Im(R) d)R—!
2. Determine dominio, imagem e inversa das seguintes relacdes:

a) R={(a,b) |a+b="T7}emN.

b) R = {(a,b) | 2522 + 4y* = 100} em IR.

c) ®=1{(1,2),(2,2),(2,3)}em A ={1,2,3}.

d) ®={(0,1),(1,0),(2,4),(4,2),(4,6),(6,4)}em A= {0,1,2,4,6}.
3. Encontre todas as relacdes binarias sobre o conjunto A = {a, b}.

Determine quais sao reflexivas, simétricas, anti-simétricas e/ou

transitivas.

4. Seja A ={-2,—-1,3,5,7}. Classifique as seguintes relacdes em

A como reflexivas, simétricas, anti-simétricas e/ou transitivas.
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§R1 = {(_27 _2)7 (_17 _1)7 (37 3)7 (57 5)7 (77 7)7 (_27 _1)7 (_17 3)7
(3,5),(5,7)}.

b) %2 = {(_27 _1)7 (_17 _2)7 (57 7)7 (77 5)}
§R3 = {(_27 _1)7 (_17 3)7 (_27 3)7 (37 _2)7 (37 _1)7 (_17 _2)7

(—1,-1), (=2, -2), (3,3)}.
d) R, = 0.

a)

5. Classifique as relacdes dadas nos conjuntos A mencionados em
reflexivas, simétricas, anti-simétricas e/ou transitivas.
a) B ={(z,y) | z &impar} em A =N.
b) Ry ={(z,y) |z +yépar}emA=N.
c) B3 ={(x,y) | x —y & mlltiplo de 5} em A = Z.
d) R, = {(z,y) | n° de caracteres em x = n° de caracteres em y}.
6. Sejam R; e RN, duas relagcdbes em um mesmo conjunto A. Verifi-
que que:
a) Se R, e R, sao transitivas entdo R; N R, € transitiva.
b) Se R, e R, sdo simétricas entdo ; U Ny, e R, N RNy sao

simétricas.

7. Verifique que as seguintes relacdes sao ordenacdes parciais e

desenhe o grafo de cada uma delas.
a) R ={(a,a),(a,b),(a,c),(bb),(bc),(c,c)} em A= {a,b,c}.
b) R = {(z,y) | z divide y} em A ={1,2,3,5,9,15,36,45}.

c) R={(z,y)|zr=a+bi,y=c+dicoma<ceb<d}emC.

8. Determine quais os limites inferiores, superiores, infimo e supremo

de cada item do exercicio anterior.
9. Considere a relacao de ordem por divisibilidade em
A=1{1,2,3,59,15,36,45}.

Identifigue 0 maximo, o minimo e os elementos maximais e mi-

nimais de B = {9, 15}.
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10.

11.

12.

13.

14.

Considere a relacao de ordem por inclusao em

A= {{0},{1},{0,1},{0,1,2},{0,1,3}, {0,1,2,3}}.

Identifigue 0 maximo, o minimo e os elementos maximais e mi-

nimais de B = {{0,1},{0,1,2},{0,1,3}}.

Determine quais das relacdes abaixo sobre A = {1,2,3} sdo

relagGes de equivaléncia.

a) Ri=AxA

b) R ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3)}.
c) W5 ={(1,1),(2,2),(3,3),(3,2),(2,3)}.

d) R, ={(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1)}.

Determine as classes de equivaléncia que compdem o conjunto
Zs.

Se m — 1 & o limite do tamanho da palavra que pode ser ar-
mazenada em um computador e a soma de dois elementos 0 <
r<m-1e0 <y <m-—1, z+y, excede este limite, uma
alternativa para o armazenamento de x + y € utilizarmos o que
chamamos de soma modulo m e armazenar o resto r da divisao
de x + y por m. Assim, decida:

Se 7 for o maior inteiro que puder ser armazenado em um mi-
crocomputador, qual deve ser o nimero armazenado como re-

sultado da soma 2+7 se a soma moédulo 5 for usada?
Identifique, dentre as relagdes abaixo, quais sao de equivaléncia.

a) R={(z,y)|z+y=>5emN.
b) R = {(z,y) | z divide y} em N.

c) R={(r,s) | r L s} sobre o conjunto das retas de um plano

7 dado.

d) R={(z,y) |z =(a,b),y = (c,d) e ad = bc} em Z x Z*.
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15. Determine todas as relacdes de equivaléncia sobre o conjunto
A=1{0,1,2}.
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Unidade 3

Funcoes

Esta unidade é dedicada ao estudo das funcdes, de
um ponto de vista algébrico. Definimos funcoes,
estudamos as propriedades de sobrejecao, injecao e
bijecdo, bem como a condigao para existéncia da
funcdo inversa e a operacao de composicao.
Finalizamos apresentando dois interessantes
exemplos de classes de fungdes, a saber: funcdes
de permutacgao e funcdes de recursao.
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O estudo de
funcOes pode ser
incrementado no

sitio somatematica.

3. Funcoes

As funcbes constituem uma importante classe de relacbes com
aplicacdes em varias ciéncias. Na Ciéncia da Computacao, por exem-
plo, os resultados gerados por um algoritmo podem ser vistos como
uma funcao dos dados de entrada, um caso especial destas funcoes
é a funcao de recursao.

Nesta unidade apresentamos o que caracteriza este tipo de relacao,

propriedades, operacodes e, ao final, alguns tipos especiais.

3.1 Defini¢c ao de Fung ao

Funcado, como citamos anteriormente, € um caso particular de relacao.
Motivados por esta propriedade, iniciamos esta secao analisando al-
guns exemplos de relacdo para destacarmos caracteristicas comuns

daquelas a qual definimos por fungoes.

Exemplo 3.1.1. a) Sejam os conjuntos A = {a,b,c,d} e B = {z,y, z}
e, arelacdo R = {(a,x),(a,y), (b, 2),(c,z),(d,y)}. Neste caso,

observe;:

- Para todos os elementos do conjunto A, a menos de a, existe
apenas um elemento de B tal que o par pertence a relacao.
Veja:

(b, 2), (c,z), (d,y) € R.

- Para o elemento a € A, existem dois elementos de B, x e y,

tais que os pares (a, x) € (a,y) estdao em R.
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Veja ilustracao desta relacéo pelo diagrama de Venn na figura
3.1.

Figura 3.1: Representacao da Relacao

b) Seja arelacdo R = {(a,a), (b,c),(d,e)} em A = {a,b,c,d,e}. Neste

caso, temos:

- Para os elementos a,b,d € A, existe apenas um elemento de

A tal que o par pertence a relacao. Sao eles:
(a,a), (b, c),(d,e) € R

- Para os elementos ¢,e € A, ndo existe algum elemento x € A

tal que (c,z) € Re (e,x) € R.

Veja ilustracdo desta relacdo pelo diagrama de Venn na figura

3.2.

c) Sejam os conjuntos A = {1,3,5,7} e B = {0,2,4,6}, e a relacéo
R =1{(1,0),(3,4),(5,6),(7,2)}. Neste caso:

- Cada elemento de A é ligado unicamente a algum elemento
de B.

Veja na figura 3.3 a representacao desta relacao.

d) Consideremos os mesmos conjuntos A e B do exemplo c) acima
mas, tomemos agora a relacdo ® = {(1,0),(3,0),(5,2),(7,4)}.

Temos:
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Figura 3.2: Representacao da Relacao

A B

=

Figura 3.3: Representacao da Relacao
- Todos os elementos de A sao ligados a apenas um elemento
de B.

- Para o elemento 6 € B, nao existe algum elemento a € A cujo

par (a,6) pertenca a relacao.

- O elemento 0 € B possui dois elementos em A, 1 e 3, cujos

pares pertencem a relacdo dada. Sao eles:
(1,0),(3,0) € R.

Na figura 3.4 temos a representacéo desta relacao pelo dia-

grama de Venn.
e) Sejaarelacdo R = {(z,y) | + +y = 2} em IR. Neste caso, temos:

- Para cada z € IR, 0 elemento y € IR € determinado de maneira

Gnica (por y = 2 — ).
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Figura 3.4: Representacao da Relacao

Esta relacdo é representada geometricamente pela reta da figura
3.5.

e e s

A 4

R SR e

1
[ e]
1

Figura 3.5: Representacao da Relacao

Note! As relacbes dos exemplos c), d) e e) possuem uma pro-
priedade em comum: Cada elemento do conjunto de partida A € le-
vado a um, e apenas um, elemento do conjunto de chegada B. Isto
caracteriza o que chamamos de funcao ou aplicacao de A em B. As-

sim, temos:
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Defini¢c 40 3.1.1. Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. Uma relacao
f de A para B é chamada funcao, e denotamos [ : A — B, se para

todo = € A existe Unico y € B tal que (z,y) € f.

Observe! Da definicao acima, relacdes que fazem associacoes do

tipo um-para-varios (ou varios-para-varios) nao podem ser funcoes.

Indicamos o elemento y, que corresponde a x através da funcao f,

pory = f(x), aqual lemos "f de z”, e denotamos:

fi A —- B

As definicbes de dominio e imagem sao semelhantes ao que vimos

na unidade anterior para relacoes.

Defini¢ 4o 3.1.2. Seja uma funcdo f : A — B. Chamamos o conjunto
de partida ou de saida, A, de dominio de f e o denotamos por D(f).
O conjunto de chegada, B, denominamos de contradominio de f e 0

denotamos por C'D(f).

Defini¢c &0 3.1.3. Sejauma funcéo f : A — B. Chamamos y = f(z) de
imagem de z € A. Denominamos o0 conjunto das imagens y = f(x),

para cada x € D(f), de Imagem de f e o denotamos por Im(f).

Exemplo 3.1.2. Sao exemplos de fun¢des as seguintes relagoes.

a) Arelacdo {(z,y) | y = f(z) = 1} em IR. Veja a representacdo

grafica na figura 3.7.

b) Arelagdo {(z,y) | y = f(x) = 2z+5} em IR. Temos a representacéo

grafica na figura 3.8.

c) Arelagdo {(z,y) | vy = f(z) = 2%} em IR. A representacdo grafica

pode ser vista na figura 3.9.
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Dominio Contra-dominio

Figura 3.6: Conjunto Imagem

F 3

y

LN

=

I
—_

Figura 3.7: Funcéao a)

Observe! Se tomassemos no Gltimo exemplo a condicdo = = y?
no lugar de y = 22, esta nova relacdo obtida ndo seria um fungéo.
Veja por exemplo que (1,—1) e (1,1) pertencem a esta nova relacéo,
ou seja, um mesmo elemento do conjunto de saida esta relacionado

a dois elementos do conjunto de chegada.
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y=2x+5

Figura 3.8: Funcao b)

Note! Nos exemplos acima, se passarmos retas paralelas ao eixo
Oy elas cortam o grafico em apenas um ponto (respectivamente vis-
tas nas figuras 3.10, 3.11 e 3.12). Isto caracteriza a representacao
grafica das funcdes. Em seguida apresentamos uma relacédo que nao

é funcao e, portanto, ndo possui esta propriedade.

Exemplo 3.1.3. Considere ® = {(z,y) | 2> + y* = 1} em R. Esta
relacdo ndo é uma funcdo, basta verificar que (0,1) e (0,—1) per-
tencem a R. Na figura 3.13 vemos que ao passarmos retas paralelas

ao eixo 0Oy, estas cortam o circulo em mais de um ponto.

3.2 Propriedades das Fun¢ 0es

De acordo com a propriedade que uma funcao satisfaca, ela pode ser
dita Sobrejetora, Injetora, Bijetora. Vamos conhecer as definicdes de

cada uma destas propriedades, iniciando com a sobrejetividade.

Defini¢ 4o 3.2.1. Consideremos uma funcéao f : A — B. Dizemos que
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Figura 3.9: Funcao c)

f € sobrejetora (ou sobrejetiva) qguando a imagem da funcao coincide

com 0 seu contradominio, isto é:

Im(f) = CD(f).
Exemplo 3.2.1.

a) Sejam A={-1,0,1,2} e B={-1,0,3}.
Afuncdo f : A — B definida pelalei f(z) = z* — 1 é sobrejetora.
Temos:
f=A{(=1,0),(0,-1),(1,0),(2,3)}.
Logo,
Im(f) ={-1,0,3} = B.

Encontramos na figura 3.14 a representacao desta funcao, us-

ando o diagrama de Venn.
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Figura 3.10: Funcéao a)

¥

/{:2)(-%-5

O™

v

Figura 3.11: Funcéao b)

b) Afuncéo f : IR — IR dada por f(x) = 2z + 5 é sobrejetora.

O grafico desta funcao € uma reta (dada na figura 3.8), portanto,
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Figura 3.12: Fungéo c)

¥ 3

y

(0,1)

v

(0,-1)

Figura 3.13: Relacdo que nao é Funcéao
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Figura 3.14: Funcao sobrejetora - Diagrama de Venn

sua imagem € o conjunto dos nimeros reais.

c) Afuncdo f : IR — IR, tal que f(x) = z* é sobrejetora. Observe
que sendo y = 2% podemos escrever r = /Y, OU seja, para cada
y € CD(f), existe um elemento z € D(f) tal que y = z%. O

grafico desta funcao é dado na figura 3.9.

d) Afungdo f: A — B, definida por f(x) = 2> também é sobrejetora.
Analogamente ao exemplo anterior , temos que dado y = 2°
podemos escrever x = ¥y, ou seja, para cada y € CD(f), existe
um elemento = € D(f) (x = /y) tal que y = 2°. A representacéo

cartesiana desta funcao pode ser vista na figura 3.15.

Note! Ao passarmos retas paralelas ao eixo 0x, os graficos das
funcdes definidas em b), ¢) e d) do Exemplo 3.2.1 sdo cortados em
um (veja figuras 3.16, 3.18) ou mais pontos (veja figura 3.17) por cada
uma dessas retas. ldentificamos uma funcao sobrejetora, através de
sua representacao cartesiana, por tal caracteristica, isto é:

Ao passarmos retas paralelas ao eixo Oz, cada reta
- corta o grafico em apenas um ponto, ou
- corta o grafico em mais de um ponto.

Em seguida apresentamos a injetividade de fungoes.
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Figura 3.15: Funcao Sobrejetora - Representacao Cartesiana
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Figura 3.16: Funcao Sobrejetora - Representacao Cartesiana

Defini¢ do 3.2.2. Consideremos uma funcao f : A — B. Dizemos que

f € injetora (ou injetiva) quando elementos distintos do dominio de f
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Figura 3.17: Funcdo Sobrejetora - Representacao Cartesiana
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Figura 3.18: Funcao Sobrejetora - Representacao Cartesiana

possuem imagens distintas, isto é:

Ty # 19 = f(11) # f(22).
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Dica! Para verificar quando uma funcao é injetora, algumas vezes
usamos a negativa da condicao acima, isto €, mostramos que imagens
iguais implicam em elementos iguais no dominio: f(z;) = f(zy) =

Ir1 = To.

Exemplo 3.2.2. Vamos estudar quanto a injetividade as funcdes do

exemplo anterior.

a) Observe que a funcdo dada no item a) do exemplo anterior nao &

injetora, pois temos que f(—1) = f(1).

b) A funcdo f(x) = 2z + 5 em IR € injetora pois: se x; # x, entdo

21, 7é 229, donde 2x1+ 5 7£ 2x9 + 5, isto é, f([L‘l) 7£ f(l’g)

c) Afungdo f : IR — IR, dada por f(z) = z* ndo € injetora. Como
em a), podemos determinar dois elementos distintos do dominio

com a mesma imagem, por exemplo, f(—1) = f(1).

d) A fungédo y = 23 em IR é injetora. Temos que z; # x, implica em

Note! Ao passarmos retas paralelas ao eixo Ox, os graficos das
funcdes injetoras dadas em b) e ¢) do Exemplo 3.2.1, apresentados
respectivamente nas figuras 3B e 3C, sao cortados em apenas um

ponto por cada uma dessas retas.

Identificamos uma funcdao injetora, através de sua representacao carte-

siana, quando ao passarmos retas paralelas ao eixo 0z, cada reta
- corta o grafico em apenas um ponto, ou

- nao corta o grafico.

Finalizando a sec¢éo, apresentamos o conceito de bijecao.

Defini¢c &0 3.2.3. Seja uma funcdo f : A — B. Dizemos que f é

bijetora (ou bijetiva) quando f € injetora e sobrejetora.

Exemplo 3.2.3.
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a) Pelo estudado nos Exemplos 3.2.1 e 3.2.2, temos que s&o bijetoras

as funcdes f(z) =2z +5e f(z) =2° em R.

b) A funcdo f : R — IR tal que f(x) = |z| € um exemplo de funcédo
que nao € injetora nem sobrejetora. Temos que f nao € injetora
pois, por exemplo, 3 e —3 tém a mesma imagem. Além disso,
f nao é sobrejetora pois os valores da imagem de f sao todos
ndo-negativos, isto &, Im(f) = IR". Veja o grafico desta funcdo

na figura 3.19.

f(x)=x

v

Figura 3.19: Funcao Modular

Observag &0 3.2.1. No ultimo exemplo apresentamos uma funcao que
possui nenhuma das propriedades de injetividade ou sobrejetividade,
e isso ocorre também com uma infinidade de funcbes. Assim, nao

podemos classificar fun¢des dividindo-as em injetivas ou sobrejetivas.

Pelo que vimos sobre a representacao cartesiana de fungoes in-
jetoras e sobrejetoras, concluimos que uma funcao bijetora tem seu
grafico cortado em apenas um ponto por cada reta paralela ao eixo
Ox. Observe novamente as figuras 3B e 3D.

Na proxima secao estudaremos funcdes que possuem, necessa-

riamente, a propriedade de bijecao.
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3.3 Inversa de Fung¢ Oes

Apresentamos aqui a definicdo de funcao inversa, exemplos e pro-
priedades satisfeitas, e discutimos condi¢des sobre a existéncia da

inversa.

Defini¢ &0 3.3.1. Seja uma funcdo f : A — B. Consideremos B C B.
Chamamos imagem inversa de B, segundo f, o qual denotamos por

f~Y(B), o seguinte subconjunto de A:

[7(B)={z € A| f(z) € B}.

D(/™)=B=Im(/)
Im(f ')=A4=D(f)

Figura 3.20: Funcgao Inversa

Exemplo 3.3.1.

1. Sejam A = {0,1,2,3,4}, B = {3,4,5,6,7,9,10} e f : A — B
definida por y = x + 3.

a) Consideremos B = {3,5,7}, entdo
FHB) ={f3).f6). (N} =1{0,2,4}.

b) Tomemos agora B = {9, 10}, entdo f~! = () pois ndo ha ima-
gens inversas para os elementos de B.
Veja, por exemplo, se y = 9 entao, pela lei de definicao de

f, devemos ter x = 6, 0 qual ndo pertence ao conjunto A.
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2. Sejaafuncédo f : IR — IR tal que f(z) = 2z + 1. Consideremos

B = {3,4,5}. Entdo a imagem inversa do conjunto B é:
fH(B) ={1,1.5,2}.

Sabemos que uma funcao f € uma relagao cujo conjunto de saida
coincide com o dominio e, além disso, cada elemento do dominio tem
imagem Unica através da f. Quando determinamos a relacao inversa
de f, pode acontecer de esta relagcdo nao possuir tais propriedades.

Veja, por exemplo:

Exemplo 3.3.2. Afungdo f: R — IR, tal que f(z) = x*, tem imagens
inversas do valor 1 dadas por 1 e —1. Logo, em IR, a relacao inversa
f~! ndo é uma funcéo (veja a figura 3.21). Mas, observe que se res-
tringirmos o dominio para IR, (ou IR—), a imagem inversa de cada z?

passa a ser Unica.

v

Figura 3.21: Funcao Quadratica

Precisamos entao de uma condicao para que a relagcao inversa
seja ainda uma funcdo. Observe que a propriedade de injetividade de
f nos garante a unicidade dos elementos da imagem e, para que o
conjunto de saida da inversa coincida com o seu dominio devemos ter
gue f seja sobrejetora. Estas duas propriedades nos garantem que

f~! é também uma funcéo. Assim:
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Proposi¢c &0 3.3.2. Sejauma fungéo f : A — B. Arelagcéo inversa !

€ uma funcao de B em A se, e somente se, [ € bijetora.

Observag 4o 3.3.1. Quando a funcao inversa f~! existe, dizemos que

f € invertivel e, além disso, temos que f~! € Gnica.

Vimos, na secao de propriedades (Exemplo 3.2.3), dois exemplos
de fungcbes que sao bijetoras. Vamos agora determinar a fungao in-

versa de cada uma daquelas funcoes.

Exemplo 3.3.3.

a) Afungdo f(x) = 2z + 5 teminversa f~'(z) = {(y,z) | y = 2z + 5}
ou ainda f~l(x) = {(x,y) | z = %5} Veja a representacao

na figura 3.22.

y=2x+5

Figura 3.22: Funcao e sua inversa
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b) Afungdo f(z) = x3 teminversa f~'(z) = {(y,z) | y = 3} ou ainda
fHz) ={(x,y) | x = /z}. Veja o gréfico na figura 3.23.

A

Figura 3.23: Funcao e sua inversa

A inversa f~! mantem a propriedade bijetora da fungdo f. Além
disso, podemos relacionar f~! com uma fungao particular conhecida
como identidade. Lembramos abaixo a definicdo da aplicacao identi-

dade e em seguida apresentamos algumas propriedades.

Defini¢ 4o 3.3.3. Chamamos de funcéao identidade a aplicacdo 7 : A —
A tal que I(z) = z, ou, em outras palavras, quando [ = {(z,z) | z €
A}

Ainversa f~! de uma funcao f satisfaz:

1. Iof=f
2. fol=f
3. fofl=1I

Na proxima secao apresentamos uma operacao de funcdes conhecida

por composicao.
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3.4 Composi¢c ao de Fung oes

A composicao de duas funcdes g e f somente esta definida quando
o contra-dominio de f € igual ao dominio da g. Com isto assegurado,

podemos definir a compostade g e f.

Definic 8o 3.4.1. Sejam f : A — Be g : B — (. Definimos por
composta de g e fafuncao h: A — C, a qual denotamos por go f (e

lemos "g composta com f"ou "g bola ), tal que:

W) = (g o f)(z) = g(f(x)).

Veja a figura 3.24.

gojf
A f B g c

Figura 3.24: Composicao de Funcoes

Note! Aplicamos a funcao g o f da direita para a esquerda, isto €&,

calculamos primeiramente f e depois g.
Exemplo 3.4.1.

a) Sejam f(z) = r e g(z) = 2z — 1. Temos que Im(f) = RT C
D(g) =Re, (go f)(z) =g(f(z)) = g(vr) =2yx — 1.

b) Sejam f(z) = 23 e g(x) = x + 2. Neste caso, (go f)(z) = g(f(z)) =
g(23) = 23 + 2. Podemos calcular também (f o g)(z) = f(g(x)) =
flz+2) =(z+2)°.
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Observag &0 3.4.1. Se quisermos calcular f o g no exemplo a) acima,
precisaremos restringir a imagem de ¢ para o conjunto dos nameros

reais nao-negativos, para que em seguida possamos aplicar a funcao
f.

Em geral, a composicao ndao &€ uma operacdao comutativa. Por
exemplo, basta vermos em b) acima que fog # go f. Porém, a
associatividade € uma propriedade atendida por esta operacao, isto
é:

Associatividade. Dadas as fungbes f : A — B, g : B — C e

h:C — D, temos:
ho(gof)=(hog)of.

A composicao de funcdes mantém as propriedades de sobrejecao e
injecao, isto é, se f e g sado funcbes que possuem as propriedades

para a existéncia de g o f, entdo:
1. Se f e g sao injetoras, a composta g o f também & injetora.

2. Se [ e g sao sobrejetoras, a composta g o f também é sobreje-

tora.

3. Se f e g sao bijetoras, a composta g o f também é bijetora.

Nas proximas e Ultimas secfes apresentamos alguns exemplos es-

peciais de fungoes.

3.5 Fung¢Oes de Permutag¢ ao

Apresentamos nesta subsecao a definicdo e exemplos das chamadas
funcdes de permutacdo. Temos aqui uma base para o estudo de uma

estrutura algébrica particular que discutiremos no proxima unidade.

Definic &0 3.5.1. Seja um conjunto A. Consideremos o conjunto de

todas as bijecdes em A:

Sa={f:A— A|féuma bijecéo}.
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As fungdes pertencentes a S, sao chamadas de permutacdes de A.
Exemplo 3.5.1.

a) Seja A ={1,2,3}. Afuncdo f = {(1,2),(2,1),(3,3)} & um exemplo

de funcao de permutacao.

b) Seja A = {1,2,3,4}. g = {(1,4),(2,1),(3,2),(4,3)} € uma funcéo

de permutacao.

Note! As funcdes de permutacao representam arranjos ordenados

dos elementos do dominio.

Observac ao 3.5.1. Quando A &€ um conjunto finito, digamos com n
elementos, denotamos o conjunto das permutacoes de A por S,,. Da

Analise Combinatéria concluimos que S,, possui n! elementos.

As funcdes de permutacao podem também ser representadas ma-

tricialmente, da seguinte maneira:
- 0s elementos do dominio sao colocados na primeira linha;

- as imagens sao colocadas imediatamente abaixo do elementos cor-

respondentes do dominio.

Assim, as func¢des dos itens a) e b) do Exemplo 3.5.1 podem ser re-

presentadas, respectivamente, pelas matrizes

1 2 3 1 2 3 4
9
213 41 2 3

Nesta notagao, nao importa a ordem das colunas. Assim, por exemplo,

1 2 3 213
21 3 1 2 3

O conjunto das funcdes de permutacdo, munido da operacao composicao,
forma um sistema algébrico importante que apresentamos no proxima
unidade, o chamado Grupo das Permutacdes. Abaixo vemos, através
de um exemplo simples, como opera a composicao de duas funcdes

de permutacao de um conjunto A.
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. 1 2 3 4 1 2 3 4
Exemplo 3.5.2. Sejam [ = eg =

3 2 41 4 1 2 3
duas permutacbes em S;. A composi¢ao g o f € a permutagao:

1 2 3 4
21 3 4

gof=

Lembre-se! A composicao preserva a bijecao. Logo, a composta

de duas permutacdes é ainda uma permutacao.

Finalizamos esta unidade com as funcdes de recursao.

3.6 Funcodes de Recurs ao

As funcdes recursivas sao aquelas que podem ser resolvidas através
de um processo do tipo mecanico, referindo-se a si mesma. Tais
funcdes determinam uma classe onde um problema pode ser resolvido
computacionalmente através delas. Em todas as fungdes recursivas,

temos basicamente dois passos:

- Um passo basico, cujo resultado é conhecido; e,

- um passo recursivo em que se tenta resolver o sub-problema do

problema inicial.
Exemplo 3.6.1.
a) A sequéncia de Fibonacci é definida por uma funcéo de recursao:
fy =1

f2) = 2
f(n) = f(n—2)+ f(n—1), paran > 2.

b) A funcéo fatorial € uma recursiva. Temos:
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Assim;

0= f(0)= 1

= ()= (1)f0)=1

A= f@)= @F1)=2

3= fB) = (3)f(2)=6
o) = 3

1) = 11
f2) = 27
f3) = 59.
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3.7 Exercicios

1. Determine quais das seguintes relacdes f, de A em B, determi-
nam funcoes:
a) f=4(0,1),(1,3),(2,2)},com A =1{0,1,2,3} e B=1{1,2,3};
b) f={(0,0),(0,1),(1,2),(2,3),(3,3)} em A= B =1{0,1,2,3};
c) f=4(1,0),(2,0),(3,0)} com A= B ={0,1,2,3};
d) f(x)=|z|em A= B=17;
e) flx)=2xr—5emA=B=N;,

f) fla)=20—T7TemA=DB=17

2¢ —1, z>10
g) f(x)= em A= B =R,
x, x < 10

h) f, sendo A o conjunto dos alunos da turma de Matematica
Discreta e B o0 conjunto dos numeros de matricula, que as-

socia a cada aluno o seu nUmero de matricula.
2. Verifique que sao funcodes:
a) A funcéo teto, denotada por f(x) = [z|, que associa a cada
x € IR 0 menor inteiro maior ou igual a x.
b) A fungéo piso, denotada por f(x) = |z|, que associa a cada

x € IR 0 maior inteiro menor ou igual a x.

3. Sejam A um conjunto e A um subconjunto de A. Chamamos
funcdo caracteristica de A a fungdo 6; : A — {0,1} tal que
di(r) = 1 somente quando = € A. Se A = {0,1,2,3,...,10} e
A = {2,4,6,8}, determine os pares ordenados que compdem
04

4. Sejam A = {0,1,2} e B = {3,4,5,6}. ldentifique quais das
seguintes fungdes sao injetoras e quais sao sobrejetoras.
a) f={(0,3),(1,4),(2,5)}
b) f=1{(0,6),(1,6),(2,6)}
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c) f=1(0,3),(1,4),(2,4), }
d) f=A{(0,4),(1,4),(2,6))}
5. Encontre as fungdes injetoras e as sobrejetoras, dentre as funcoes
f : A — B dadas abaixo.
a) flx)=x+1,comA=B=1R
b) f(x)=2>—-4,comA=B=1DR
c) fx)=9—2*, comA=B=IR
d) f(x)=|z+1],comA=ReB=IR,

e) f(x)=5,comA=ReB=IR

22, x>0
f) f(z) = ,com A= B=IR.
2, =<0.

6. Encontre todas as funcdes injetoras de A = {a,b} em B =

{c,d, e}.
7. Encontre todas as funcdes sobrejetoras de A = {a,b,c} em B =
{d, e}.

8. Determine a inversa das seguintes fungoes:

a) f: IR — IRdadapor f(z) =x+3
b) f: IR — IR dada por f(z) =3z — 1
c) f:IR— IRdadapor f(z) =2* -1

d) f: IR — IRdadapor f(z) =+z+9

e) f: IR — IRdadapor f(z) = v/1—2x
r—1

f) f:]R—{—Q}—>Rdadaporf(x):I—Jr2
9) f: Ry - B, B={yecR|y<9}, dadapor f(z) =9 — 2

h)y f:IR_.—B,B={yeR|y>—4},dadapor f(z)=2>—4
9. Encontre as fungbes compostas foge go f, sendo:

a) flr)=x+1eg(z)=a>-2
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11.

12.
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b) f(z) =2z e g(x) = (3z — 5)?

Q) flx)=6r—1eg(x)=|z—1|

d) f(z)=22—6z+5eg(x)=2

&) f(z) = vVat3eg(x)=x—11

f) f(z)=cosz e g(z) =2+

9) f(z)=lz]eg(z) =21

Encontre na forma matricial as permutag@es indicadas nos itens
abaixo,

a) f={(a,c),(b,a),(c,b)} de A= {a,b,c}

b) f = {(a,a),(b,d),(c,c),(d,b)} de A = {a,b,c,d}

0) f=1{(1,2),(23),(31),(4,4)} de A= {1,2,3,4}

d) f=1{(1,3),(2,5),(3,4),(4,2),(5,1)} de A = {1,2,3,4,5}

Seja S5 0 conjunto de todas as permutacdes de A = {1,2,3,4,5}.

Encontre a composicao g o f, sendo f, g € S5 dadas abaixo.
a) f = {(17 3>7 (27 5>7 (37 4)7 (47 2>7 (57 1>} e
g = {(17 1)7 (27 3)7 (374)7 (47 5)7 (57 2)}

b) f= {(1,5),(2,2),(3,3),(4,1),(5,4)}6
g = {(172)7 (274)7 (375)7 (47 3)7 (57 1)}

1 2345 1 2
c) f= e g=
41235 31

1 2345 1 2
d) f= e g=
52 3 1 4 3 4

Encontre f(1), f(2), f(3) e f(4) sendo f a fun¢o recursiva dada

N W
(O
= Ot

w
W
t

ot
(N}
—_

por:
a) f(0)=1e,paran=1,2,..., f(n+1)= f(n)+4

b) f(0)=0e,paran=12,.., f(n+1)=(n+1)f(n)+2

c) f(0)=1e,paran=1,2,.., f(n+1)=2/M
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d) f(0)=—1le, paran=1,2,.., f(n+1) = f(n)’ — 3f(n)
e) f(0)=1,f(1)=0e,paran=2,.., f(n+1) = f(n)—2f(n—1)

f) f(0)=1, f(1)=—-2 e,paran=2,.., f(n+1) = f({l(ﬁ)l)

13. Seja f a func@o tal que f(n) & a soma dos primeiros n inteiros

positivos. Determine uma definicao recursiva para f.
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Unidade 4

Estruturas Algébricas

Esta unidade é dedicada ao estudo das Estruturas Algébricas, as
quais possuem vastas aplicacdes nas areas da Ciéncia da

Computacéo.

Nesta unidade apresentamos conceitos e importantes
propriedades sobre os mondides e semigrupos, bem como sobre 0s
grupos e subgrupos. Por fim, tratamos dos homomorfismos e

isomorfismos entre grupos.
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4. Estruturas Alg ébricas

Nesta unidade estudamos conjuntos munidos de alguma operacao
binaria interna, os Sistemas e as Estruturas Algébricas. A teoria de
Estruturas Algébricas € bastante ampla em Matematica. Neste texto
nos voltamos aos conceitos, exemplos, propriedades e tipo de estru-
turas que sao vastamente aplicados em Ciéncia da Computacao e
areas correlacionadas. Vale ressaltar que as estruturas algébricas
servem de base para modelos computacionais como, por exemplo, as
Maquinas de Estado Finito.

Iniciamos a unidade com uma sec¢ao sobre operacdes binarias,
onde definimos uma Estrutura Algébrica. Na secfes seguintes es-
tudamos alguns tipos de especiais de estruturas e suas propriedades.
Por fim, apresentamos aplicacdes que preservam as operacoes inter-

nas dadas pelas estruturas algébricas envolvidas.

4.1 Operac6es Bin arias

O conceito de estruturas algébricas esta fundamentado em elementos
apresentados em unidades anteriores, tais como 0S conjuntos e as
operacodes binarias.

Iniciamos esta secao lembrando a definicdo de operacao binaria.
Em seguida, apresentamos algumas propriedades que tal operacao
pode satisfazer e, finalizamos com a definicdo e exemplos de Estru-

turas Algébricas.

Defini¢c a0 4.1.1. Chamamos de operacéo binaria toda operacao cujo
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Para saber

mais

sobre  Estruturas

Algébricas
AQUI.

clique
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dominio &€ um conjunto resultante de um produto cartesiano.

Exemplo 4.1.1. Como exemplo simples, podemos citar as operacoes

de soma em N e produto em Z:

+:NxN — N L Xl — L
(a,b) — a+b (a,b)  — a-b.

As operacdes binarias podem ainda ser classificadas em internas

e fechadas, conforme a propriedade satisfeita.

Defini¢ 40 4.1.2. Seja A um conjunto. Dizemos que uma operacao em
A é interna quando o dominio e o contra-dominio desta operacao sao
definidos sobre A. Chamamos operacao fechada a qualquer operacao
binaria definida para todo z € A x A e cujo resultado pertence ao

conjunto A.

Exemplo 4.1.2. As operagOes de soma em N e produto em Z sao

internas e fechadas.

Citamos a seguir as principais propriedades que as operacoes
binarias internas e fechadas podem satisfazer.
Seja * uma opera¢ao binaria em um conjunto A. Entdo, x pode

possuir uma ou mais das seguintes propriedades.

Propriedade Comutativa. Para todo =,y € A, temos:
TkY=1Y*T.
Propriedade Associativa. Paratodo z,y, z € A, temos:
(xxy)*z=u1a*(y*z).
Elemento Neutro. Existe um elemento e € A tal que:
VereArxe=exx==x

Elemento Sim étrico. Paratodo x € A, existe x~! ¢ A tal que
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Exemplo 4.1.3.

a) A soma em N é uma relagdo binarica comutativa, associativa, ad-

mite o elemento neutro 0 € N, mas nao possui elemento simétrico.

b) A somaem Z é uma relagdo binaria comutativa, associativa, admite

o elemento neutro 0 € Z e o elemento simétricoV x € Z, —x € Z.

c) A unido no conjunto das partes, P(A), de um conjunto dado A,
satisfaz as propriedades comutativa, associativa e existéncia do

elemento neutro, que neste caso é ) € P(A).
Agora, apresentamos o conceito das estruturas algébricas.

Defini¢c &0 4.1.3. Chamamos de Sistema Algébrico todo sistema for-
mado por um conjunto e uma ou mais operacdes binarias sobre este
conjunto. Denominamos Estrutura Algébrica a todo sistema algébrico
em que sdo consideradas também as relacdes entre os elementos do

conjunto.

Denotamos um sistema algébrico por (A, f1, f2,...), onde A & um

conjunto ndo-vazio e f;, i = 1,2, ... S&0 operacdes em A.
Exemplo 4.1.4.

a) O sistema algébrico (Z,+, -), com a soma e o produto usuais, pos-
sui as propriedades comutativa, associativa e elemento neutro
para a soma e para a multiplicacdo (1 € Z); e para a soma,

existe o simétrico. Além disso, sdo validas:
Distributividade.  Para quaisquer a, b, ¢ € Z, temos:
ax (b+c)=(axb)+ (axec).
Cancelamento. Para quaisquer a, b, c € Z, temos:
a+b=a+c=b=c.
E, no caso de a # 0,

aXb=axc=b=c.
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b) O sistema algébrico (N, +,-), com a soma e o produto usuais, pos-
sui as mesmas propriedades do sistema (Z, +, -), cOm excessao

da existéncia do simétrico para a soma.

c) Consideremos o sistema (A, x), onde A = {a,b} e a operagéo x é

definida através da tabela abaixo.

*lalb
alalb
a

- Tal operacao € comutativa pois, observe:
axb=bxa=>.
- A operacao x € também associativa, pois:
o (axb)xa=bxa=0>b e ax(bxa)=ax*b=0>b, donde:
(axb)xa=ax(bxa)
o (axb)xb=bxb=a e ax(bxb) =ax*xa=a,isto €,
(a*xb)xb=ax(bxb).
o (axa)xb=axb=0b e ax(a*xb) =axb=0>, donde:
(axa)*b=ax(ax*b).
o (bxb)xa=axa e bx(bxa)=bxb=a,logo:
(bxb)xa=>bx(bxa).

- O elemento a € A é o0 neutro desta operacdo e, nao existe o ele-

mento simétrico.

Podemos perceber com estes exemplos que € possivel obter varias
estruturas algébricas com propriedades semelhantes. Sob este ponto

de vista, torna-se interessante o estudo de classes de estruturas que
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satisfazem as mesmas propriedades, ao invés de estuda-las isolada-
mente.

Apresentamos nas sec¢0es seguintes importantes classes de estru-
turas algébricas. Nos ateremos a aguelas com apenas uma operacao
interna e iniciamos este estudo com o conceito e algumas propriedades

dos mondides e semigrupos.

4.2 Monodides e Semigrupos

Nesta secdo apresentamos conceitos e exemplos de monoides e semi-
grupos, iniciando com a definicao do tipo mais simples de sistema

algébrico conhecido.

Definic 80 4.2.1. Sejam A = {e} um conjunto constituido de apenas
um elemento e x a Unica operacao binaria em S. Chamamos (A, %) de

Magma e temos que este € o tipo de estrutura algébrica mais simples.

As estruturas algébricas (4,x*), A # 0, cuja opera¢do binaria x
satisfaz a propriedade associativa, determinam uma classe especial,

como vemos abaixo.

Definic &0 4.2.2. Seja A um conjunto Nao vazio e x uma operacao
binaria em A. Chamamos (A, x) de semigrupo quando a operacao * é

associativa, isto €, satisfaz para quaisquer a, b, c € A:
(axb)xc=ax*(bxc).

Quando um semigrupo possui 0 seu elemento neutro, ele consti-
tui outra importante classe de estruturas algébricas, o qual definimos

abaixo.

Defini¢ 80 4.2.3. Seja (A, *) um semigrupo. Dizemos que (A, x) € um
monoide se possuir um elemento neutro com relacdo a operacao .

Em outras palavras, (A, *) € um monoide se satisfaz:

i) Para quaisquer a,b,c € A, temos (a *b) x ¢ = a* (b*c);
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i) Existe um elemento e € A tal que para todo a € A, temos e x a =

a x e = a.
Exemplo 4.2.1.

a) Sao monoides as seguintes estruturas algébricas:
(N, +),(Z,+) e (IR, +),
onde + representa a operacado soma usual de cada conjunto.
b) Sao também monoides,
(N,-), (Z,-) e (R,-),

onde - representa a operacao multiplicacdo usual de cada con-

junto.

c) Seja M,(Z) o conjunto das matrizes quadradas de ordem 2 com en-
tradas em Z. A estrutura (M,(Z),-), onde - representa a

multiplicacdo de matrizes, € um monoide. O elemento neutro
0

0 1

€ a matriz identidade:

d) Seja A = {a € N | a & impar}. Consideremos + e - as operacdes

usuais de soma e produto, respectivamente, em N. Entao:

- O sistema (A, +) ndo é uma estrutura algébrica. Observe que
a operacao soma nao é fechada, por exemplo, 1+3 = 4, isto

€, somamos dois impares e o resultado ndao & um impar.

- O sistema (A, ) € um mondide. Lembremos que o elemento

neutro da multiplicacéo é 1.

e) Consideremos o conjunto A = {a € N* | a é par} e a operacdo
soma usual em N. A estrutura (A, +) & um semigrupo (e nao é

um monodide: veja que 0 ¢ A).

Estudamos a seguir semigrupos e monoides cuja operacao binaria

interna € comutativa.
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Definic 80 4.2.4. Seja (A, *) um semigrupo (ou um monoide). Dizemos
que (A, x) € um semigrupo (ou monoide) comutativo ou abeliano se a
operacao x satisfaz a propriedade comutativa, isto &, para quaisquer
a,b € Atemos:

a*xb=>bxa.

Exemplo 4.2.2. Estudamos, quanto a propriedade comutativa, 0s sis-

temas apresentados no Exemplo 4.2.1.
a) Sao abelianos os monoides:
(N,+),(Z,+) e (R,+),
onde + representa a operacao soma usual de cada conjunto.
b) Sao também monoides abelianos:
(N,-),(Z,-) e (R,-),
onde - representa a operacao produto usual de cada conjunto.

c) A estrutura (M(Z),-), onde - representa a multiplicagdo usual de

matrizes, € um mondide ndao comutativo. Por exemplo, sejam as

matrizes:
1 2 0 1
3 4 11
2 3 3 4
Temos que P - Q) = eqQ-P=
4 7 4 6

d) Sejam A = {a € N | a € impar} e - o produto usual em N. Entéo,

(A, -) € um monodide abeliano.

e) Sejam A = {a € N* | a é par} e a adicdo usual em N. Entédo (A, +)

€ um semigrupo abeliano.

Conhecidos os mondides e 0s semigrupos, apresentamos na proxima
secao alguns conceitos e resultados basicos de uma extensa teoria

estudada em Algebra, os grupos.
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4.3 Grupos e Subgrupos

Os Grupos sdo estruturas algébricas de destaque no estudo de Algebra.
No contexto deste livro, nos restringimos aos conceitos e fatos basicos
gue envolvem estas estruturas, e servem de base para as aplicacoes

em sua area de estudo.

Definic &0 4.3.1. Seja (A, *) um monoide. Dizemos que (A,x*) & um
grupo quando existe o elemento simétrico com respeito a operacao x.
Em outras palavras, uma estrutura algébrica (A, x) & um grupo quando

satisfaz as seguintes propriedades:
i) Paratodo a,b,c € A,temos ax (b*c) = (axb)xc;
i) Existe e € A tal que para qualquer a € A, temos axe = exa = a; €,

i) Para todo a € A, existe o elemento inverso (ou simétrico) a=! € A

talqueaxat=axa !l =e.

Quando, além destas propriedades, * € uma operacdo comutativa,

chamamos (A, x) de grupo abeliano.
Exemplo 4.3.1.

a) (N,+) e (N,-), com + e - as operagdes usuais de soma e produto,
sdo monoides que nao sao grupos. Observe que tais estruturas
nao admitem o elemento inverso (nem quando consideramos a

soma, tampouco quando tomamos o produto).

b) (Z,+), sendo 4+ a soma usual, € um grupo, pois ja vimos que para
todo = € Z existe o simétrico (inverso da soma) —z € Z; além
disso, por satisfazer a propriedade comutativa, (Z, +) € um grupo
abeliano. Porém, o mondide (Z, -), sendo - o produto usual, ndo

€ um grupo, por nao admitir o inverso em relacédo ao produto.

c) (IR,+), com a soma usual, € um grupo abeliano, pois para cada
x € IR, existe o0 inverso relativo a soma, —z € IR, e a adicao é

comutativa. Além disso, se tomarmos o conjunto dos nimeros
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reais sem o zero, também existe o inverso multiplicativo 2=* = %

donde temos que (IR, -) € um grupo abeliano.

d) Sejam > 1 e consideremos Z,, = {[0], [1],[2],...,[m — 1]}. Em Z,,,

definimos a operacao soma por:
[a] + 6] = [a +b], V[a],[b] € Zn.

Vejamos, para o caso particular Z3, a tabua da soma.

+ [ 0] | 1] | [2]
o] | [0] | [1 | 2]
(]| [ 2] | [0]
2] | 21 [0] | [1]

A operacao soma em Zs possui as propriedades associativa, co-
mutativa, [0] & o elemento neutro, e para [a] € Z,,, Sempre existe
o inverso aditivo [b] € Z,, tal que [a] + [b] = [0]. Por exemplo, em
Z3 temos que [1] e [2] s&o inversos aditivos (veja tabua acima).
Assim:

O sistema (Z,,,+) € um grupo abeliano, o qual chamamos de

grupo aditivo das classes de restos modulo m.
e) Seja agora Z,,, m > 1, munido da operacao produto - definida por:
[a] - [b] = [a - 0].

Em geral, (Z,,,-) ndo é um grupo, pois ndo é possivel garantir a
existéncia do elemento inverso para qualquer Z,,, m > 1. Por
exemplo, na tAbua multiplicativa de Z4, o elemento [2] ndo possui

seu inverso:

Temos que (Z,,,-) € um grupo se, e somente se, m (m > 1)

€ um primo. Assim, no caso m > 1 primo, (Z,,,-) € um grupo



121

(abeliano), o qual chamamos grupo multiplicativo das classes de

resto modulo m.

f) (My(Z),+), sendo + a soma usual de matrizes, & um grupo abeliano.
Porém, o monoide (M(Z), -), onde - representa a multiplicacéo

usual de matrizes, ndo € um grupo pois nem toda matriz em

2
M, (Z) admite inversa, por exemplo, N = nao é in-
2 4

vertivel (observe que det N = 0).

g) Sejam um conjunto A e S, 0 conjunto de todas as bijecdes de A,
f: A— A (permutacdes de A, conforme vimos na Unidade 3).
Consideremos o a operacao composicao de funcdes e o sistema

algébrico (S4,0). Temos:

A composicao preserva a bijecao (logo, € uma operacao fechada).

A composicdo € uma operacao associativa (como citamos na

unidade anterior).

A funcao identidade 7 : A — A € uma bijecao, e € o elemento

neutro de (Sy, o).

f~! existe e também é uma bijecdo; e mais, f~! &€ o elemento

simétrico em relacdo a composicao.

Assim, (S4,0) € um grupo, o qual chamamos Grupo das
Permutacdes em A. Observe que tal grupo nao é abeliano (pois

em geral a composicao nao é comutativa).

Apresentamos a seguir o primeiro fato basico relativo a teoria de

grupos: a unicidade do elemento neutro.

Teorema 4.3.2. Em qualquer grupo ou mondide (G,x*), o elemento

neutro e € G € Unico.

O
Temos também garantida a unicidade do elemento simétrico para cada

elemento de um grupo, isto é:
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Teorema 4.3.3. Para qualquer grupo (G, x), existe Gnico simétrico

x~1 € G para cada elemento de x € G. Além disso, vale que
(zH =2z

0
Quando temos um grupo (G, ), se x,y € Gentdo z =z -y € G € 0S
inversos, 7!, y~! e 7! também pertencem a G. A seguir, veremos

como tais inversos se relacionam.

Teorema 4.3.4. Sejam (G, x) um grupo e z,y € G. Entdo:

(z-y) =yt

0
Vimos no Exemplo 4.1.4 que o sistema (Z, +), o qual € um grupo, pos-
sui a propriedade do cancelamento. Neste caso, como (Z,+) & um
grupo abeliano, isto &, comutativo, &€ imediato pensar na lei de can-
celamento, sem se preocupar com a ordem, a direita ou a esquerda.
Porém, veremos a seguir que o cancelamento (a direita e a esquerda)

€ uma propriedade comum a qualquer grupo.

Teorema 4.3.5. Todo grupo (G, *) satisfaz as leis do cancelamento a

direita e a esquerda.

O
A seguir enunciamos o teorema que garante a solucdo de equacoes

lineares em um grupo.
Teorema 4.3.6. Sejam (G, ) um grupo e a,b € GG. Entdo, as equacodes
axrxr=0b € xxa=2>b
possuem solugdes Unicas em G.
0

Exemplo 4.3.2. Consideremos o grupo (Z,+). A equacdo 3 + = =
15 possui Unica solugao em Z: Somando a ambos os membros da
equacéo o simétrico de 3, obtemos (—3) + 3 + = = (—3) + 15, donde

x=15-—3,isto &, x = 12 € Z € a Unica solucéo da equacgao.
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Quando (G, x) € um grupo onde G € um conjunto finito com n ele-
mentos, dizemos que o grupo (G, ) tem ordem n, o qual denotamos
por |G| = n. Quando G € infinito, dizemos que o grupo é de ordem

infinita.
Finalizando esta secdo, apresentamos conceitos e fatos basicos
sobre 0s subgrupos.

Definic &o 4.3.7. Sejam (G, x) um grupo e A C G. Dizemos que (A, x)

€ um subgrupo de (G, %) se (A, x) &€ um grupo.

Observac &0 4.3.1. Quando nos referimos ao subgrupo (A, %), temos

que a operacao x é restrita a (A, x).

Todo grupo (G, *) admite ao menos dois subgrupos, o qual chamamos

de subgrupos triviais, a saber:
- 0 proprio (G, *) e,
- 0 conjunto costituido apenas pelo elemento neutro e € G: (e, x).

Chamamos os subgrupos triviais de um grupo (G, *) de subgrupos
improprios. Quaisquer outros subgrupos diferentes dos triviais chamamos
subgrupos proprios de (G, ).

A seguir apresentamos um resultado que nos da uma condicao necessaria
e suficiente para um sistema algébrico ser subgrupo de um grupo
dado.

Proposi¢c &0 4.3.8. Seja (G, x) um grupo, para que (A, x), A C G, seja

um subgrupo de G € necessario e suficiente que
Vabe A= axb € A,

onde b’ é o simétrico (ou inverso) de b.

Exemplo 4.3.3.
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a) (Z,+) é subgrupo de (RR,+), pois dados a,b € Z, e —b € Z 0

simétrico de b, temos que:
a+(=b)=a—-beZ.
b) (IR ,-) &um subgrupo de (IR",-), pois dados a,b € IR’ , temos que

1 € IR, e, além disso:

1
a'gelRi.

c) Seja A = {[0],[2], [4], [6]} um subconjunto de Zg. Temos que (A, +)
€ um subgrupo de (Zs, +). Veja tdbua de (A, +) a seguir:

+ [ 0] [2]] [4] | [6]
0] | [0} | [2] | [4] | [6]
21| [2) | [4] | [6] | [O] |
[4] | [4) | [6] | [o] | [2]
[6] | [6] | [0] | [2] | [4]

O teorema abaixo nos determina todos os subgrupos de (Z, +).

Teorema 4.3.9. Os Unicos subgrupos de (Z, +) séo os grupos (nZ, +),

onden e NenZ ={nz |z € Z}.

O
Finalizamos esta secao com um resultado sobre a ordem de subgru-

pos de grupos finitos, conhecido como Teorema de Lagrange.

Teorema 4.3.10. A ordem de um subgrupo de um grupo finito divide

a ordem do grupo.

Exemplo 4.3.4.

a) Consideremos o grupo (Zs,+). Pelo Teorema de Lagrange, os
possiveis subgrupos proprios de (Zg, +) sdo aqueles de ordem

2ed4.
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b) Seja (G, *) com |G| = 16. Entdo, este grupo ndo possui subgrupos

de ordem 7, pois 7 ndo divide 16.

Note! O teorema de Lagrange € uma importante ferramenta na
determinacao de subgrupos, pois limita as possibilidades de subgru-
pos de um grupo finito apenas conhecendo-se a ordem do grupo.
Como vimos no exemplo acima, ao invés de buscarmos subgrupos
dentre os sistemas de ordem 2 a 7, nos limitamos apenas a aqueles
de ordem 2 e 4.

Cuidado! O Teorema de Lagrange nos afirma que somente encon-
traremos subgrupos de um grupo finito (G, %) dentre aqueles cuja or-
dem divide |G|, porém, isto nédo significa que todos os sistemas (A, *),

A C G com m elementos tal que m divide |G|, sejam grupos.

4.4 Homomorfismos e Isomofismos

A partir de agora, tratamos de aplicacGes entre conjuntos que, mu-
nidos de uma determinada operacao, determinam grupos. Em par-
ticular, nos interessa as aplicacdes que preservam as operacdes dos
grupos. Isto é, dados (G, %) e (J, o) grupos, estudamos as aplicacdes

f:G— Jtais que
flaxb) = f(a)o f(b), Ya,beQG.

Iniciamos esta secao com a definicao e exemplos de homomorfismos
entre grupos. Em seguida, finalizando a unidade, apresentamos a
definicdo, exemplos e uma interessante propriedade satisfeita pelos

isomorfismos entre grupos.

Defini¢ &0 4.4.1. Sejam os grupos (G, x) e (J,0). Dizemos que uma
aplicacado f : G — J & um homomorfismo de G em J quando para

todo x,y € G, temos:

f(xxy) = f(x) o f(y)-
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Definic 80 4.4.2. Sejam os grupos (G,x*) e (J,o) e, f : G — J um

homomorfismo de G em J.
e Se f for injetora, chamamos f de monomorfismo.
e Quando G = J, chamamos f de endomorfismo.
Exemplo 4.4.1.

a) Seja f : Z — 7Z dada por f(z) = 0. Tal fungdo & um homomorfismo

do grupo (Z, +) nele mesmo, isto é, f € um endomorfismo. Veja:
fla+y)=0=0+0 = f(z)+ f(y).

b) Seja f: R} — IR dada por f(x) = Inz. Afuncdo f &€ um homomor-
fismo de (R},-) — (IR,+), e como f € injetora, temos que f &

um monomorfismo. Veja:
- Paratodo z,y € IR’ , temos:
fla-y)=In(z-y) =Inz+Iny = f(x) + f(y).

Logo, f € um homomorfismo.

- Se f(z) = f(y) entdo Inz = Iny, donde eN* = el Logo,

x = y. Assim, temos que f € injetora.

c) Afuncéo f : Z — nZ (n € N*) dada por f(z) = nx € um monomor-

fismo de (Z,+) em (nZ, +). Veja:
- Para todo z,y € Z, temos:
fle+y)=nlz+y) =nz+ny=f(z)+ f(y).

Logo, f € um homomorfismo.

- Além disso,

r#y — nx#ny = f(z) # fy).

Logo, f € injetora.
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Apresentamos abaixo algumas propriedades dos homomorfismos.

Proposic o0 4.4.3. Sejam os grupos (G,x*) e (J,0),e f: G — J um

homomorfismo de G em J. Entao:

i) Se eq € 0 elemento neutro de G e e; representa o elemento neutro

de J, entao:

fleg) = ey.

i) Se (H,x) & um subgrupo de G entéo (f(H),o) € um subgrupo de
J.

O
Finalizamos esta secao apresentado a definicao, exemplos e
propriedades de uma importante classe de homomorfismos: os iso-

morfismos.

Defini¢c &0 4.4.4. Sejam os grupos (G, x) e (J,0). Dizemos que uma

aplicacdo f : G — J, de G em J, € um isomorfismo quando:

i) f & um homomorfismo e,

ii) f é bijetora.

Observag 80 4.4.1. Quando na definicdo acima temos G = J,
dizemos que f é automorfismo.

Note! Os resultados vistos para homomorfismos sao validos para
iIsomorfismos.
Identificamos a seguir quais dos homomorfismos do Exemplo 4.4.1

sao isomorfismos.
Exemplo 4.4.2.

a) O homomorfismo f : Z — Z, tal que f(x) = 0, ndo & um isomor-
fismo de (Z,+) nele mesmo. Observe que f ndo € bijetora, pois

nao € injetora:

- Observe que f(x) = f(y) = 0 para quaisquer z,y € Z com
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b) O monomorfismo f : IR} — IR dado por f(x) = Inz & um isomor-

fismo de (IR’ ,-) — (IR,+). Vejamos que f & sobrejetora:

- Sejay € IR, temos que e¥ € IR" e f(e¥) = In(e¥) = y. Portanto,

para cada y € IR, existe = = e? tal que f(z) = v.

Assim, como ja sabemos que f € injetora, temos que f € bijetora

e, portanto, um isomorfismo.

c) Paran € N, o homomorfismo f : Z — nZ dado por f(x) = nx € um
isomorfismo de (Z,+) em (Z,,+). Vimos anteriormente que f &

injetora. Resta-nos mostrar que f é sobrejetora:

- Seja y € nZ, entdo existe x € Z tal que y = nz = f(x). Logo, f

é sobrejetora.

No resultado abaixo, apresentamos como sao as tabuas de grupos

isomorfos aos grupos de ordem 2, 3 e 4.

Teorema 4.4.5. i) Seja (G, %), G = {e, a}, um grupo cuja tabua é dada

por:
* e |l a
e|le|a
a|aj|e

Todo grupo de ordem 2 é isomorfo a (G, ).

i) Seja (G, x*), G ={e,a,b}, um grupo cuja tabua é dada por:

Todo grupo de ordem 3 é isomorfo a (G, *).

i) Seja (G,*), G = {e,a,b,c}, um grupo que atende a uma das

seguintes tabuas:
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alalblcle| OU |a|lale|lc|b

Todo grupo de ordem 4 é isomorfo a (G, ).

0

Note! O teorema acima nos da uma maneira de identificar grupos

isomorfos a grupos de ordem 2, 3, 4 através das tabuas das operacoes
do sistema algébrico em questao.

Para qualquer grupo (G, x), € sempre possivel obter um grupo for-

mado por bijecoes e munido da operacdo de composicéo que, do

ponto de vista algébrico, comporta-se como (G, %) . Este interessante

resultado, conhecido como Teorema de Cayley, € enunciado a seguir.

Teorema 4.4.6. Todo grupo € isomorfo a um grupo de permutacao.

A seguir, um exemplo sobre o Teorema de Cayley.

Exemplo 4.4.3. O grupo multiplicativo (G, -), G = {1, —1}, é isomorfo

ao grupo das permutacdes (Ss, +), onde

1 2 1 2
1 2 2 1

1 | -1 e|f
1 1 |-1| e |elelf
—1|-1] 1 flfle

Setomamos e =1 e f = —1, temos uma mesma tabua.
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4.5 Exercicios

1. Sejam A = {a,b,c} e x: Ax A — A uma operagao interna em A

dada pela tabua

clalalb

Verifique se x satisfaz as propriedades: fechada, associativa, co-

mutativa, existéncia do elemento neutro e do elemento simétrico.

2. Seja x uma operacao binaria no conjunto dado. Verifiqgue quais
das seguintes operacdes atendem as propriedades: fechada,
associativa, comutativa, existéncia do elemento neutro e do ele-

mento simétrico.
a) EmZ, x xy =2z + 3y + 1.
b) EmMN, z xy = 2* + ¢2

C) Em@,x*y:”’%y.
1
T4y

d EmR*, zxy=

3. Justifique por que (Z,—), onde — denota a subtracdo usual de

inteiros, ndo € um semigrupo.
4. Seja A # (). Verifique se sao grupos os seguintes sistemas

a) (P(A),N).
b) (P(A),V).

5. Seja ¥ um alfabeto e considere o sistema (X*, conc), onde a

operagao conc representa a concatenacao
conc: X x X — X,

Identifigue em quais dos seguintes casos temos monoides ou

semigrupos e, quais deles sao abelianos.
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a) ¥ € um conjunto vazio;
b) X & um conjunto unitario;
c) X étal que |X| > 2.
6. Identifique dentre os sistemas abaixo, quais sdo mondides, semi-
grupos, grupos ou nenhum deles.
a) (N,x),onde z*xy =2z +y.
b) (Z,*),onde z xy = (x — y)>.
c) (A,-),onde A={1,-1,i,—i} e - representa o produto usual.
d) (IR,x*),onde x xy = mazx{z,y}.
e) (IR*,|), onde | representa a diviséo usual.
f) (My(Z),+), sendo + a soma usual.
9) (Ms(Z),-), sendo - a multiplicacao usual.
h) (Ps(R),+), sendo + a soma usual em P,
conjunto dos polindbmios de grau < 5.

7. Determine todos os subgrupos de (Zg, +).

8. Verifique se as aplicacbes f : G — J dadas abaixo sdo homo-

morfismos entre 0s grupos (G, x) e (J,¢) citados.

f:G—J (G, %) | (J,©)
a) | [ Z—1Z; fx)=1 (Z,+) | (Z,+)
b) | f:Z—Z; f(z) =22 (Z,+) | (Z,+)
©) | [:R— R f(x) = |z] (R, +) | (R, +)
d | f: R — R f(z) = |z] (R*,-) | (IR*,)
e) | f:Z—7ZxZ; flx)=(0,2) | (Z,+) | (ZxZ,+)
| f:Z— R, flz) =3 (Z,+) | (7},

9. Identifique entre os homomorfismos do exercicio anterior, quais

sao isomorfismos.



132

10.

11.

12.

13.

Mostre que a aplicacéo f : My(Z) — M,(Z) dada por

a b a c
c d b d
€ um isomorfismo de (My(Z), +) em (M (Z), +).

Considere o subconjunto de M,(Z) dado por:

- frewma- (1)
ML(Z) = { Ae My(Z); A = .
0 1

a) Mostre que (M{(Z),-), onde - representa a multiplicagdo usual

de matrizes, &€ um grupo.

b) Mostre que a fungdo f : M!(Z) — Z, dada por

é um isomorfismo de (MI(Z,-) em (Z,+).

Seja G = {e,a,b,c}. Sabendo que a aplicagéo f : Z, — G

definida por

€ um isomorfismo de (Z4,+) no grupo (G, ), construa a tabua
de (G, *).

Mostre que qualquer grupo de ordem 2 & abeliano, contruindo a
tabela de ({¢,a}, *). Analogamente, mostre que qualquer grupo

de ordem 3, ({e, a, b}, *), € também abeliano.
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Unidade 5

Algebra de Boole e
Reticulados

Esta unidade tem por meta introduzir os principais
conceitos e propriedades sobre Algebra Booleana, a
qual possui muitas aplicacdes nas engenharias e
ciéncias.

Fazendo uso das propriedades de algebra de boole,
exemplificamos a simplificacdo de circuitos de
interruptores. Apresentamos ainda isomorfismos de
algebras booleanas e, por fim, fazemos um breve
estudo sobre os reticulados.
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5. Algebra de Boole e

Reticulados

Estudamos nesta unidade um tipo especial de sistema algébrico, for-
mado por um conjunto munido de trés operacdes basicas que satis-
fazem certas propriedades, a Algebra de Boole. Tal Algebra é vasta-
mente aplicada nas diversas areas das engenharias e ciéncias; um
exemplo disto € a teoria de interruptores e de circuitos l6gicos digitais.
Fazemos aqui um breve comentario sobre 0s circuitos de interruptores
e exemplificamos o uso desta algebra na simplificacdo de alguns cir-
cuitos. Apresentamos também os reticulados e sua relacdo com a

Algebra Booleana.

5.1 Algebra Booleana

Na unidade anterior estudamos alguns tipos de sistemas algébricos,
com apenas um operacao binaria interna e, que receberam denominacao
particular segundo as propriedades satisfeitas pelo operador: semi-
grupo, monodide, grupo, subgrupos. Nesta secao estudamos sistemas
algébricos com duas operacdes binarias e uma unaria que satisfazem
determinadas propriedades, os quais denominamos Algebras de Boole.

Apresentamos conceitos e propriedades relacionadas a esta Algebra.

Definic &0 5.1.1. Chamamos Algebra de Boole a todo sistema algébrico
(B, +, ) que satisfaz, para todo «a,b,c € B, 0S seguintes axiomas (co-

nhecidos como Postulados de Huntington):
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(Al) Fechado para + , isto é,

(A2)

(A3)

(A4)

(A5)

(A6)

(A7)

(A8)

(A9)

a+be B.

Fechado para - , isto é,

a-be B.

Comutatividade para + , isto é,

a+b=>b+a.
Comutatividade para - , isto €,
a-b=">0-a.

Distributividade para + , isto &,

a+t(b-c)=(a+b)-(a+c)

Distributividade para - , isto é,
a-(b+c)=(a-b)+ (a-c).
Elemento neutro para + , isto €,

J0 € Btalque paracadaa € B,a+0=04a = a.

Elemento neutro para - , isto €,
Jd1e Btalque paracadaa € B,a-1=1-a=a.
Complemento para + , isto é,

Paracadaa € B, Jatalquea+a=1

(A10) Complemento para - , isto €,

Paracada a € B, Jatalquea-a =0
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Chamamos o elemento @ de complemento de «, e denotamos a Algebra

de Boole pela séxtupla ordenada (B, +, -, 0, 1).

Quando na definicao acima temos que 0s elementos neutros sao
iguais, isto &, 0 = 1, dizemos que a Algebra de Boole & degenerada.
No contexto deste livro, consideramos apenas as algebras booleanas

nao-degeneradas, ou seja, aquelas em que 0 # 1.
Exemplo 5.1.1.

a) B ={0, 1}, cujas operacdes + e - sdo definidas pelas tabuas:

+ 1011 011
0100 € 0(0]1]|e
1101 111]1

& uma Algebra de Boole. Tal estrutura, conhecida como Algebra
dos Interruptores ou da Comutacao, € muito usada em projetos
de circuitos de interruptores ou de comutacao que constituem

um sistemal digital.

b) (Zs,+,-[0],[1]) ndo & uma Algebra de Boole. Observemos as

tdbuas da soma e da multiplicacéo:

+ [ 0] 1] [2] o] | 00| [2]
O | o I Rr ol (o] | (o] | o]
[ | [ ) 2] ] [0] [Aj || 1|2
2] 21| (0] | [1] 2] [o] | 2] | [1]

E consideremos a tabua de complementacao dada por:
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G|
1]] 0
2] 2

c) Seja A um conjunto qualquer. (P(A),U,N,; 0, A), onde representa
a complementacdo de conjuntos, € uma Algebra Booleana. Ob-
serve que pelas propriedades das operacdes unidao, intersecao
e complementacao de conjuntos, estudados na Unidade 1, obte-

mos os axiomas (A1)-(A10).

d) B = {0,a,b,1} determina uma Algebra Booleana com as operacdes

definidas pelas tabuas:

+(0|a|d|1 Ola|b]1l x|z
0]0fal|b]|1l 0(0]0]0|0 011
ala|a|l|l] al0|la|0]a e a|b
blb|1|b|1 b10|0|b]|b b|a
11111 110jalb]|1l 110

e) Seja o conjunto B = {0,1,2,3}. Denotamos a; 0 elemento a € B
escrito na base dois. Lembremos que para escrevermos um
namero n na base dois dividimos n por 2, determinamos o quo-
ciente ¢ e o resto r desta divisdo e, escrevemos entao n = qr.
Consideremos o conjunto B, formado pelos elementos a, tais
que a € B, isto &, B = {00,01, 10, 11}. Temos que (Bs, +,-,00,11)
é uma Algebra de Boole, onde as tabuas das operacdes + e -
sao semelhantes as tabuas de soma e produto do exemplo ime-

diatamente acima, fazendo 0 = 00, a = 01, b = 10, 1 = 11.

Definimos dualidade em uma Algebra booleana como segue.
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Definic &0 5.1.2. Em Algebra de Boole, o dual de uma expressio é
outra expressao obtida a partir da primeira quando trocamos + por - e

0 por 1.

Note! A definicdo de uma Algebra de Boole é simétrica quanto as
operacoes + e -, portanto, podemos trocar tanto os operadores quanto

os elementos neutros 0 e 1. Assim:

Teorema 5.1.3 (Principio da Dualidade.). Todo resultado dedutivel dos
axiomas de uma Algebra de Boole permanece valido quando trocamos
+ por - e 0 por 1, e vice-versa.

Exemplo 5.1.2.

a) Seja a expressao

a-b+a-b-c+b-c

Obtemos o dual desta expressao ao mudarmos + por - e, vice-versa.

Assim,

(a+b)-(a+b+c) - (b+0),
€ o dual da afirmacao dada.

b) Consideremos a equacao

(@+0)-(b+b) =a.

Para obtermos o dual desta expressao, trocamos as operacdes + por

- e vice-versa e, 0 por 1. Assim, obtemos
(a-1)+ (b-b) = a,
o dual da afirmacao dada.
Listamos a seguir algumas propriedadades das algebras booleanas.
Proposi¢c &0 5.1.4. Seja (B, +,+,,0,1) uma Algebra de Boole. Ent3o,

i) (Unicidade dos elementos neutros) Oselementos0 € Bel e B

sdo (nicos.
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I) (Idempot éncia) Para todo elemento a € B, temos:

a+a=a € a-a=a.
iii) (Identidade) Para todo elemento a € B, temos:

a+1=1e a-0=0.
iv) (Complemento dos elementos neutros) 0O=1e1=0.
V) (Absor¢ &0) Paratodo a,b € B, temos:

a+(a-b)=a € a-(a+b) =a.

vi) (Unicidade do complementar) O complementar de qualquer ele-
mento x € B é Unico, isto é,sea+b=1ea-b= 0 para algum

b€ B, entao b = a.
vii) (Involu¢ ao) Para todo a € B, temos a = a.
viii) (Associatividade) Paratodo a,b,c, € B, temos:
a+(b+c)=(a+b)+c e a-(b-¢)=(a-b)-c.

ix) (Lei de DeMorgan) Paratodo a,b € A, temos:

(a+b)=a-b e a-b=a-+b.

O
Usando as propriedades acima, podemos mostrar a validade das

seguintes igualdades.

Exemplo 5.1.3. Seja (B, +,,,0,1)uma Algebra Booleana. Para quais-
quer a,b,c € B, temos:
a)a+(a-b)=a+b e a-(a+b)=a-b
Verifica¢ &o.
a+(a-b) = (a+a) (a+0)
= 1-(a+Db)
= a+b.
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b) a-b+a-b=a

Verificag &o.

a-b+a-b = a-(b+0b)

= a-1
= a.
O
c)a-b+a-c+b-c=a-b+a-c
Verifica¢ ao.
a-b+a-c+b-c = a-b+a-c+b-c-(a+a)
= a-b+a-c+b-c-a+b-c-a
= a-b-(1+c)+a-c-(1+b)
= a-b+a-c
O
d) (a+b)-(a+c)=a-c+ab
Verifica¢ ao.
(a+b)-(a4+c) = a-a+a-c+a-b+b-c
= a-c+a-b+b-c
= a-c+a-b+b-c-(a+a)
= a-c+a-b+a-b-c+a-b-c
= a-b-(1+c)+a-c-(b+1)
= a-b+a-c
O

Os resultados anteriores nos serve de ferramenta na simplificacao
de expressoes booleanas e circuitos de interruptores. Trataremos

brevemente sobre os circuitos de interruptores.

Defini¢c ao 5.1.5. Chamamos interruptor ao dispositivo ligado a um
ponto de um circuito elétrico, que pode assumir um dos seguintes es-

tados: aberto (0) ou fechado (1).
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Seja B o conjunto de todos os interruptores. As operacoes + e
- representam, respectivamente, interruptores ligados em paralelo e,
interruptores ligados em série, como representados pela figuras 5.1 e

5.2.

a+b

Figura 5.1: Circuitos em Paralelo

a——— b ——
Figura 5.2: Circuitos em Série
Abaixo, damos exemplos da simplificacao de circuitos através da
Algebra de Boole.

Exemplo 5.1.4.

a) Consideremos o circuito da figura 5.3. Usando as propriedades de

Algebra de Boole para simplificar o circuito em questao, obte-

mos:
[(a+b)+(c+b)] - (@a-b+c) = [a+ec+(b+b)]-(a-b+c)
= (a+c+1)-(a-b+c)
= (a+1)-(a-b+c)
= a-b+c

O circuito simplificado esta representado na figura 5.4.

b) Consideremos o circuito da figura 5.5. Simplificando o circuito em

questdo usando as propriedades de Algebra de Boole, obtemos:
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Ol
o

ol

Figura 5.3: Circuito a)

a b

C

Figura 5.4: Circuito Resultante de a)

— b— ¢ — ~a— b—

Ol

a b
Figura 5.5: Circuito b)

(a+(b-e)(c+a-b)+a-b-¢c = a-c+a(@-b)+b-c-¢
a-b-c

j=pll

+b-c-a-b+
a-b-¢
-b) - .

- C.

)]
+

QI

= (a+
(a+

S
~~

O circuito resultante esta representado na figura 5.6.

c) Consideremos o circuito da figura 5.7. Simplificaremos o circuito

em questdo usando as propriedades de Algebra de Boole. Temos:
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ol

ol

Figura 5.6: Circuito Resultante de b)

b Cc

Figura 5.7: Circuito c)

a-b+ct+b-c = a-b+c-(1+b)
= a-b+ec

O circuito simplificado esta representado na figura 5.8.

a b

C

Figura 5.8: Circuito Resultante de c)

d) Consideremos o circuito da figura 5.9. Usando as propriedades de

Algebra de Boole, obtemos:
a-b+a-b+a-b = (a+a)-b+a-b
= b+b-a
= a-+b.

O circuito resultante esta representado na figura 5.10.
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a b —
a b
a —p —

Figura 5.9: Circuito d)

|y —

Figura 5.10: Circuito Resultante de d)

Finalizamos esta secao com o seguinte comentario sobre os cir-

cuitos digitais.

Observag ao 5.1.1. Circuitos digitais também sao modelados em ter-
mos de uma Algebra Booleana cujo conjunto possui dois elementos:
verdadeiro e falso. Basicamente, um circuito digital & escrito por dois
tipos de portas £ e OU e um inversor, chamado usualmente de porta
NAO. A Algebra de Boole que representa um circuito digital € dada

por (B, +,-,,0,1), onde
+ representa OU,

- representa E;
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~ representa o inversor,
1 representa verdadeiro; e,

0 falso.

5.2 Isomorfismos de Algebras Booleanas

Na unidade anterior apresentamos o isomorfismo de grupos e, Vi-
mos que um isomorfismo é uma bijecao, entre os conjuntos relaciona-
dos aos grupos, que preserva a operacao hinaria interna de cada
grupo. Para definirmos isomorfismos entre algebras booleanas, de-
vemos primeiramente lembrar que em uma Algebra de Boole estdo

definidas duas operagdes binarias e uma operagcao unaria. Logo:

Definic &0 5.2.1. Sejam (B, +,-,50,1) e (A, A,e/,@,¢) duas algebras
de boole. Dizemos que uma aplicagdo f : B — A &€ um isomorfismo

de (B,+,-,50,1)em (4,7, e/ 0, ¢) Se:
i) f &uma bijecdo de B em 4;

i) f(z+y)=f(2)A[fy)

iii) f(z-y)=f(z)e f(y);

v) f(z) = (f(z))"

Exemplo5.2.1. Sejam B = {0,a,b,1} € a Algebra Booleana (B,+,-,50,1),
cujas operacbes +, - e ~sao definidas pelas tabuas a seguir (e ja

citadas no Exemplo 5.1.1).

+10lal|b]|1l

S
IS
S
—_
—_
S
) ) ) ) )
IS
= = ) ) =
S
@D
S
=
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Consideremos A = {1,2} e o conjunto das partes de A, isto &, A =
{0, {1}, {2}, {1,2}}.

As algebras de Boole (B,+,-,,0,1) e (P(A4),U,n,,0, A), onde ’
representa o complementar do conjunto, sao isomorfas. Basta ver

que a aplicacdo f : B — P(A), definida por:

f0) =0
fla) = {1}
f) = {2}
f) = A

€@ um isomorfismo.

- A bijecao é imediata pela definicao de f.

- As demais propriedades, a saber:

flaty) = f(@)Ufly) e flzy)=[f)nfly) e [f(@)=(f(z))

podem ser observadas pela verificacao de todos 0s casos possiveis.

Veja as trés seguintes tabelas.

vy |lzt+y| flet+y) | flx)| fy)| @)U fly)
0 0 0 0 0 0
Ola| a {1} 0 | {1} {1}
olo| b 2 0 | {2} 2}
0|1 1 A D | A A
alal a {1y | {1 | {1} {1t} |
alb| 1 A | {1} ] @ A
all] 1 A {13 | 4 A
blb| b {2} | {2} | {2} {2}
b1 1 A (21 ] 4 A
1]1] 1 A A | A A
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zlylz-y|fl@y)| fl@)] fly)| fl@)0fly)
0 0 0 0 0 0
Olal| O 0 0 | {1} 0
0|b| O 0 0 | {2} 0
O[1] 0 0 0 A 0
ala| a {1} | {1} | {1} {1} )
alb| 0 0| {1y | {2) ]
a|ll| a {1y | {1}y | 4 {1}
blb| b {2} | {2} | {2} {2}
bl1] b | {2y | {22 A (2}
1]1] 1 A A | A A

alb| {20 | {1} | {2}
blal {1} | {2} | {1}
10| 0 A 0

Finalizamos esta secao com um interessante resultado, o qual nos
diz que qualquer Algebra de Boole finita pode ser identificada com

uma Algebra Booleana de um conjunto de partes.

Teorema 5.2.2. Seja (B,+,-,,0,1) um Algebra Booleana com n ele-

mentos. Entao, existe m € N tal que
i) n=2"e,

i) (B,+,-,,0,1) é&isomorfaa P({1,2,...,m}).

5.3 Reticulados

Na Unidade 2 estudamos, dentre outros tipos de relagcao, as relacoes
de ordem parcial, isto &, as endorrelacdes que sao reflexivas, anti-

simétricas e transitivas. Aqui, apresentamos um tipo especial de relacao
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de ordem, os reticulados. E veremos uma interessante relagéo entre

reticulados e Algebras de Boole.

Defini¢ &0 5.3.1. Seja i uma relagdo de ordem parcial em um con-
junto A. Dizemos que R € um reticulado se qualquer par de elementos

de A possui um infimo e um supremo em A.

Dado um par a,b € A, denotamos o infimo de {a,b} por a A b e
o supremo de {a,b} por a V b. Os operadores A e V, chamamos,
respectivamente, de conjuncao e uniao.

Note! As operacOs V e A s&o comutativas, pela definicao.
Exemplo 5.3.1.
A) Seja A =1{1,2,3,4,5}. Temos:

- Arelagcdo < em A é um reticulado.

- Arelacao C no conjunto das partes de A € um reticulado, onde
A e V indicam, respectivamente, intersecao e uniao de con-

juntos.

b) Seja D¢ 0 conjunto dos divisores de 6, isto &, Dg = {1,2,3,6}. A

relacdo de divisibilidade | definida por
x|y se, e somente se, z divide y,

€ um reticulado, onde A e V indicam, respectivamente, mmc

(menor maltiplo comum) e mdc (maximo divisor comum).

c) De forma geral, se D,, denota o conjunto dos divisores de n € N*
entdo a relacdo de divisibilidade, tal como definida acima, & um

reticulado.

Apresentamos a seguir alguns tipos de reticulados. A partir daqui,

denotamos um reticulado  em A por (A4, R).

Defini¢c 80 5.3.2. Seja (A, R) um reticulado.
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e Chamamos (A, R) de reticulado distributivo se as operacdes uniao
e conjuncao sao distributivas, isto &, para quaisquer a,b,c € A,

temos:

aN(bVe)=(anb)V(anc) e aV(bAc)=(aVD) A(aVec).

e Chamamos (A, R), com 0 e 1, de reticulado complementado se

todo elemento de A possui um complemento, isto €,

Vae A, dJa talque ava=1 e aNna=0.

Observe! Um reticulado distributivo e complementado (A, ), com
as operacoes V, A,”e com 0, seu elemento minimo e, 1 seu elemento

maximo, atende as seguintes propriedades:

i) As operagOes V e A sao fechadas e comutativas, por definicao, e

distributivas, por se tratar de um reticulado distributivo;

i) Possui os complementos para Vv e para A, por se tratar de um reti-

culado complementado; e,

i) TemosaV0 =aeaANl =1, paraqualquer a em A, pois 0 € 0

elemento minimo e 1 0 maximo de (A, R)

Note! As propriedades i) a iii) equivalem aos axiomas (Al) a (A10)

da definicdo de uma Algebra de Boole. Assim, mostramos que:

Teorema 5.3.3. Todo reticulado (A, i) distributivo e complementado é

uma Algebra de Boole.

]
Seja (B, +,-,,0,1) uma Algebra Booleana. Definimos uma relacdo de

ordem parcial em B, por:
Va,be B, ab < a+b=0.

O resultado abaixo nos descreve os elementos maximo e minimo de

qualquer par a,b € B, onde (B, +,-,50,1) € uma Algebra Booleana.
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Teorema 5.3.4. Seja (B,+,-0,1) uma Algebra Booleana. Sejam
a,b € B, entdo a + b e a - b Sdo, respectivamente, o supremo e o

infimo de {a, b}.

Observe! Pelo teorema acima, podemos concluir que (B, +,-,50,1)
€ um reticulado.

Finalizamos esta Unidade enunciando este resultado.
Teorema 5.3.5. Toda Algebra de Boole (B, +,-,0, 1) & um reticulado.

0
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5.4 Exercicios

Para efeito de simplificacao da notacao, usamos nos exercicios abaixo

ab para representar a - b.
1. Simplifiqgue as expressoes, justificando cada passagem.

a) ab+ ab

b) abc + ac + ab

) (a+b)(a+b+c)

d) ab+ bc+ ac

e) a+ ab + abc + abc

f) (a + bc)(a + be)

9) (a+b)(b+eé)(c+d)(d+a)
h) abc + abc + abc + abe + abe

i) (ab) + (bc)

) a(ab+c)

2. Encontre o complemento da seguintes expressoes.

a) (a+b)+c+b

b) ab+ ab + ab

c) (abc)(a+b+¢)

d) ab(c+ éd) + b(a + acd)

3. Verifique as seguintes igualdades.

a) (abc)=a+b+e

b) (a+b+c)=abe

c) (a+b+c)la+b)=a+b

d) ab+ ab+ ac+ ac = ab + be + ca

e) (a+b+ab)(a+b)(ab) =0
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4. Usando as propriedades de Algebra de Boole, simplifique os

seguintes circuitos e desenhe o circuito resultante.

a) Ver circuito da figura 5.11.

a———b

a

Figura 5.11: Exercicio a)

b) Ver circuito da figura 5.12.

Ol

a

a b

Figura 5.12: Exercicio b)

c) Ver circuito da figura 5.13.

a

Ol

b a b

Ol

Figura 5.13: Exercicio c)

d) Ver circuito da figura 5.14.

e) Ver circuito da figura 5.15.
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E’iﬂ

9

Figura 5.14: Exercicio d)

a b C
a b c
a b G
a b +

Figura 5.15: Exercicio e)

5. Sejam (B, +-,50,1)uma Algebra Booleana e dois elementos quais-
quer a,b € B. Verifique que:
a)a+b=0 = a=0e b=0
b) ab=0 <= ab = a.
C) a+b=0>b <= ab=ua.
6. Verifique se sao reticulados as seguintes relacdes de ordem.
a) N*, com a relacdo de divisibilidade | e as operacdes a V b =
mmc(a, b) € a A b =mdc(a,b) .

b) A = {1,2,3,5,6,7} com a relacdo de divisibilidade | e as
operagdes a Vb =mmc(a,b) € a A b = mdc(a, b).
c) P(A), o conjunto das partes de um conjunto qualquer A, com

arelacao de inclusao usual C e, o supremo dado pela uniao

de conjuntos e o infimo pela intersecao.
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Unidade 6

Grafos

Nesta unidade, apresentamos nocdes de grafos e
exemplos de como esta teoria pode ser aplicada em
situagbes de nosso cotidiano. Alem disso,
estudamos alguns tipos e estruturas de

representacao.
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Para saber mais so-
bre grafos, acesse
AQUI.

6. Grafos

6.1 Introduc ao

Muitas situacOes praticas podem ser descritas através de um con-
junto de pontos, juntamente com linhas interligando pares destes pon-
tos. Por exemplo, em processos industriais, logistica, fluxo em redes,
genética, economia, jogos, etc. Mais especificamente, na fabricacao
de circuitos integrados temos o problema de encontrar esquemas de
ligacdo que evitem cruzamentos, o que é crucial para diminuir os cus-
tos de manufatura. A abstracdo matematica de tais problemas da
lugar ao conceito de GRAFO (nao confunda com grafico). A seguir

vamos formalizar tal conceito.

Definic &0 6.1.1. Um grafo G consiste de um conjunto finito de pontos
ou nos (denominados vértices), e alguns pares desses (ndao necessa-
riamente todos os pares) sao conectados por linhas que sdo denomi-

nadas arestas.
Observag 80 6.1.1. E importante destacar que:
e As arestas podem ser retas ou curvas;

e O conjunto de vértices de um grafo € normalmente designado
por V, e 0 conjunto das arestas por E. Portanto, um grafo G

pode ser visto como um par ordenado G = (V, E);

e Se um aresta conecta um vértice a ele mesmo, ela recebe o

nome de lacgo;
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e Se dois vértices sdo conectados por uma aresta, eles sao de-

nominados adjacentes

e O conjunto E pode ser visto como um subconjunto do conjunto
das partes de V, onde cada elemento de E & um subconjunto

de V contendo dois elementos.

Exemplo 6.1.1. A Federacao Nordestina de Futebol (FNF) resolveu
organizar um torneio envolvendo os estados do Piaui, Ceara e Maranhao.
Participam do torneio as equipes P1, P2, C1, C2, M1 e M2. Até agora

foram realizados os seguintes jogos:

e P1jogou com C1, C2, M2

P2 jogou com C1, M1, M2

C1 jogou com P1, P2

C2 jogou com P1, M1, M2

M1 jogou com P2, C2, M2

M2 jogou com P1, P2, C2, M1

Parece confuso ndo? um grafo representa bem esta situacao e pode
esclarecer quaisquer davidas sobre quem jogou e quem ainda nao se

enfrentou.

Figura 6.1: Jogos entre times do Piaui, Ceara e Maranhao

No Exemplo 6.1.1, temos V = {P1, P2,C1,C2, M1, M2} e o con-
junto de arestas E = {(P1,C1);(P1,C2);(P1,M2);(P2,C1);
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(P2, M1); (P2, M2);(C2, M1);(C2, M2);(M1,M2)}. No exemplo, ve-
mos que o0 conjunto dos vértices representa o conjunto dos times
envolvidos no torneio, enquanto o conjunto das arestas representa
0 conjunto dos jogos ja realizados. Em particular, o jogo (P1,C1)
coincide com o jogo (C1, P1) que, por esse motivo, ndo aparece no

conjunto das arestas. Doravante, usaremos a seguinte notacgao:

e A cardinalidade ou o nUmero de elementos do conjunto V' sera

simbolizada por |V| (também denominada ordem de G);

Na sequiéncia, apresentamos algumas definicdes que sao importantes

para a continuidade de nosso estudo.

Definic o 6.1.2. Se dois vértices sao ligados por uma aresta, eles

sao ditos adjacentes. A aresta € incidente aos vértices.

Defini¢ &0 6.1.3. Um vértice é dito isolado se ndo ha nenhuma aresta

incidindo sobre ele.

Na figura abaixo, v; € um vértice isolado.

()
(=)

Figura 6.2: v;, um vértice isolado

Em particular, o vértice v, esta desconectado dos vértices v, vs.
Neste caso, dizemos que o grafo da figura acima &€ um grafo

desconexo , com duas componentes conexas.

Definic &o 6.1.4. O grau de um vértice v, d(v) (do inglés degree), é o

namero de vezes que as arestas incidem sobre o vértice v.
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Exemplo 6.1.2. Na Figura 6.1, podemos observar o grau de cada
um dos vértices, contando a quantidade de jogos de cada uma das

6 (seis) equipes. Para ilustrar, temos:
e P1-3jogos = d(P1)=3
e (C'1-2jogos = d(C1) =2
o M2 -4jogos = d(M2) =4

Observag a0 6.1.2. Na definicao de grau, os lagcos sdao contados 2
(duas) vezes. Por exemplo, se um grafo G tem um Unico vértice v e

um lacgo, entéo, d(v) = 2.
A seguir, um resultado teérico, mas facilmente visualizado na préatica.

Teorema 6.1.5. A soma dos graus dos vértices em um grafo é igual a
duas vezes o nimero de arestas. Isto €,
> d(v) =2|E].
veV(G)

A demonstracao do resultado acima pode ser feita observando-
se 0 seguinte fato: Quando contamos 0s graus dos vértices estamos
contando as extremidades da arestas uma vez. Como cada aresta
tem duas extremidades, cada aresta foi contada duas vezes.

Como uma consequéncia direta do resultado acima, temos:

Corol ario 6.1.1. Todo grafo G possui um nimero par de vértices de

grau impar.

De fato, se a quantidade de vértices de grau impar fosse também
impar, teriamos que a soma dos graus dos veértices de G resultaria em

namero impar, contrariando o Teorema 6.1.5.

Exemplo 6.1.3. Qual a diferenca entre os grafos da Figura 6.3?

Se fizermos uma associagao
Ul —>
U2 —>

Vg

O Q T =

U4 —>



163

Figura 6.3: Grafos isomorfos

teremos uma correspondéncia entre as arestas,

(Ulv UQ) — (Av B)
(Ulv U3) — (A7 C)
(U37 U4) — (Cv D)

Desse modo, dizemos que os grafos da figura acima sao isomorfos.

Defini¢c &40 6.1.6. Dois grafos G; e G, sao ditos isomorfos se existe
uma correspondéncia biunivoca entre os seus conjuntos de vértices

gue preserve as adjacéncias.

6.2 Tipos de Grafos

Alguns grafos, por suas caracteristicas, tem nomes especiais:

Regular: Quando todos os seus vértices tém o mesmo grau.

Figura 6.4: Grafo regular

Simples: Se um par de vértices & conectado por no maximo uma

aresta, e nenhum vértice é conectado a si mesmo.
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@"‘@

Figura 6.5: Grafo completo ou clique

Completo: Se ele é simples e quaisquer dois vértices sao adjacentes.

Biparticion avel: Quando o seu conjunto de vértices V' puder ser par-
ticionado em dois subconjuntos Vi e V5, taisque V = V,UV,, ViN

V5, = () e cada aresta de GG unir um vértice de V; a outro de V5.

Figura 6.6: Grafo Bipartiocionavel, V; = {A, B, E}, V, = {C, D}

Valorado: Quando a cada aresta € associado um numero real, de-

nominado peso (ou custo, ou distancia, etc, dependendo da aplicacao).

Parnaiba

Figura 6.7: Grafo valorado
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Multigrafo: Quando possui lagos ou mais que uma aresta entre pares

de vértices.

Figura 6.8: Multigrafo

Dirigido: Se suas arestas possuem orientacdo, &€ também denomi-

nado digrafo (nesse caso a aresta (v, w) & diferente de (w,v)).

Figura 6.9: Dirigido ou Digrafo

Complementar: Um grafo G1(V;, E;) € complementar de um grafo
Go(Vs, Es) se eles possuem 0 mesmo conjunto de vértices e ndo

possuem aresta em comum. Isto &, V; =V, e E; N Ey = (.

On0 @‘@
On0 ORO

Figura 6.10: Grafos complementares
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Ciclo: E um grafo conexo regular de grau 2 (todos os vértices tem

grau 2). A notacado usada é C,, onde n representa a ordem de

JANEES S

Figura 6.11: Ciclos: C3 e C}

grafo.

Caminho: E um ciclo do qual retiramos uma aresta. O comprimento
da caminho P, é dado pelo nimero n de arestas do grafo cor-

respondente.

Lo L

Figura 6.12: Caminhos: P, e P;

Subgrafo: O grafo G,(V4, E;) € um subgrafo de um grafo G(V, E), se
ViCVekFE CE.

Lo LN

Figura 6.13: Subgrafo

Arvore: E um grafo conexo sem ciclos como subgrafo.

AN e

Figura 6.14: Arvores
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6.3 Representa¢ ao de Grafos

No que foi visto até o momento, usamos duas formas de representacao
de um grafo: uma representacdo por meio de conjuntos e uma
representacao grafica. A seguir apresentamos outras que Sa0 muito
importantes, principalmente quando queremos resolver no computa-

dor problemas que sao colocados em forma de grafos.

6.3.1 Matriz de Adjac éncia

Definic &o 6.3.1. Dado um grafo G(V, E), sua matriz de adjacéncia

A = (a;;) € uma matriz de ordem n = |V| tal que

1 seesomentese (v;,v,) € E,
@ij = _
0 caso contrario.

Exemplo 6.3.1. Qual a matriz de adjacéncia do grafo da figura abaixo?
Figura 6.15: Grafo

Para encontrar A devemos construir uma tabela da seguinte forma:

vy | vg | U3 | vy
vy 011]1]0
v 110100
v3| 11001
vy |00 10

Tabela 6.1: Construindo a matriz de adjacéncia
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Portanto, a matriz de adjacéncia do grafo do Exemplo 6.3.1 é dada

por: ] ]
01 10
1 0 00
A=
1 0 01
0 010

Ainda sobre a estrutura de Matriz de Adjacéncia, vejamos que:

e Um laco é representado por 1 na diagonal principal;

e Arestas paralelas podem ser representadas pela quantidade de-

las, mesmo sendo incomum;

e Para grafos nao dirigidos a matriz € sempre simeétrica.

Exemplo 6.3.2. Para ilustrar o que foi dito na observacao acima, ve-

jamos o seguinte grafo.

L e e

Figura 6.16: Casos especiais

110

O grafo da figura acima tem a seguinte matriz de adjacéncia: A= |1 0 2

020

6.3.2 Matriz de Custo

Se um grafo G(V, E') tem associado as suas arestas pesos ou Custos,
entao, podemos construir uma matriz que nos apresente tais informacoes

de modo bastante eficiente.

Defini¢ 80 6.3.2. A matriz de custos, W = (w; ), de um grafo G(V, E)

simples valorado & uma matriz com a ordem n = |V|, onde:

custo da aresta (v;,v;), se (v;,v;) € E,
Wij = _
0 caso contrario.
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Exemplo 6.3.3. Qual a matriz de custos do grafo apresentado na

figura abaixo?

Figura 6.17: Precos de passagens aéreas (Teresina, Brasilia e Rio de

Janeiro)

Para obter a resposta, vamos construir a seguinte tabela:

THE | BSB | GIG
THE| O 500 | 900
BSB | 500 0 | 300
GIG | 900 | 300 | O

Tabela 6.2: Construindo a matriz de custos

Dessa forma, a matriz de custos do grafo acima é:

0 500 900
W=1500 0 300
900 300 O

6.3.3 Matriz de Incid éncia

Defini¢c &0 6.3.3. Dado um grafo G(V, E) (nao-dirigido), com V' = {wvy, vs, ..., v, }
e E ={ey, €9, ..., e, }, Sua matriz de incidéncia B = (b; ;) € uma matriz
de ordem n x m tal que

1 se w; forvértice de e,

bi e
7] Ve -
0 caso contrario ou se e; for um lago.

No caso do grafo ser orientado (dirigido), temos:
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Defini¢c 80 6.3.4. Dado um grafo dirigido G(V, E), sua matriz de in-

cidéncia B = (b; ;) € uma matriz de ordem n x m tal que

1 se v; for vértice inicial de e;,
bij =4 —1 se v; for vértice final de e;,
0  caso contrario ou se e; for um lago.
Exemplo 6.3.4. Qual a matriz de incidéncia do grafo apresentado na

figura abaixo?

Figura 6.18: Exemplo de grafo nao-dirigido.

Para obter a resposta, vamos construir a seguinte tabela:

1,3) | (1,4) | (2,6) | (2,3) | (2,5) | (2,6) | (4,5) | (4,6) | (5,6)
1 1 1 0 0 0 0 0 0

o o~ W N P
o O o +~» O
o O » O O
R O O O O
o O O P+~ BB
SO b O O P
R O O O Bk

0 0
0 0
1 1
1 0
0 1

L O O O

Tabela 6.3; Construindo a matriz de incidéncia

Desse modo a matriz de incidéncia do grafo acima é dada por:

111000000_
00111000

000
1 10

o o o = O
o O = O
- o O O
o o o =
o = O O
- o O O
(@]

—_

—
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Finalmente, vamos apresentar o caso em que o grafo & orientado

ou dirigido (ou digrafo).

Exemplo 6.3.5. Qual a matriz de incidéncia do grafo apresentado na

figura abaixo?

Figura 6.19: Digrafo

Para obter a resposta, vamos construir a seguinte tabela:

(1L2) | (1,3)] (1L4) | (2,9)
1| +1 +1 +1 0
2 —1 0 0 +1
3 0 —1 0 0
4 0 0 —1 —1

Tabela 6.4: Construindo a matriz de incidéncia

Portanto, a matriz de incidéncia do grafo apresentado na figura

acima é dada por:

+1 +1 +1 O

-1 0 0 +1
B =

0O -1 0 0

0 0 -1 -1

6.4 Saiba Mais

O aluno interessado em mais exemplos e em um enfoque mais com-
putacional para os conceitos de grafos deve procurar o material didatico
da disciplina de Estrutura de Dados do Curso de Bacharelado em Sis-

temas de Informacédo da UAPI.
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6.5 EXxercicios

1. Dé exemplos de grafos simples de 1,2,3 e 4 vértices;

2. Dé 5 situagdes envolvendo jogos, viagens e outros exemplos da
vida real, que podem ser representadas por grafos. Em cada
uma das situacdes, explique o significado do conjunto de vértices

e do conjunto de arestas;

3. Calcule o grau de cada um dos vértices dos grafos apresentados

()
@;‘QG

abaixo:

4. Dé exemplos de dois grafos isomorfos de ordem 10;

5. Classifique os grafos abaixo:

(@)

(b)
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6. Para cada um dos grafos G(V, E) calcule a matriz de adjacéncia

e a matriz de incidencia.

@ V =1{1,2,3}, E={(1,2),(1,3),(2,3)};

(b) V =1{1,2,3,4}, E = {(1,2),(1,3),(1,4),(2,3), (3,4)};

(©) V =1{1,2,3,4,5,6}, E = {(1,2),(1,3),(1,4), (2,4), (2,5),
(2,6),(3,4),(3,5), (4,5), (5,6)};

7. Calcule a Matriz de custos dos grafos abaixo:

(@)

(b)

8. Dé um exemplo de grafo com a seguinte matriz de adjacéncia:

S = O O ==
—_

S = O
o O = O = O

=

o O = O =

o O = O O O

9. Dé um exemplo de grafo com a seguinte matriz de incidéncia:

A:

+1 0 0 +1 0 +1
-1 +1 0 0 +1 O
o -1 41 0 0 -1
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10. Dé um exemplo de grafo orientado (Digrafo) com a seguinte ma-

triz de custos:

10 0 30 100

0
0 0 50 0 O
W=10 0 0 0 10
0 0 20 0 60
_0 0O 0 0 O |

11. Dé um exemplo de um grafo desconexo sem vértices isolados.
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