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“O tnico lugar onde o sucesso vem antes
do trabalho é no dicionario”.

Albert Einstein.



Resumo

Neste trabalho, sao apresentadas algumas propriedades do tensor de curvatura sobre
métricas invariantes a esquerda em grupos de Lie e ainda uma classificacao completa
das algebras de Lie de dimensao 3. Os resultados estudados e desenvolvidos foram ex-
traidos em sua maioria do artigo de John Milnor, Curvatures of Left Invariant Metrics
on Lie Groups, Advances in Mathematics, vol. 21, no 3, 293-329, 1976. Este trabalho
termina com a apresentacao de alguns exemplos de grupos de Lie, com énfase especial ao

caso tridimensional.



Abstract

In this paper, we present some properties of the curvature tensor on left invariant metrics
on Lie groups and also a complete classification of 3-dimensional Lie algebras. The results
presented and developed here were extracted mostly from the paper of John Milnor,
Curvatures of Left Invariant Metrics on Lie Groups, Advances in Mathematics, vol. 21,
no 3, 293-329, 1976. This work ends with the presentation of some examples of Lie groups

with special emphasis on three-dimensional case.
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Introducao

Um grupo de Lie, munido de uma métrica invariante a esquerda, é uma variedade Rie-
manniana dotada de uma estrutura de grupo, na qual dados geométricos (geodésicas,
curvaturas, etc) sdo particularmente simples: a algebra de Lie associada e o valor da
métrica na identidade do grupo determinam completamente a conexao Riemanniana e,
portanto, o tensor de curvatura.

A colecao de exemplos que se obtém com variedades Riemannianas desse tipo e
seus quocientes por subgrupos fechados (variedades homogéneas) é de fundamental im-
portancia em geometria.

No capitulo 1, apresentamos algumas nogoes basicas da geometria Riemanniana, notacoes
a serem utilizadas ao longo do nosso trabalho e alguns dos pré-requisitos para o bom en-
tendimento dos capitulos seguintes.

No capitulo 2, apresentamos uma nocao bastante introdutoéria e elementar dos con-
ceitos basicos da teoria de grupos de Lie e algebras de Lie. Tal capitulo nao contém toda a
teoria de grupos de Lie e algebras de Lie que precisamos ao longo dos capitulos seguintes,
por isso tentamos sempre deixar claro quais as referéncias utilizadas nas demonstragoes
dos principais resultados estudados.

O foco deste trabalho estd nos capitulos 3 e 4 que consiste no estudo do artigo “Cur-
vatures of Left Invariant Metrics on Lie Groups”, de John Milnor [7]. Na segao 3.1,
apresentamos a curvaturas seccionais de um grupo de Lie munido com uma métrica in-

variante a esquerda, entre os resultados estudados estao

Lema 1. Em termos das constantes de estruturas aijx, a curvatura seccional k(eq,ez) €

dada pela formula

k(e ex) = [%al2k(_a12k + Qok1 + Axaz) — i(amk — Qok1 + Axaz)(@i2k + A2kt — Qkrz)
k=1

—ax11 Clk22} .



Esta expressao evidencia a dependéncia continua da curvatura seccional em relacao as
constantes de estrutura da algebra de Lie associada. Apresentamos a Classificacao dos
grupos de Lie que, para qualquer métrica invariante a esquerda, tem curvaturas seccionais

negativas, resultado este fornecido pelo

Lema 2. Suponha que a dlgebra de Lie g tem a propriedade de que o colchete [x,y] €

sempre igual a uma combinagdo linear de x ey. Assumindo que dim g > 2, entao

[, yl = €(x)y — L{y)x

onde £ é um funcional linear bem definido de g no conjunto dos numeros reais. Escolhendo

qualquer métrica positiva definida, as curvaturas seccionais sao constantes e dadas por

k(x,y) = —l¢]*.

Na secao 3.2, verificamos que, de fato, estes sao os Unicos grupos de Lie com essa pro-
priedade.

Na sec¢ao 3.2, discutimos o problema de classificagao dos grupos de Lie com curvatura
de Ricci Ricei < 0, Ricci < 0 e Ricci > 0, sendo o primeiro resolvido pelo resultado

seguinte.

Teorema 1. Um grupo de Lie admite métrica invariante a esquerda com todas as curvatu-
ras de Ricci estritamente positivas se, e somente se, ele € compacto e seu grupo € funda-

mental finito.

Os dois 1ltimos problemas permanecem em aberto.
Na secao 3.3, tratamos a curvatura escalar, sobre um rapido ponto de vista. Apresen-
tamos condigoes sobre o sinal da curvatura escalar. Apresentamos o seguinte resultado

de classificacao.

Teorema 2. Se o grupo de Lie G € soluvel, entdo toda métrica invariante a esquerda

sobre G € flat, ou possui curvatura escalar estritamente negativa.

Nas secoes 4.1 e 4.2, apresentamos uma classificacao completa das dlgebras de Lie de
dimensao 3, mostramos que uma algebra de Lie tridimensional é unimodular se, e somente

se, existem uma base {eq, €2, €3} e nimeros reais Ay, Aq, A3 tais que

[e2, €3] = Areq, [e3, e1] = Azey e [eg, ea] = Ases.




Verificamos, que além de 6 algebras de Lie unimodulares existem ainda 3 dlgebras de Lie
nao unimodulares de dimensao 3. Em todos os casos apresentamos as possiveis assinatu-
ras de Ricci e completaremos, no capitulo 5, com exemplos de 5 das 6 algebras de Lie
unimodulares de dimensao 3.

Para finalizar o capitulo 3, apresentamos na secao 4.3 condigoes necessarias e suficientes

para que um grupo conexo de Lie admita métrica bi-invariante, que é dado pelo

Lema 3. Uma métrica invariante a esquerda em um grupo de Lie conexo € invariante a
direita se, e somente se, ad(x) € antiadjunta para todo x € g. Um grupo de Lie conexo,
admite métrica bi-invariante se, e somente se, € isomorfo ao produto cartesiano de um

grupo de Lie compacto e um grupo comutativo.

E, ainda, verificamos como se comportam os ideais da algebra de Lie associada e o
recobrimento universal em grupos de Lie que admitem métrica bi-invariantes.

Por fim, apresentamos no Apéndice A uma demonstracao de que o conjunto formado
pelos tensores de curvatura de uma variedade Riemanniana M de dimensao m em um

ponto p é n?(n? —1)/12.




Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo apresentamos as nocoes basicas de geometria Riemanniana e, para este
fim, adotamos, principalmente a referéncia [1]. Apresentaremos varios de seus resultados
e conceitos que sao de grande importancia para o nosso estudo. As demonstracoes dos
resultados listados, neste capitulo, sdo omitidas e podem ser encontradas em [1].

Ao longo de todo o texto, faremos o uso da notacao de Einstein, que consiste em in-
terpretar indices repetidos com o somatorio referente a este indice sobre todos os valores
possiveis, por exemplo se tivermos a expressao aijx; (na maioria dos textos esta inter-
pretacao ¢ feita apenas quando ha um indice subscrito e outro sobrescrito que se repetem,

como por exemplo a}xi, porém nao faremos uso de indice sobrescrito) entenderemos como
n

uma soma sobre todos os possiveis valores de 1, isto é E aijxi. Note por exemplo que
i=1
se tivermos a expressao aij + bji isso nao representard um somatorio, pois os indices se

repetem, mas isso ocorre em parcelas diferentes.

1.1 Variedades diferenciaveis

Os conceitos e resultados apresentados nessa se¢ao podem ser encontrados em [1], no

capitulo 0.

Definigao 1.1. Uma variedade diferenciavel real de dimensao n é um conjunto M e uma

amilia de aplicacoes biunivocas x« : Uy C R™ —> M de abertos Uy de R™ tais que:
4 q

(1) [ JxalUa) =M.
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(2) Para todo par o, B, com x(Ux)Nxp(Ug) = W #£ 0, 0s conjuntos x (W) e xgl(W)

sao abertos em R™ e as aplicagoes xgl 0 Xy Sa0 diferencidveis.
(3) A familia {(Uy,x«)} € mdzima relativamente as condigoes (1) e (2).

Observacgao 1.1. Sem impor a condi¢ao de maximalidade, ( 3) chamaremos a uma familia

{(Ug, x«)}, satisfazendo (1) e (2) de estrutura diferencidvel para M.
A ideia de aplicacao diferenciavel em variedades é estabelecida pela definicao a seguir.

Definicao 1.2. Sejam M e MJ* variedades diferencidveis. Dizemos que uma aplicagao
@ : My — My € diferencidvel em p € M; se dada uma parametrizacao y : V. C
R™ — My em @(p) existe uma parametrizacio x : U C R™ — My em p tal que

e(x(U)) Cy(V) e a aplicagao
ylogox:UCR" — R™

¢ diferencidvel em x~1(p). @ € diferencidvel em um aberto de My se € diferencidvel em

todos os pontos deste aberto.

Gostarfamos agora de estender as variedades diferenciaveis o conceito de vetor tan-
gente. Usando nosso conhecimento superficies de regulares do R?, em que o vetor tangente,
em um ponto p, da superficie ¢ definido como a “velocidade”, em R3, de uma curva da
superficie passando por p. Nos caso de variedades, nao dispomos de um espago Euclidiano
ambiente, precisaremos encontrar uma propriedade que caracterize os vetores tangentes

para substituir a velocidade.

Definigao 1.3 (vetor tangente). Seja M uma variedade diferencidvel. Uma aplicag¢ao
diferencidavel « : (—e,¢) — M € chamada curva (diferencidvel) em M. Suponha que
x(0) =p € M, e seja D o conjunto das funcoes de M diferencidveis em p. O vetor

tangente a curva « em t =0 € a funcao &'(0) : D — R dada por

f
o (0)F = d(foo)  feD.
at |,

A definigdo acima é motivada pela seguinte consideracao. Seja o« : (—e, ) — R™

uma curva diferencidvel de R™, com «(0) = p. Escreva

a(t) = (x1(t), ..., xn(t)), te(—e¢,¢€), (X1,....,xn) € R™
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Entao «’(0) = (x{(0),...,x5(0) =v € R™. Seja agora, f, uma funcao diferencidvel definida

em uma vizinhanca de p. Podemos restringir f a curva « e calcular a derivada direcional

— (x02 |
t=0 aXip

(relembre que aqui estamos usando a notacao de Einstein e portanto estamos somando

segundo o vetor v € R™ como

dXi
dt

d(fo«)
dt

_ of
-0 0xq P

t

com relagao ao indice i). Portanto, a derivada direcional segundo v é um funcional linear

sobre funcoes diferenciaveis que depende unicamente de v.

Proposigao 1.1. Sejam MT e MI' wvariedades diferencidaveis se seja @ @ My — My
uma aplicagao diferencidvel. Para cada p € My e cada v € T,M,, escolha uma curva
diferencidvel « : (—e, e) — My com «(0) =p, «'(0) =v. Faca p = @ o «x. A aplicagio
dop, : ToMy — Ty(p)Ma dada por de,(v) = B'(0) € uma aplicagao linear que ndo

depende da escolha de «.

Definicao 1.4. A aplicacao linear d, dada pela proposicio 1.1 é chamada diferencial
de @ em P.

Definicao 1.5. Sejam M e My variedades diferencidveis. Diz-se que aplicacao diferen-
cidvel @ : My — My é um difeomorfismo se ela bijetiva e sua inversa @' € diferencidvel.
@ € um difeomorfismo local em p € My se existem vizinhangas U de p e V de @(p) € My

tais que @ : U — V é um difeomorfismo.

A nocao de difeomorfismo é uma nocao natural de equivaléncia no conjunto das varie-
dades diferencigveis. E ainda uma consequéncia do teorema da funcao composta que se
@ : My — M; é um difeomorfismo, entao de : T,M; — Ty, )My é um isomorfismo de
espacos vetoriais para todo p € My; em particular, as dimensoes de M; e My sao iguais.

E podemos ainda ver a reciproca pelo seguinte teorema.

Teorema 1.1. Seja @ : M" — MZI uma aplicagao diferencidvel e seja p € My tal que

dep : TyMy — Ty (p)Msy € um isomorfismo. Entao @ € um difeomorfismo local em p.

Nossa referéncia [1] ndo apresenta a demonstracao deste fato, mas esta é uma con-

sequéncia imediata do teorema da fungao inversa no R™.

Definicao 1.6. Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis. Uma aplicagao diferencidvel

@ : M — N € uma imersao se do, : TyM — Ty)N € injetiva para todo p € M.
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Se, além disto, @ € um homeomorfismo sobre @(M) C N, onde @(M) tem a topologia
induzida por N, diz-se que @ € um mergulho. Se M C N e a inclusao i: M < N ¢é um

merqulho, diz-se que M é uma subvariedade de N.

Observe-se que @ : M™ — N™ é uma imersao, entao m < n; a diferenca n —m é
chamada a codimensao de .

Quando lidamos com situacoes de carater estritamente local, em Geometria, é indifer-
ente tratar como imersoes ou mergulhos. Isso provém da seguinte proposicao que mostra

ser, toda imersao, localmente (no sentido abaixo explicitado) um mergulho.

Proposicao 1.2. Seja @ : M' — MJY, . < m, uma imersao da variedade M; na
variedade Msy. Para todo ponto p € My, existe uma vizinhangca V. C My de p tal que a

restricao @V — My € um merqgulho.

Um conceito global muito importante em variedades é o de orientagao, o qual definire-

mos a seguir.

Definicao 1.7. Seja M uma variedade diferencidvel. Diz-se que M € orientdvel se M

admite uma estrutura diferencidvel {(Uy, Xq)} tal que:

(i) para todo par &, B, com x«(Ug) Nxpg(Up) =W # 0, a diferencial da mudanga de

coordenadas xg o xi' tem determinante positivo.

Caso contrario, diz-se que M é nao-orientavel. Se M € orientdvel, a escolha de uma
estrutura diferencidvel satisfazendo (i) € chamada uma orientagdo de M e, neste caso,
diz-se que M € uma variedade orientada. Duas estruturas diferencidveis que satisfazem

(i) determinam a mesma orienta¢ao se a unido ainda satisfaz (1).

Exemplo 1.1. Seja M™ uma variedade diferenciavel e seja TM = {(p,v);p € M,v €
T, M}. E possivel munir o conjunto TM de uma estrutura diferencidvel (de dimensao 2n);
com tal estrutura TM é chamado fibrado tangente de M. Este é o espago natural de se

trabalhar quando estamos tratando de questoes que envolvem posicao e velocidades.

Um conceito que sera bastante usado em nosso texto é o de campo de vetores em uma

variedade.

Definicao 1.8. Um campo de vetores X, em uma variedade diferenciavel M, € uma cor-

respondéncia que a cada ponto p € M, associa um vetor X(p) € T,M. Em termos de
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aplicagoes, X € uma aplicacao de M no fibrado tangente TM.. O campo € diferencidvel se

a aplicagao X : M — TM € diferencidvel.

Considerando a parametrizagao x : U C R — M é possivel representar localmente

0
aXi

X(p) = ai(p)

Y
P

n
} é o referencial coordenado local,
0xi ) iy

associado a x. X é diferencidvel se e s6 se as fungoes a; sao diferenciaveis para alguma

onde cada a; : U — R é uma funcao em U e {

parametrizagao.
Considerando campos de vetores como operadores X : D — D caracterizado em cada

sistema local de coordenadas x : U C R™ — M, por

of
aXi

(Xf)(p) = ailp)s—(p),

onde f indica, por abuso de notacao, a expressao de f na parametrizacaox f=fox = ﬂx(U) .
A interpretacao de X como um operador em D permite-nos considerar as iterados de

X. Por exemplos, se X e Y sao campos de diferenciaveisem M e f: M — R é uma fungao

diferencidavel, podemos considerar as fungoes X(Yf) e Y(Xf). Em geral, tais operacoes nao

conduzem a campos de vetores, por envolver derivadas de ordem superior a primeira. No

entanto temos o seguinte resultado.

Lema 1.1. Sejam X e Y campos de vetores diferencidveis em uma variedade diferencidvel

M. FEntao existe um unico campo de vetores diferenciavel, Z, tal que, para toda f €

D, Zf = (XY — YX).

O campo vetorial Z definido pelo lema 1.1 é chamado o colchete [X,Y] = XY — YX de
XeY.

A operacao colchete possui as seguintes propriedades:

Proposicao 1.3. Se X,Y e Z sao campos diferencidveis em M, a,b sao numeros reais,

e f,g sao fungoes diferencidveis, entao:
(a) [X,Y] =—=[Y,X] (anticomutatividade),
(b) [aX+bY,Z] = a[X, Z] + blY, Z] (linearidade),

(c) X, Y], Z]+ 1Y, Z], X] + [[Z,X],Y] = 0 (identidade de Jacobi),
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(d) [fX,gY] = fglX, Y] + fX(g)Y — gY(f)X.

E bem sabido que uma variedade diferenciavel é localmente difeomorfa a um R™, o
teorema fundamental de existéncia, unicidade e dependéncia das condigoes iniciais das
equacoes diferenciais ordinarias se estende naturalmente as variedades diferenciaveis.

Seja X um campo diferencidvel de vetores em uma variedade diferencidvel M, e seja
P € M. Entao existem uma vizinhanga U C M de p, um intervalo (—8,8), & > 0, e
uma aplicagao diferencidvel @ : (—8,8) x U — M tais que a curva t — @(t,q), t €
(=9,8), q € U, € a unica curva que satisfaz aa_(tp = X(o(t,q)) e ©(0,9) = q. E comum
utilizar a notacdo @+(q) = @(t,q) e chamar @ : U — M o fluzo local de X.

A proposicao a seguir nos fornece uma interpretacdo para o colchete [X,Y] como

derivagoes de Y ao longo das trajetorias de X.

Proposicao 1.4. Sejam X,Y campos diferencidveis de vetores em uma variedade diferen-
ciavel M, sejap € M, e seja @+ o fluzo local de X em uma vizinhan¢a U de p. Entao

X, YI(p) = lim 1Y — do.Yl(04(p))

Até agora nao fizemos restricao alguma quanto a topologia das variedades diferen-
ciaveis. Em verdade, a topologia das variedades pode ser bastante estranha. Em particu-

lar, pode acontecer que um (ou ambos) dos seguintes axiomas nao seja satisfeito:

(A) Azioma de Hausdorff: Dados dois pontos distintos de M existem vizinhangas destes

dois pontos que nao se intersectam.

(B) Azioma da base enumerdvel: M pode ser coberta por uma quantidade enumeravel

de vizinhangas coordenadas (diz-se entao que M tem base enumerdvel).

O Axioma A ¢ essencial a unicidade do limite de uma sequéncia convergente e o Axioma
B ¢ essencial a existéncia de uma particao da unidade, instrumento fundamental ao estudo
de certas questoes sobre variedades. Daremos entao, sem mais detalhes, a definicao de
particao da unidade.

Seja M uma variedade diferencidvel. Uma familia de abertos Vo C M com |, Vo =M
é localmente finita se todo ponto p € M possui uma vizinhanca U tal que U NV, #
apenas para um numero finito de indices. O suporte de uma funcao, f: M — R, é o

fecho do conjunto dos pontos onde f é diferente de zero.
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Dizemos que uma familia {f,} de fungoes diferenciaveis f, : M — R é uma particao

diferenciavel da unidade se:

(1) Para todo &, fy > 0 e o suporte de fy estd contido em uma vizinhanga coordenada

Vi C x«(Uy) de uma estrutura diferenciavel {(Ug,xp)} de M.
(2) A familia {V,} é localmente finita.

(3) > ofa = 1, para todo ponto p € M (esta condicao faz sentido , pois em cada

P, fa(p) # 0 apenas para um ndmero finito de indices).

Costuma-se dizer que a particdo da unidade {f} estd subordinada & cobertura {V}.

1.2 Meétricas Riemannianas

Nesta secao nosso objetivo sera introduzir em cada ponto uma maneira de medir com-
primento de vetores tangentes que varia de diferenciavelmente com o ponto, que veremos
explicitamente ao longo desta se¢ao (confronte o capitulo I de [1]).

No restante deste capitulo, assim como em todos os demais as variedades diferenciaveis
consideradas serao supostas de Hausdorff e com base enumeravel. Diferencidvel significara
de classe C* e quando M™ = M indicar uma variedade diferenciavel, n indicara a di-

mensao de M.

Definicao 1.9. Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) em uma varie-
dade diferenciavel M é uma correspondéncia que associa a cada ponto p de M um pro-
duto interno (,)p (isto é, uma forma bilinear simétrica, positiva definida) no espago

tangente T,M, que varia diferenciavelmente no seguinte sentido: Se x : U C R™ — M

¢ um sistema de coordenadas locais de p, com x(xi,...xn) = q € x(U) e 2 (q) =
d d '

dx(0,...,1,...,0), entao (q), =—(q) ) = gij(x1,....,Xn) € uma funcao diferencidvel
aXi an q

em U.

E usual deixar de indicar o indice p em (,), sempre que ndo houver possibilidade de
confusao. As funcoes gi; sao chamadas expressao da métrica Riemanniana no sistema
de coordenadas x : U C R™ — M. Uma variedade com uma métrica Riemanniana

chama-se variedade Riemanniana.
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A primeira coisa a fazer depois de definir uma certa estrutura é estabelecer uma nogao

de equivaléncia para esta estrutura.

Definicao 1.10. Sejam M e N wvariedades Riemannianas. Diz-se que um difeomorfismo
f: M — N (isto é f é uma bijecao diferencidvel com inversa diferencidvel) é uma

1sometria se:
(u,v)p = (dfp(u), df, (V) ¢(p), para todop € M, u,v e T,M. (1.1)

Definicao 1.11. Sejam M e N wvariedades Riemannianas. Uma aplica¢ao diferencidvel
f: M — N € uma isometria local em p € M se existe uma vizinhanca U C M de p tal

que f: U — f(U) € um difeomorfismo satisfazendo a equagdo 1.1.

E usual dizer que a variedade Riemanniana M ¢é localmente isométrica a variedade
Riemanniana N se para todo p em M existe uma vizinhanca U de p em M e uma
isometria local f: U — f(U) C N.

Veremos agora como uma métrica Riemanniana pode ser usada para calcular compri-

mentos de curvas.

Definicao 1.12. Uma aplicacao diferencidvel ¢ : I — M de um intervalo aberto I C R

em uma variedade diferencidvel M chama-se uma curva (parametrizada).

Definicao 1.13. Um campo wvetorial V ao longo de uma curva ¢ : I — M € uma
aplicagao que a cada t € 1 associa um vetor tangente V(t) € Te(yyM. Diz-se que V é
diferencidvel se para toda fun¢ao f em M, a fungcaot — V(t)f € uma funcdo diferencidvel

em 1.

é chamado campo velocidade (ou tan-
dt at’ POV (

gente) de c¢. Observe que um campo vetorial ao longo de ¢ pode nao ser passivel de

O campo vetorial dc (i), indicado por %

extensao a um campo vetorial definido em um aberto de M.
A restricao de uma curva ¢ a um intervalo fechado [a, b] C I chama-se um segmento.

Se M ¢é Riemanniana, definimos o comprimento de um segmento por
b 1
a dc dc\?
@)= | (S5,55) at
o« \dt’dt
Finalizamos esta secao com um teorema de existéncia de métricas Riemannianas.

Proposicao 1.5. Uma variedade diferencidvel M (de Hausdorff e com base enumerduvel)

possut uma métrica Riemanniana.
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1.3 Conexao Afim, Conexao Riemanniana

Indicaremos por X(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C* em M e por D(M)

o anel das funcoes reais de classe C* definidas em M.

Definicao 1.14. Uma conexao afim V em uma variedade diferencidvel M é uma aplica¢ao
V:X(M) x X(M) — X(M)
que se indica por (X,Y) AN VxY e que satisfaz as sequintes propriedades:
i) VixigvZ =fVxZ +gVvyZ,

i) Vx(Y+Z) =VxY+ VxZ,

i) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,
onde X,Y,Z € X(M) e f,g € D(M).
Proposicao 1.6. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V. Entao
existe uma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial V ao longo da curva

diferencidvel ¢ : | — M um outro campo vetorial % ao longo de c, denominado derivada

covariante de V ao longo de c, tal que:

a) %(V +W) = % + %, onde W € um campo de vetores ao longo de c.

b) %(fV) = %V%— f%, onde f € uma funcao diferencidavel em 1.

c) Se 'V é induzido por um campo de vetores Y € X(M), isto €, V(t) = Y(c(t)), entdo

DV _
& =V de Y.
Podemos entao introduzir a nogao de paralelismo de maneira natural.

Definicao 1.15. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V. Um
campo vetorial V ao longo de uma curva c : 1 — M € chamado paralelo quando % =0,

para todo t € 1.

Proposicao 1.7. Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexao afim V. Seja
c:I — M uma curva diferenciavel em M e Vy um vetor tangente a M em c(tgy), tg € 1
(isto €, Vo € Te(ty)M ). Entao existe um tnico campo de vetores paralelo V ao longo de ¢

tal que V(to) = Vo, (V(t) € chamado o transporte paralelo de V(to) ao longo de c).
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Definicao 1.16. Uma conexao V em uma variedade Riemanniana M é compativel com

a métrica se, e somente se,
XY, Z) =(VxY,Z)+ (Y, VxZ), X,Y,Z € X(M).

Definicao 1.17. Uma conezxao afim V em uma variedade diferenciavel M é dita simétrica

quando

VxY —VyX = [X,Y] para todo X, Y € X(M).

Uma conexao, V, em uma variedade Riemanniana que seja compativel com a métrica
e simétrica é chamada conexao de Levi-Civita ou conexao Riemanniana. Podemos entao
enunciar o mais importante teorema desta secao, que sera bastante usado ao longo de

todo o texto.

Teorema 1.2 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma unica

conexao de Levi-Civita.

Dados X,Y,Z € X(M). Se V é uma conexao de Levi-Civita em uma variedade Rie-
manniana (M, g), entao vale a identidade
1

(1.2)

A férmula (1.2) é chamada férmula de Koszul e em algums casos particulares se torna
bem mais simples, como por exemplo tomando X,Y,Z € X(M) tais que (X,Y) = (X, Z) =
(Y,Z) =1, isso ocorre por exemplo com campos invariantes a esquerda (c.f. defini¢ao 2.2
a seguir) entao temos X(Y,Z) = Y(Z,X) = Z(X,Y) = 0 e portanto a férmula 1.2 teria a
seguinte expressao

(VxY, Z) = %mx,v], Z)—(IY, 2, X) + (1Z, X, )}.

1.4 Geodésicas

No que se segue M ¢ uma variedade Riemanniana munida de uma conexao Riemanniana,
e as demonstragoes do resultados aqui apresentados podem ser encontradas em [1] exceto

mencao contraria.
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Definicao 1.18. Uma curva parametrizada v : I — M € uma geodésica em ty € 1
se % (%) = 0 no ponto tg; se y € geodésica em t, para todo t € 1 dizemos que y €
uma geodésica. Se [a,b] C T ey : I — M € uma geodésica, a restricio de y a [a,b] é

chamada segmento de geodésica ligando y(a) e y(b).

As vezes por abuso de linguagem, chamaremos de geodésica y a imagem y(I) de
geodésica y.

Se y:I — M é uma geodésica, entao

d/dy dv\ _,/Ddy dy\
dt \dt' dt/ “\dtdt dt/

. . dy ~~ 14y
ou seja o comprimento do vetor Tt € constante, suponha entao |E| = ¢ # 0, supondo s

a funcao comprimento de arco podemos entao observar que

t dY
s(t) = J —

‘ dt = C(t—to).

Portanto, o parametro de uma geodésica é proporcional ao comprimento de arco.

Recordemos o seguinte teorema de equagoes diferenciais.

Teorema 1.3. Se X € um campo C* num aberto V de uma variedade M e p € V entao
existem um aberto Vo C V, um ponto p € Vi, um ndmero 6 > 0, e uma aplica¢ao
C®, @ : (=5,0) x Vo — V tais que a curva t — @(t,q), t € (=5,8), € a unica

trajetoria de X que no instante t = 0 passa pelo ponto q para cada q € Vy
A aplicagao @ : Vo — V dada por @(q) = @(t, q) é chamada o fluxo de X em V.

Lema 1.2. Seja vy € uma geodésica. Existe um unico campo G em TM cujas trajetorias

sao da forma t — (y(t),vy’(t)).

Definicao 1.19. O campo G acima definido é chamado campo geodésico em TM e seu

fluro € o fluxo geodésico de TM.

Aplicando o teorema 1.3 ao campo geodésico G no ponto (p,0) € TM, obtemos o
seguinte resultado:

Para cada p € M existem um aberto W em TU, onde (U, x) € um sistema de coorde-
nadas emp e (p,0) € U, um numero & > 0 e uma aplicagao C*, @ : (—56,6) x U — TU,
tais que: t — @(t,q,v) € a unica trajetéria de G que satisfaz a condigdo inicial
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B possivel escolher U na forma
U={(q,v)eTU;qge VeveT¢M com |[v| = ¢},

onde V C U é uma vizinhanca de p € M. Pondo y = mo @, onde m: TM — M ¢ a

projecao canonica, podemos escrever o enunciado anterior do seguinte modo.

Proposicao 1.8. Dado p € M, existem uma vizinhang¢a aberta V-C M de p, nimeros

0>0ee >0 e uma aplicagao C®
Y:(=8,8) xU—M, U={(q,v);q€ V,ve T4M, V| < &}

tais que a curva t — y(t,q,v),t € (=9,8), ¢ a unica geodésica de M que no instante

t =0 passa por q com velocidade v, para cada q € V e cadav € TgM com [v| < &;.

A proposigao 1.8 afirma que se |[v| < €1, a geodésica y(t, q,Vv) existe em um intervalo
(—8,8) e é tnica. Podemos aumentar a velocidade de uma geodésica diminuindo o seu

intervalo de definicao, ou vice-versa. Como podemos ver no seguinte lema.

Lema 1.3 (Homogeneidade de uma geodésica). Se a geodésica y(t, q,V) estd definida no

intervalo (—6,90), entdo a geodésica y(t,q,av), a € R, a >0, estd definida no intervalo

(—2,2) e

a’a

’Y(ta q, CIV) ZY(at7 q>V)-

Podemos agora introduzir o conceito de aplicacao exponencial da maneira seguinte.
Seja U € TM um aberto suficientemente pequeno. Entao a aplicacao exp : U — M
dada por

xpla) =¥(1av =7 (Mot ) @) €t

¢ chamada aplicacao exponencial em U.
Na maioria das aplicagoes, utilizaremos a restricao de exp a um aberto do espago tangente
TqM, isto ¢, definiremos

expq : Be(0) C TyM — M
por expq(v) = exp(q, V)

Proposicao 1.9. Dado q € M, existe um € > 0 tal que expg : B.(0) C TyM — M ¢

um difeomorfismo de B (0) sobre um aberto de M.
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1.5 Curvaturas

Nesta secao apresentaremos uma definicao de curvatura que, essencialmente, mede o

quanto uma variedade Riemanniana deixa de ser euclidiana.

Definicao 1.20. A curvatura R de uma variedade Riemanniana, M, € uma correspondéncia

que associa a cada par X,Y € X(M) uma aplicacao R(X,Y) : X(M) — X(M) dada por
R(X,Y)Z =VyVXxZ —-VxVyZ+VxvZ, Zec X(M),
onde V € a conexao Riemanniana de M.
As vezes encontramos uma definicao que difere da definigao 1.20 por um sinal.

Proposicao 1.10. A curvatura, R, de uma variedade Riemanniana goza das sequinte

propriedades:
(i) R € D(M)-bilinear em X(M) x X(M), isto é,
R(fX1 + gXa,Y) = fR(X1, Y1) + gR(X2, Yy),
R(X1, fY1 + gYa) = fR(x4, Y1) + gR(X1,Ya),
f,g € D(M), X1, Xs,Y1,Ye € X(M).

(ii) Para todo par X,Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) — X(M) é
linear, 1isto €,

R(X,Y)(Z + W) =R(X,Y)Z+R(X,Y)W,
R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z,

feDM), Z,W e X(M).
Os resultados a seguir sao de grande importancia para o nosso estudo de curvatura.
Proposicao 1.11. A curvatura goza das sequintes propriedades de simetria:
(a) R(X,Y)Z+R(Y,Z)X+ R(Z,X)Y =0 (Primeira Identidade de Bianchi)
(b) R(X,Y)Z =—R(Y,X)Z

(c) (RIX,Y)Z, T) =—(R(X,Y)T, Z)
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(d) (R(X,Y)Z, T) = (R(Z, T)X,Y)

Intimamente relacionado com o operador curvatura estd a curvatura seccional (ou
Riemanniana).
Usaremos a partir de agora a seguinte notacao. Dado um espago vetorial V como

produto interno ( , ), indicaremos por |x A y| a expressao

VXY — (x, y)?,

que representa a area do paralelogramo bidimensional determinado pelo par de vetores

X,y € V.

Definigao 1.21. Dado um ponto p € M e um subespago bidimensional o C T,M o
numero real

R(x,y)x,

(Rx,y)x,y) (0),

K(X,y) = W = K

onde {x,y} € uma base qualquer de o, € chamado curvatura seccional de o em P.
Vamos denominar de fun¢do de curvatura, k a forma biquadrdtica k(x,y) = (R(x,y)x,y),

isto €, quando x,y € ToM sdo ortonormais entdo k(x,y) = k(x,y)

Observacgao 1.2. k(x,y) independe da particular escolha da base {x,y} de o (uma prova

pode ser encontrada em [1]).

Observacao 1.3. Uma variedade Riemanniana, M, tem curvatura constante igual a kg

se, e somente se, sua curvatura R é dada por
R(X,Y)Z = ko((Y. Z)X — (X, Z)Y),
para todo campo X,Y,Z € X(M).

Contragoes do tensor de curvatura de uma variedade também desempenham papel
fundamental em geometria.
A contracao métrica de R, em p € M, chamamos tensor de Ricci, ric,. Dados x,y €
T, M definimos
Ticy(x,y) =tr{z € T,M — R(x, z)y}

isto ¢, se {z1, ..., zn} ¢ base ortonormal de T,M

n

ricy (x,y) = (R(x, zi)y, zi) = Zk(& zi)

i=1
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¢ a restricao de ricy, a diagonal 1, (x) = Ticy (X, x) chamamos de curvatura de Ricci, em

p (diferentemente de [1], aqui ndo normalizaremos Ty, (x)).

A contracao de ricy,, chamaremos de curvatura escalar de M em p, p(p)
p(p) = ricy(z5, z5)

(também nao normalizada).




Capitulo 2

Elementos da Teoria de Grupos de

Lie e Algebras Lie

Este capitulo tem como principal referéncia os textos [2] e [10]. Nele tratamos de nogoes
rudimentares da teoria de grupos de Lie e algebras de Lie. Todos os resultados aqui

citados foram extraidos de [2] e [10].

2.1 Grupos de Lie e Algebras de Lie

Definicao 2.1. Um grupo de Lie é uma variedade diferencidvel G, munida de uma es-

trutura de grupo tal que as aplicagoes

GxG — G G — G
(a,b) — a-b a — al,

sao diferencidvers.

Decorre imediatamente da definicao que, em um grupo de Lie, as aplicagoes

L,: G — G Re: G — G
b — ab b —— baq,
sao difeomorfismos, para cada a € G. Estas aplicacoes sao chamadas, respectivamente,
translacao a esquerda por a e translacao a direita por a. Indicaremos por e o elemento

neutro de G.

Definicao 2.2. Dizemos que um campo de vetores tangentes X (ndo mecessariamente

diferenciavel) a um grupo de Lie G € invariante a esquerda se Xqp = dLoXp, quaisquer

19
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que sejam a,b € G. O conjunto dos campos invariantes a esquerda de um grupo de Lie

G € denotado por g.

Um campo invariante a esquerda fica completamente determinado quando se conhece

Xe, pois Xq = dLoX,. Claramente g é um espaco vetorial e temos o seguinte

Teorema 2.1. (i) A aplicagao

x: g — TG
X — (X)) =Xe,
onde ToG indica o espaco tangente a G no ponto a, € um isomorfismo de espacos

vetoriais;
(ii) Se X € g, entao X é diferencidvel.
Para a demonstracao, consulte [2], pagina 6.

Definicao 2.3. Uma dlgebra de Lie é um espaco vetorial g, com uma operacao bilinear

[,]:9xg— g, satisfazendo

(a) [x,yl = —ly,x| (anticomutatividade),

(b) [Ix,yl,zl + [ly, zl,x] + [[z,x],y] =0 (Identidade de Jacobi),
para todo X,y e z em g.

Proposigao 2.1. Se X e Y € g, entdo o colchete de Lie [X,Y] € g, isto €, g € uma dlgebra
de Lie.

Para a demonstragao veja [2], p. 11.

Como ja sabemos que g e T.G sao isomorfos como espagos vetoriais, podemos entao
induzir em TG uma estrutura de algebra de Lie.

Com esta proposicao podemos identificar, de modo natural, g com T.G, e sendo x =

Xe, X € g podemos escrever apenas X € g para representar o campo X.

2.2 Correspondéncia de Subgrupos e Subalgebras

Definicao 2.4. Se G e H sdo grupos de Lie e se @ : G — H ¢é diferencidvel e também

homomorfismo de grupos, chamamos @ de homomorfismo de Lie; se @ € um difeomorfismo
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e um isomorfismo de grupos, entao @ €é chamado isomorfismo de Lie; uma aplica¢ao
diferencidvel @ :' V C G — H, onde V é uma vizinhanca em G tal que a,b,a-b € V
implica em @(a-b) = @(a) - @(b), entdo @ é chamado um homomorfismo local de Lie;

de modo andlogo definimos um isomorfismo local de Lie.

Definigao 2.5. Um par (H, @) € chamado um subgrupo de Lie de um grupo de Lie G se;
(a) H é um grupo de Lie
(b) @ :H— G € uma imersao injetiva e é um homomorfismo.

Veja que, pela definicdo acima, (H, ¢) pode ser um subgrupo de Lie de G sem que
este seja um subconjunto de G ou que @(H) tenha a topologia induzida pela aplicacao
inclusado i : @(H) — G, isto é, sem que @ : H — G seja um homeomorfismo sobre o
subespaco @(H) C G.

Dizemos que um subespacgo vetorial ) de uma algebra de Lie g é uma subdlgebra se
h C g é fechado relativamente a operagao [, ] de g. Evidentemente, h é uma &lgebra de
Lie.

Uma pergunta que surge naturalmente é a seguinte: se (H, @) é um subgrupo de Lie
de um grupo de Lie G e se h e g sao suas respectivas algebras de Lie, entao h é uma
subdlgebra de Lie de g7 O lema abaixo, cuja demonstragao pode ser encontrada em [2],

p. 18, nos da como coroldrio, a resposta a essa pergunta.

Lema 2.1. Sejam G e H grupos de Lie e seja @ : V. — H um homomorfismo local de Lie,
onde V C G € uma vizinhanca da identidade. Entdo a aplicacdo d@. : g — g induzida

por d@e : T.G — T.H € um homomorfismo de Lie entre suas respectivas dlgebras de Lie.
Deste lema resultam os dois corolario a seguir.
Corolario 2.1. Grupos de Lie localmente isomorfos tém dlgebras de Lie isomorfas.

Corolario 2.2. Se (H, @) € um subgrupo de Lie do grupo de Lie G e b e g sao, respec-
tivamente, as dlgebras de Lie de H e G, entao b € isomorfa a uma subdlgebra de g (este

coroldrio responde a perqunta acima,).

Com o corolario 2.2 é natural perguntar se vale a sua reciproca, ou seja, dada uma
subdlgebra de Lie h de uma algebra de Lie g de um grupo de Lie G, existe um subgrupo

de Lie (H, @) de G tal que a dlgebra de Lie de (H, @) é isomorfa a b7
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O teorema a seguir nos da uma resposta afirmativa para essa pergunta como veremos
no corolario 2.3 (a demonstragao destes resultados baseia-se no teorema de Frobenius, ac-
erca de integrabilidade de distribuigoes involutivas em variedades. Para maiores detalhes

consulte [2]).

Teorema 2.2. Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g e sejag C g uma subdlgebra
de Lie. FEntao existe um tunico subgrupo de Lie conexo (H, @) de G, de tal modo que

do(h) = H, onde § denota a dlgebra de Lie de H.

Corolario 2.3. Fxiste uma correspondéncia biunivoca entre subgrupos de Lie conexos de

um grupo de Lie e as subdlgebras da sua dlgebra de Lie.

Teorema 2.3. Sejam G e H grupos de Lie e seja ' : g —> b um homomorfismo entre as
respectivas dlgebras de Lie. Entao existe uma vizinhanca V de e, em G, e uma aplicacao
C® @:V — H tal que @(a-b) = @(a)- @(b), sempre que a,b e a-b pertencerem a 'V,
e tal que, para todo X € g, do(X) =T(X). Além disso, se existirem dois homomorfismos

C*® @, p:G—Hcomde=dp =T eseG for conexo entio @ =1).

Corolario 2.4. Se dois grupos de Lie G e H tem dlgebras de Lie isomorfas, entao eles

sao localmente isomorfos.

2.3 A aplicacao exponencial - Homomorfismos continuos
- Subgrupos fechados

Sejam G um grupo de Lie e g sua algebra de Lie associada. Seja x € g. Pela teoria de
equagoes diferenciais ordinarias, sabemos que, para qualquer a € G, existem U C G aberto
e (—e&,e) CR,comae Uee >0 e uma aplicacao diferencidavel ¢ : U x (—¢,¢) — G

tal que para todo b € U,

d
9(b,0)=b e ~—(bt) =Xg(ua.

@ ¢ chamado fluxo local do campo x. Tomaremos agora a = e e adotaremos a seguinte

notacao: @(e,t) = @(t) = @ = trajetdria (inica) de x por e. Temos entdo o seguinte

Teorema 2.4. Em um grupo de Lie G, @y estd definido para todo t € R, isto €, € = +00,

e assim (R, @), € subgrupo de Lie de G.
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Definicao 2.6. Sejam G um grupo de Lie, com dlgebra de Lie g, e x € g. Se indicarmos
por @ a trajetoria de x pela origem de T.G (isto, @*(e,0) = e), definimos exp : g =
T.G — G por exp(x) = ¢@*(1). A aplicacao exp € chamada a aplicacao exponencial de

G.

Teorema 2.5. A aplicacdo exponencial possui as sequintes propriedades:

a) exp(t; + ta)x = (exp tix)(exp tox).

b) exp(—sx) = (expsx) '

c) exp € diferenciqvel.

d) exp € um difeomorfismo em uma vizinhanga de e.

Um fato bem conhecido é que todo homomorfismo continuo ¢ : R — R ¢é diferen-
ciavel. Veremos que, mais geralmente, todo homomorfismo continuo entre grupos de Lie
é diferenciavel.

O item d) nos permite introduzir de maneira natural um sistema de coordenadas locais

em e, denominado sistema de coordenadas normais.

Lema 2.2. Se G € um grupo de Lie com dlgebra de Lie g e {x1,Xa, ..., Xn} € uma base de

g, entao a aplicagao

VP R™ — G
(ti,..,th) — (exptixq)-...- (exptnxn)

¢ diferencidvel e nao singular em 0 € R™
Para demonstracao consulte [2], p. 43.

Teorema 2.6. Seja @ : R — G um homomorfismo continuo, onde G € grupo de Lie.

Entdo @ ¢ diferencidvel.
Finalmente enunciamos o resultado que haviamos citado anteriormente.

Teorema 2.7. Todo homomorfismo continuo @ : H — G entre grupos de Lie, € diferen-

cidvel.
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Um problema famoso que convém ser mencionado, proposto por Hilbert em 1900 (o 52
problema de Hilbert): provar que todo grupo topolégico conexo e localmente Euclidiano
admite uma unica estrutura de variedade diferencidvel que o transforma em um grupo
de Lie (um grupo topoldgico é um espaco topoldgico com uma estrutura de grupo, de tal
modo que as operagdes de produto e passagem ao inverso sao continuas). Este problema
foi resolvido em 1952 por Montgomery, Zippin e Gleason (para a maiores detalhes, veja
o livro de Montgomery-Zippin, Topological Transformation Groups, Interscience, New
York, 1955), que provaram a existéncia da estrutura diferenciavel requerida. A unicidade
de uma tal estrutura decorre imediatamente do teorema 2.7.

No que se segue denotaremos por o(t™) a qualquer funcao f : R — T.G que tenha a

f(t)

propriedade de que ==~ t € R, ¢ limitado para t pequeno.

Lema 2.3. Se G é um grupo de Lie e se x,y € g, entio
(a) (exptx) - (expty) = exp(t(x +y) + L x,yl + o(t?)).
(D) (exp(—tx)) - (exp(—ty)) - (exptx) - (exp ty) = exp(t*[x,y] + o(t®)).
(c) (exptx)- (expty) - (exp(—tx)) = exp(ty + t2[x,y] + o(t3)).

Consulte [2], p. 48, para uma demonstragao.
O proximo coroléario é uma das importantes consequéncias do lema acima e sua demons-

tracdo pode ser encontrada em [2], pagina 54.

Corolario 2.5. Sejam G um grupo de Lie e x,y € g e &, 3,Y : R — G curvas dadas
por

a(t) = exptx

B(t) = expty

() = avVt)-B(VE) - a(vt) T B(VE) T

Entao y(0) =e e v'(0) = [x,yl.

Ainda, como uma outra aplicacao do lema anterior, o teorema a seguir é um dos
resultados mais importante desta se¢do, cuja demonstragao pode ser encontrada em [2],

pagina 55.

Teorema 2.8 (Cartan). Seja G um grupo de Lie e seja H C G um subgrupo algébrico

e um subconjunto fechado de G. Entdo ¢ possivel dar a H uma estrutura de variedade
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diferencidvel de tal modo que H se torne um subgrupo de Lie de G. Em outras palavras,

todo subgrupo fechado de um grupo de Lie é um grupo de Lie.

Para encerrar esta secao apresentamos algumas propriedades da aplicagao adjunta que
passamos a definir agora e que tem grande importancia no estudo de curvaturas em grupos
de Lie. Sejam G um grupo de Lie e g sua édlgebra de Lie. Para todo b € G, define-se a
conjugagao por b:

Cv: G — G
a — bab L

Como Cp é um difeomorfismo que deixa fixo a identidade e € G, temos pelo teorema

da aplicacao inversa que a diferencial de Cy é um operador linear invertivel em g,
d(Cple:g—9

que indicaremos por Ady = d(Cyp)e.

Definimos, entao, a aplicacao:

Ad: G — GL(g)
b — Ad(b) = Adyp,
onde GL(g) é o grupo dos operadores lineares invertiveis de g. A aplicacao Ad é diferen-
cidvel. Além disto, é facil verificar que Ad é um homomorfismo de Lie de G em GL(g),
chamado a representa¢do adjunta do grupo G. O subgrupo de Lie Ad(G) C GL(g) é um
subgrupo de Lie de transformacodes lineares chamado o grupo adjunto de G.
Como Ad é uma transformacao diferencidvel, podemos tomar a sua diferencial em e,

que é chamada de representacao adjunta de g e indicada por
ad = d(Ad)e : g — gl(g),

onde gl(g) é a algebra de Lie do grupo GL(g), isto é, o conjunto das transformacgoes

lineares de g. A situacao é descrita pelo diagrama abaixo:

d(Ad)e =ad
g gl(g)
exp exp (21)
G Ad GL(g)

Os dois teoremas a seguir podem ser encontrados em [2], paginas 62 e 63, com suas

respectivas demonstragoes.
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Teorema 2.9. O diagrama acima é comutativo, isto €,
Ad o exp = exp oad

Teorema 2.10. Se x,y € g,ad(y) - x = [x, y].

2.4 Algebras de Lie

Nesta secao algumas das definigoes e conceitos que formam a linguagem basica da teoria

de algebras de Lie sao apresentados.

Defini¢ao 2.7. Uma transformacao linear\p : g — § (com g e b dlgebras de Lie) é um
e homomorfismo, se b[x,y] = [x, Pyl;
e isomorfismo, se P for um homomorfismo invertivel;
e automorfismo, se P for um isomorfismo e g = bh.

As dlgebras de Lie g e b sao isomorfas se existe um isomorfismo P : g — b.

Uma maneira de verificar que algebras de Lie de dimensao finita sao isomorfas é
verificar através do colchete entre os elementos de suas bases. Seja g uma &lgebra de
Lie {x1, ...,xn} uma base de g. Tomando dois elemento x;, x; desta base, o colchete [x;, X;]

pode ser escrito como uma combinagao linear
[Xi,xj] = CijkXk

(vale lembrar que estamos usando a notacdo de Einstein e nas expressoes acima o que
temos na verdade é um somatdrio).

Os coeficientes cyjx sao denominados constantes de estrutura da algebra de Lie g em
relagao a base {x1, ..., xn }. Estas constantes determinam a algebra a menos de isomorfismo.
Com efeito, seja h uma dlgebra de Lie com uma base {yy, ..., yn } com as mesmas constantes
de estrutura cijx que g, considere a transformacao linear 1 : g — b tal que P(x;) = ys.
Entao,

Plx,yl = aibjciad (xi) = aib;lyi, y;] = [bx, Py

onde ai, bj;i,j = 1,...,n sao as coordenadas de x e y respectivamente em relacao a base

de g. O que mostra que P é um isomorfismo e, portanto, g e h sao isomorfas.
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Tomando uma métrica Riemanniana em G e uma base ortonormal ey, ..., e, de g entao

as constantes de estrutura sao facilmente calculadas, observando que
ey, ej] = CijkCx-
Assim, como a base ey, ey, ..., e, € ortonormal temos que
<[€1, ej], €1> = <Cijk€k, €1> = Cij1-
Para toda terna 1i,j, k as constante de estrutura satisfazem as seguintes igualdades:

Cijk = —Gjix
Cij1Clkm 1 Cjk1Clim + CkitCljm = 0

a primeira, devido a antissimetria do colchete, e a segunda, devido a identidade de Jacobi.
Reciprocamente, se existem constantes ciji satisfazendo as duas identidades acima, elas
sao constantes de estrutura para alguma algebra de Lie, isto é, podemos tomar uma
base {X1, ..., X2} de um espaco vetorial e definir [x;,X;] = cijkXx, estender bilinearmente e
teremos uma algebra de Lie cujas constantes de estrutura sao os cCyjk.

Estes fatos nos dizem que para conhecermos uma algebra de Lie, a menos de isomor-

fismo, basta conhecermos os colchetes dos elementos de uma base.
Definicao 2.8. Um subespaco h C g € um ideal de g se
Vyehxeglxyleb,
1sto €,
g,0] = {lx,yl:x e g,y e b} Ch.

Seja P : g — h um homomorfismo entre algebras de Lie. As seguintes afirmagoes sao

de verificagao imediata.
e ker é um ideal de g.
e im 1 é uma subalgebra de h.

Definigao 2.9. Seja g uma dlgebra de Lie e h C g um ideal. Defina no espaco vetorial

quociente g/b, o colchete [ , ] por

(X, 9l = b, yl,

onde X denota a classe x + .
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Aqui é de fundamental importancia que b seja um ideal, pois caso contrario a operagao

nao fica bem definida.
Teorema 2.11 (de isomorfismo). (1) Seja P :g —> g um homomorfismo. Entaio
g/ ker = im.
O isomorfismo é dado por X € g/kerlh — P(x) € imp
(2) Sejam g dlgebra de Lie e by, bs C g ideais de g. Entao,
(b1 + h2)/b1 = b2/b1 N bha.
Definicao 2.10. Sejam gy, 9o, ..., gn dlgebras de Lie e
g=g1D..Dgn

sua soma direta como espac¢os vetoriais. Isto €, g = g1 X ... X gn com a estrutura vetorial

produto. Para x = (X1,....,Xn) €Y = (Y1,...,Yn), G eTxpressao

[ny] - ([X17y1]7 ceey [XTUyTl])

define uma estrutura de dlgebra de Lie em g em que a i-ésima componente é um ideal

isomorfo a gi.

Tomando, como sempre, g como sendo uma &algebra de Lie, para dois subconjuntos

A e B de g serd usado a notagao [A, B] para indicar o subespaco gerado por
{IX,Y]: X e A, YeB}L

Define-se, por indugao, os seguintes subespagos de g (denominados algebras derivadas):

g9 =g
g = lgd
g(k) — [g(k_1)7g(k_1)].

Esses subespacos sao ideais de g. A série central descendente da algebra de Lie g é

definida, por inducao, como

gt = [g,g" VI
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Definicao 2.11. Uma dlgebra de Lie é soluvel se alguma de suas dlgebras derivadas se

anula, 1sto €,

g = {0}

para algum ko > 1 (e, portanto, g™ = {0} para todo k > k).

Subélgebras e imagens homomorfas de algebras de Lie soliiveis sao também soltveis,

como mostra a proposicao a seguir.

Proposicao 2.2. (1) Se g € solivel e h C g € uma subdlgebra, entio b também é

soluvel.
(2) Seg € solivel e h C g € um ideal, entdo g/b também € solivel.
A demonstracao é simples e pode encontrada em [10], pagina 44.

Definicao 2.12. Uma dlgebra de Lie € nilpotente se sua série central descendente se

anula em algum momento, isto €,
g = {0}

para algum ko > 1 (e, portanto g = {0} para todo k > k)

Proposicao 2.3. Seja g uma dlgebra de Lie de dimensdo finita. Entao, g € solivel se, e

somente se, a dlgebra derivada g’ € nilpotente.
Para uma demonstragao dessa proposicao veja [10], pagina 71.

Corolario 2.6. Se g € uma dlgebra de Lie solivel de dimensao finita, entao g possui um

ideal de codimensao 1.

Demonstra¢ao. Com efeito, pela proposicao 2.3, temos que g’ é nilpotente: Neste caso,

g # g’, pois, caso contrario, teriamos

g=Ilg.gl=1[g" gl

Portanto g = g' = g? e, por um raciocinio andlogo, obtemos que a série central descen-
dente é constante, o que contraria a hipdtese de g’ ser nilpotente, assim g # g’. Tomando,
entao, b no complemento ortogonal de g’, obtemos que u = b+ é um ideal de codimensao

1. [l




Capitulo 3

Curvaturas de métricas invariantes a

esquerda

Os resultados apresentados neste capitulo foram todos extraidos de [7], exceto o lema 3.4

e o teorema 3.7 que foram extraidos de [5].

3.1 Curvaturas Seccionais

Sejam G um grupo de Lie de dimensao n, e g a sua éalgebra de Lie associada, constituida
de todos os campos de vetores diferenciaveis sobre G que sao invariantes a esquerda.
Escolhendo uma base {eq, es, ..., e, } para o espaco vetorial g, é facil verificar que existe
uma unica métrica Riemanniana em G tal que estes campos sejam ortonormais. Mais
ainda, dada qualquer matriz n x n simétrica, positiva definida (i;) de ntimeros reais
existe uma unica métrica Riemanniana tal que o produto interno riemanniano satisfaz
(ei,e5) = Py 1,j = 1,...,n. Evidentemente, esta construcdo fornece de forma geral
as métricas Riemanniana invariantes a esquerda (diz-se invariante a esquerda quando
L, : G — G é isometria para todo a € G). Assim, cada grupo de Lie de dimensao n
possui uma familia de métricas invariantes a esquerda de dimensao %n(n +1). Veremos
neste trabalho que a escolha de diferentes métricas em um grupo de Lie implicam em
diferenca substanciais sobre as propriedades da curvatura.

Escolhendo uma métrica invariante a esquerda em G, G torna-se uma variedade ho-
mogénea, isto é, dados a,b € G existe uma isometria que leva a em b, isto é facil de

comprovar, basta tomarmos a translacao a esquerda Ly,-1 e tem-se Ly,-1(a) = b. Segue,

30
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entao, que G é completo. De fato, escolhendo ¢ > 0 tal que Ble, ) seja compacta, e
portanto por translagoes a esquerda desta bola temos que toda bola de raio ¢ é compacta,
segue assim que toda sequéncia de Cauchy a partir de um certo termo estara dentro de
um compacto, e logo serd convergente.

A curvatura Riemanniana de uma variedade pode ser descrita facilmente pela forma

bi-quadratica fun¢ao de curvatura
k(x,y) = (R(x,y)x,y), x,y € T,G.

Uma dada funcao k(x,y) pode ocorrer como fungao curvatura para alguma métrica se, e
somente se, é simétrica, biquadratica como funcao de x e y, e é nula sempre que x =y. A
colecao de todas as fungoes simétricas e bi-quadraticas com k(x,x) = 0 forma um espaco
vetorial de dimensdo {5sn?(n? —1)*.

Em outras palavras devemos prescrever 1—12n2(n2 — 1) nimeros reais para prescrever a
curvatura Riemanniana de uma variedade em um ponto.

Se U e v s@o0 vetores ortonormais e unitdrios (ou mais geralmente, se o determinante
(u, w) (v, v) — (u,v)? é igual a 1) entdo o niimero real k = k(u,v) é chamado a curvatura
seccional do espago gerado por u e v. Geometricamente, Kk pode ser descrita como a
curvatura Gaussiana, no ponto, de uma superficie composta por todas as geodésicas cujo
vetor tangente nesse ponto é combinagao linear de u e v.

Estudaremos os grupos de Lie com métricas invariantes a esquerda, escolhendo uma
base ortonormal {eq, ey, ...,en} de g. A curvatura seccional pode ser descrita como uma

complicada férmula envolvendo as constantes de estrutura aijx de g

Lema 3.1. Com constantes de estruturas aijx a curvatura seccional K(ey, es) € dada pela

formula

K(er,ex) = %a12k(_a12k + Qi1 + Qkrz) — i(alzk — Qok1 + Qxaz)(@i2k + Qok1 — Qkaz)

—0k110k22

(vale lembrar que estamos usando a notagao de Einstein e, nas erpressoes acima, o que

temos, na verdade sio somatorios).

Demonstragio. De (Vyy,z) = 3 ((Ix,yl,z) — (ly,zl,x) + ([z,x],y)), temos, em particu-

lar, para uma base ortonormal ey, e, ..., e, e tomando aijx = ([es, €5, ex), as constantes

1Veja a demonstracdo desse fato no Apéndice A
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de estrutura da algebra de Lie g, que (V. ej, ex) = %(aijk — Qjki + akij) ou, ainda, em
outras palavras que
1
Ve = 5( ik — Qjki + Axij)ex.
Agora usando a formula da curvatura seccional dada pela definicao
K(ela 62) — <V[61,€2]e1 - velvegel + Vegveleh e2>
1
= (Vaec®1, €2) — <Ve1§((l21k — Qix2 + ka1 )ex, €2>
1
+ (Ve,3(aiik — @i + axir)ex, e2)
_ 1 1
= jauk(akiz — aiax + azi) — 3(@2ik — Qrke + Qo1 (Qike — axar + A21k)
1
+7(—aik1 + akan) (Azke — akoz)
1
= 5auk(axi2 — aiox + i)
1 1
—7 (=@ + a1z — Qoi1) (—akaz + Q2 — Qiok) + 3 (—2ak11) (—2ax2)
_ 1 1
= 5auk(—aik + g + akiz) — 7(Q12x — Q2 + axiz) (@2 + A2k — Axaz)
—0ax11 k22,
o que garante o resultado. O]
Esta férmula mostra que a curvatura seccional pode ser calculada completamente us-
ando informacoes sobre algebra de Lie. Mais ainda, a curvatura depende, continuamente,
das constantes de estrutura aijx e é nula sempre que as constantes sdo nulas (algebra
comutativa).
Para ilustrar este conceito, considere o seguinte caso especial. Suponha que a algebra

de Lie g contém um ideal u de codimensao 1. Escolha um vetor b ortogonal a u e seja
L:u—u

a transformacao linear ad(b) restrita a u, isto é, tal que L(u) = [b,u]. Seja L* a trans-
formacao linear adjunta, e ainda S = %(L + L*) a parte autoadjunta de L.

Além disso, pensando em u como uma algebra de Lie com uma métrica particular
induzida de g. Seja V a conexao Riemanniana para esta métrica em u. O simbolo V sera

usando para denotar a conexao Riemanniana da algebra g.

Lema 3.2. Com esta notacao, o operador derivada covariante Vi, satisfaz

1
Vb =0 e Vbu:§(L—L*)u

para cada w € u. Similarmente, o operador V., satisfaz

Vib=-Su ¢ Vyv=V, v+ (Su,v)b,
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para quaisquer W e v pertencentes a .

Demonstragdo. Usando sempre u € u e b € ut, demonstremos separadamente as quatro

afirmacoes.

e Sendo u um ideal entdo [v,u] € u para quaisquer v € geu € u. Calculando as

componentes de Vb na direcao de b e na direcao de u, temos que

(Veb,b) = 2 ({[b,b],b) — ([b, bl, b) + {[b, b]. b)) = 0

(V0. ) = 5(lb,bl, ) — {[b.1,b) + (fu, b, b)) =0
portanto temos que Vb = 0.

e Tomando um vetor w € u qualquer e calculando as componentes de Vi, u na direcao

de b e na diregao w obtemos

(Vou,b) = 2({[b,u],b) — ([u,b],b) + ([b,bl,u)) = 0
(Vbu,w) = %(([b,u],w>—([u,w],b>+([w,b],u))

- %(([b,u],w}—([b,w],u))

= (L), w) —(L*(w),w))

= S({L(w) — L*(w),w)).

Assim temos Vyu = %(L — L")

e Ainda com w € u, calculando Vb na direcao de b e na direcao de w, vemos que

(Vub, b) = %(([b,u],b) ([, b, b) + (b, bl,w)) =0

(Vub,w) = L((fw, bl w) — (b, wl,u) + (Iw,u], b))
= 3(— (b, ul,w) — (b, W], )
= —5((L{w) + L (u),w))
= —Su.

Portanto temos Vb = —Su.

e Por fim, para u,v € u, calculando também as componentes de Vv na direcao de b

e na direcao de w, obtemos
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(Vuv,b) = 1(([u,v],b) — (v, b],u) + ([b,ul,v))
= 1((b,v],u) + ([b,ul,v))
= L((L*(w) + L(u),v))
= <SLL,V>
(Vuv,w) = L(([u,vl,w) — (v, w],u) + (lw,ul,v))
= (Vuv,w)
Daf temos Vv = Vv + (Su,v)b. O

A seguir, veremos uma aplicacao deste lema que é a mais importante de suas aplicacoes.
Dado um grupo de Lie G com uma métrica invariante a esquerda, seja uw um vetor da

algebra de Lie associada.

Lema 3.3. Se a transformacao linear ad(u) € antiadjunta, entao
K(u,v) >0
para todo v, onde a igualdade ocorre se, e somente se, w € ortogonal a imagem [v, gl.

Demonstracao. Assumiremos, sem perda de generalidade, que w e v sdo ortonormais.

Escolha {eq, s, ..., ex} uma base ortonormal com e; = u e es = v. Admitindo que ad(u) é

antiadjunta, temos que ([e1,yl, z) = —(y, [e1, z]) = —(le1, zl, y), ou seja, que as constantes
de estrutura ayjx satisfazem aijx = —ajx; = ajik;. Do lema 3.1, temos que:
K(ey,ex) = %a12k(_a12k + Qi1 + Qkrz) — le(a12k — Qok1 + Qraz) (@2 — Qox1 — Qkaz)
— k11022

%012k(—02k1 + agi1 + Axrz) — 711((112k — ok + Qi) (@i + Ai2k — Akaz2)
(azi1)(azi) — i(a2k1)(a2kl)

Tlaza)? > 0.

I
I\/] ol

\Val

Assim k(eq, es) 0, como afirmamos e, mais ainda, k(e;,es) = 0 se, e somente se,

ask; = 0, ou seja, (eq, [ex, e2]) = 0 para todo k, logo e; é ortogonal & [es, g]. ]
A hipotese do lema acima depende de uma particular escolha da métrica.

Corolario 3.1. Se u pertence ao centro da dlgebra de Lie g (isto € [u,v] = 0Vv € g),
entao para qualquer métrica invariante a esquerda a desigualdade k(w,v) > 0 € satisfeita

para todo v.
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Demonstragao. De fato, como u pertence ao centro da algebra, entao [u,v] = 0 para todo

v € g. Portanto ad(u) é antiadjunta e assim temos k(u,v) > 0. H

Mostraremos mais adiante que os elementos do centro sao os unicos com esta pro-

priedade. Para isto, usaremos o seguinte lema.

Lema 3.4. Seja G um grupo de Lie com g sua dlgebra de Lie associada. Suponha que x

nao pertence ao centro de g e que

[x,y] = a(y)x + By,

para todoy em g. Entao existe uma base {eq,...,en} de g, com x = ey tal que

le1, €] = e+ Pey

ler,eil]l = Pey, i>3

[62, 61'_] = aqaje; + Z bikek, com Z a% < 4.
K>2 i<3

Demonstracao. Sabendo que e; = x nao pertence ao centro de g, entao existe e, tal que
a(ez) = 1. Caso contréario, terfamos & = 0 e [x,y] = By. Dai [x,x] = x =0 e, portanto,
B = 0 segue que [x,y] = 0 para todo y em g, absurdo.

Podemos agora encontrar uma base {e;, es, f3, ..., .} satisfazendo [e, f;] = Bf;, 1> 3.
Para isto, basta observarmos que « : g — R é um funcional linear e, tomando {f3, ...f,,}
no nucleo de «, temos que [eq, f;] = Bf;, parai > 3.

Finalmente podemos tomar e; = ef;, i > 3, onde ¢ > 0 é suficientemente pequeno de

modo que a condicao Z ai < 4 seja satisfeita. O
i>3

Alguns grupos de Lie possuem métrica que, além de serem invariantes por translacoes
a esquerda, sao ainda invariantes por translacoes a direita. Este fato sobre tais métricas

bi-invariantes pode ser resumido como segue.

Lema. Uma métrica invariante a esquerda em um grupo de Lie conexo é invariante a
direita se, e somente se, ad(x) € antiadjunta para todo x € g. Um grupo de Lie conexo,
admite métrica bi-invariante se, e somente se, € isomorfo ao produto cartesiano de um

grupo de Lie compacto e um grupo comutativo.

A demonstracao deste lema serd apresentada na secao 4.3 e serd dividida em dois

lemas, a saber os lemas 4.4 e 4.7
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Corolario 3.2. Todo grupo de Lie compacto admite métrica invariante a esquerda (de

fato, bi-invariante) tal que a curvatura seccional satisfaz k = 0. Além disto,
2
K(u,v) —H u, vl[|°.

Demonstracao. Com efeito, temos que, sendo o grupo de Lie compacto, este possui métrica
bi-invariante (veja por exemplo [8] proposigao 6.8) e, portanto ad(x) é antiadjunta para
todo x € g, donde k(x,y) = 0, para todos x,y € g. Para a segunda parte seja ey, es, ..., en
uma base ortonormal de g e mostremos inicialmente que V¢ e; = %[ei, ej]. De fato, temos
que

(Veej,ex) = ex) — (lej, ex], er) + (lex, e, &)
> + ([65, eil, ek) — <[€i, exl, ej))
e, 5], ex) — (les, &5, ex) + ([es, €3], ex))

— <[el7e]] ek>-
Portanto, temos que V. e; = %[ei, e;]. Para o célculo da curvatura seccional, tome u =

‘®
o
\_IN

A~~~
—~ o~
©
o
o©
=

NI= NI= NI N

€1 e V= ey, entao
K(ela 62) - <v[e1 es]€1 — velvezel + vegve1el7 €2>

le1, eo], e1] — %Vel [e2, e1] + §Ve2[€1, eil, e)
ela 62

wl»—t l\')l»i

(3l
= (5l el — i[€17[€2791]],e2>

(— % e1, [e1, es]] + i[ela le1, e2]], e2)
= —;11< e1, [e1, eal], €2>

<[€1, es], [eq, ez])

e L

H[€1,€2]||2-

[
Teorema 3.1 (Wallach). O grupo SU(2), consistindo das matrizes unitdrias 2 X 2 de
determinante 1, € o unico grupo de Lie simplesmente conexo que admite métrica invariante

a esquerda com todas as curvaturas seccionais estritamente positivas.

Demonstra¢ao. Em nosso texto, mostraremos apenas a primeira parte do teorema. Uma
demonstragao da segunda parte pode ser encontrada em [6] p. 25. Provemos entao, que
SU(2) possui uma métrica invariante & esquerda (na verdade bi-invariante) com k = 1.
Com efeito, a algebra de Lie de SU(2) consiste de todas as matrizes complexas da
forma aE E , onde a é imaginario puro. Definindo em su(2) (aqui su(2) denotard a
—b «
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algebra de Lie de SU(2)) o produto interno (x,y) = %tr Xy ', verifica-se, por propriedades
do trago, que esta métrica é invariante a esquerda (na verdade bi-invariante). As matrizes
i 0 0 1 0 1
€ = ) €y = € €3 =
0 —i i 0 -1 0
formam uma base ortonormal relativamente a essa métrica.

Efetuando o colchete, [x,y] = xy — yx, obtemos
[e1,e0] = —2e3, [e1,es] =—2ey e [eq, €3] =—2ey,

portanto ||[ei, ;]| =2, para i #j.
Para calcularmos ||[x, yl|| em um par de vetores x,y ortonormais quaisquer, observemos
que, sendo x = x4e; e y = y;ei, 1 = 1,2, 3, temos
x,yl = [xiei,yjel
= XiYj [es, ej]
= (x1y2 — x2y1)ler, €] + (x1ys + x3y1)ler, es] + (x2ys — x3y2) ez, es]

= —2[(x1y2 —x2y1)es + (x1ys + x3y1)ea + (xayz — x3y2)eil.
Como estamos supondo x,y ortonormais, temos (x,y) = x1Yy; + X2ys + x3yz = 0. Dai

I ylll? = 4[(x1y2 —x2y1)? + (x1Ys + x3Y1)? + (x2ys — X3Y2)?]

= 4[xPY3 — 20Yaxoy1 +X3YT +X]Y35 — 2x1Ysxsy + X3y
+X3Y3 — 2X2YsXay2 + X3y3]

= 4] (y5 +v3) + x5 (yf +y3) + xs(yF +y3)
—(2x1Y1X2Y2 + 2X1Y1X3Y3 + 2X2Y2X3Y3)

= 43yt + v3) + 3 + 3 +ud) + xs(ul +y3 + u3)
—(x{yi + 2xay1xaY2 + X3Y3 + 2x1Y1X3Ys + X3Y3 + 2x%ayoxays)]

=4[ +x3 +x3) (YT + Y3 +Y3) — (xay1 + xay2 + X3Y3)?]

= 4.
Consequentemente ||[x,y]|| = 2. Como esta métrica é bi-invariante, segue do corolario 3.2
que k = 1[|[x,yl||? = 1. O

As variedades Riemannianas de geometria mais simples sao as ditas flat, as quais
possuem curvaturas seccionais identicamente nulas. No caso de métricas invariantes a
esquerda, um critério preciso para a classificacao das variedades que admitem métrica

com todas as curvaturas seccionais nulas é dado pelo

Teorema 3.2. Um grupo de Lie com métrica invariante a esquerda € flat se, e somente

se, a dlgebra de Lie associada se decompoe como uma soma direta ortogonal b @& u onde
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b € uma subdlgebra comutativa e u € um ideal comutativo, e onde a transformagao ad(b)

¢ antiadjunta para todo b € b.

A demonstracao desse teorema serd feita apenas no final da secao 4.3.

Assim, existem grupos de Lie nao comutativo com métricas invariantes flat, mas estes
sao todos soliveis, pois sendo G um grupo de Lie que admite métrica invariante & esquerda
flat e g sua algebra de Lie associada, observe que g = b@u, conforme o teorema 3.2 entao,
lg, g] C u, pois u éideal, assim [[g, gl, [g, gl] = {0}, pelo fato de u ser comutativo, portanto,
g é solivel. Um exemplo simples é provado para o grupo E(2) dos movimentos rigidos do
plano Euclidiano.

Aqueles grupos de Lie que admitem métrica invariante a esquerda de curvatura sec-
cional estritamente negativa foram classificados por Heintze (veja “On Homogeneous Man-
ifolds of Negative Curvature” de Ernst Heintze). A condigao necesséria e suficiente é que
g = [g, 9] + Rx para algum x tal que todos os autovalores de ad(x)|[g, g] possuam parte
real positiva. Segue, por exemplo, que o produto cartesiano nao admite uma métrica
invariante a esquerda de curvatura seccional estritamente negativa.

Aqueles com k < 0 foram classificadas por Azencott e Wilson (Veja “Homogeneous
manifolds with negative curvature, Part I” de Azencott e Wilson). Pelo fato de seus
desenvolvimentos serem bastante complicados apresentaremos apenas o seguinte resultado

sem demonstracao.

Teorema 3.3. Se um grupo de Lie conexo G possui métrica invariante a esquerda com
todas as curvaturas seccionais k < 0, entao G € solivel. Se G € unimodular (veja a

defini¢ao 3.1), entdo qualquer métrica tal que k < 0 €, na verdade, flat (k =0).

Dizemos que uma &lgebra de Lie g, é simples se seus 1nicos ideais sao os ideais triv-
iais ({0} e g). Dizemos que um grupo de Lie é simples se sua dlgebra de Lie é simples.
Quando uma algebra de Lie g é soma direta de algebras de Lie simples, dizemos que g
¢ semissimples. Um grupo de Lie é dito semissimples se sua algebra de Lie associada é
semissimples.

Passaremos a descrever algumas propriedades acerca de grupos unimodulares. Relem-

bre que cada elemento, g, de um grupo de Lie G determina um automorfismo

h+—— ghg™*
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do grupo G. Lembre ainda que o automorfismo induzido da algebra de Lie é chamado

Ad(g). Aqui, daremos a seguinte defini¢ao para grupo de Lie unimodular.

Definigao 3.1. Um grupo de Lie G é dito unimodular se a transformacao linear Ad(g)

tem determinante £1 para todo g € G.

Como um exemplo, se G é compacto ou conexo e semissimples, entao o homomorfismo
g +— |det Ad(g)]

de G sobre o conjunto dos reais positivos deve ser certamente trivial. De fato, primeira-
mente se G é compacto, temos uma aplicagao continua, leva compacto em compacto,
portanto o homomorfismo seria trivial, por sua vez se é G semissimples, temos R comu-
tativo e um homomorfismo nao trivial implica na existéncia de um subgrupo comutativo

nao trivial de G, absurdo, assim G ¢ unimodular.

Observagao 3.1. Na verdade, define-se grupo de Lie unimodular como o grupo de Lie
tal que sua medida de Haar (veja [9]) ¢ invariante a esque e a direita e esta definigao ¢,
na verdade, um resultado equivalente que usaremos como definicao para nos poupar um
pouco de trabalho com esta teoria. O leitor interessado pode consultar, por exemplo, a

referéncia [9] para ver a citada equivaléncia.

Dado um espago topoldgico e um grupo agindo sobre ele, as imagens de um tunico
ponto sob a a¢ao do grupo formam uma 6rbita da agao. Um dominio fundamental é um
subconjunto do espago, que contém exatamente um ponto de cada uma destas dérbitas.
Ele serve como uma realizacao geométrica para o conjunto abstrato de representantes das

orbitas. Temos, entao, o seguinte resultado.

Lema 3.5. Se G admite um subgrupo discreto I' com quociente G/T" compacto, entao G

€ unimodular.

Demonstracao. Escolha um dominio fundamental compacto D por agoes de I' a esquerda
em G (tomando, por exemplo, a agdo @ : I'x G — G, ¢((y,g)) = vg, observarmos que
qualquer dominio fundamental é difeomorfo a G/T, que é compacto), que é um subcon-
junto D C G tal que as translagoes a esquerda yD cobrem G e que a interse¢ao yD Ny’'D
tem medida nula para y # y’. Escolhendo uma medida de Haar invariante a esquerda w,

note que a medida w(D) # 0 é independente da escolha da medida, pois caso contrario
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terfamos w(G) < )_ w(yD) = 0 o que nao pode acontecer. Agora se E for outro dominio

fundamental entao

w(E)=) w@lDNE) =) wDny 'E)=w(D),

onde o somatério se estende sobre todos os y de T'.

Para qualquer elemento g do grupo, note que o transladado a direita Dg é também um
dominio fundamental para a agdo de I' & esquerda. Assim w(D) = w(Dg), segue entao
que a medida de Haar w invariante a esquerda é também invariante a direita. Portanto

G é unimodular. O]
Em termos de algebras de Lie, temos o seguinte critério.

Lema 3.6. Um grupo de Lie conexo é unimodular se, e somente se, a transformacgao

linear ad(x) tem trago nulo para qualquer x na dlgebra de Lie associada.

Demonstracao. Usaremos duas aplicagoes exponenciais. Se £ é uma transformagcao linear

de um espaco vetorial de dimensao finita sobre si mesmo, seja

Usando a forma canonica de Jordan temos que
det(et) = e'rt.

Por outro lado, para qualquer grupo de Lie G podemos considerar a aplicacao suave
exp:g — G

caracterizada pela propriedade que, para cada x € G,a aplicacao define um homomorfismo
t — exp(tx)

do grupo de Lie dos ntimeros reais sobre G, o homomorfismo de dlgebra de Lie associado
sendo a multiplicagao por x. Estas duas exponenciais estao relacionados pela seguinte
identidade

Ad(exp(x)) = e

como no diagrama 2.1.
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Agora se |det Ad(g)| é identicamente 1, segue
det Ad(exp(x)) = det e2d(¥) = ¢t (ad(x))

¢ identicamente 1, assim tr ad(x) = 0. Reciprocamente, se tr ad(x) = 0 este argumento
mostra que det Ad(g) = 1 para todo g na imagem da aplicagao exponencial. Usando o teo-
rema da fungao inversa, isto inclui todo g em uma vizinhanca da identidade. Porém sendo
G conexo, é gerado por uma vizinhanga da identidade, assim det Ad(g) ¢é identicamente

igual a 1. [

Como exemplo, se g é nilpotente, entdo toda ad(x) é nilpotente, ou seja ad™(x) =
ad(x) o...ocad(x) =0, e tem trago nulo.

Uma &algebra de Lie que satisfaz a condicao tr ad(x) = 0 é chamada uma &lgebra de
Lie unimodular.

Agora, seja g uma algebra de Lie completamente arbitraria. Da identidade de Jacobi,
obtemos

ad([x,y]) = ad(x)ad(y) — ad(y)ad(x),

donde segue que tr (ad([x, y])) = tr (ad(x)ad(y)—ad(y)ad(x)) = 0. Portanto, a aplicacao
linear

x — tr ad(x)

de g sobre a dlgebra de Lie comutativa R é um homomorfismo de algebras de Lie. Em
particular, o seu nicleo

u={x € gltr ad(x) = 0}

é um ideal, contendo o comutador ideal [g, g]. Chamaremos u o nicleo unimodular de g.
Podemos, ainda, observar que u é uma algebra de Lie unimodular. Com efeito, tomando

{ui, ..., ux, €xy1, ..., €n} uma base ortonormal de g onde {uy, ..., Uy} é uma base de u, temos
tr ad(x) = (ad(x)ui, wq) + (ad(x)e;j, e;),
desde que (ad(x)ej,e;) =0 Vj,l =k+1,...,n. Portanto, temos
(ad(x)ui, ui) =0,

assim considerando u como uma algebra de Lie, temos tr ad(x) = 0, portanto u é uma

algebra de Lie unimodular.
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Como dito antes, aqui temos uma interessante aplicacao do lema 3.2.

EXEMPLO ESPECIAL. Suponha que a dlgebra de Lie g tem a propriedade de que o colchete
[x,y] é sempre igual a uma combinagao linear de x e y. Assumindo que dim g > 2, temos

de fato

[x,yl = tx)y — L{y)x

onde £ é um funcional linear bem definido de g no conjunto dos ntimeros reais. Escolhendo

qualquer métrica positiva definida, as curvaturas seccionais sao constantes:

k(x,y) = —¢]”

Assim, no caso nao comutativo £ # 0, toda possivel métrica em g possui curvatura sec-

cional constante negativa.

Verificagao: Mostremos inicialmente que [x,y] = {(x)y — £(y)x. De fato, como [x,y]
¢ uma combinacao linear de x e y, tomemos uma base {ey, e, ..., e,} ortonormal. Assim
devemos ter [e;, ej] = aije; + byje (observe que neste caso nao temos uma soma, pois
mesmo i e j sendo arbitrarios, estdo fixados). Observemos que da anticomutatividade
temos:

lei, ej] = aijei + bije; = —ajie; — bjier = —[ej, e

donde para e; # e; tem-se ai; = —bj;. Fazendo a substituicao temos [ei, e;] = aije; —
ajiej, observando agora que ay; pode assumir qualquer valor, vamos assumir que a;; = 0,
afirmamos que ai; para i # j nao depende de i. Com efeito, temos que:
lei,er +ex+ ... +en] = lei, el + e, ex] + ...+ [ei, enl
= Qq1ey — qiie] + aisei — aqies + ... + Ainei — Anién

= (@i + a2+ ...+ ain)e; — aji€; — azi€s — ... — Aniln,
mas por outro lado, obtemos que

lei,e1+ e+ ...+e ] =Aeg+Pler+ex+ ... +en).

Do fato que ey, ey, ...,en ¢ uma base, temos que 3 = —ay;, 1 # j. Assim no lugar
de escrevermos aij, podemos escrever apenas aj para i # j e, como aj; = 0, este nao
vai ser importante nas somas, entao nao o levaremos em consideracao. Obtemos, assim,

lei, e;] = aje; — ajej. Tomando x = xie; e Yy =yie; X,y € g, temos que
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[x,yl = I[xieq, yjey]
= xiYjley, ¢]
= xyjlaje; — aiej)
= qjy;(xiei) — aix;(y;e;)
= (ajy;)x — (aixi)y

= ((x)y —L(y)x,
onde { é o funcional linear £ : g — R tal que {(e;) = —a;. Evidentemente, esta férmula

é também verdadeira no caso trivial onde x e y sao linearmente dependentes.

O caso comutativo nao é interessante neste exemplo, seja entao £ # 0. Seja u o nicleo
de €. Claramente u é um ideal comutativo, pois dados u,v € u temos que [u,v] =
((u)v — £(v)u = 0. Escolha, entao, um vetor unitario, b, ortogonal a u, e seja A = {(b).
(Evidentemente, podemos supor A > 0 e identificar A com ||£]|, a norma da transformagao
linear). Relembrando, entdo, do Lema 3.2 a transformacao L(u) = [b,u] é dada por
L(u) = Au, que é, claramente, autoadjunta. Assim, Vi = 0 pelo Lema 3.2. Observando

que Vv = 0,Vu,v € u, temos, novamente, pelo Lema 3.2 que, sendo z = ab +w € g,

onde w € u, entao
Vuwz = V,ob+V, w
= —al(u)+ (L(u),w)b

= AM(u,z)b—w(b,z)),
para qualquer u € ue qualquer z € g. Tomando x,y,z € g e escrevendo x = x;b+w,, y =

Yy1b+wy e z=2z;b+w, onde wy,w,,w, € u, podemos entao calcular a curvatura
R(x,ylz = VyViz—=VVyz+ Viyz

= Vi, Vw2 =V, Vi, 2+ Vaxy—yix)Z

= Vi, MWy, z) =Wy (b,2))) — Vi (Awy, z) —wy (b, 2)))
HAV w2 — AVy w2

= A2(b{wy, b(wy, z) — Wi (b, z)) — wy (b, b(wy, z) — wy(b,z)))
—A%(b(wy, bwy, z) —wy (b, z)) — Wi (b, b(wy,z) —wy(b,z)))
+A2(b{x1wy, z) — x1Wy (b, z)) — A% (b{y1wy, z) — y1wi (b, z))

= A2 (b{wy, —wy(b,z)) — Wy (wy, z) — b(wy, wy (b, 2) ) + Wy (wy, z))
+A%(b(x1wy, z) — x1wy (b, z)) — A% (b(y1wx, z) — Yy1wi (b, z))

= AN (—wy(Wy,z) + Wy (Wy, z) + x1D(Wy, z) — x1wy (b, z) — y1b(Wy, z)
+y1wx (b, z)) + Ax1b(y1b, z) — A%y;b(x1b, z)

= A (—y(wx, z) + x(Wy,z) —y(x1b,z) + x(y1b, z))
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portanto

Ry)z = A(x(y,2) —y(x.2))

para quaisquer x,y e z € g. Calculando a curvatura seccional k(x,y) = (R(x,y)x,y),
obtemos

K(x,y) = (R(x,y)x,y)
= NM(x(y,x) —y(xx),y)
= NM((y)ly,x) — (%), 1))
= MYy x) — (x,y)?).

Logo k(x,y) = —A? sempre que x e Yy forem ortonormais. Em outras palavras, a curvatura
ional tant = —\?

seccional é constante e kK = .
Podemos, ainda, calcular £ explicitamente. De fato, tomando, novamente uma base

ortonormal de g, para X € g, escrevemos x = X;€;, fagamos
(ad(x)(ei),ei) = (Ix,eil ei)
= (Ux)ei —Llei)x, eq)

= {(x) —Lxiei)
somando sobre 1, obtemos tr ad(x) = nf(x) — £(x) e, portanto, temos que (n — 1){(x) =

tr ad(x).
Veremos mais adiante que este exemplo poder ser caracterizado como a unica algebra
de Lie que, para qualquer métrica invariante, possui curvatura seccional com sinal con-

stante.

3.2 Curvatura de Ricci

Recordemos que a curvatura de Ricci de uma variedade Riemanniana M™ em um ponto
P € M segundo a direcao x € T,M pode ser interpretada como uma média das curvatu-

ras seccionais segundo planos tangentes a x, no seguinte sentido: tomando x unitério e

completando de modo a obter uma base ortonormal de T,M {x, e,, ..., en}, entdo
n
(%) = Y k(x,ei) = (R(x,ei)x, eq)
i=2

onde k ¢é a bi-quadratica funcao de curvatura.
Como o tensor de Ricci ric, em cada ponto, define uma forma bilinear simétrica,

podemos representé-lo pelo operador autoadjunto (transformacao de Ricci) T definido por

T(x) = R(ey, x)e;.
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Este é relacionado com o tensor de Ricci pela seguinte identidade

ric(x,y) = (F(x), y).

Os autovalores de T sao chamados curvaturas principais de Ricci. Se escolhermos uma
base {e1, ey, ..., en} formada por autovetores, notemos que a forma quadrética é diago-

nalizavel.

T(E1e1 + ... + Enen) = T(e1) &L

Em particular, os nimeros r(e;) podem ser identificados com as curvaturas de Ricci
principais e a colecao {sgnr(ey),...,sgnr(en)} pode ser identificado, com assinatura da
forma quadratica r.

Retornemos ao nosso estudo das métricas invariantes a esquerda. Aqui temos um

critério para obtermos uma direcao positiva da curvatura de Ricci.

Lema 3.7. Se a transformacdo ad(u) € antiadjunta, entao r(u) > 0, onde a igualdade

ocorre se, € somente se, W € ortogonal ao comutador ideal [g, g].

Demonstracao. Pelo Lema 3.3, sendo ad(u) antiadjunta entao k(u,v) > 0 para todo

Vv € g, em particular, para uma base ortonormal {e;, es, ..., en}. Logo

n

r(w) =) klue)

i=1
k = 0 se, e somente se, u L [e;,g] 1 =1, 2, ..,n, assim como ey, ey, ...,e, é base pela

linearidade no primeiro termo, temos que necessariamente w L [g, gl. L]
Por exemplo, se u pertence ao centro de g, entao r(u) > 0.

Teorema 3.4. Um grupo de Lie admite métrica invariante a esquerda com todas as
curvaturas de Ricci estritamente positivas se, e somente se, € compacto com grupo fun-

damental finito.

Demonstracdao. Primeiramente, temos, pelo teorema de Myers, que qualquer variedade
Riemanniana completa com curvatura de Ricci limitada inferiormente por uma constante
positiva é compacta com grupo fundamental finito.

Reciprocamente, se G é compacto, entao podemos escolher uma métrica bi-invariante,
tal que cada ad(x) é antissimétrica, pelo Lema 4.4 a seguir. Se G ainda possui grupo

fundamental finito, tal que o recobrimento universal G é compacto, note que g deve
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coincidir com o ideal comutador, [g, g] (veja por exemplo [8] teorema 6.22). Agora, usando

o Lema 3.7, segue que todas as curvaturas de Ricci sao estritamente positivas. O

E também interessante caracterizar os grupos de Lie conexos que admitem métricas
com todas as curvaturas de Ricci > 0. Veremos, mais adiante, que estes grupos devem
ser necessariamente unimodulares.

Similarmente, é interessante saber quais grupos de Lie admitem métricas invariantes a
esquerda com curvatura de Ricci nao positiva. Veremos que o grupo simples SL(2,R) e o
grupo unimodular E(1,1) admitem métrica invariante a esquerda nao flat com curvatura
de Ricci nao positiva.

Finalmente, quais grupos de Lie admitem métricas invariantes a esquerda com cur-
vatura de Ricci identicamente nula, ou curvatura de Ricci estritamente negativa (constante
ou nao constante)?

O préximo resultado apresenta um critério completamente analogo ao do lema 3.7

para obtermos a direcao de curvatura de Ricci negativa.

Lema 3.8. Se b € ortogonal ao ideal comutador [g, gl, entao r(b) < 0 onde a igualdade

ocorre se, e somente se, ad(b) € antiadjunta.

Demonstrag¢ao. Se b é ortogonal ao ideal comutador [g, g, segue de imediato que o com-
plemento ortogonal de b contém [g, g] e, assim, é um ideal, pois, claramente, temos que
[u,v] € [g,g] C b, e daf estamos nas hipdteses do Lema 3.2. Calculemos a curvatura de
Ricci r(b). Temos

r(b) =k(b,uy) + ... + k(b,un_1)

onde Uy, ..., Un_1 é qualquer base ortonormal de u = b*. De fato, é mais facil trabalhar

com uma base formada de autovetores
Sui = Aiui

do operador auto adjunto S. Para cada vetor unitario em u, a curvatura seccional poder
ser computada como
k(b,u) = (R(b,u)b,u)
(Vipab u> (VeVub,u) +(V,Vyb,u)
= (Viwb,u) — (V(=Su),u) + 0
(—SL(u),u) + ($(L—L*)Su,u).
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Tomando u; como sendo um autovetor de S, observamos que
A = (Su,w)
= (5(L+ L )u,uy)
(3Lug, uy) + (GLrug, )
<%Lui,ui) + (uy, %Lui)
= (Luy,uy).
De forma andloga, obtemos que A; = (L*uy, u;), ou seja

<Lui,ui) = <L*ui,ui> = 7\1.

Entao, para cada uy, temos que
kK(b,u) = (—=SLuy,uy) + (3(L—L*)Su;,wy)
= (Lug, —Sui) + (GAiLug, uy) — GA L ug, uy)
= (Luy,—Awy) +0

2
— Ai .
Assim

r(b) = —AZ — ... — A2 —tr S2.

n—-1—

Portanto r(b) < 0 e a igualdade ocorre se, e somente se S = 0, ou seja %(L +L*) =0, em

outras palavras L é antiadjunta. O]

Cuidado: Nao é verdade que k(b,u) < 0 para todo u € u. Pode acontecer que, para
uma particular escolha de u (u ndo autovalor de S), se tenha k(b,u) > 0 pelo Lema 3.3.

Isto acontece, por exemplo, no caso do grupo de Heisenberg.

Lema 3.9. Se um grupo de Lie conexo G possui métrica invariante a esquerda com todas

as curvaturas de Ricci nao negativas, entao G é unimodular.

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que G nao seja unimodular. Escolha um vetor
unitério b ortogonal ao nticleo unimodular. Necessariamente, temos tr ad(b) % 0. Temos
ainda que ad(b) nao pode ser antiadjunta (pois o trago é diferente de zero), e do lema

3.8, temos 1(b) < 0. Isto contraria nossa hipo6tese e finaliza nossa demonstracao. O]
Combinando os Lemas 3.7 e 3.8, obtemos a seguinte versao do teorema de Wolf [12].

Teorema 3.5. Suponha que a dlgebra de Lie de G € nilpotente, mas ndao comutativa.
Entao, pra qualquer métrica invariante a esquerda, existe uma direcao de curvatura de

Ricci estritamente negativa e uma direcao de curvatura de Ricci estritamente positiva.
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Demonstrag¢ao. Sendo g nilpotente, temos que algum termo da série

gClg,glClglg,gll C..

deve se anular. Escolhendo entao um vetor unitario u no tltimo termo nao nulo desta
sequéncia de ideais, segue que [u,v] = 0, para todo v € g. Portanto u pertence ao centro
de g e, ainda, temos que u € [g, g]. Pelo Lema 3.7, segue que r(u) > 0.

Note agora que o espaco vetorial g ndao poder ser gerado por {lg, gl,3}, onde 3 é o
centro da dlgebra g, pois caso g = [g, g] + 3, terfamos [g,g]l = [g, [g, 9] + 3] = [g, [g, gl] €,
assim, a cadeia se estabiliza. Como temos que [g, g] # 0 a algebra nao seria nilpotente,
contrariando nossa hipétese. Portanto existe um vetor unitario v ortogonal a [g, g] que
nao pertence a 3. A transformacao linear ad(v) é nilpotente e ndao nula e nao pode ser
antiadjunta, pois, caso a transformacao L seja antiadjunta, com L # 0, assumindo que
L*x # 0, segue que

(L%, x) = +(L*, L*) #0

sendo + no caso de k ser par e — no caso de k ser impar, portanto L2 # 0. Desse modo,
L nao é nilpotente, pois como L # 0 entao L2, L%, ... # 0. Como temos v ortogonal a [g, g]

e ad(v) nao antiadjunta segue que r(v) < 0 pelo Lema 3.8. O
De forma mais geral, temos o seguinte

Teorema 3.6. Se a dlgebra de Lie de G possui vetores linearmente independente x,y, z
tais que

[x,yl = z,

entdo existe métrica invariante a esquerda tal que r(x) < 0 e r(z) > 0.

Demonstracao. Escolha uma base fixada by,...,b,, com by =%, by =y, bg = z. Para
qualquer numero real ¢ > 0, considere uma base auxiliar eq,..., e, definida por e; =
eby, e; = eby ee; = e?b; parai > 3. Defina a métrica invariante a esquerda que
torna ey, ..., e, uma base ortonormal. Seja g. a dlgebra de Lie obtida de g com essa
particular métrica e esta particular base ortonormal. Denotando por aijx as constantes
de estrutura de g e por 35 as constantes de estrutura de g, podemos observar que a;93 =
([b1,ba], b3) =1 = —as3. Por outro lado, temos [e1, es] = e3 e Bz = ([e1, ea],e3) =1 =

—B213. As demais constantes de estrutura dependem continuamente de € e tem-se ainda
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lir% Bijk = 0. Obtemos uma algebra de Lie limite gy com métrica prescrita e uma base
E—>r

ortonormal prescrita. Mais ainda, a operacao colchete é dada por
[ely e2] — [627 el] - O

com [ej, e;] = 0 nos demais casos. Vemos entao que [g, g] = {espaco gerado porez}. Pode-

mos, entao, calcular explicitamente r(e;) e r(e3). Usando o Lema 3.1, obtemos

K(ep, ex) = %(%23)(—(1123)—%1((1123)(0123) = —%

K(ey,e3) = —%(0213)(—(1213) = %1

K(ei,e;) = 0, i>3.
Portanto r(e;) = —%. Calculando agora r(e3), obtemos

K(es,e1) = —%(0213)(—0213) = }1

K(es, e2) = —%1(—0213)(0213) = %

k(es,ei) = 0, i>2,

logo r(e3) = % Isso garante o enunciado para gg, mas as curvaturas de Ricci variam

continuamente com ¢, segue que r(e;) < 0 < r(e3), para todo € suficientemente proximo

de zero, onde as algebras de Lie g, sao isomorfas a g. O]

Recordando o Corolario 3.1, mostraremos o resultado ja mencionado de que os ele-

mentos do centro sao os unicos elementos com tal propriedade.

Teorema 3.7. Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie associada g. Se x ndo pertence
ao centro de g, entao existe uma métrica invariante a esquerda e um elementoy € g tal

que k(x,y) < 0.

Demonstragao. Se existe y € g tal que os vetores x,y e [x,y] sao linearmente indepen-
dentes, entao existe uma métrica invariante a esquerda tal que r(x) < 0 (veja o Teorema
3.6). Portanto k(x,z) < 0, para algum z € g.

Assumindo que, para todo y € g,
[yl = aly)x + B(y)y
e tomando uma base e; = x, es, ..., €,,, observemos que, por um lado, temos
x,eo+..+te ] =afes+..+e)x+P(ea+...+en)ea+ ...+ P(ea+...+en)en

e, por outro lado, temos
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x,es+...+e] = [x,e]+...+[x e
= «fex)x + Palez)es + ... + ax(en)x + Pnlen)en

= [a(es) + ... + ax(en)]x + Blex)es + ... + Blen)en
Pelo fato de e; = x, es, ..., e, ser base que x(es+...+en) = x(ez) +...+ x(en) e B(es) =

.. = Blen) = B(es + ... + e,) para qualquer base e; = x, ey, ..., e, Obtemos que 3 é
constante e, portanto,

[x,y] = «(y)x + By.

Estamos nas condigoes do Lema 3.4. Tomando uma base e; = x, ey, ..., €, em tais
condicoes e a métrica invariante a esquerda de modo que esta base seja ortonormal,
mostremos que k(e, ey) < 0.

Como V é simétrica e compativel com a métrica, temos
K(w,v) = (Viwu— Vi (Vv —[u,v]),v) — (V,u, V)

= <v[u,V]u7 V) + Hvu"”2 + (Vulu, v, v) — (Vuu, Vyv).
Além disto,

(Vi V) + (Vulu,viv) = 5(([[u — ([, ], [, V1) + (v, [u, v, w)
+([u ) ([, v, V] ) + (v, ul, [u, v]))
= %(—2\\ u,v H2+2< v w))
= (v, b, vl w) — [ [, ]2
e dai
k(w,v) = (v, u, v, u) — [, V][]? + |[Vov|* — (Vau, V). (3.1)

Facamos os céalculos separadamente:

([eg, [e1,eall,€1) = (lea, €1+ Pesl, 1)
= (—e; + Bes, e) = —1,

ller,e2|? = ler + Besf? = 1+B2 (3.3)

IVe,ea> = 1) ((ler,eal, €1) — (lea, €1l €1) + {[ei, 1], €2))”
= 1[(2(e1 + Bea, €))% + ({e1 + Pea, e2) — (e1 + Pea, €2))?
4
+ Z<ai€1 + Z bikek, €1>2] (34)

i>3 k>2

= 1+1) o

i>3
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<vele27vege3> - <(<[elael]7ei> - <[elaei]7el> + <[eiael]7el>)eia (3 5)
(<[627 62]7 e)> - <[627 ej]7 €]> + <[ej7 62]7 62>)ej> =0.
Substituindo as equagoes (3.2), (3.3), (3.4) e (3.5) na equagao (3.1) obtemos
k(eq, es) :—1—62—12a-2<0
1,2 4 ' i )
i>3
e, assim, concluimos a demonstracao. O

3.3 Curvatura Escalar

Escolhendo agora uma base ortonormal eq, e, ..., €, para o espago tangente em um ponto

de uma variedade Riemanniana, o nimero real

p=r(e) +r(ex) + .. +7(en) =2 k(e ¢)

i<j
¢ chamada curvatura escalar no ponto.

Conforme Eliasson [4], qualquer variedade suave de dimensdo n > 3 admite uma
métrica Riemanniana de curvatura escalar estritamente negativa. Porém, uma métrica de
curvatura escalar estritamente positiva nem sempre existe.

No lema a seguir calcularemos a curvatura escalar p(g), considerando u como &lgebra
de Lie, onde u é um ideal de g de codimensao 1 e supondo b um vetor unitario no
complemento ortogonal de u, como nas hipéteses do Lema 3.2. Seja p(u) a curvatura

escalar de u, provamos entao o seguinte

Lema 3.10. A curvatura escalar p(g), associada a métrica da dlgebra de Lie g € igual a
p(u) —tr S — (tr )%

Demonstracao. Dados os vetores ortonormais u,v em u. As curvaturas seccionais de g e

u sao dadas respectivamente por

k(u,v) = (Viww, v) — (Vi V,

K(u,v) = (Vi v) — (VuV,

Usando entao o Lema 3.2, obtemos que
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K(w,v) = (Viww,v) — (Vo Vyu,v) + (V,Vyu, v)

= (Vi + (Slu, v, u)b,v) — (Vi (Viyu+ (Su,v)b),v)
+(Vu(Viu + (Su,u)b),v)

= (Vi V) + (S, vl,u) (b, v) — (V. V,u,v) — (Su, v)(V,b,v)
+(V, Vo, v) + (Su, u)(V,b,v)

= (Vi v) — (VuVyu + (SV,u,u)b, v) — (Su, v)(—Su,v)
+(V,Vu+ (SV,u,v)b,v) 4 (Su, u)(—Sv, v)

= (Vi v) — (Vo Vo, v) + (SVyu, w) (b, v) + (Su, v)(Su, v)
+H(V, Vo, v) + (SV,u, v (b, v) — (Su, 1) (Sv,v)

= (Vi v) — (Vi Vo, v) + (Su,v)(Su, v)
+H(V, Vo, v) — (Su, u)(Sv,v)

= K, v) + (Su,v)? — (Su,u)(Sv,v).
Escolhendo uma base ortonormal formada por autovetores de S, Su; = Aju;, obtemos

que

K(ug, 1) = K(ug, uy) — A

para i # j. Combinando com a férmula
k(b,u;) = —A?

da demonstragao do Lema 3.8, vemos que a curvatura de Ricci na direcao de u; é dada

por
r(ui) = 7(uy) — Agtr S.
Somando sobre i para obtermos a curvatura escalar e adicionando 1(b) = —tr S, obtemos
p(g) = p(u) —tr §% — (tr S)*
que é a férmula requerida. ]

Voltando ao nosso problema de métricas com curvatura escalar estritamente positiva,

temos o seguinte resultado para métricas invariantes.

Teorema 3.8. Se o grupo de Lie G ¢é soluvel, entao toda métrica invariante a esquerda

sobre G € flat, ou possui curvatura escalar estritamente negativa.

Demonstracao. Se g é solivel de dimensao n, provaremos por inducao sobre n que p(g) <

0. Toda &lgebra de Lie solivel contém um ideal de u de codimensao 1. Mais ainda, u é
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soltivel. Assumiremos, por inducao, que p(u) < 0. Portanto
p(g) < —tr S — (tr $)* <0,

onde a igualdade ocorre se, e somente se, S =0, e p(u) =0.
Se estas condicoes sao satisfeitas simultaneamente, devemos mostrar que g é flat. Desde

que S =0, as féormulas do Lema 3.2 implicam em

Vw=V,,veu,

para quaisquer u,v no ideal u (em outras palavras u é totalmente geodésico em g). Segue,
imediatamente, que

R(uw,v)w = R(u, v)w,

para quaisquer u,v e w no ideal u. Assumiremos que a curvatura escalar p(u) é zero, pois
por hipétese de inducdo u é flat. Assim R = 0, ou seja R(u, v)w = 0.
Novamente, aplicando o Lema 3.2 com S = 0, temos V4 b = 0 para qualquer x na

algebra de Lie, assim R(x,y)b = 0 para quaisquer x e y. Usando a propriedade simétrica

<R(Xa y)b7 Z> = <R(b7 Z)X7 y)

do tensor de Riemann, segue que R(b, z) = 0 para qualquer z. Combinando estes fatos com
o fato que R(x,y)z é trilinear como funcao de x,y, z, entdo segue que R é identicamente

Zero. O

Corolario 3.3. Se G ¢ soluvel e unimodular, entao toda métrica invariante a esquerda

sobre G € flat, ou possui curvaturas seccionais positivas e negativas.

Demonstracao. Se G é unimodular, e a métrica nao é flat, entao existe uma curvatura
seccional positiva pelo Teorema 3.3, enquanto se G é soluvel e a métrica nao é flat, entao

existe uma curvatura seccional negativa pelo Teorema 3.8. O]

Teorema 3.9. Se a dlgebra de Lie de G é nao-comutativa, entao G possui wma métrica

mvariante a esquerda de curvatura escalar estritamente negativa.

Demonstracdo. Primeiramente, suponha que existam vetores linearmente independente

X, Y,z na algebra g tais que [x,y] = z. Como na prova do teorema 3.6, podemos escolher
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uma base {by, ..., b} de modo que b; =x by =y e by =z e para cada ¢ > 0, podemos

escolher uma métrica invariante a esquerda tal que os vetores

bS =¢by, b =¢by, b =¢’b3, ..., bS =¢e’b,

n

formam uma base ortonormal. Denote por g. esta dlgebra com a métrica prescrita e base
ortonormal prescrita. Afirmamos que, quando ¢ tende a zero, g. tende a uma algebra
go bem definida, com gg nilpotente, mas nao comutativa. De fato, verifiquemos como se
comportam as constantes de estrutura aj;, da dlgebra g, relativamente as constantes de
estrutura aijy da algebra g, quando ¢ — 0. Podemos observar que, para qualquer ¢ > 0,

temos aj,; = 1 = —as;4. De fato, sabendo que [by, bj] = aijiby e que
[b%,b5] = [eby, eby] = €2[by, by] = e’by = b,

temos esse fato. Por outro lado as demais constante tenderao a zero quando ¢ tender a
zero. Por exemplo, para j > 3,

n
£ 1.€1 € e _ ¢ € € €
[b1,bj] = ajjby = ajj;pbs + 2 ajjicby
k=3

n
— £ E 2 €

n
3 3
= &’ayeby + E £”apji by,
k=3

donde segue que ajj, = e2ayjo € ajj, = €ayjk, para todo k = 3.
Desta forma, temos af;, = 0, exceto nos casos afy; = 1 e af;3 = —1. Segue que [go, go] tem
dimensao 1 e, portanto, é comutativo, logo [[go, gol, go] = 0. Fazendo o célculo explicito

das curvaturas seccionais em gy e usando a Lema 3.1, temos

K(b),b3) = —3(afy)?—ilady)? = -2
(bg, bo) = _%(GZIS)(_agB) = }l
(b87b0) = —%(0?23)(_51(1)23) = éll
k(b?,bY) = 0, nos demais casos.

Assim
3 1 1 1
=2 (b9,b)) = 2(—= =—-<0.
0 ;K ( 4+4—|—4) 2<0

Por continuidade, p(g:) < 0, para todo ¢ suficientemente proximo de zero onde a métrica

estd bem definida.
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Por outro lado, caso nao existam x,y € g tais que x,y e [x,y] sejam linearmente
independentes, entao g é isomorfa ao EXEMPLO ESPECIAL da se¢ao 3.1 e, portanto, possui

curvatura escalar estritamente negativa para qualquer escolha da métrica. O

Resta ainda saber em quais condicoes um grupo de Lie admite métrica invariante a
esquerda de curvatura escalar estritamente positiva. O teorema a seguir nos da uma

condicao suficiente para esse fato. Suponha G um grupo de Lie conexo.

Teorema 3.10 (Wallach). Se o recobrimento universal de G ndo é homeomorfo ao espago
FEuclidiano (ou equivalentemente se G possui um subgrupo compacto ndao comutativo)
entio G admite uma métrica invariante a esquerda com curvatura escalar estritamente

positiva.

Provaremos este resultado no final da secao 4.3.




Capitulo 4

Classificacao em algebras de Lie

Neste capitulo apresentaremos uma classificacao completa das algebras de Lie de dimensao

3 e, ainda, classificamos as dlgebras de Lie que admitem métrica bi-invariante.

4.1 Algebras de Lie unimodulares tridimensionais

Estudaremos agora o caso especial das dlgebras de Lie de dimensao 3 e faremos aqui
o uso do produto vetorial Euclidiano. Se u e v sao elementos de um espacgo vetorial de
dimensao 3 com uma métrica positiva definida e com uma orientagao fixada, entao o
produto vetorial u x v estd definido. Este produto é bilinear e antissimétrico como funcao
deuwev. O vetor uxvéortogonalauweave (uxv,uxv)={uuvv)—{uv)? e
os vetores u,v,u x v formam uma base orientada positivamente nessa ordem.

Seja G um grupo de Lie conexo de dimensao 3 com métrica invariante a esquerda.
Escolha uma orientacao para uma a algebra de Lie g, de modo que o produto vetorial

esteja bem definido.

Lema 4.1. O colchete nesta dlgebra de Lie g estd relacionada com o produto vetorial pela
formula

(u,v] = L(u xv),

onde L é um operador linear sobre g bem definido e unico. O grupo de Lie G € unimodular

se, e somente se, L € autoadjunto.

Demonstracao. Seja g uma algebra de Lie de dimensao 3 com uma métrica positiva

definida e com uma orientacao fixada. Escolha uma base ortonormal orientada, {e, es, €3},

56
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e defina o operador linear L : g — g por L(e;) = [e2, e3], L(es) = [es, e1], L(e3) = [eq, eal.
A identidade L(e; x e;) = [ei, e;] é verdadeira para todos os elementos da base e, conse-

quentemente, L(x X y) = [x, yl, para todo x e y € g. Definindo
L(ei) = aujey,
podemos calcular o traco de ad(e;), 1=1,2,3.
trad(e;) = (ler,ei], e1) + ([er, e, e2) + ([e1, esl, e3)
= 0+ (L(es), e2) + (—Lle2), e3)
= (asjej, e2) + (xa5€5, €3)

= g2 — (K23.
Analogamente, calculamos tr ad(e;) = —a31 + 13 e tr ad(es3) = —x2 + Xa1.

Assim, g é unimodular se, e somente se, tr ad(x) = 0. Nessas condi¢oes, devemos ter nec-
essariamente, que —a;+oj; = 0, ou seja, ayj ¢ uma matriz simétrica ou equivalentemente,

L é autoadjunta. n

Analisaremos o caso unimodular. Se L é autoadjunta, entao existe uma base ortonor-
mal {eq, es, e3} de autovetores, tal que L(e;) = Aie;. Trocando e; por —e; caso necessario,
podemos assumir que esta base ey, e, e3 esta orientada positivamente. A operacao colchete
é dada por [eq, es] = L(e; x e2) = Azes, de forma analoga para [e;, e;]. Obtemos, entao,
que

[e2, e3] = Arer, [es,el]l =Azey e [eg, ex] = Ases.

Os trés autovalores A1, Ag, A3 estao, aparentemente, bem definidos. Porém, a con-
strucao foi baseada em uma escolha de orientagao. Se revertermos a orientagao de g,
entao os sinais dos autovalores Ay, A9, A3 irao mudar.

As propriedades da curvatura da métrica da algebra de Lie pode ser descrita como

segue. E conveniente definir os nimeros i, Uo, W3 pela formula
1
W = 5(7\1 + A2+ Az) — Ay

Observemos que, dado v € g,v = vie; + voes + vzes temos que e; X v = vy(e; X
e1) + va(er X eg) + vi(e; X e3) = voe3 — vzey e, por um calculo andlogo, e; X v =
V3z€g — V€3 € €3 XV =7V1€9 —Vo€q
Teorema 4.1. A base ortonormal ey, ey, e3 escolhida como acima diagonaliza a forma

quadrdtica de Ricci. Além disto as curvaturas principais sao dadas por

T(e1) = 2uaps, T(e2) = 2uips, T(es) = 2 py.
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Demonstra¢ao. Calculando a curvatura sobre a hipétese de que g possui uma base ortonor-

mal com

(e, €3] = Ajeq, [es, el =Ases e [er, €] =Azeze

usando a féormula de Koszul para campos invariantes a esquerda, obtemos
Ve V=Hie; XV

para qualquer vetor v. De fato, temos
(Ve €2,e3) = %(([61, es], e3) — (les, esl, e3) + ([les, er], e2)) = %(7\3 — A1+ A9)

= M

(Vees,e0) = 3(([ler,es],e2) — (les,eal, 1) + (lez, el e3) = (A2 4+ A1 —Asg)
= —H

(Ve,ei,e5) = 0 nos demais casos.

De forma anéloga,

(Veser,e3) = 3(—A3+ A —Ap) = —H
(Ve,e3,€1) = %()\1—7\2+)\3) = H2
(Ve,ei,5) = 0, nos demais casos

e
(Veser,e0) = %(7\2 — Az + A1) = U3
(Vese2,€1) = %(—7\14-7\3—7\2) = K3
(Vesei,ej) = 0, nos demais casos.

Segue que

Ve er =0, Veers=pe3 e Vees=—puey,
Ve,€1 = —Hoe3, Ve,e2 =0 e Vg,e3 = ey,
Ve,€1 = Hgez, Ve,ea =—uze; e Veez =0.

Agora podemos calcular V¢, v. Facamos ocaso i = 1, pois os demais casos sao analogos.

Ve, v = viVe e +voVe es +v3Ve €3
= 0+wvopie3 —vspien
= Hi(vae3 —vzey)
= e Xv

e, analogamente, temos V., v = Hyes X v e V¢, v = pges X v. Podemos, ainda, escrever

Ve, = Hiei X -
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Observemos agora que

€1X(€2X€1)—|—€2X(€1X€1)+61X(61X€2) = €1X(—€3)+€2X0+€1X€3 = O,
e1 X (e2 X ey)+eyx(exxe)+erx(egxe) = e x0+eyx(—es)+erxes = 0,
e1 X (ea xe3)t+eyx(egxe)+ezx (e Xe) = e Xe+ e Xey+esXes = 0

e concluimos por linearidade que, para todo v, tem-se
e; X (ea Xxv) —ey X (e X v) =(e; X ey) X V.

(Na verdade o produto vetorial pode ser definido com uma operagao colchete em qualquer
espaco de dimensao 3, fazendo do mesmo uma &algebra de Lie de dimensao 3 nao comu-
tativa e o resultado acima ¢é apenas uma conclusdo imediata da identidade de Jacobi).

Segue que o tensor de curvatura é dado por
R(er,€2) = Viepe,) = Ve, Ve, + Ve, Ve,

= A3Ve, — Ve, (12es X 1) + Ve, (1ier X )

= Ashges X - — pie; X (Hgey X -) + Hoey X (K X -
= Aszpzes X - — Wilo [eg X (€2 X -) —ex(er x -]

= Aspzes X - — ipa(e; X ep) X -

= (Asuz — Hipa)es X -.
Logo

R(e1, ex)er = (Azpus — Hipo)es X e; = (Azus — HiMa)es.
Fazendo um calculo similar para os demais casos R(ey, €j)ex e recordando a forma quadratica
de Ricci,

T(x) = R(ey, x)e,

T(e;) = R(ei, ezx)er + R(eq, ez)es + R(es, e2)es
= (Aspz — pipz)ez + 0+ (Arp — paps)en
= (Aspz — e + Arp — Hapz)er
= [Arn + Asps — o + ps)]es

%[(—7\17\1 + A1A2 + A1Az) + (A1A3 + AA3 — AzAz) — (A1Ag — AoAg + 7\27\3)} €2

%(—?\17\1 + 2A1A3 + AoAs — AzAz)es

= 2MHzes.
Através de calculos semelhantes, encontramos que T(e1) = 2uspze; e T(e3) = 21y Uoes. As-

sim ey, ey e ez sao autovetores da transformagao de Ricci com autovalores 2us L3, 2141 U3 € L Lo

respectivamente. ]
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Como consequéncia, segue que a curvatura escalar é dada pela férmula explicita

P = 2(Hops + HiH3 + HiH2).

Usando a descricao da curvatura de Ricci, a curvatura seccional pode ser facilmente
calculada. De fato, em um ponto qualquer de uma variedade Riemanniana de dimensao

3, podemos tomar uma base ortonormal orientada {u,v e w}, onde temos u X v =w e

r(u) = k(u,u)+«k(w,v)+ klu,w)
riv) = k(v,u)+k(v,v)+k(v,w)
r(w) = k(w,u)+k(w,v) + k(w, w)

temos também que
p=r(u) +7(v) +r(w) =2[k(u,v) + k(u,w) + k(v,w)].

Obtemos entao a seguinte relagao

kK(u,v) = §—«k(u,w)—«k(v,w)
= §—1(w)
= S —rluxv).

Pode ser que nao exista uma formula semelhante em dimensoes maiores que 3, pois

08 %n(n + 1) parametros necessdrios para descrever a curvatura de Ricci podem nao
ent determi m?—1 imet iri d

ser suficientes para determinar os n°(m parametros mecessdarios para descrever a

curvatura seccional.

Coroléario 4.1. No caso unimodular de dimensdo 3, o determinante r(eq)r(ex)r(es) da
forma quadrdtica de Ricci € sempre nao negativo. Se este determinante € zero, entao pelo

menos duas das curvaturas de Ricci principais devem ser nulas.

Demonstracao. Temos que 1(e;) = 2uous, T(€2) = 2u1u3 e T(e3) = 21 Ue. Dai o deter-
minante, é nao negativo, pois r(e;)r(ex)r(es) = Suiusu2 > 0. Caso este determinante
seja zero, entao, necessariamente, i; = 0, iy = 0 ou puz = 0. Suponha por exemplo, que
w; = 0. Entao r(ey) = r(ez) = 0, o que mostra que pelo menos duas das curvaturas

principais devem ser nulas. [

Se o determinante (e )r(ey)r(e3) for diferente de zero, entao é facil calcular w, s e .
Dai, para constantes de estrutura Aj, Ay e A3 vistas como funcgoes das curvaturas de Ricci

principais estao bem definidas e mudam de sinal simultaneamente.
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Agora suponha que alteremos a métrica, mantendo a operagao colchete fixada. Se

escolhermos uma nova métrica tal que a base

T]Cel ) EvCeQ7 Evne3

seja ortonormal, entao as novas constantes de estrutura serao
2 2 2
E» }\17 n A27 C A3'

Assim, podemos multiplicar Aq, Ay, A3 por numeros positivos arbitrarios sem mudar a
algebra subjacente. Neste caso, a maneira mais simples de verificar um isomorfismo entre
algebras é olhar para o sinal das constantes de estrutura das algebras em analise. Existem
6 algebras distintas, como mostra a tabela a seguir, de acordo com o sinal das constantes
de estrutura. Por mudanca de sinal, se necessario, podemos assumir que a maioria das

constantes de estrutura A;, Ag, A3 sao nao negativas.

Sinal de Ay, A, As Associado ao grupo de Lie Descrigao
+ 4+ + SU(2) ou SO(3) Compacto, Simples
+ + - SL(2,R) ou O(1,2) Nao compacto, Simples
+ + 0 E(2) Soluvel
+ - 0 E(1,1) Soluvel
+ 0 0 Grupo de Heisenberg Nilpotente
0 0 0 ReR®R Comutativo

Nao é dificil mostrar que estas 6 possibilidades sao algebras de Lie nao isomorfas,

porém nao o faremos aqui. Estas podem ser distinguidas pelo cdlculo do sinal da forma

de Killing
B(x,y) = tr (ad(x)ad(y))

em cada caso.

Corolario 4.2. Dependendo da escolha da métrica, a forma quadrdtica de Ricci de SU(2)

pode ter sinal (+,+,4+), (+,0,0) ou (+,—,—), e a curvatura escalar pode ser positiva,

negativa ou nula.

Demonstragao. Ja sabemos que

T(e1) = 2uaps, T(ex) =2wuz e T(es) = 2o,
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Podemos tomar métricas de modo que as constantes de estrutura satisfagam, por exemplo,
i, W, Ho > 0. Assim teremos (4,4, 4) como assinatura de Ricci. Para ver isso basta
tomar A, Ag, A3 como lados de um triangulo. Podemos, ainda, ter u; < 0 ou py = 0, mas
podemos observar que em qualquer um dos casos teremos s, 3 < 0. Logo as assinaturas
de Ricci serao (+,—,—) e (+,0,0), respectivamente. Como exemplo, vejamos a tabela

abaixo com possiveis valores para as constantes de estrutura.

A Ay A3 Hi Ho M3 r(er) r(ex) r(es) P
3 2 1 0 1 2 4 0 0 4
4 1 1 —1 2 2 8 —4 —4 0
7 2 1 —2 3 4 24 —16 —12 —4

Observemos que, na primeira linha, temos p > 0, na segunda linha, temos p = 0 e,

por fim, na terceira linha, temos p < 0. Isso conclui a demonstracao. O

Essencialmente, no caso comutativo, onde todas as métricas invariantes a esquerda sao

flat e, no caso nilpotente, as propriedades da curvatura nao dependem da métrica.

Corolario 4.3. Para qualquer métrica invariante a esquerda no grupo de Heisenberg, a
forma quadrdtica de Ricci possui sinal (+,—,—) e a curvatura escalar p € estritamente

negativa. Mais ainda, as curvaturas principais de Ricci satisfazem

r(ed)| = Ir(ez)| = [r(es)| = Ipl.

Demonstracao. Tomando Ay = A3 =0 e Ay > 0, temos

o= (A A +A) = B
H’Q — %(AI_AZ—'_AB) —= %7
wo= SN HFA—A) = N
donde
)\2 2 )\2
T(el):§17 T(ey) :_51 e T(€3)=—?1.

Portanto p = %()\% —A2A2) = )\;7 o

T(ey) = —1(ey) = —7(e3) = —p <0,

o que conclui nossa demonstragao. O]
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Coroléario 4.4. Seja G o grupo SL(2,R) ou E(1,1). Entao dependendo da escolha da
métrica invariante a esquerda, o sinal da forma quadrdtica de Ricci pode ser (+,—,—) ou

(0,0,—). Porém, a curvatura escalar p € sempre estritamente negativa.

Demonstracao. Verifiquemos inicialmente a assinatura para o SL(2, R) que estd na classe
(4, +,—) quanto aos sinais dos A;’s. Nestas condigoes observamos que 3 é sempre posi-

tivo. Verifiquemos, entao, os casos onde p; >0, u; =0 e pn; < 0.

i) wp > 0: Assim temos —A; + Ay + A3 > 0 e, portanto, Ay < Ay + A3 < A2. Portanto

e < 0 e a assinatura de Ricci é (4, —, —).

ii) w = 0: Neste caso, obtemos —A; + Az + A3 = 0 e, consequentemente A\ = Ay + Az <

A2, 0 que nos fornece Hy < 0. Logo a assinatura de Ricci é (—,0,0).

iii) n; < 0 : Neste caso, pode ocorrer gy = 0 ou py > 0, mas ndo pode ocorrer o caso
Uy < 0. Para vermos, basta fazer os casos i) e i1) para py no lugar de p, obtendo,
entao, que a assinatura de Ricci é (—,0,0), no caso de uy =0, e (+,+,—), para o

caso de uy, > 0.

Agora, verifiquemos a assinatura de Ricci para o E(1, 1) onde o sinal dos A{’s é (+, —, 0).
Neste caso, obtemos, de inicio, que 1 < 0 e up > 0 e w3 pode ser positivo, negativo ou
nulo, conforme tenha-se |[A;| > [Aa], [A1] < |As] ou |A;] = |Ag], respectivamente. Logo a
assinatura de Ricci é (—,0,0), caso uz3 =0, e é (4,4, —) caso contréario.

Calculemos a curvatura escalar. Inicialmente, calculemos para E(1,1), onde Ay < 0 <

A1 e Az = 0. Assim, temos
1 1 1
W = 5(—7\1 +A2), Mo = 5(7\1 —A2) e uz= 5(7\1 + Az),
donde obtemos

rle) = 5 - W), rlea) =5 —N) e rles) =0 — M)

Logo p = —%(7\1 — A2)? < 0, para quaisquer Ay < 0 < A;. Observe que, fazendo o

mesmo calculo para A;, Ay > 0 e A3 = 0, obtemos p = —2(A; — A3)? < 0. Tomando agora

1
2
o caso em que todos os Ai’s sao nao nulos e escolhendo A3 < 0 < Ay, Ay tal como em

SL(2,R) obtemos por um céalculo simples que

1
P = p(7\1,7\2,7\3) = 5(—)\% — 7\% — )\g + 2)\1A2 + 27\17\3 + 2)\2)\3)
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Derivando a expressao acima com respeito a Az, temos que 0p/0A3 = —Az + Ay + As.
Portanto, para A1, Ay fixados e A3 < 0, temos que p é estritamente crescente como funcao

de Az. Segue que
1
P(A1,A2,A3) < p(A1,A2,0) = —5(7\1 —A)* <0.
Consequentemente, p < 0 em qualquer um dos casos. m

Corolario 4.5. O grupo Euclidiano E(2) € nao comutativo, mas admite uma métrica
mvariante a esquerda flat. Toda métrica invariante a esquerda nao flat possui assinatura

de Ricci (+,—,—), com curvatura escalar p < 0.

Demonstracao. Temos que a configuracao de E(2) é dada por A; > 0,A; > 0e A3 = 0.

Assim, temos a seguinte condicao
1 1 1
H1=§(—)\1+)\2)7 H2=§(7\1—7\2) e H3=§(}\1+7\2)-

Isso nos garante que p; e py possuem sinais opostos ou sao ambos nulos e pg > 0. Por-
tanto as unicas possibilidades para a assinatura de Ricci sao (+,—,—) e (0,0, 0). Temos,

também, que as curvaturas de Ricci sao dadas por

T(e1) = 2uop3 = %(7\% —A3)
T(ey) =23 = %(7\% - 7\%)
T(e2) =2 pe = —%(7\1 —A2)?

Logo p = —%(7\1 —A2)% <0, e aigualdade vale se, e somente se, A; = Ay. Mas, neste caso,

terfamos que r(e;) = r(e2) = r(es) = p = 0 e, portanto, as curvaturas seccionais obtidas

por k(u,v) = p/2 —r(u x v) =0 e, assim, a métrica seria flat. H

4.2 Algebras de Lie nao unimodulares de dimensao 3

Estudaremos agora caso nao unimodular. As possiveis algebras de Lie nao unimodu-

lares de dimensao 3 sao descritas pelo lema a seguir.

Lema 4.2. Se o grupo de Lie conexo G é nao unimodular, entao a dlgebra de Lie possui

uma base e, es, €3 tal que

[e1,ea] = aes+ Pes

[e;,e3] = ey + des
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com leq, e3] =0, tal que a matriz

o« B
Y O

A =

possui traco «x + & = 2. Se excluirmos o caso excepcional onde A € a matriz identidade,

entao o determinante D = ad— [y classifica uma dlgebra de Lie a menos de isomorfismo.

Demonstracao. O ntcleo unimodular u da algebra de Lie nao unimodular associada a G,
sendo bidimensional e unimodular, deve ser comutativo. Para vermos isso, tomemos uma

base ortonormal 1y, Uy de u e observemos as matrizes das transformacoes ad(u;) e ad(u,)

<ad(u1)u17u1> (ad(ul)ug,m)
ad(uw) =
<ad(u1)u1>u2> (ad (g )ug, ug)

(ad(uz)ur, uy) (ad(uz)ug, ug)
ad(up) =
(ad(ug)ur, up)  (ad(ug)ug, us)
uma vez que u é unimodular, temos tr ad(u;) = tr ad(uy) = 0 e, portanto, (ad(u; )uy, us) =
0 e (ad(uz)us,uy) = 0. Consequentemente (ad(usg)ug,us) = 0 e (ad(uy)ug,uy) = 0 e,

portanto, ad(u;) = 0 = ad(uy), ou seja, u é comutativo. Escolha e; € g tal que que

tr ad(e;) = 2. Desde que u é comutativo, o operador linear
L(u) = [elau’]

de u, com traco 2, independe da particular escolha de e;.

Se L aplica cada vetor sobre um miltiplo de si mesmo, entao este é o caso do EXEMPLO
ESPECIAL (neste caso L é a aplicagao identidade). Caso contrério, o determinante D de L
define uma &dlgebra de Lie, a menos de isomorfismo. Escolhendo e, tal que e; e L(ey) = e3

sejam linearmente independentes, as condigoes tr L = 2, det L = D implicam que

Ller) = es
L(Cg) = —Desy + 2es.
Assim, o colchete (com respeito a esta escolha da base) estd unicamente definida. ]

Suponha dada uma métrica positiva definida sobre uma algebra de Lie nao unimodular
g. Escolha uma base ortonormal ey, es, e3 tal que e; seja ortogonal a u, e os dois vetores

[e1, es] e [e1, e3] sejam ortogonais. O colchete pode ser expresso por




Capitulo 4. Classificacao em algebras de Lie 66

[e;,ea] = aes+ Pes

ler,e3] = vyey+ Oes

e [es,e3] =0; com ax+d#0e ay+pd=0.

Observacao 4.1. Se exigirmos « > 6, 3 > v, e x + 0 > 0 entao estas constantes de

estrutura «, 3,7y, d sao unicamente determinadas por D = 4(ad — By)/ (a2 + §2).

Lema 4.3. Esta base também diagonaliza a forma quadrdtica de Ricci, com as curvaturas

principais de Ricci dadas por

rle)) = —o® =8 —5(B+v)
r(ey) = —oc(oc—|—6)+%(y2—62)
r(es) = —d(a+8)+ (B2 —8%).

Demonstracao. Recordando a notacao usada no Lema 3.2, temos b = e; e u como o
espaco gerado por e, e eg que contém o ideal comutador [g, g]. Além disto, das condigoes
acima,

le1, ex] = xey + Pes, [er,e3] =ve, + ez e [es,e3] =0

Calculemos T(e;) = R(ej, e1)ej i = 1,2, 3, ou seja

r(el) - V€1v62 62 - v62v€162 + v[eg,el]eQ + v€1vege3 - V€3v6163 + v[637€1}e37
T(eQ) - V€2ve1el - ve1 vegel + v[el,eg}el + VezvegeS - Vegveg 63 + v[e:;,eg}e?n
T(eg) = Vegvelel — V81V6361 + V[el7e3}€1 + VeSVQQ €y — V62ve3 e + V[e%e.ﬂeg.

Vejamos, inicialmente, que, usando a mesma notacao do Lema 3.2, temos as seguintes

matrizes para L e L*

= “Y)x o rm=|*F)x.

B d Yy o

onde X' representa a matriz coluna das coordenadas de x na base {e,, e5}. Por um céalculo

simples, obtemos

B+Y€3 e 863 = €2+6€3,

Ses = e
2 2+ 5 5

- 1
P=Ye, o li-1es=

1
S(L—L%)e, =
5 Jer =— 2 2
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Observemos que V = 0, pois u é uma algebra comutativa. Finalmente usando que oty +
B6 = 0, calculemos T(ey).
Tler) = R(er,ei)ex +Rles e1)es
= Ve, Ve,020— Ve, Ve s+ Vig, e1€2 + Ve, Ve,e3+ Ve, Ve €3+ Vig, e 1€3
= Ve, (Ve,e2+ (Ses, er)e1) — Ve, (2(L—L")e2) + Vi_ae,—pes)€2
+Ve, (Veses+ (Ses,ez)er) — Ve, (A(L—L")es) + V(_ye,—ses)€3
(B—7v)Ve,es = BVeses — 5(v = B)Ve,es —YVe,e5 — 8V €3

= D=

(B —v) (Ve2€3 + (Seq, e3)e ) CX(

—B (Vesea + (Sez, ea)er) — 2y — B) (Ve,e2 + (Ses, ea)er)

—Y (Ve,e3 + (Sea, e3)er) — (Vegeg + (Ses, es)er)

= —%(B —v) (<0¢e2 +3 (B +v)es, 93>el) —x <<0(+ 62%(5 +v)es, 92>91)
—p (<%(f5 +7v)ex + des, e2>el) - ‘(Y —B) ((%(B +v)es + des, €2>€1)
—y (<0cez +1(B +v)63, es)er) — ((3(B+v)ex+ Ses, es)e)

e,€2 + (Ses, 62>€1)

2
- [%1 - l3+v) —3BB+Y) =3y = BB +V)—3¥(B+Y)—&]e
= [ 262 QB‘Y_l 2__‘\/6} €1

= [« 3B+ 2By +v*)] e

= [—062—6 —§(Y+6) }e

Calculemos agora T(e3), poupando-nos do trabalho de escrever Veiej = 0 para simpli-

ficarmos os calculos.
T(e2) = R(er,ez)e; +R(es, ez)es

= Ve, Ve €1 — Ve, Ve, + Vi es1€1 + Ve, Ve,e3— Ve, Ve, €3+ Ve, e,1€3
= —Ve, (—Se2) + Vine,+pes)€1 + Ve, ((Ses, es)er) — Ve, ((Sez, e3)eq)
= aVe s+ 3(B+Y)Vees+ aVe,er + BVe,er + (3(B +v)es + des, e3) Ve e
—(otes + 5 (B +v)es, e3) Ve,en
= oaf5(L—L"es) + 3(B +v)(L—L*)es + a(—Ses) + B(—Ses) + 5(—Sey)
5(B +v)(—Ses)
x(B—v)es+3(B+v)(v—PBles—ox[axes + 5(B +v)es)
—B[E(B+7) €2+6€3]—6[O(€2+ (B+v)es] +2(B+v)[E(B+v)es + des]
= [HB+YV(y—B) =307 —3B(B+v) —ad+ ;(B+V)(B+7v)]e
+ 3ol — v—%oc(ﬁw) BS —38(B +v) + 38(B +v)]es
= [1(v* =B — o — 1p? — 1By — as + 1(B? + 2By +7?)] ez
+[2ap —foy —taB — Jooy — BS— 158 — 18y + 1B5 + Lyd]es
= [5(v* =B — o — o — 5By + 5Bv]ex — [y + B8]es

N[
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portanto
Tles) = [—olo+8)+ 2(y*—p?)]e.
Finalmente, calculemos T(e3)
T(es) = R(ey,es)e; + R(eq, esz)es
= Ve, Ve, 61— Ve Ve +Vig egi€1 + Ve, Ve, €0 — Ve, Vs + Vi, eg1€2
= —Ve,(=Se3) + Viyestses€1 + Ve, ((Sez, e2)e1) — Ve, ((Ses, ea)eq)
= L(B+7vV)Vees+8Ve 63 +VVe,e1 +0Ve,e1 + (e + (B +v)es, ) Ve e
—(2(B+v)ex + Ses, e2) Ve, e
= 1(B+v)(L—L")es+ 18(L—L*)es +vy(—Ses) + 8(—Ses) + «(—Ses)
—%(5 +v)(—Se;)
= 1(B+V)B—v)es+ 35(v — Bles —vlxes + 1 (B +v)es]
—3[5(B +v)ex + des] — xl5 (B +v)ex + des] + (B +v)[xex + 5(B + v)es]
= [30y—10B —ay —L6B — 15y —taB — Lty + 1o + lay]es
H[3(B* —v*) = 5YB — 3¥* — & — ad + ;B + 3By + 1¥°]es
= [—ay—Boles+ [—8(ax+8)+1(B2—¥>—2y* + B2 +V?)]es

= [—8(cc+8)+ 3(B*—v?)]es.
Conclui que ey, e, e3 sao autovetores de T cujos autovalores sao dados conforme o

enunciado. O

Teorema 4.2. Se o determinante D € negativo entdo toda métrica invariante a esquerda
possui assinatura de Ricci (+,—,—). Mas, se D > 0, a assinatura (0,—,—) também ¢é
possivel e, se D > 0, a assinatura (—,—,—) também € possivel. De fato, para D > 0,
existe uma métrica invariante a esquerda de curvatura seccional estritamente negativa e,
para D > 1, existe uma métrica invariante d esquerda de curvatura constante negativa.

Em todos os casos, a curvatura escalar € estritamente negativa.

Demonstracao. Para simplificar as formulas obtidas no Lema 4.3, escolhemos os escalares,

«, 3,7, 0 tais que x4+ O = 2. da seguinte forma

a=1+E, B=(1+&m
y=—(1—-&nm, 0=1-¢&
Assumiremos que & > 0, 1 > 0. O caso especial & =1 = 0 (correspondente ao EXEMPLO

ESPECIAL) serd desconsiderado. Temos, do Lema 4.3, as seguintes curvaturas principais

rler) = —2(1+&(1+n?) < —2
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rley) = —2(1+&(1+n%) < —2
rles) = —2(1—§&(1+n?),
e o determinante ¢ dado por

D=(1-&)(1+n?.

Agora observemos cada caso separadamente.

e SeD < 0, entao 1—§ < 0 e, portanto, & > 0. Dai, temos r(e3) = —2(1—&(14m?)) > 0

e, finalmente a assinatura de Ricci é (+,—, —).

e Se D = 0, entao & = 1 e, portanto, r(e3) = —2[1 — (1 +n?)]. Se 1 = 0, temos
r(e3) = 0. Caso contrario, temos 1(e3) > 0. Assim as possiveis assinaturas de Ricci

sao (4,—,—) e (0,—, —).

e Se D >0, entao & < 1 e, assim, obtemos 1(e3) = —2(1 — &(1 —n?)), com 1(e3) > 0
caso (14+1?) > &1, r(e3) =0, caso (14+m?) =& 1 er(es) <0, caso (1+n?) < &1,

As possiveis assinaturas de Ricci sao (+,—,—), (0,— —) e (—,—,—).

No caso em que D > 1, tomando, por exemplo & = 0, obtemos r(e1) = r(es) = r(e3) =
—2, onde tanto as curvaturas seccionais quanto as curvaturas de Ricci sao constantes e

negativas. E, portanto,
p=r(e) +1(ez) +1(es) =—6—E(1+n*) < 6
em qualquer um dos casos acima. O

Em todos os casos nao unimodular pelo menos duas das curvaturas principais de Ricci
sao negativas. Comparando com o Corolario 4.1, podemos concluir, que no caso de um
grupo de Lie tridimensional, este nao admite métrica invariante a esquerda com assinatura

de Ricci (4,4, —) ou (+, %, 0).

4.3 Métricas Bi-invariantes

Recordamos que uma métrica Riemanniana em um grupo de Lie G ¢ dita bi-invariante se

¢ invariante por translagoes a esquerda e a direita.
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Lema 4.4. Uma métrica invariante a esquerda em um grupo de Lie G é também invari-
ante a direita se, e somente se, para cada elemento g do grupo de Lie G, a transformac¢ao
linear

Ad(g):g— g
¢ uma isometria com relacao a métrica induzida na dlgebra de Lie g.

Demonstracao. Sejam lg : G — G a translagao a esquerda por g e seja T4 a translacao a
direita por g. Assim Ad(g) ¢ induzida por uma aplicacao suave lgrg-1 de G em G. Desde
que a métrica p ¢ invariante a esquerda, temos lgp = . Se u é também invariante a

direita, vale que g = p. Entao, temos

Portanto Ad(g) é uma isometria. a

Lema 4.5. No caso de um grupo de Lie conexo G, uma métrica invariante a esquerda é
também invariante o direita se, e somente se, a transformacao linear ad(x) € antiadjunta

para qualquer x na dlgebra de Lie de G.

Demonstracao. Se g € G é suficientemente proximo da identidade, entdo g = exp(x) para

um unico e bem definido x € g, préximo de zero. Pelo diagrama (2.1), temos
Ad(g) = Ad(exp(x)) = e,
Recordemos que Ad(g) é ortogonal se, e somente se,

Ad(g)~" = Ad(g)*.

—ad(x

Desde que o lado esquerdo da igualdade é igual a e ) pelo Teorema 2.5, e o lado direito

é igual a e(®)" tal condicdo é satisfeita se, e somente se,
—ad(x) = ad(x)*,

ou seja, se ad(x) é antiadjunta. Uma vez que um grupo de Lie conexo é gerado por
uma vizinhanga qualquer da identidade e que o produto de transformagcoes ortogonais é

ortogonal, segue o resultado. O
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Passaremos entao a usar, por conveniéncia, que uma métrica em g é bi-invariante se
ad(x) é antiadjunta para todo x € g. Notemos também que uma métrica bi-invariante em
g induz uma métrica bi-invariante em qualquer subalgebra de g.

Podemos, entao, dar uma férmula explicita para a forma quadratica de Ricci como
segue. Recordemos que a forma de Killing  é definida por B(x,y) = tr (ad(x)ad(y)).

Desde que r(x) pode ser definida como o traco da transformacao linear

Y RO y)x = - byl = —ad0o?y,

o |

segue que T(x) = —i (x,x). Assim, a forma quadratica r(x) é independente da particular
escolha da métrica bi-invariante.

Uma importante propriedade das métricas bi-invariantes é a seguinte.

Lema 4.6. Se a métrica em g € bi-invariante, entao o complemento ortogonal de qualquer
ideal € um ideal. Assim g pode ser expresso como uma soma ortogonal direta de ideais

simples.

Demonstracao. Se y é ortogonal ao ideal a, entdo devemos mostrar que [x,y] é ortogonal

a a, para todo x € g. Mas

<[X7y]7 (1> = _<yv [X’ Cl]> =0,

para qualquer a € a. Assim, g é escrito como a soma ortogonal direta de ideais a & a*.

A conclusao segue de forma indutiva. n

Se g é igual a soma ortogonal direta a; & ... @ ay de ideais simples, entao o grupo de
Lie G simplesmente conexo pode ser expresso como o produto cartesiano A; X ... X Ay de

subgrupos normais. Para cada fator A; simplesmente conexo, existem duas possibilidades.
1°: Se a; é comutativo e, portanto, unidimensional, entao A; = R.

2°: Se a; é nao comutativo, entao o centro de a; deve ser trivial e, dai, a; possui curvatura
de Ricci estritamente positiva. Aplicando o teorema de Myers segue que A; é

compacto.

Lema 4.7. O grupo de Lie conexo G admite métrica bi-invariante se, e somente se, €

isomorfo ao produto de um grupo compacto e um grupo vetorial aditivo.
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Demonstracao. Se G admite métrica bi-invariante, entao o argumento acima mostra que
o recobrimento universal G se divide como o produto cartesiano de um grupo compacto
H e um grupo vetorial R™. O grupo G pode ser identificado como o quociente G /TT onde
IT é um subgrupo normal discreto de G. Projetando TT em R™, seja V o espago vetorial
gerado pela imagem e seja V+ o complemento ortogonal. Entao G é o produto cartesiano
do grupo compacto (H x V)/IT e o grupo vetorial V+.

Reciprocamente, vemos que qualquer grupo comutativo certamente admite métrica
bi-invariante (neste caso qualquer métrica invariante a esquerda serd também invariante
a direita, pois Ly = Rq), e qualquer grupo compacto pode ser munido de uma métrica
bi-invariante (veja, por exemplo [8], Proposi¢ao 6.8). Temos, portanto, o produto de

métricas bi-invariantes, que é, de fato, bi-invariante. O
No caso de grupos simples, a métrica é essencialmente unica.

Lema 4.8. Se a dlgebra de Lie g de um grupo de Lie compacto é simples, entao a métrica
bi-invariante € unica a menos de uma possivel multiplicacao por uma constante positiva.

Tal métrica possui curvatura de Ricci constante.

Demonstracao. Seja (x,y) uma métrica bi-invariante sobre g. Entao qualquer outra métrica
({(x,y)) bi-invariante em g pode ser obtida por ((x,y)) = (Sx,y), onde S é alguma matriz

autoadjunta. Usando o fato de ad(u) ser antiadjunta em ambas as métricas, observamos

(Slad(w)x),y) = ((ad(u)x,y))
= —({x,ad(u)y))
= —(Sx,ad(u)y)
= (ad(u)Sx,y),

para quaisquer x, Yy, u € g. Assim, ad(u) comuta com S e, portanto, aplica cada autoespago
de S sobre si mesmo, pois dado x € g, tal que Sx = Ax, temos S(ad(u)x) = Aad(u)x. Isto
nos fornece que cada autoespaco de S é um ideal. Sendo g simples, segue que S possui
um unico auto espaco, digamos Sx = Ax para todo x € g. Logo a métrica bi-invariante é
essencialmente unica.

Escolhendo uma tal métrica bi-invariante, considere a forma quadratica de Ricci r(x),
dada por r(x) = (¥(x), x), onde T é autoadjunta. O produto (¥(x),y) pode ser considerado

como uma métrica Riemanniana sobre G, desde que 1 é positiva definida. Evidentemente,
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esta métrica é bi-invariante, de modo que o argumento acima mostra que

para qualquer vetor unitario u, onde A > 0 é constante. O

Se resolvermos mudar a escala, que é multiplicar a métrica por (x,y) por uma constante
positiva, é facil verificar que a conexao V, o tensor Riemanniano R, e a forma quadratica

de Ricci r(x) nao mudam. Portanto, podemos escolher uma métrica tal que
(x,x) =7(x)
ou tal que a curvatura de Ricci ¢é identicamente +1.

Corolario 4.6. Qualquer grupo de Lie, cujo recobrimento universal é compacto, admite

uma métrica bi-invariante de curvatura de Ricci constante +1.

Demonstracao. Como vimos anteriormente, G se expressa como o produto cartesiano
A1 X ... X Ax de grupos simples. Cada grupo simples possui uma tnica métrica bi-
invariante com curvatura de Ricci +1 e o produto das métricas também possui curvatura

de Ricci identicamente igual a +1. H

Um fato facil de observar é que existe precisamente uma métrica bi-invariante, a saber
(x,y) = —1B(x,y) onde B(x,y) = tr (ad(x)ad(y)) é a forma de Killing.
Demonstraremos agora o Teorema 3.2 o qual classifica as métricas invariantes a es-

querda flat.

Demonstragao. (do Teorema 3.2) Seja G um grupo de Lie simplesmente conexo que admite
uma métrica invariante a esquerda flat. Se ignorarmos a estrutura de grupo e olharmos G
apenas como uma variedade Riemanniana completa, segue que G é isométrico ao espago
Euclidiano (veja o teorema de Hadamard). Como consequéncia imediata, segue que todo
subgrupo compacto de G deve ser trivial. Para algum subgrupo compacto, agindo por
translagoes a esquerda, obtemos um grupo compacto de isometrias do espaco Euclidiano
(que, claramente, depende da métrica). Qualquer grupo de isometrias tem um ponto fixo,
mas translagoes a esquerda nao trivial nao podem ter pontos fixos.

Para g com qualquer métrica, a correspondéncia x —» V define uma aplicacao linear

de g sobre a dlgebra de Lie o(n) consistindo de todas as aplicacoes antissimétricas de g




Capitulo 4. Classificacao em algebras de Lie 74

sobre g. Se o tensor curvatura ¢ identicamente nulo, entao
Vixyl = ViVy =V, V.

Esta correspondéncia é um homomorfismo de algebras de Lie (observe que o colchete de
o(n) estd sendo definida por [x,y] = xy —yx). Assim, o niicleo u é um ideal. Usando a
identidade

[x,yl = Vyy — Vyx,

segue que u é comutativo, pois se u,v € u entdao V, = V, = 0 e, portanto, [u,v] =
Vov—V,u=0.

Seja b o complemento ortogonal de u. Para cada b € b, a identidade
b,u] =Vyu—V,b=Vyu

mostra que a transformacao antissimétrica Vi, aplica o ideal u sobre si mesmo. Assim,
aplica o complemento ortogonal b sobre si mesmo. Segue, entao, que b é uma subalgebra
de Lie de g.

Claramente b é aplicado de modo isomorfo sobre a algebra de Lie de o(n). Desde que
o(n) é uma &lgebra de Lie do grupo compacto O(n) e possui uma métrica bi-invariante,
que satisfaz as condigoes do Lema 4.4. Portanto, pelo Lema 4.6, b se escreve como soma
ortogonal direta by @ ... @ by de ideais simples. Se um destes ideais simples b; for nao
comutativo, entao a inclusao b; C b C g induz um homomorfismo nao trivial B; — G.
Assim, G possuira um subgrupo compacto nao trivial, o que é impossivel. Concluimos,
entao, que cada b; é comutativo. Portanto a algebra de Lie b é comutativa.

Para cada b € b, note que ad(b) é antissimétrica. Além disto ad(b) restrita a b é
trivial, enquanto ad(b) restrita a u coincide com a transformacao antissimétrica Vy.

Logo g se divide como uma soma ortogonal direta u & b onde u é um ideal comutativo
e b é uma subdlgebra comutativa e cada ad(b) é antissimétrica. Reciprocamente, se estas

condicoes sao satisfeitas, usando a formula de Koszul, vemos que
vu = Oa Vb = ad(b)a
e segue que o tensor curvatura ¢ identicamente nulo. O]

Como uma aplicacao final, construiremos uma métrica de curvatura positiva. Para

isso precisamos do seguinte resultado.
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Teorema 4.3 (de Iwasawa). Se G € um grupo de Lie conezo, entdo

(a) Todo subgrupo compacto estd contido em um subgrupo mazximal compacto H, que €

necessariamente um grupo de Lie conexo.
(b) Este subgrupo compacto mazimal € inico a menos de conjugagao.

(¢) Como espago topoldgico, G é homeomorfo ao produto de H e algum espago Euclidi-

ano R™.

Demonstrag¢ao. (do Teorema 3.10) Seja G um grupo de Lie conexo e suponha que G
possui um subgrupo nao comutativo H. Devemos construir uma métrica de curvatura
escalar estritamente positiva. Pela parte (a) do Teorema de Iwasawa, assumiremos que H
é conexo. Desde que H é compacto, podemos definir uma métrica positiva definida em g

que é invariante por translacoes lineares
Ad(h):g — g

para todo h em H. Usando esta métrica, seja ey, ..., e, uma base ortonormal da algebra
de Lie de H, e comple-a para uma base ortonormal ey, ..., e, de g. Se seguirmos os passos

da demonstracao do Teorema 4.4, veremos que as transformagoes lineares
ad(ey),...,ad(em)

devem ser antissimétricas (porém as demais transformagoes ad(em 1), ..., ad(en) ndo sao
antissimétricas.)

Fixando qualquer ¢ > 0, considere a nova base ej, ..., e/, definida por

/ / / /
€ =€1,...,€, =€m, €11 = E€mil,..., € = ECn.

Escolha uma nova métrica tal que esta base e, ..., ], seja ortonormal. Usaremos o simbolo
ge para denotar a algebra de Lie obtida com essa nova métrica e gerada por esta base
ortonormal. Como na demonstracao do Teorema 3.6, notemos que as constantes de es-
trutura ([e{, e;], ey) associadas a ge possuem um limite bem definido quando & — 0.
Assim, existe uma &algebra de Lie limite gy bem definida, gerado por esta métrica e base
ortonormal fixada. Evidentemente, gq se escreve como a soma direta h & u, onde b é a

subalgebra gerada por e; . ,,...,e,. Note ainda que ad(b) é antissimétrica, para cada

n-

b € h. Aplicando a férmula de Koszul, vemos que V,, = 0, para todo u € u assim
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R(x,u) = 0 e k(x,u) = 0, para todo x. Em particular, a curvatura de Ricci r(x) é zero
para u em u. Por outro lado para b em b, temos 7(b) > 0 pelo Lema 3.7, onde a igualdade

nem sempre ocorre, pois h nao é comutativo. Portanto a curvatura escalar

p(go) = r(er) + ... +r(e))

é estritamente positiva. Segue, por continuidade, que p(g.) > 0 sempre que ¢ é suficien-

temente pequeno. ]

Observacgao 4.2. Esta algebra de Lie limite gy fornece um exemplo bastante interessante

de algebra de Lie com métrica de curvatura seccional k > 0.




Capitulo 5

Exemplos de Grupos de Lie

Neste capitulo, apresentamos alguns exemplos de grupos de Lie (lineares) e suas respecti-
vas algebras de Lie, preenchendo algumas das lacunas deixadas na se¢ao 3.4 do Capitulo 3,
acerca de grupos de Lie tridimensionais unimodulares. Durante todo o capitulo, G deno-
tard um grupo de Lie e g, sua algebra de Lie, por exemplo o grupo SL(2, R) tem sl(2,R)
como algebra de Lie. Sempre que tratarmos de grupos lineares usaremos o seguinte

colchete da &lgebra de Lie associada [A, B] = AB — BA.

Exemplo 5.1 (Grupo ortogonal). Considerando
SO(n) ={A € GL(n,R); AAT =T e det(A) =1}

(respectivamente, O(n) ={A € GL(n,R); AAT =1}), é um grupo de Lie chamado grupo

ortogonal especial (respectivamente, grupo ortogonal) e sua algebra de Lie é o conjunto
so(n) ={A € M,;;A=—-A"}
(respectivamente, o(n) = so(n))

Podemos observar que SO(n) (respectivamente O(n) D SO(n)) é um subgrupo com-
pacto de GL(n,R), onde GL(n,R) é o grupo das matrizes invertiveis n x n. Como
On) c S™ ! x...x S !¢ limitado e SO(n) é a imagem inversa do valor regular I da
funcao diferenciavel @ : M, — 8., @(A) = AAT, onde 8,, é o conjunto das matrizes
simétricas n x n, segue o afirmado. Observando agora que dei(X) = X+XT, entao so(n)

que ¢ o ntcleo de do; é o conjunto das matrizes antissimétricas conforme afirmamos.

77
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Para n = 3 temos dim(SO(3)) = 3 e podemos tomar a seguinte base para s0(3)

0 01 0 -1 0 00 O
e = 0 00 ],e2=|1 0 0 ee=100 —1
-1 0 0 0 0 O 01 0

Podemos entao observar que
[e, e3] = eo, [e3, el = ey e [er, el =es.

Exemplo 5.2 (Grupo especial linear). Chamamos de grupo especial linear, SL(n,R), ao
conjunto das matrizes n x n de determinate 1. SL(n, R) é um grupo de Lie de dimensao

n? — 1 e sua dlgebra de Lie, sl(n,R), é o conjunto das matrizes de traco nulo.

SL(n,R) é uma variedade diferencidvel (de fato, uma hipersuperficie de M(n, R)),

SL(n,R) é a imagem inversa do valor regular 1 da funcao diferencidvel

det: M, — R
A — det(A)

Para verificarmos que SL(n, R) é grupo de Lie basta observar que SL(n, R) é um subgrupo
fechado do grupo de Lie GL(n,R) e portanto SL(n,R) é um grupo de Lie. Mais ainda,
SL(n,R) tem dimensao n? — 1 por ser a imagem inversa do valor regular de uma funcao
diferencidvel (polinomial) que assume valores reais.

Para encontrarmos a algebra de Lie sl(n,RR) olhemos para o nucleo da aplicacao
derivada d det;, = tr, onde I, é a matriz identidade n x n. Assim temos que sl(n,R) é
o conjunto das matrizes de trago nulo.

Observemos agora que para o caso n =2, SL(2,R) é um grupo de Lie de dimenséao 3

e uma base para s[(2,R) é dada por

—1 0 0 -1 0 —1
€1 = ) €2 = e €3 =
0 1 -1 0 1 0
tem-se entao
[627 63] = 2617 [637 el] = 262 € [617 63] = _263'

Exemplo 5.3 (Grupo Euclidiano). Chamando de E(2) ao conjunto dos movimentos
rigidos do plano Euclidiano. Entao E(2) é um grupo de Lie e se decompoe como o produto

semi-direto O(2) x R2,
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Qualquer movimento rigido de R? pode ser obtido por composicao de rotacoes e
translagoes, assim como as rotagoes sao transformacoes lineares que preservam o pro-
duto interno canodnico, ou seja AAT = I obtendo assim O(2) e o grupo das translacoes
pode ser identificado de modo natural com (R? +) (dado p € R?, a translacao por p,
T, : R* — R? é definida como t,(q) = p + g. A associagdo entre pontos do plano e
translacoes é dada por p + T, com inversa T, + T,(0)). Assim, o conjunto dos movi-
mentos rigidos do plano é dado pelo produto semi-direto O(2) x R2. De forma bem geral
temos em [3] que o conjunto das isometrias de uma métrica é sempre um grupo. Fazemos
agora a uma identificacdo para E(2) que tonara mais claro que de fato E(2) é um subgrupo

fechado de GL(3,R). Passaremos entao a representar

cost sent x
E(2) = —sent cost y |;tLx,yeR
0 0 1

R? ={(u,v,1) € R%}

nao ¢ dificil verificar o isomorfismo de Lie entre as duas representacoes de E(2) e ganha-se
ainda sem dificuldade que E(2) é um grupo de Lie. Observe que E(2) opera sobre R? da

seguinte maneira

cost sent x u ucost+vsent+x
—sent cost y v | = | vcost—usent—+y
0 0 1 1 1

que coincide com a ideia que tinhamos anteriormente. Agora podemos facilmente observar

que a algebra de Lie de E(2) é dada por

0 x vy
6(2) =< A€ GL(3, R);A = —x 0 z
0 00
Tomando para ¢(2) a base composta por
0 00 0 01 0 1 0
et=10 011, e2=1| 0 0 O e es=1| —1 0 0

000 000 0 00
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temos que

lea,e3] =€y, [es,erl] =es e [er, e =0.

Exemplo 5.4 (Grupo Lorentziano). Denotando por E(1,1) o conjunto dos movimento
rigidos do espaco bidimensional de Minkowski (denotaremos por M%), ou seja, o conjunto
das isometrias @ : M2 — M? com a métrica dada por d((x1,y1), (X2, Y2)) = (X1 —x2)? —
(Y1 —y2)?, (x1,Y1), (x2,Y2) € M? é um grupo de Lie e pode ser escrito como o produto

semi-direto SO(1,1) x R?, onde
cosht senht
SO(1,1) = cteR
senht cosht

Facilmente vemos que as translacoes sao isometrias, pois tomando (u,v) € R?, temos

que

d((x1 +u,y1 + V), (x2 + W, ya +v)) = (x1 —x2)> — (Y1 —yY2)* = d((x1,Y1), (x2,Y2)).

Verifiquemos, entao, quais transformacoes lineares que preservam essa métrica, ou seja,

as transformacoes lineares tais que

1 0 - 1 0
A A = )
0 —1 0 —1
onde A é a matriz da transformacao linear. Escrevendo
a b
c d

obtemos que as entradas da matriz A devem satisfazer

az—-bv? =1
ac—bd = 0
d?—c2 =1

nessas condigoes devem existir s,t € R tais que a = cosht, b =senht, c =senhse d =

cosh s. Além disto devemos ter
ac —bd = coshtsenh s — cosh ssenht = senh (t +s) =0,

ou seja, t = s e, portanto,
cosht senht

senht cosht
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Agora faremos as seguintes identificacoes para E(1,1) e M?,

cosht senht x
E(1,1) = ¢ A € GL(3,R);A=| senht cosht vy
0 0 1

M? ={(u,v,1);u,v € R}

Verifica-se, o isomorfismo de Lie entres as duas identificacoes de E(1,1) e nota-se sem
dificuldade que, de fato, E(1, 1) é um subgrupo de Lie do grupo de Lie GL(3,R). Observe,
que com as novas representacoes de E(1,1) e M?, a maneira com que E(1,1) opera sobre

M? ¢ dada por

cosht senht x u ucosht+vsenht+x
senht cosht y v | = | vcosht+usenht+y |,
0 0 1 1 1

o qual coincide com a ideia inicial.

Como essa representacao podemos obter sem dificuldade que a algebra de Lie de E(1,1)

é dada por
0 x vy
e(1,1) =< AeGLB3,R); A=]| x 0 z
000
Tomando para ¢(1,1) a base
000 00 —1 010
et=| 001 [, ee=| 00 0 e es=| 1 0 0
000 00 0 000
obtemos
les,e3l = e, [es,el] =—exs e [e;, e =0.

Exemplo 5.5 (Grupo de Heisenberg). O grupo de Heisenberg de dimensao 3 é o grupo
1 ab
Hs=<AeGLB,R;A=]0 1 ¢
0 0 1
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Nao é dificil verificarmos que Hz é um subgrupo do grupo de Lie GL(3,R). Para
verificarmos que Hs é um subgrupo fechado, podemos observar que H3 é a imagem inversa
do valor regular I da projegao canonica ¢ : Mg — T;, onde T; é o subespaco das matrizes
triangulares inferiores. Para obtermos a algebra de Lie de H3, observemos que, sendo ¢
uma transformacao linear, entao sua derivada d@; = @ e o nicleo de dg é o conjunto

das matrizes triangulares superiores. Assim

0 x vy
hs=<AeMzg; A= 0 0 z com x,y,z € R
000
Agora tome em b3 a seguinte base
0 01 010 000
ee=|( 000 [, e2=1 00 0 [, e e2=1| 0 0 1
000 000 000

Podemos, também, observar que

[62, 63] =€y, [63, 62] = 0, (§] [61, 62] =0.




Apeéendice A

Nosso objetivo neste apéndice é mostrar que o espaco vetorial dos tensores de curvatura
de uma variedade Riemanniana de dimensao n em um ponto p é n?*(n? —1)/12.

Para vermos isso, observemos que um tensor de curvatura em um um ponto p de
uma variedade Riemanniana M de dimensao n é uma forma quadrilinear (R(x,y)z, w) :

ToM x T,M x T,M x T,M — R que satisfaz as seguintes propriedades:
(a) (R(x,y)z,w) + (R(y, z)x, w) + (R(z,x)y,w) =0
(b) (R(x,y)z,w) = —(R(y,x)z,w)
(¢) (R(x,y)z,w) = —(R(x,y)w, z)

Tomando {ey, ..., e;} uma base de T,M, entdo a forma quadrilinear esta associada a uma
matriz Rijx; onde escrevemos Rijii = (R(ey, €j)ex, e1). Para calcularmos a dimensdo do
espaco dos tensores de curvatura, basta verificarmos a quantidade de entradas livres desta
matriz. Para isso, verifiquemos as condigoes (a), (b), (¢) e (d) dividindo em trés partes.

(i) Para satisfazer as condicoes (b) e (c¢) devemos ter Rijxi = —Rjix1, Rijkt = —Rijik 0

n(n—1)
2

que nos deixa com apenas entradas livres, quando fixados os dois primeiros

ou os dois 1ltimos indices. Neste caso, poderiamos tratar a matriz (Ryjx;) como uma

n—1) n(n—1)
2 X 2 :

matriz quadrada ™

(ii) Satisfazendo as condigoes (b) e (c¢), acrescentemos, entdo, a condigdo (d), e deve-

mos, portanto, ter Rijxy = Ry1ij, 0 que torna a matriz uma matriz simétrica, ou seja,

n(n—1)
4

Rijiu terd (2D 1 1) entradas livres.
(iii) Acrescentando por fim a condigao (a), devemos ter

Rijkt + Rjkit + Riiju = 0.
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Observe que sempre que tivermos indices repetidos a condigdo (a) é satisfeita.
Com efeito, como estamos trabalhando com permutagoes ciclicas dos trés primeiros
indices, basta verificarmos para os termos do tipo Rijjx e Ryjkk, que, de fato,
temos

Riijk + Rijik + Rjiik = 0 € Rijuk + Rjkix + Ryije =0,
por satisfazerem as condigoes (b) e (c¢).

Fixando a atengao agora apenas nos termos onde todos os indices sao diferentes

temos entdo n(n—1)(n—2)(n—3) no total, mas devem satisfazer as condigoes (b),

(m—1)(n—2)(n—
8

(¢) e (d), portanto temos = 3) termos livres. Para satisfazer a condicio

(a) devemos ter Rijxt = —(Rjkit + Rxiji), ou seja, restam apenas %n(“fl)“;w“%)

n(n—1)(n—2)(n—3)
24

(b), (¢) e (d) e nao satisfazem (a) dos =1 (n(nfl) + 1) termos que satisfazem

1 2
(b), (¢) e (d). Assim, obtemos

termos livres. Assim, precisamos retirar termos que satisfazem

24 12

nn—-1) /nn—-1) nn—1)n—-2)(n—-3) n%*n?-1)
1 ( 2 +1)_ -

que é a dimensao do nosso espaco.
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