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grupos de Lie

Bernardo Cardoso de Araújo
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Curso de Pós-Graduação em Matemática,

da Universidade Federal do Piaúı, como
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Resumo

Neste trabalho, são apresentadas algumas propriedades do tensor de curvatura sobre

métricas invariantes à esquerda em grupos de Lie e ainda uma classificação completa

das álgebras de Lie de dimensão 3. Os resultados estudados e desenvolvidos foram ex-

tráıdos em sua maioria do artigo de John Milnor, Curvatures of Left Invariant Metrics

on Lie Groups, Advances in Mathematics, vol. 21, no 3, 293-329, 1976. Este trabalho

termina com a apresentação de alguns exemplos de grupos de Lie, com ênfase especial ao

caso tridimensional.
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Abstract

In this paper, we present some properties of the curvature tensor on left invariant metrics

on Lie groups and also a complete classification of 3-dimensional Lie algebras. The results

presented and developed here were extracted mostly from the paper of John Milnor,

Curvatures of Left Invariant Metrics on Lie Groups, Advances in Mathematics, vol. 21,

no 3, 293-329, 1976. This work ends with the presentation of some examples of Lie groups

with special emphasis on three-dimensional case.
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Introdução

Um grupo de Lie, munido de uma métrica invariante à esquerda, é uma variedade Rie-

manniana dotada de uma estrutura de grupo, na qual dados geométricos (geodésicas,

curvaturas, etc) são particularmente simples: a álgebra de Lie associada e o valor da

métrica na identidade do grupo determinam completamente a conexão Riemanniana e,

portanto, o tensor de curvatura.

A coleção de exemplos que se obtém com variedades Riemannianas desse tipo e

seus quocientes por subgrupos fechados (variedades homogêneas) é de fundamental im-

portância em geometria.

No caṕıtulo 1, apresentamos algumas noções básicas da geometria Riemanniana, notações

a serem utilizadas ao longo do nosso trabalho e alguns dos pré-requisitos para o bom en-

tendimento dos caṕıtulos seguintes.

No caṕıtulo 2, apresentamos uma noção bastante introdutória e elementar dos con-

ceitos básicos da teoria de grupos de Lie e álgebras de Lie. Tal caṕıtulo não contém toda a

teoria de grupos de Lie e álgebras de Lie que precisamos ao longo dos caṕıtulos seguintes,

por isso tentamos sempre deixar claro quais as referências utilizadas nas demonstrações

dos principais resultados estudados.

O foco deste trabalho está nos caṕıtulos 3 e 4 que consiste no estudo do artigo “Cur-

vatures of Left Invariant Metrics on Lie Groups”, de John Milnor [7]. Na seção 3.1,

apresentamos a curvaturas seccionais de um grupo de Lie munido com uma métrica in-

variante à esquerda, entre os resultados estudados estão

Lema 1. Em termos das constantes de estruturas aijk, a curvatura seccional κ(e1, e2) é

dada pela fórmula

κ(e1, e2) =

n∑
k=1

[
1
2
a12k(−a12k + a2k1 + ak12) −

1
4
(a12k − a2k1 + ak12)(a12k + a2k1 − ak12)

−ak11ak22
]
.

1
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Esta expressão evidencia a dependência cont́ınua da curvatura seccional em relação às

constantes de estrutura da álgebra de Lie associada. Apresentamos a Classificação dos

grupos de Lie que, para qualquer métrica invariante à esquerda, tem curvaturas seccionais

negativas, resultado este fornecido pelo

Lema 2. Suponha que a álgebra de Lie g tem a propriedade de que o colchete [x,y] é

sempre igual a uma combinação linear de x e y. Assumindo que dim g > 2, então

[x,y] = `(x)y− `(y)x

onde ` é um funcional linear bem definido de g no conjunto dos números reais. Escolhendo

qualquer métrica positiva definida, as curvaturas seccionais são constantes e dadas por

κ(x,y) = −‖`‖2.

Na seção 3.2, verificamos que, de fato, estes são os únicos grupos de Lie com essa pro-

priedade.

Na seção 3.2, discutimos o problema de classificação dos grupos de Lie com curvatura

de Ricci Ricci 6 0, Ricci < 0 e Ricci > 0, sendo o primeiro resolvido pelo resultado

seguinte.

Teorema 1. Um grupo de Lie admite métrica invariante à esquerda com todas as curvatu-

ras de Ricci estritamente positivas se, e somente se, ele é compacto e seu grupo é funda-

mental finito.

Os dois últimos problemas permanecem em aberto.

Na seção 3.3, tratamos a curvatura escalar, sobre um rápido ponto de vista. Apresen-

tamos condições sobre o sinal da curvatura escalar. Apresentamos o seguinte resultado

de classificação.

Teorema 2. Se o grupo de Lie G é solúvel, então toda métrica invariante à esquerda

sobre G é flat, ou possui curvatura escalar estritamente negativa.

Nas seções 4.1 e 4.2, apresentamos uma classificação completa das álgebras de Lie de

dimensão 3, mostramos que uma álgebra de Lie tridimensional é unimodular se, e somente

se, existem uma base {e1, e2, e3} e números reais λ1, λ2, λ3 tais que

[e2, e3] = λ1e1, [e3, e1] = λ2e2 e [e1, e2] = λ3e3.
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Verificamos, que além de 6 álgebras de Lie unimodulares existem ainda 3 álgebras de Lie

não unimodulares de dimensão 3. Em todos os casos apresentamos as posśıveis assinatu-

ras de Ricci e completaremos, no caṕıtulo 5, com exemplos de 5 das 6 álgebras de Lie

unimodulares de dimensão 3.

Para finalizar o caṕıtulo 3, apresentamos na seção 4.3 condições necessárias e suficientes

para que um grupo conexo de Lie admita métrica bi-invariante, que é dado pelo

Lema 3. Uma métrica invariante à esquerda em um grupo de Lie conexo é invariante à

direita se, e somente se, ad(x) é antiadjunta para todo x ∈ g. Um grupo de Lie conexo,

admite métrica bi-invariante se, e somente se, é isomorfo ao produto cartesiano de um

grupo de Lie compacto e um grupo comutativo.

E, ainda, verificamos como se comportam os ideais da álgebra de Lie associada e o

recobrimento universal em grupos de Lie que admitem métrica bi-invariantes.

Por fim, apresentamos no Apêndice A uma demonstração de que o conjunto formado

pelos tensores de curvatura de uma variedade Riemanniana M de dimensão n em um

ponto p é n2(n2 − 1)/12.



Caṕıtulo 1

Noções Preliminares

Neste caṕıtulo apresentamos as noções básicas de geometria Riemanniana e, para este

fim, adotamos, principalmente a referência [1]. Apresentaremos vários de seus resultados

e conceitos que são de grande importância para o nosso estudo. As demonstrações dos

resultados listados, neste caṕıtulo, são omitidas e podem ser encontradas em [1].

Ao longo de todo o texto, faremos o uso da notação de Einstein, que consiste em in-

terpretar ı́ndices repetidos com o somatório referente a este ı́ndice sobre todos os valores

posśıveis, por exemplo se tivermos a expressão aijxi (na maioria dos textos esta inter-

pretação é feita apenas quando há um ı́ndice subscrito e outro sobrescrito que se repetem,

como por exemplo aijxi, porém não faremos uso de ı́ndice sobrescrito) entenderemos como

uma soma sobre todos os posśıveis valores de i, isto é

n∑
i=1

aijxi. Note por exemplo que

se tivermos a expressão aij + bji isso não representará um somatório, pois os ı́ndices se

repetem, mas isso ocorre em parcelas diferentes.

1.1 Variedades diferenciáveis

Os conceitos e resultados apresentados nessa seção podem ser encontrados em [1], no

caṕıtulo 0.

Definição 1.1. Uma variedade diferenciável real de dimensão n é um conjunto M e uma

famı́lia de aplicações biuńıvocas xα : Uα ⊂ Rn −→M de abertos Uα de Rn tais que:

( 1)
⋃
α

xα(Uα) =M.

4
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( 2) Para todo par α,β, com xα(Uα)∩xβ(Uβ) =W 6= ∅, os conjuntos x−1
α (W) e x−1

β (W)

são abertos em Rn e as aplicações x−1
β ◦ xα são diferenciáveis.

( 3) A famı́lia {(Uα, xα)} é máxima relativamente às condições (1) e (2).

Observação 1.1. Sem impor a condição de maximalidade, ( 3) chamaremos a uma familia

{(Uα, xα)}α satisfazendo ( 1) e ( 2) de estrutura diferenciável para M.

A ideia de aplicação diferenciável em variedades é estabelecida pela definição a seguir.

Definição 1.2. Sejam Mn
1 e Mm

2 variedades diferenciáveis. Dizemos que uma aplicação

ϕ : M1 −→ M2 é diferenciável em p ∈ M1 se dada uma parametrização y : V ⊂

Rm −→ M2 em ϕ(p) existe uma parametrização x : U ⊂ Rn −→ M1 em p tal que

ϕ(x(U)) ⊂ y(V) e a aplicação

y−1 ◦ϕ ◦ x : U ⊂ Rn −→ Rm

é diferenciável em x−1(p). ϕ é diferenciável em um aberto de M1 se é diferenciável em

todos os pontos deste aberto.

Gostaŕıamos agora de estender às variedades diferenciáveis o conceito de vetor tan-

gente. Usando nosso conhecimento superf́ıcies de regulares doR3, em que o vetor tangente,

em um ponto p, da superf́ıcie é definido como a “velocidade”, em R3, de uma curva da

superf́ıcie passando por p. Nos caso de variedades, não dispomos de um espaço Euclidiano

ambiente, precisaremos encontrar uma propriedade que caracterize os vetores tangentes

para substituir a velocidade.

Definição 1.3 (vetor tangente). Seja M uma variedade diferenciável. Uma aplicação

diferenciável α : (−ε, ε) −→ M é chamada curva (diferenciável) em M. Suponha que

α(0) = p ∈ M, e seja D o conjunto das funções de M diferenciáveis em p. O vetor

tangente à curva α em t = 0 é a função α ′(0) : D −→ R dada por

α ′(0)f =
d(f ◦ α)
dt

∣∣∣∣
t=0

, f ∈ D.

A definição acima é motivada pela seguinte consideração. Seja α : (−ε, ε) −→ Rn

uma curva diferenciável de Rn, com α(0) = p. Escreva

α(t) = (x1(t), ..., xn(t)), t ∈ (−ε, ε), (x1, ..., xn) ∈ Rn.
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Então α ′(0) = (x ′1(0), ..., x ′2(0) = v ∈ Rn. Seja agora, f, uma função diferenciável definida

em uma vizinhança de p. Podemos restringir f à curva α e calcular a derivada direcional

segundo o vetor v ∈ Rn como

d(f ◦ α)
dt

∣∣∣∣
t=0

=
∂f

∂xi

∣∣∣∣
p

dxi

dt

∣∣∣∣
t=0

=

(
x ′i(0)

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

)
f

(relembre que aqui estamos usando a notação de Einstein e portanto estamos somando

com relação ao ı́ndice i). Portanto, a derivada direcional segundo v é um funcional linear

sobre funções diferenciáveis que depende unicamente de v.

Proposição 1.1. Sejam Mn
1 e Mm

2 variedades diferenciáveis se seja ϕ : M1 −→ M2

uma aplicação diferenciável. Para cada p ∈ M1 e cada v ∈ TpM1, escolha uma curva

diferenciável α : (−ε, ε) −→M1 com α(0) = p, α ′(0) = v. Faça β = ϕ ◦ α. A aplicação

dϕp : TpM1 −→ Tϕ(p)M2 dada por dϕp(v) = β ′(0) é uma aplicação linear que não

depende da escolha de α.

Definição 1.4. A aplicação linear dϕp dada pela proposição 1.1 é chamada diferencial

de ϕ em p.

Definição 1.5. Sejam M1 e M2 variedades diferenciáveis. Diz-se que aplicação diferen-

ciável ϕ :M1 −→M2 é um difeomorfismo se ela bijetiva e sua inversa ϕ−1 é diferenciável.

ϕ é um difeomorfismo local em p ∈M1 se existem vizinhanças U de p e V de ϕ(p) ∈M2

tais que ϕ : U −→ V é um difeomorfismo.

A noção de difeomorfismo é uma noção natural de equivalência no conjunto das varie-

dades diferenciáveis. É ainda uma consequência do teorema da função composta que se

ϕ :M1 −→M2 é um difeomorfismo, então dϕ : TpM1 −→ Tϕ(p)M2 é um isomorfismo de

espaços vetoriais para todo p ∈M1; em particular, as dimensões de M1 e M2 são iguais.

E podemos ainda ver a rećıproca pelo seguinte teorema.

Teorema 1.1. Seja ϕ :Mn
1 −→Mn

2 uma aplicação diferenciável e seja p ∈M1 tal que

dϕp : TpM1 −→ Tϕ(p)M2 é um isomorfismo. Então ϕ é um difeomorfismo local em p.

Nossa referência [1] não apresenta a demonstração deste fato, mas esta é uma con-

sequência imediata do teorema da função inversa no Rn.

Definição 1.6. Sejam Mm e Nn variedades diferenciáveis. Uma aplicação diferenciável

ϕ : M −→ N é uma imersão se dϕp : TpM −→ Tϕ(p)N é injetiva para todo p ∈ M.
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Se, além disto, ϕ é um homeomorfismo sobre ϕ(M) ⊂ N, onde ϕ(M) tem a topologia

induzida por N, diz-se que ϕ é um mergulho. Se M ⊂ N e a inclusão i : M ↪→ N é um

mergulho, diz-se que M é uma subvariedade de N.

Observe-se que ϕ : Mm −→ Nn é uma imersão, então m 6 n; a diferença n −m é

chamada a codimensão de ϕ.

Quando lidamos com situações de caráter estritamente local, em Geometria, é indifer-

ente tratar como imersões ou mergulhos. Isso provém da seguinte proposição que mostra

ser, toda imersão, localmente (no sentido abaixo explicitado) um mergulho.

Proposição 1.2. Seja ϕ : Mn
1 −→ Mm

2 , n 6 m, uma imersão da variedade M1 na

variedade M2. Para todo ponto p ∈ M1, existe uma vizinhança V ⊂ M1 de p tal que a

restrição ϕ|V −→M2 é um mergulho.

Um conceito global muito importante em variedades é o de orientação, o qual definire-

mos a seguir.

Definição 1.7. Seja M uma variedade diferenciável. Diz-se que M é orientável se M

admite uma estrutura diferenciável {(Uα, xα)} tal que:

( i) para todo par α,β, com xα(Uα) ∩ xβ(Uβ) = W 6= ∅, a diferencial da mudança de

coordenadas xβ ◦ x−1
α tem determinante positivo.

Caso contrário, diz-se que M é não-orientável. Se M é orientável, a escolha de uma

estrutura diferenciável satisfazendo ( i) é chamada uma orientação de M e, neste caso,

diz-se que M é uma variedade orientada. Duas estruturas diferenciáveis que satisfazem

( i) determinam a mesma orientação se a união ainda satisfaz ( i).

Exemplo 1.1. Seja Mn uma variedade diferenciável e seja TM = {(p, v);p ∈ M, v ∈

TpM}. É posśıvel munir o conjunto TM de uma estrutura diferenciável (de dimensão 2n);

com tal estrutura TM é chamado fibrado tangente de M. Este é o espaço natural de se

trabalhar quando estamos tratando de questões que envolvem posição e velocidades.

Um conceito que será bastante usado em nosso texto é o de campo de vetores em uma

variedade.

Definição 1.8. Um campo de vetores X, em uma variedade diferenciável M, é uma cor-

respondência que a cada ponto p ∈ M, associa um vetor X(p) ∈ TpM. Em termos de
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aplicações, X é uma aplicação de M no fibrado tangente TM. O campo é diferenciável se

a aplicação X :M −→ TM é diferenciável.

Considerando a parametrização x : U ⊂ R −→M é posśıvel representar localmente

X(p) = ai(p)
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

,

onde cada ai : U −→ R é uma função em U e

{
∂

∂xi

}n
i=1

é o referencial coordenado local,

associado a x. X é diferenciável se e só se as funções ai são diferenciáveis para alguma

parametrização.

Considerando campos de vetores como operadores X : D −→ D caracterizado em cada

sistema local de coordenadas x : U ⊂ Rn −→M, por

(Xf)(p) = ai(p)
∂f

∂xi
(p),

onde f indica, por abuso de notação, a expressão de f na parametrização x f = f ◦ x = f|x(U) .

A interpretação de X como um operador em D permite-nos considerar as iterados de

X. Por exemplos, se X e Y são campos de diferenciáveis emM e f :M −→ R é uma função

diferenciável, podemos considerar as funções X(Yf) e Y(Xf). Em geral, tais operações não

conduzem a campos de vetores, por envolver derivadas de ordem superior à primeira. No

entanto temos o seguinte resultado.

Lema 1.1. Sejam X e Y campos de vetores diferenciáveis em uma variedade diferenciável

M. Então existe um único campo de vetores diferenciável, Z, tal que, para toda f ∈

D, Zf = (XY − YX)f.

O campo vetorial Z definido pelo lema 1.1 é chamado o colchete [X, Y] = XY − YX de

X e Y.

A operação colchete possui as seguintes propriedades:

Proposição 1.3. Se X, Y e Z são campos diferenciáveis em M, a,b são números reais,

e f,g são funções diferenciáveis, então:

( a) [X, Y] = −[Y,X] (anticomutatividade),

( b) [aX+ bY,Z] = a[X,Z] + b[Y,Z] (linearidade),

( c) [[X, Y],Z] + [[Y,Z],X] + [[Z,X], Y] = 0 (identidade de Jacobi),
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( d) [fX,gY] = fg[X, Y] + fX(g)Y − gY(f)X.

É bem sabido que uma variedade diferenciável é localmente difeomorfa a um Rn, o

teorema fundamental de existência, unicidade e dependência das condições iniciais das

equações diferenciais ordinárias se estende naturalmente às variedades diferenciáveis.

Seja X um campo diferenciável de vetores em uma variedade diferenciável M, e seja

p ∈ M. Então existem uma vizinhança U ⊂ M de p, um intervalo (−δ, δ), δ > 0, e

uma aplicação diferenciável ϕ : (−δ, δ) × U −→ M tais que a curva t −→ ϕ(t,q), t ∈

(−δ, δ), q ∈ U, é a única curva que satisfaz
∂ϕ

∂t
= X(ϕ(t,q)) e ϕ(0,q) = q. É comum

utilizar a notação ϕt(q) = ϕ(t,q) e chamar ϕt : U −→M o fluxo local de X.

A proposição a seguir nos fornece uma interpretação para o colchete [X, Y] como

derivações de Y ao longo das trajetórias de X.

Proposição 1.4. Sejam X, Y campos diferenciáveis de vetores em uma variedade diferen-

ciável M, seja p ∈M, e seja ϕt o fluxo local de X em uma vizinhança U de p. Então

[X, Y](p) = lim
t→0

1

t
[Y − dϕtY](ϕt(p)).

Até agora não fizemos restrição alguma quanto à topologia das variedades diferen-

ciáveis. Em verdade, a topologia das variedades pode ser bastante estranha. Em particu-

lar, pode acontecer que um (ou ambos) dos seguintes axiomas não seja satisfeito:

( A) Axioma de Hausdorff: Dados dois pontos distintos de M existem vizinhanças destes

dois pontos que não se intersectam.

( B) Axioma da base enumerável: M pode ser coberta por uma quantidade enumerável

de vizinhanças coordenadas (diz-se então que M tem base enumerável).

O Axioma A é essencial à unicidade do limite de uma sequência convergente e o Axioma

B é essencial à existência de uma partição da unidade, instrumento fundamental ao estudo

de certas questões sobre variedades. Daremos então, sem mais detalhes, a definição de

partição da unidade.

SejaM uma variedade diferenciável. Uma famı́lia de abertos Vα ⊂M com
⋃
α Vα =M

é localmente finita se todo ponto p ∈ M possui uma vizinhança U tal que U ∩ Vα 6= ∅

apenas para um número finito de ı́ndices. O suporte de uma função, f : M −→ R, é o

fecho do conjunto dos pontos onde f é diferente de zero.
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Dizemos que uma familia {fα} de funções diferenciáveis fα :M −→ R é uma partição

diferenciável da unidade se:

( 1) Para todo α, fα > 0 e o suporte de fα está contido em uma vizinhança coordenada

Vα ⊂ xα(Uα) de uma estrutura diferenciável {(Uβ, xβ)} de M.

( 2) A famı́lia {Vα} é localmente finita.

( 3)
∑
α fα = 1, para todo ponto p ∈ M (esta condição faz sentido , pois em cada

p, fα(p) 6= 0 apenas para um número finito de ı́ndices).

Costuma-se dizer que a partição da unidade {fα} está subordinada à cobertura {Vα}.

1.2 Métricas Riemannianas

Nesta seção nosso objetivo será introduzir em cada ponto uma maneira de medir com-

primento de vetores tangentes que varia de diferenciavelmente com o ponto, que veremos

explicitamente ao longo desta seção (confronte o caṕıtulo I de [1]).

No restante deste caṕıtulo, assim como em todos os demais as variedades diferenciáveis

consideradas serão supostas de Hausdorff e com base enumerável. Diferenciável significará

de classe C∞ e quando Mn = M indicar uma variedade diferenciável, n indicará a di-

mensão de M.

Definição 1.9. Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) em uma varie-

dade diferenciável M é uma correspondência que associa a cada ponto p de M um pro-

duto interno 〈 , 〉p (isto é, uma forma bilinear simétrica, positiva definida) no espaço

tangente TpM, que varia diferenciavelmente no seguinte sentido: Se x : U ⊂ Rn −→ M

é um sistema de coordenadas locais de p, com x(x1, ..., xn) = q ∈ x(U) e
∂

∂xi
(q) =

dx(0, ..., 1, ..., 0), então

〈
∂

∂xi
(q),

∂

∂xj
(q)

〉
q

= gij(x1, ..., xn) é uma função diferenciável

em U.

É usual deixar de indicar o ı́ndice p em 〈 , 〉p sempre que não houver possibilidade de

confusão. As funções gij são chamadas expressão da métrica Riemanniana no sistema

de coordenadas x : U ⊂ Rn −→ M. Uma variedade com uma métrica Riemanniana

chama-se variedade Riemanniana.
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A primeira coisa a fazer depois de definir uma certa estrutura é estabelecer uma noção

de equivalência para esta estrutura.

Definição 1.10. Sejam M e N variedades Riemannianas. Diz-se que um difeomorfismo

f : M −→ N (isto é, f é uma bijeção diferenciável com inversa diferenciável) é uma

isometria se:

〈u, v〉p = 〈dfp(u),dfp(v)〉f(p), para todo p ∈M, u, v ∈ TpM. (1.1)

Definição 1.11. Sejam M e N variedades Riemannianas. Uma aplicação diferenciável

f :M −→ N é uma isometria local em p ∈M se existe uma vizinhança U ⊂M de p tal

que f : U −→ f(U) é um difeomorfismo satisfazendo a equação 1.1.

É usual dizer que a variedade Riemanniana M é localmente isométrica à variedade

Riemanniana N se para todo p em M existe uma vizinhança U de p em M e uma

isometria local f : U −→ f(U) ⊂ N.

Veremos agora como uma métrica Riemanniana pode ser usada para calcular compri-

mentos de curvas.

Definição 1.12. Uma aplicação diferenciável c : I −→M de um intervalo aberto I ⊂ R

em uma variedade diferenciável M chama-se uma curva (parametrizada).

Definição 1.13. Um campo vetorial V ao longo de uma curva c : I −→ M é uma

aplicação que a cada t ∈ I associa um vetor tangente V(t) ∈ Tc(t)M. Diz-se que V é

diferenciável se para toda função f em M, a função t −→ V(t)f é uma função diferenciável

em I.

O campo vetorial dc

(
d

dt

)
, indicado por

dc

dt
, é chamado campo velocidade (ou tan-

gente) de c. Observe que um campo vetorial ao longo de c pode não ser pasśıvel de

extensão a um campo vetorial definido em um aberto de M.

A restrição de uma curva c a um intervalo fechado [a,b] ⊂ I chama-se um segmento.

Se M é Riemanniana, definimos o comprimento de um segmento por

`ab(c) =

∫b
a

〈
dc

dt
,
dc

dt

〉 1
2

dt.

Finalizamos esta seção com um teorema de existência de métricas Riemannianas.

Proposição 1.5. Uma variedade diferenciável M (de Hausdorff e com base enumerável)

possui uma métrica Riemanniana.
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1.3 Conexão Afim, Conexão Riemanniana

Indicaremos por X(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C∞ em M e por D(M)

o anel das funções reais de classe C∞ definidas em M.

Definição 1.14. Uma conexão afim ∇ em uma variedade diferenciável M é uma aplicação

∇ : X(M)× X(M) −→ X(M)

que se indica por (X, Y) ∇ // ∇XY e que satisfaz as seguintes propriedades:

i) ∇fX+gYZ = f∇XZ+ g∇YZ,

ii) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,

iii) ∇X(fY) = f∇XY + X(f)Y,

onde X, Y,Z ∈ X(M) e f,g ∈ D(M).

Proposição 1.6. Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão afim ∇. Então

existe uma única correspondência que associa a um campo vetorial V ao longo da curva

diferenciável c : I −→M um outro campo vetorial DV
dt

ao longo de c, denominado derivada

covariante de V ao longo de c, tal que:

a) D
dt
(V +W) = DV

dt
+ DW

dt
, onde W é um campo de vetores ao longo de c.

b) D
dt
(fV) = df

dt
V + fDV

dt
, onde f é uma função diferenciável em I.

c) Se V é induzido por um campo de vetores Y ∈ X(M), isto é, V(t) = Y(c(t)), então

DV
dt

= ∇dc
dt
Y.

Podemos então introduzir a noção de paralelismo de maneira natural.

Definição 1.15. Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão afim ∇. Um

campo vetorial V ao longo de uma curva c : I −→M é chamado paralelo quando DV
dt

= 0,

para todo t ∈ I.

Proposição 1.7. Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão afim ∇. Seja

c : I −→M uma curva diferenciável em M e V0 um vetor tangente a M em c(t0), t0 ∈ I

(isto é, V0 ∈ Tc(t0)M). Então existe um único campo de vetores paralelo V ao longo de c

tal que V(t0) = V0, (V(t) é chamado o transporte paralelo de V(t0) ao longo de c).
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Definição 1.16. Uma conexão ∇ em uma variedade Riemanniana M é compat́ıvel com

a métrica se, e somente se,

X〈Y,Z〉 = 〈∇XY,Z〉+ 〈Y,∇XZ〉, X, Y,Z ∈ X(M).

Definição 1.17. Uma conexão afim ∇ em uma variedade diferenciável M é dita simétrica

quando

∇XY −∇YX = [X, Y] para todo X, Y ∈ X(M).

Uma conexão, ∇, em uma variedade Riemanniana que seja compat́ıvel com a métrica

e simétrica é chamada conexão de Levi-Civita ou conexão Riemanniana. Podemos então

enunciar o mais importante teorema desta seção, que será bastante usado ao longo de

todo o texto.

Teorema 1.2 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma única

conexão de Levi-Civita.

Dados X, Y,Z ∈ X(M). Se ∇ é uma conexão de Levi-Civita em uma variedade Rie-

manniana (M,g), então vale a identidade

〈∇XY,Z〉 =
1

2
{X〈Y,Z〉+ Y〈Z,X〉− Z〈X, Y〉

+〈[X, Y],Z〉− 〈[Y,Z],X〉+ 〈[Z,X], Y〉}
(1.2)

A fórmula (1.2) é chamada fórmula de Koszul e em algums casos particulares se torna

bem mais simples, como por exemplo tomando X, Y,Z ∈ X(M) tais que 〈X, Y〉 = 〈X,Z〉 =

〈Y,Z〉 = 1, isso ocorre por exemplo com campos invariantes à esquerda (c.f. definição 2.2

a seguir) então temos X〈Y,Z〉 = Y〈Z,X〉 = Z〈X, Y〉 = 0 e portanto a fórmula 1.2 teria a

seguinte expressão

〈∇XY,Z〉 = 1

2
{〈[X, Y],Z〉− 〈[Y,Z],X〉+ 〈[Z,X], Y〉}.

1.4 Geodésicas

No que se segue M é uma variedade Riemanniana munida de uma conexão Riemanniana,

e as demonstrações do resultados aqui apresentados podem ser encontradas em [1] exceto

menção contrária.
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Definição 1.18. Uma curva parametrizada γ : I −→ M é uma geodésica em t0 ∈ I

se D
dt

(
dγ
dt

)
= 0 no ponto t0; se γ é geodésica em t, para todo t ∈ I dizemos que γ é

uma geodésica. Se [a,b] ⊂ I e γ : I −→ M é uma geodésica, a restrição de γ a [a,b] é

chamada segmento de geodésica ligando γ(a) e γ(b).

Às vezes por abuso de linguagem, chamaremos de geodésica γ à imagem γ(I) de

geodésica γ.

Se γ : I −→M é uma geodésica, então

d

dt

〈
dγ

dt
,
dγ

dt

〉
= 2

〈
D

dt

dγ

dt
,
dγ

dt

〉
= 0,

ou seja o comprimento do vetor dγ
dt

e constante, suponha então |dγ
dt

| = c 6= 0, supondo s

a função comprimento de arco podemos então observar que

s(t) =

∫ t
t0

∣∣∣∣dγdt
∣∣∣∣dt = c(t− t0).

Portanto, o parâmetro de uma geodésica é proporcional ao comprimento de arco.

Recordemos o seguinte teorema de equações diferenciais.

Teorema 1.3. Se X é um campo C∞ num aberto V de uma variedade M e p ∈ V então

existem um aberto V0 ⊂ V , um ponto p ∈ V0, um número δ > 0, e uma aplicação

C∞, ϕ : (−δ, δ) × V0 −→ V tais que a curva t −→ ϕ(t,q), t ∈ (−δ, δ), é a única

trajetória de X que no instante t = 0 passa pelo ponto q para cada q ∈ V0

A aplicação ϕt : V0 −→ V dada por ϕt(q) = ϕ(t,q) é chamada o fluxo de X em V .

Lema 1.2. Seja γ é uma geodésica. Existe um único campo G em TM cujas trajetórias

são da forma t −→ (γ(t),γ ′(t)).

Definição 1.19. O campo G acima definido é chamado campo geodésico em TM e seu

fluxo é o fluxo geodésico de TM.

Aplicando o teorema 1.3 ao campo geodésico G no ponto (p, 0) ∈ TM, obtemos o

seguinte resultado:

Para cada p ∈M existem um aberto U em TU, onde (U, x) é um sistema de coorde-

nadas em p e (p, 0) ∈ U, um número δ > 0 e uma aplicação C∞, ϕ : (−δ, δ)×U −→ TU,

tais que: t −→ ϕ(t,q, v) é a única trajetória de G que satisfaz à condição inicial

ϕ(0,q, v) = (q, v), para cada (q, v) ∈ U.
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É posśıvel escolher U na forma

U = {(q, v) ∈ TU;q ∈ V e v ∈ TqM com |v| = ε1},

onde V ⊂ U é uma vizinhança de p ∈ M. Pondo γ = π ◦ ϕ, onde π : TM −→ M é a

projeção canônica, podemos escrever o enunciado anterior do seguinte modo.

Proposição 1.8. Dado p ∈ M, existem uma vizinhança aberta V ⊂ M de p, números

δ > 0 e ε1 > 0 e uma aplicação C∞
γ : (−δ, δ)× U −→M, U = {(q, v);q ∈ V , v ∈ TqM, |v| < ε1}

tais que a curva t −→ γ(t,q, v), t ∈ (−δ, δ), é a única geodésica de M que no instante

t = 0 passa por q com velocidade v, para cada q ∈ V e cada v ∈ TqM com |v| < ε1.

A proposição 1.8 afirma que se |v| < ε1, a geodésica γ(t,q, v) existe em um intervalo

(−δ, δ) e é única. Podemos aumentar a velocidade de uma geodésica diminuindo o seu

intervalo de definição, ou vice-versa. Como podemos ver no seguinte lema.

Lema 1.3 (Homogeneidade de uma geodésica). Se a geodésica γ(t,q, v) está definida no

intervalo (−δ, δ), então a geodésica γ(t,q,av), a ∈ R, a > 0, está definida no intervalo

(− δ
a

, δ
a
) e

γ(t,q,av) = γ(at,q, v).

Podemos agora introduzir o conceito de aplicação exponencial da maneira seguinte.

Seja U ⊂ TM um aberto suficientemente pequeno. Então a aplicação exp : U −→ M

dada por

exp(q, v) = γ(1,q, v) = γ

(
|v|,q,

v

|v|

)
, (q, v) ∈ U,

é chamada aplicação exponencial em U.

Na maioria das aplicações, utilizaremos a restrição de exp a um aberto do espaço tangente

TqM, isto é, definiremos

expq : Bε(0) ⊂ TqM −→M

por expq(v) = exp(q, v)

Proposição 1.9. Dado q ∈ M, existe um ε > 0 tal que expq : Bε(0) ⊂ TqM −→ M é

um difeomorfismo de Bε(0) sobre um aberto de M.



Caṕıtulo 1. Noções Preliminares 16

1.5 Curvaturas

Nesta seção apresentaremos uma definição de curvatura que, essencialmente, mede o

quanto uma variedade Riemanniana deixa de ser euclidiana.

Definição 1.20. A curvatura R de uma variedade Riemanniana, M, é uma correspondência

que associa a cada par X, Y ∈ X(M) uma aplicação R(X, Y) : X(M) −→ X(M) dada por

R(X, Y)Z = ∇Y∇XZ−∇X∇YZ+∇[X,Y]Z, Z ∈ X(M),

onde ∇ é a conexão Riemanniana de M.

Às vezes encontramos uma definição que difere da definição 1.20 por um sinal.

Proposição 1.10. A curvatura, R, de uma variedade Riemanniana goza das seguinte

propriedades:

( i) R é D(M)-bilinear em X(M)× X(M), isto é,

R(fX1 + gX2, Y) = fR(X1, Y1) + gR(X2, Y1),

R(X1, fY1 + gY2) = fR(x1, Y1) + gR(X1, Y2),

f,g ∈ D(M), X1,X2, Y1, Y2 ∈ X(M).

( ii) Para todo par X, Y ∈ X(M), o operador curvatura R(X, Y) : X(M) −→ X(M) é

linear, isto é,

R(X, Y)(Z+W) = R(X, Y)Z+ R(X, Y)W,

R(X, Y)fZ = fR(X, Y)Z,

f ∈ D(M), Z,W ∈ X(M).

Os resultados a seguir são de grande importância para o nosso estudo de curvatura.

Proposição 1.11. A curvatura goza das seguintes propriedades de simetria:

( a) R(X, Y)Z+ R(Y,Z)X+ R(Z,X)Y = 0 (Primeira Identidade de Bianchi)

( b) R(X, Y)Z = −R(Y,X)Z

( c) 〈R(X, Y)Z, T〉 = −〈R(X, Y)T ,Z〉
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( d) 〈R(X, Y)Z, T〉 = 〈R(Z, T)X, Y〉

Intimamente relacionado com o operador curvatura está a curvatura seccional (ou

Riemanniana).

Usaremos a partir de agora a seguinte notação. Dado um espaço vetorial V como

produto interno 〈 , 〉, indicaremos por |x∧ y| a expressão√
|x|2|y|2 − 〈x,y〉2,

que representa a área do paralelogramo bidimensional determinado pelo par de vetores

x,y ∈ V .

Definição 1.21. Dado um ponto p ∈ M e um subespaço bidimensional σ ⊂ TpM o

número real

κ(x,y) =
〈R(x,y)x,y〉

|x∧ y|2
= κ(σ),

onde {x,y} é uma base qualquer de σ, é chamado curvatura seccional de σ em p.

Vamos denominar de função de curvatura, k à forma biquadrática k(x,y) = 〈R(x,y)x,y〉,

isto é, quando x,y ∈ TpM são ortonormais então k(x,y) = κ(x,y)

Observação 1.2. κ(x,y) independe da particular escolha da base {x,y} de σ (uma prova

pode ser encontrada em [1]).

Observação 1.3. Uma variedade Riemanniana, M, tem curvatura constante igual a k0

se, e somente se, sua curvatura R é dada por

R(X, Y)Z = k0(〈Y,Z〉X− 〈X,Z〉Y),

para todo campo X, Y,Z ∈ X(M).

Contrações do tensor de curvatura de uma variedade também desempenham papel

fundamental em geometria.

À contração métrica de R, em p ∈M, chamamos tensor de Ricci, ricp. Dados x,y ∈

TpM definimos

ricp(x,y) = tr {z ∈ TpM 7−→ R(x, z)y}

isto é, se {z1, ..., zn} é base ortonormal de TpM

ricp(x,y) = 〈R(x, zi)y, zi〉 =
n∑
i=1

k(x, zi)
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é a restrição de ricp à diagonal rp(x) := ricp(x, x) chamamos de curvatura de Ricci, em

p (diferentemente de [1], aqui não normalizaremos rp(x)).

À contração de ricp, chamaremos de curvatura escalar de M em p, ρ(p)

ρ(p) = ricp(zj, zj)

(também não normalizada).



Caṕıtulo 2

Elementos da Teoria de Grupos de

Lie e Álgebras Lie

Este caṕıtulo tem como principal referência os textos [2] e [10]. Nele tratamos de noções

rudimentares da teoria de grupos de Lie e álgebras de Lie. Todos os resultados aqui

citados foram extráıdos de [2] e [10].

2.1 Grupos de Lie e Álgebras de Lie

Definição 2.1. Um grupo de Lie é uma variedade diferenciável G, munida de uma es-

trutura de grupo tal que as aplicações

G×G −→ G

(a,b) 7−→ a · b
e

G −→ G

a 7−→ a−1,

são diferenciáveis.

Decorre imediatamente da definição que, em um grupo de Lie, as aplicações

La : G −→ G

b 7−→ ab
e

Ra : G −→ G

b 7−→ ba,

são difeomorfismos, para cada a ∈ G. Estas aplicações são chamadas, respectivamente,

translação à esquerda por a e translação à direita por a. Indicaremos por e o elemento

neutro de G.

Definição 2.2. Dizemos que um campo de vetores tangentes X (não necessariamente

diferenciável) a um grupo de Lie G é invariante à esquerda se Xab = dLaXb, quaisquer

19
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que sejam a,b ∈ G. O conjunto dos campos invariantes à esquerda de um grupo de Lie

G é denotado por g.

Um campo invariante à esquerda fica completamente determinado quando se conhece

Xe, pois Xa = dLaXe. Claramente g é um espaço vetorial e temos o seguinte

Teorema 2.1. ( i) A aplicação

α : g −→ TeG

X 7−→ α(X) = Xe,

onde TaG indica o espaço tangente a G no ponto a, é um isomorfismo de espaços

vetoriais;

( ii) Se X ∈ g, então X é diferenciável.

Para a demonstração, consulte [2], página 6.

Definição 2.3. Uma álgebra de Lie é um espaço vetorial g, com uma operação bilinear

[ , ] : g× g −→ g, satisfazendo

( a) [x,y] = −[y, x] (anticomutatividade),

( b) [[x,y], z] + [[y, z], x] + [[z, x],y] = 0 (Identidade de Jacobi),

para todo x,y e z em g.

Proposição 2.1. Se X e Y ∈ g, então o colchete de Lie [X, Y] ∈ g, isto é, g é uma álgebra

de Lie.

Para a demonstração veja [2], p. 11.

Como já sabemos que g e TeG são isomorfos como espaços vetoriais, podemos então

induzir em TeG uma estrutura de álgebra de Lie.

Com esta proposição podemos identificar, de modo natural, g com TeG, e sendo x =

Xe,X ∈ g podemos escrever apenas x ∈ g para representar o campo X.

2.2 Correspondência de Subgrupos e Subálgebras

Definição 2.4. Se G e H são grupos de Lie e se ϕ : G −→ H é diferenciável e também

homomorfismo de grupos, chamamos ϕ de homomorfismo de Lie; se ϕ é um difeomorfismo
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e um isomorfismo de grupos, então ϕ é chamado isomorfismo de Lie; uma aplicação

diferenciável ϕ : V ⊂ G −→ H, onde V é uma vizinhança em G tal que a,b,a · b ∈ V

implica em ϕ(a · b) = ϕ(a) · ϕ(b), então ϕ é chamado um homomorfismo local de Lie;

de modo análogo definimos um isomorfismo local de Lie.

Definição 2.5. Um par (H,ϕ) é chamado um subgrupo de Lie de um grupo de Lie G se;

( a) H é um grupo de Lie

( b) ϕ : H −→ G é uma imersão injetiva e é um homomorfismo.

Veja que, pela definição acima, (H,ϕ) pode ser um subgrupo de Lie de G sem que

este seja um subconjunto de G ou que ϕ(H) tenha a topologia induzida pela aplicação

inclusão i : ϕ(H) −→ G, isto é, sem que ϕ : H −→ G seja um homeomorfismo sobre o

subespaço ϕ(H) ⊂ G.

Dizemos que um subespaço vetorial h de uma álgebra de Lie g é uma subálgebra se

h ⊂ g é fechado relativamente à operação [ , ] de g. Evidentemente, h é uma álgebra de

Lie.

Uma pergunta que surge naturalmente é a seguinte: se (H,ϕ) é um subgrupo de Lie

de um grupo de Lie G e se h e g são suas respectivas álgebras de Lie, então h é uma

subálgebra de Lie de g? O lema abaixo, cuja demonstração pode ser encontrada em [2],

p. 18, nos dá como corolário, a resposta a essa pergunta.

Lema 2.1. Sejam G e H grupos de Lie e seja ϕ : V −→ H um homomorfismo local de Lie,

onde V ⊂ G é uma vizinhança da identidade. Então a aplicação dϕe : g −→ g induzida

por dϕe : TeG −→ TeH é um homomorfismo de Lie entre suas respectivas álgebras de Lie.

Deste lema resultam os dois corolário a seguir.

Corolário 2.1. Grupos de Lie localmente isomorfos têm álgebras de Lie isomorfas.

Corolário 2.2. Se (H,ϕ) é um subgrupo de Lie do grupo de Lie G e h e g são, respec-

tivamente, as álgebras de Lie de H e G, então h é isomorfa a uma subálgebra de g (este

corolário responde a pergunta acima).

Com o corolário 2.2 é natural perguntar se vale a sua rećıproca, ou seja, dada uma

subálgebra de Lie h de uma álgebra de Lie g de um grupo de Lie G, existe um subgrupo

de Lie (H,ϕ) de G tal que a álgebra de Lie de (H,ϕ) é isomorfa a h?
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O teorema a seguir nos dá uma resposta afirmativa para essa pergunta como veremos

no corolário 2.3 (a demonstração destes resultados baseia-se no teorema de Frobenius, ac-

erca de integrabilidade de distribuições involutivas em variedades. Para maiores detalhes

consulte [2]).

Teorema 2.2. Seja G um grupo de Lie com álgebra de Lie g e seja h̃ ⊂ g uma subálgebra

de Lie. Então existe um único subgrupo de Lie conexo (H,ϕ) de G, de tal modo que

dϕ(h) = h̃, onde h denota a álgebra de Lie de H.

Corolário 2.3. Existe uma correspondência biuńıvoca entre subgrupos de Lie conexos de

um grupo de Lie e as subálgebras da sua álgebra de Lie.

Teorema 2.3. Sejam G e H grupos de Lie e seja Γ : g −→ h um homomorfismo entre as

respectivas álgebras de Lie. Então existe uma vizinhança V de e, em G, e uma aplicação

C∞ ϕ : V −→ H tal que ϕ(a · b) = ϕ(a) ·ϕ(b), sempre que a,b e a · b pertencerem a V,

e tal que, para todo X ∈ g, dϕ(X) = Γ(X). Além disso, se existirem dois homomorfismos

C∞ ϕ,ψ : G −→ H com dϕ = dψ = Γ e se G for conexo então ϕ ≡ ψ.

Corolário 2.4. Se dois grupos de Lie G e H tem álgebras de Lie isomorfas, então eles

são localmente isomorfos.

2.3 A aplicação exponencial - Homomorfismos cont́ınuos

- Subgrupos fechados

Sejam G um grupo de Lie e g sua álgebra de Lie associada. Seja x ∈ g. Pela teoria de

equações diferenciais ordinárias, sabemos que, para qualquer a ∈ G, existemU ⊂ G aberto

e (−ε, ε) ⊂ R, com a ∈ U e ε > 0 e uma aplicação diferenciável ϕ : U × (−ε, ε) −→ G

tal que para todo b ∈ U,

ϕ(b, 0) = b e
dϕ

dt
(b, t) = xϕ(b,t).

ϕ é chamado fluxo local do campo x. Tomaremos agora a = e e adotaremos a seguinte

notação: ϕ(e, t) = ϕ(t) = ϕt = trajetória (única) de x por e. Temos então o seguinte

Teorema 2.4. Em um grupo de Lie G, ϕt está definido para todo t ∈ R, isto é, ε = +∞,

e assim (R,ϕ), é subgrupo de Lie de G.
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Definição 2.6. Sejam G um grupo de Lie, com álgebra de Lie g, e x ∈ g. Se indicarmos

por ϕx a trajetória de x pela origem de TeG (isto, ϕx(e, 0) = e), definimos exp : g ∼=

TeG −→ G por exp(x) = ϕx(1). A aplicação exp é chamada a aplicação exponencial de

G.

Teorema 2.5. A aplicação exponencial possui as seguintes propriedades:

a) exp(t1 + t2)x = (exp t1x)(exp t2x).

b) exp(−sx) = (exp sx)−1.

c) exp é diferenciável.

d) exp é um difeomorfismo em uma vizinhança de e.

Um fato bem conhecido é que todo homomorfismo cont́ınuo ϕ : R −→ R é diferen-

ciável. Veremos que, mais geralmente, todo homomorfismo cont́ınuo entre grupos de Lie

é diferenciável.

O item d) nos permite introduzir de maneira natural um sistema de coordenadas locais

em e, denominado sistema de coordenadas normais.

Lema 2.2. Se G é um grupo de Lie com álgebra de Lie g e {x1, x2, ..., xn} é uma base de

g, então a aplicação

ψ : Rn −→ G

(t1, ..., tn) 7−→ (exp t1x1) · ... · (exp tnxn)

é diferenciável e não singular em 0 ∈ Rn

Para demonstração consulte [2], p. 43.

Teorema 2.6. Seja ϕ : R −→ G um homomorfismo cont́ınuo, onde G é grupo de Lie.

Então ϕ é diferenciável.

Finalmente enunciamos o resultado que hav́ıamos citado anteriormente.

Teorema 2.7. Todo homomorfismo cont́ınuo ϕ : H −→ G entre grupos de Lie, é diferen-

ciável.
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Um problema famoso que convém ser mencionado, proposto por Hilbert em 1900 (o 5o
¯

problema de Hilbert): provar que todo grupo topológico conexo e localmente Euclidiano

admite uma única estrutura de variedade diferenciável que o transforma em um grupo

de Lie (um grupo topológico é um espaço topológico com uma estrutura de grupo, de tal

modo que as operações de produto e passagem ao inverso são cont́ınuas). Este problema

foi resolvido em 1952 por Montgomery, Zippin e Gleason (para a maiores detalhes, veja

o livro de Montgomery-Zippin, Topological Transformation Groups, Interscience, New

York, 1955), que provaram a existência da estrutura diferenciável requerida. A unicidade

de uma tal estrutura decorre imediatamente do teorema 2.7.

No que se segue denotaremos por o(tn) a qualquer função f : R −→ TeG que tenha a

propriedade de que f(t)
tn

t ∈ R, é limitado para t pequeno.

Lema 2.3. Se G é um grupo de Lie e se x,y ∈ g, então

( a) (exp tx) · (exp ty) = exp(t(x+ y) + t2

2
[x,y] + o(t2)).

( b) (exp(−tx)) · (exp(−ty)) · (exp tx) · (exp ty) = exp(t2[x,y] + o(t3)).

( c) (exp tx) · (exp ty) · (exp(−tx)) = exp(ty+ t2[x,y] + o(t3)).

Consulte [2], p. 48, para uma demonstração.

O próximo corolário é uma das importantes consequências do lema acima e sua demons-

tração pode ser encontrada em [2], página 54.

Corolário 2.5. Sejam G um grupo de Lie e x,y ∈ g e α,β,γ : R −→ G curvas dadas

por

α(t) = exp tx

β(t) = exp ty

γ(t) = α(
√
t) · β(

√
t) · α(

√
t)−1 · β(

√
t)−1.

Então γ(0) = e e γ ′(0) = [x,y].

Ainda, como uma outra aplicação do lema anterior, o teorema a seguir é um dos

resultados mais importante desta seção, cuja demonstração pode ser encontrada em [2],

página 55.

Teorema 2.8 (Cartan). Seja G um grupo de Lie e seja H ⊂ G um subgrupo algébrico

e um subconjunto fechado de G. Então é posśıvel dar a H uma estrutura de variedade
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diferenciável de tal modo que H se torne um subgrupo de Lie de G. Em outras palavras,

todo subgrupo fechado de um grupo de Lie é um grupo de Lie.

Para encerrar esta seção apresentamos algumas propriedades da aplicação adjunta que

passamos a definir agora e que tem grande importância no estudo de curvaturas em grupos

de Lie. Sejam G um grupo de Lie e g sua álgebra de Lie. Para todo b ∈ G, define-se a

conjugação por b:

Cb : G −→ G

a 7−→ bab−1.

Como Cb é um difeomorfismo que deixa fixo a identidade e ∈ G, temos pelo teorema

da aplicação inversa que a diferencial de Cb é um operador linear invert́ıvel em g,

d(Cb)e : g −→ g

que indicaremos por Adb = d(Cb)e.

Definimos, então, a aplicação:

Ad : G −→ GL(g)

b 7−→ Ad(b) = Adb,

onde GL(g) é o grupo dos operadores lineares invert́ıveis de g. A aplicação Ad é diferen-

ciável. Além disto, é fácil verificar que Ad é um homomorfismo de Lie de G em GL(g),

chamado a representação adjunta do grupo G. O subgrupo de Lie Ad(G) ⊂ GL(g) é um

subgrupo de Lie de transformações lineares chamado o grupo adjunto de G.

Como Ad é uma transformação diferenciável, podemos tomar a sua diferencial em e,

que é chamada de representação adjunta de g e indicada por

ad = d(Ad)e : g −→ gl(g),

onde gl(g) é a álgebra de Lie do grupo GL(g), isto é, o conjunto das transformações

lineares de g. A situação é descrita pelo diagrama abaixo:

g
d(Ad)e= ad - gl(g)

G

exp

?
Ad - GL(g)

exp

?

(2.1)

Os dois teoremas a seguir podem ser encontrados em [2], páginas 62 e 63, com suas

respectivas demonstrações.
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Teorema 2.9. O diagrama acima é comutativo, isto é,

Ad ◦ exp = exp ◦ad

Teorema 2.10. Se x,y ∈ g, ad(y) · x = [x,y].

2.4 Álgebras de Lie

Nesta seção algumas das definições e conceitos que formam a linguagem básica da teoria

de álgebras de Lie são apresentados.

Definição 2.7. Uma transformação linear ψ : g −→ h (com g e h álgebras de Lie) é um

• homomorfismo, se ψ[x,y] = [ψx,ψy];

• isomorfismo, se ψ for um homomorfismo invert́ıvel;

• automorfismo, se ψ for um isomorfismo e g = h.

As álgebras de Lie g e h são isomorfas se existe um isomorfismo ψ : g −→ h.

Uma maneira de verificar que álgebras de Lie de dimensão finita são isomorfas é

verificar através do colchete entre os elementos de suas bases. Seja g uma álgebra de

Lie {x1, ..., xn} uma base de g. Tomando dois elemento xi, xj desta base, o colchete [xi, xj]

pode ser escrito como uma combinação linear

[xi, xj] = cijkxk

(vale lembrar que estamos usando a notação de Einstein e nas expressões acima o que

temos na verdade é um somatório).

Os coeficientes cijk são denominados constantes de estrutura da álgebra de Lie g em

relação à base {x1, ..., xn}. Estas constantes determinam a álgebra a menos de isomorfismo.

Com efeito, seja h uma álgebra de Lie com uma base {y1, ...,yn} com as mesmas constantes

de estrutura cijk que g, considere a transformação linear ψ : g −→ h tal que ψ(xi) = yi.

Então,

ψ[x,y] = aibjcijkψ(xk) = aibj[yi,yj] = [ψx,ψy]

onde ai,bj; i, j = 1, ...,n são as coordenadas de x e y respectivamente em relação a base

de g. O que mostra que ψ é um isomorfismo e, portanto, g e h são isomorfas.
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Tomando uma métrica Riemanniana em G e uma base ortonormal e1, ..., en de g então

as constantes de estrutura são facilmente calculadas, observando que

[ei, ej] = cijkek.

Assim, como a base e1, e2, ..., en é ortonormal temos que

〈[ei, ej], el〉 = 〈cijkek, el〉 = cijl.

Para toda terna i, j,k as constante de estrutura satisfazem as seguintes igualdades:

cijk = −cjik

cijlclkm + cjklclim + ckilcljm = 0

a primeira, devido à antissimetria do colchete, e a segunda, devido a identidade de Jacobi.

Reciprocamente, se existem constantes cijk satisfazendo as duas identidades acima, elas

são constantes de estrutura para alguma álgebra de Lie, isto é, podemos tomar uma

base {x1, ..., x2} de um espaço vetorial e definir [xi, xj] = cijkxk, estender bilinearmente e

teremos uma álgebra de Lie cujas constantes de estrutura são os cijk.

Estes fatos nos dizem que para conhecermos uma álgebra de Lie, a menos de isomor-

fismo, basta conhecermos os colchetes dos elementos de uma base.

Definição 2.8. Um subespaço h ⊂ g é um ideal de g se

∀y ∈ h, x ∈ g, [x,y] ∈ h,

isto é,

[g, h] = {[x,y] : x ∈ g,y ∈ h} ⊂ h.

Seja ψ : g −→ h um homomorfismo entre álgebras de Lie. As seguintes afirmações são

de verificação imediata.

• kerψ é um ideal de g.

• im ψ é uma subálgebra de h.

Definição 2.9. Seja g uma álgebra de Lie e h ⊂ g um ideal. Defina no espaço vetorial

quociente g/h, o colchete [ , ] por

[x,y] = [x,y],

onde x denota a classe x+ h.
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Aqui é de fundamental importância que h seja um ideal, pois caso contrário a operação

não fica bem definida.

Teorema 2.11 (de isomorfismo). ( 1) Seja ψ : g −→ g um homomorfismo. Então

g/ kerψ ∼= imψ.

O isomorfismo é dado por x ∈ g/ kerψ 7−→ ψ(x) ∈ imψ

( 2) Sejam g álgebra de Lie e h1, h2 ⊂ g ideais de g. Então,

(h1 + h2)/h1 ≈ h2/h1 ∩ h2.

Definição 2.10. Sejam g1, g2, ..., gn álgebras de Lie e

g = g1 ⊕ ...⊕ gn

sua soma direta como espaços vetoriais. Isto é, g = g1× ...× gn com a estrutura vetorial

produto. Para x = (x1, ..., xn) e y = (y1, ...,yn), a expressão

[x,y] = ([x1,y1], ..., [xn,yn])

define uma estrutura de álgebra de Lie em g em que a i-ésima componente é um ideal

isomorfo a gi.

Tomando, como sempre, g como sendo uma álgebra de Lie, para dois subconjuntos

A e B de g será usado a notação [A,B] para indicar o subespaço gerado por

{[X, Y] : X ∈ A, Y ∈ B}.

Define-se, por indução, os seguintes subespaços de g (denominados álgebras derivadas):

g(0) = g

g ′ = [g, g]
...

g(k) = [g(k−1), g(k−1)].

Esses subespaços são ideais de g. A série central descendente da álgebra de Lie g é

definida, por indução, como

g1 = g

g2 = [g, g] = g ′

...

gk = [g, g(k−1)].
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Definição 2.11. Uma álgebra de Lie é solúvel se alguma de suas álgebras derivadas se

anula, isto é,

g(k0) = {0}

para algum k0 > 1 (e, portanto, g(k) = {0} para todo k > k0).

Subálgebras e imagens homomorfas de álgebras de Lie solúveis são também solúveis,

como mostra a proposição a seguir.

Proposição 2.2. ( 1) Se g é solúvel e h ⊂ g é uma subálgebra, então h também é

solúvel.

( 2) Se g é solúvel e h ⊂ g é um ideal, então g/h também é solúvel.

A demonstração é simples e pode encontrada em [10], página 44.

Definição 2.12. Uma álgebra de Lie é nilpotente se sua série central descendente se

anula em algum momento, isto é,

gk0 = {0}

para algum k0 > 1 (e, portanto gk = {0} para todo k > k0)

Proposição 2.3. Seja g uma álgebra de Lie de dimensão finita. Então, g é solúvel se, e

somente se, a álgebra derivada g ′ é nilpotente.

Para uma demonstração dessa proposição veja [10], página 71.

Corolário 2.6. Se g é uma álgebra de Lie solúvel de dimensão finita, então g possui um

ideal de codimensão 1.

Demonstração. Com efeito, pela proposição 2.3, temos que g ′ é nilpotente: Neste caso,

g 6= g ′, pois, caso contrário, teŕıamos

g = [g, g] = [g ′, g].

Portanto g = g1 = g2 e, por um racioćınio análogo, obtemos que a série central descen-

dente é constante, o que contraria a hipótese de g ′ ser nilpotente, assim g 6= g ′. Tomando,

então, b no complemento ortogonal de g ′, obtemos que u = b⊥ é um ideal de codimensão

1.



Caṕıtulo 3

Curvaturas de métricas invariantes à

esquerda

Os resultados apresentados neste caṕıtulo foram todos extráıdos de [7], exceto o lema 3.4

e o teorema 3.7 que foram extráıdos de [5].

3.1 Curvaturas Seccionais

Sejam G um grupo de Lie de dimensão n, e g a sua álgebra de Lie associada, constitúıda

de todos os campos de vetores diferenciáveis sobre G que são invariantes à esquerda.

Escolhendo uma base {e1, e2, ..., en} para o espaço vetorial g, é fácil verificar que existe

uma única métrica Riemanniana em G tal que estes campos sejam ortonormais. Mais

ainda, dada qualquer matriz n × n simétrica, positiva definida (βij) de números reais

existe uma única métrica Riemanniana tal que o produto interno riemanniano satisfaz

〈ei, ej〉 = βij i, j = 1, ...,n. Evidentemente, esta construção fornece de forma geral

as métricas Riemanniana invariantes à esquerda (diz-se invariante à esquerda quando

La : G −→ G é isometria para todo a ∈ G). Assim, cada grupo de Lie de dimensão n

possui uma famı́lia de métricas invariantes à esquerda de dimensão 1
2
n(n + 1). Veremos

neste trabalho que a escolha de diferentes métricas em um grupo de Lie implicam em

diferença substanciais sobre as propriedades da curvatura.

Escolhendo uma métrica invariante à esquerda em G, G torna-se uma variedade ho-

mogênea, isto é, dados a,b ∈ G existe uma isometria que leva a em b, isto é fácil de

comprovar, basta tomarmos a translação à esquerda Lba−1 e tem-se Lba−1(a) = b. Segue,

30
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então, que G é completo. De fato, escolhendo ε > 0 tal que B(e, ε) seja compacta, e

portanto por translações á esquerda desta bola temos que toda bola de raio ε é compacta,

segue assim que toda sequência de Cauchy a partir de um certo termo estará dentro de

um compacto, e logo será convergente.

A curvatura Riemanniana de uma variedade pode ser descrita facilmente pela forma

bi-quadrática função de curvatura

k(x,y) = 〈R(x,y)x,y〉, x,y ∈ TaG.

Uma dada função k(x,y) pode ocorrer como função curvatura para alguma métrica se, e

somente se, é simétrica, biquadrática como função de x e y, e é nula sempre que x = y. A

coleção de todas as funções simétricas e bi-quadráticas com k(x, x) ≡ 0 forma um espaço

vetorial de dimensão 1
12
n2(n2 − 1)1.

Em outras palavras devemos prescrever 1
12
n2(n2 − 1) números reais para prescrever a

curvatura Riemanniana de uma variedade em um ponto.

Se u e v são vetores ortonormais e unitários (ou mais geralmente, se o determinante

〈u,u〉〈v, v〉− 〈u, v〉2 é igual a 1) então o número real κ = κ(u, v) é chamado a curvatura

seccional do espaço gerado por u e v. Geometricamente, κ pode ser descrita como a

curvatura Gaussiana, no ponto, de uma superf́ıcie composta por todas as geodésicas cujo

vetor tangente nesse ponto é combinação linear de u e v.

Estudaremos os grupos de Lie com métricas invariantes à esquerda, escolhendo uma

base ortonormal {e1, e2, ..., en} de g. A curvatura seccional pode ser descrita como uma

complicada fórmula envolvendo as constantes de estrutura aijk de g

Lema 3.1. Com constantes de estruturas aijk a curvatura seccional κ(e1, e2) é dada pela

fórmula

κ(e1, e2) = 1
2
a12k(−a12k + a2k1 + ak12) −

1
4
(a12k − a2k1 + ak12)(a12k + a2k1 − ak12)

−ak11ak22

(vale lembrar que estamos usando a notação de Einstein e, nas expressões acima, o que

temos, na verdade são somatórios).

Demonstração. De 〈∇xy, z〉 = 1
2
(〈[x,y], z〉− 〈[y, z], x〉+ 〈[z, x],y〉), temos, em particu-

lar, para uma base ortonormal e1, e2, ..., en e tomando aijk = 〈[ei, ej], ek〉, as constantes

1Veja a demonstração desse fato no Apêndice A
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de estrutura da álgebra de Lie g, que 〈∇eiej, ek〉 = 1
2
(aijk − ajki + akij) ou, ainda, em

outras palavras que

∇eiej =
1

2
(aijk − ajki + akij)ek.

Agora usando a fórmula da curvatura seccional dada pela definição

κ(e1, e2) =
〈
∇[e1,e2]e1 −∇e1∇e2e1 +∇e2∇e1e1, e2

〉
= 〈∇a12keke1, e2〉−

〈
∇e1 1

2
(a21k − a1k2 + ak21)ek, e2

〉
+
〈
∇e2 1

2
(a11k − a1k1 + ak11)ek, e2

〉
= 1

2
a12k(ak12 − a12k + a2k1) −

1
4
(a21k − a1k2 + ak21)(a1k2 − ak21 + a21k)

+1
4
(−a1k1 + ak11)(a2k2 − ak22)

= 1
2
a12k(ak12 − a12k + a2k1)

−1
4
(−a12k + ak12 − a2k11)(−ak12 + a2k1 − a12k) +

1
4
(−2ak11)(−2ak22)

= 1
2
a12k(−a12k + a2k1 + ak12) −

1
4
(a12k − a2k1 + ak12)(a12k + a2k1 − ak12)

−ak11ak22,

o que garante o resultado.

Esta fórmula mostra que a curvatura seccional pode ser calculada completamente us-

ando informações sobre álgebra de Lie. Mais ainda, a curvatura depende, continuamente,

das constantes de estrutura aijk e é nula sempre que as constantes são nulas (álgebra

comutativa).

Para ilustrar este conceito, considere o seguinte caso especial. Suponha que a álgebra

de Lie g contém um ideal u de codimensão 1. Escolha um vetor b ortogonal a u e seja

L : u −→ u

a transformação linear ad(b) restrita a u, isto é, tal que L(u) = [b,u]. Seja L∗ a trans-

formação linear adjunta, e ainda S = 1
2
(L+ L∗) a parte autoadjunta de L.

Além disso, pensando em u como uma álgebra de Lie com uma métrica particular

induzida de g. Seja ∇ a conexão Riemanniana para esta métrica em u. O śımbolo ∇ será

usando para denotar a conexão Riemanniana da álgebra g.

Lema 3.2. Com esta notação, o operador derivada covariante ∇b satisfaz

∇bb = 0 e ∇bu =
1

2
(L− L∗)u

para cada u ∈ u. Similarmente, o operador ∇u satisfaz

∇ub = −Su e ∇uv = ∇uv+ 〈Su, v〉b,
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para quaisquer u e v pertencentes a u.

Demonstração. Usando sempre u ∈ u e b ∈ u⊥, demonstremos separadamente as quatro

afirmacões.

• Sendo u um ideal então [v,u] ∈ u para quaisquer v ∈ g e u ∈ u. Calculando as

componentes de ∇bb na direção de b e na direção de u, temos que

〈∇bb,b〉 = 1

2
(〈[b,b],b〉− 〈[b,b],b〉+ 〈[b,b],b〉) = 0

e

〈∇bb,u〉 = 1

2
(〈[b,b],u〉− 〈[b,u],b〉+ 〈[u,b],b〉) = 0

portanto temos que ∇bb ≡ 0.

• Tomando um vetor w ∈ u qualquer e calculando as componentes de ∇bu na direção

de b e na direção w obtemos

〈∇bu,b〉 = 1
2
(〈[b,u],b〉− 〈[u,b],b〉+ 〈[b,b],u〉) = 0

〈∇bu,w〉 = 1
2
(〈[b,u],w〉− 〈[u,w],b〉+ 〈[w,b],u〉)

= 1
2
(〈[b,u],w〉− 〈[b,w],u〉)

= 1
2
(〈L(u),w〉− 〈L∗(u),w〉)

= 1
2
(〈L(u) − L∗(u),w〉).

Assim temos ∇bu = 1
2
(L− L∗)u.

• Ainda com w ∈ u, calculando ∇ub na direção de b e na direção de w, vemos que

〈∇ub,b〉 = 1

2

(
〈[b,u],b〉− 〈[u,b],b〉+ 〈[b,b],u〉

)
= 0

〈∇ub,w〉 = 1
2

(
〈[u,b],w〉− 〈[b,w],u〉+ 〈[w,u],b〉

)
= 1

2

(
− 〈[b,u],w〉− 〈[b,w],u〉

)
= −1

2

(
〈L(u) + L∗(u),w〉

)
= −Su.

Portanto temos ∇ub = −Su.

• Por fim, para u, v ∈ u, calculando também as componentes de ∇uv na direção de b

e na direção de w, obtemos
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〈∇uv,b〉 = 1
2

(
〈[u, v],b〉− 〈[v,b],u〉+ 〈[b,u], v〉

)
= 1

2

(
〈[b, v],u〉+ 〈[b,u], v〉

)
= 1

2

(
〈L∗(u) + L(u), v〉

)
= 〈Su, v〉

〈∇uv,w〉 = 1
2

(
〈[u, v],w〉− 〈[v,w],u〉+ 〈[w,u], v〉

)
= 〈∇uv,w〉.

Dáı temos ∇uv = ∇uv+ 〈Su, v〉b.

A seguir, veremos uma aplicação deste lema que é a mais importante de suas aplicações.

Dado um grupo de Lie G com uma métrica invariante à esquerda, seja u um vetor da

álgebra de Lie associada.

Lema 3.3. Se a transformação linear ad(u) é antiadjunta, então

κ(u, v) > 0

para todo v, onde a igualdade ocorre se, e somente se, u é ortogonal à imagem [v, g].

Demonstração. Assumiremos, sem perda de generalidade, que u e v são ortonormais.

Escolha {e1, e2, ..., en} uma base ortonormal com e1 = u e e2 = v. Admitindo que ad(u) é

antiadjunta, temos que 〈[e1,y], z〉 = −〈y, [e1, z]〉 = −〈[e1, z],y〉, ou seja, que as constantes

de estrutura aijk satisfazem a1jk = −a1kj = ajk1. Do lema 3.1, temos que:

κ(e1, e2) = 1
2
a12k(−a12k + a2k1 + ak12) −

1
4
(a12k − a2k1 + ak12)(a12k − a2k1 − ak12)

−ak11ak22

= 1
2
a12k(−a2k1 + a2k1 + ak12) −

1
4
(a12k − a12k + ak12)(a12k + a12k − ak12)

= 1
2
(a2k1)(a2k1) −

1
4
(a2k1)(a2k1)

=
∑
k

1
4
(a2k1)

2 > 0.

Assim κ(e1, e2) > 0, como afirmamos e, mais ainda, κ(e1, e2) = 0 se, e somente se,

a2k1 = 0, ou seja, 〈e1, [ek, e2]〉 = 0 para todo k, logo e1 é ortogonal à [e2, g].

A hipótese do lema acima depende de uma particular escolha da métrica.

Corolário 3.1. Se u pertence ao centro da álgebra de Lie g (isto é [u, v] = 0∀v ∈ g),

então para qualquer métrica invariante à esquerda a desigualdade κ(u, v) > 0 é satisfeita

para todo v.
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Demonstração. De fato, como u pertence ao centro da álgebra, então [u, v] = 0 para todo

v ∈ g. Portanto ad(u) é antiadjunta e assim temos κ(u, v) > 0.

Mostraremos mais adiante que os elementos do centro são os únicos com esta pro-

priedade. Para isto, usaremos o seguinte lema.

Lema 3.4. Seja G um grupo de Lie com g sua álgebra de Lie associada. Suponha que x

não pertence ao centro de g e que

[x,y] = α(y)x+ βy,

para todo y em g. Então existe uma base {e1, ..., en} de g, com x = e1 tal que

[e1, e2] = e1 + βe2

[e1, ei] = βei, i > 3

[e2, ei] = aie1 +
∑
k>2

bikek, com
∑
i63

a2
i 6 4.

Demonstração. Sabendo que e1 = x não pertence ao centro de g, então existe e2 tal que

α(e2) = 1. Caso contrário, teŕıamos α ≡ 0 e [x,y] = βy. Dáı [x, x] = βx = 0 e, portanto,

β = 0 segue que [x,y] = 0 para todo y em g, absurdo.

Podemos agora encontrar uma base {e1, e2, f3, ..., fn} satisfazendo [e1, fi] = βfi, i > 3.

Para isto, basta observarmos que α : g −→ R é um funcional linear e, tomando {f3, ...fn}

no núcleo de α, temos que [e1, fi] = βfi, para i > 3.

Finalmente podemos tomar ei = εfi, i > 3, onde ε > 0 é suficientemente pequeno de

modo que a condição
∑
i>3

a2
i 6 4 seja satisfeita.

Alguns grupos de Lie possuem métrica que, além de serem invariantes por translações

à esquerda, são ainda invariantes por translações à direita. Este fato sobre tais métricas

bi-invariantes pode ser resumido como segue.

Lema. Uma métrica invariante à esquerda em um grupo de Lie conexo é invariante à

direita se, e somente se, ad(x) é antiadjunta para todo x ∈ g. Um grupo de Lie conexo,

admite métrica bi-invariante se, e somente se, é isomorfo ao produto cartesiano de um

grupo de Lie compacto e um grupo comutativo.

A demonstração deste lema será apresentada na seção 4.3 e será dividida em dois

lemas, a saber os lemas 4.4 e 4.7
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Corolário 3.2. Todo grupo de Lie compacto admite métrica invariante à esquerda (de

fato, bi-invariante) tal que a curvatura seccional satisfaz κ > 0. Além disto,

κ(u, v) =
1

4
‖[u, v]‖2.

Demonstração. Com efeito, temos que, sendo o grupo de Lie compacto, este possui métrica

bi-invariante (veja por exemplo [8] proposição 6.8) e, portanto ad(x) é antiadjunta para

todo x ∈ g, donde κ(x,y) > 0, para todos x,y ∈ g. Para a segunda parte seja e1, e2, ..., en

uma base ortonormal de g e mostremos inicialmente que ∇eiej = 1
2
[ei, ej]. De fato, temos

que

〈∇eiej, ek〉 = 1
2

(
〈[ei, ej], ek〉− 〈[ej, ek], ei〉+ 〈[ek, ei], ej〉

)
= 1

2

(
〈[ei, ej], ek〉+ 〈[ej, ei], ek〉− 〈[ei, ek], ej〉

)
= 1

2

(
〈[ei, ej], ek〉− 〈[ei, ej], ek〉+ 〈[ei, ej], ek〉

)
= 1

2
〈[ei, ej], ek〉.

Portanto, temos que ∇eiej = 1
2
[ei, ej]. Para o cálculo da curvatura seccional, tome u =

e1 e v = e2, então

κ(e1, e2) = 〈∇[e1,e2]e1 −∇e1∇e2e1 +∇e2∇e1e1, e2〉

= 〈1
2
[[e1, e2], e1] −

1
2
∇e1 [e2, e1] + 1

2
∇e2 [e1, e1], e2〉

= 〈1
2
[[e1, e2], e1] −

1
4
[e1, [e2, e1]], e2〉

= 〈−1
2
[e1, [e1, e2]] +

1
4
[e1, [e1, e2]], e2〉

= −1
4
〈[e1, [e1, e2]], e2〉

= 1
4
〈[e1, e2], [e1, e2]〉

= 1
4
‖[e1, e2]‖2.

Teorema 3.1 (Wallach). O grupo SU(2), consistindo das matrizes unitárias 2 × 2 de

determinante 1, é o único grupo de Lie simplesmente conexo que admite métrica invariante

à esquerda com todas as curvaturas seccionais estritamente positivas.

Demonstração. Em nosso texto, mostraremos apenas a primeira parte do teorema. Uma

demonstração da segunda parte pode ser encontrada em [6] p. 25. Provemos então, que

SU(2) possui uma métrica invariante á esquerda (na verdade bi-invariante) com κ ≡ 1.

Com efeito, a álgebra de Lie de SU(2) consiste de todas as matrizes complexas da

forma

 a b

−b a

 , onde a é imaginário puro. Definindo em su(2) (aqui su(2) denotará a
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álgebra de Lie de SU(2)) o produto interno 〈x,y〉 = 1
2
tr xyT , verifica-se, por propriedades

do traço, que esta métrica é invariante à esquerda (na verdade bi-invariante). As matrizes

e1 =

 i 0

0 −i

 , e2 =

 0 i

i 0

 e e3 =

 0 1

−1 0


formam uma base ortonormal relativamente a essa métrica.

Efetuando o colchete, [x,y] = xy− yx, obtemos

[e1, e2] = −2e3, [e1, e3] = −2e2 e [e2, e3] = −2e1,

portanto ‖[ei, ej]‖ = 2, para i 6= j.

Para calcularmos ‖[x,y]‖ em um par de vetores x,y ortonormais quaisquer, observemos

que, sendo x = xiei e y = yiei, i = 1, 2, 3, temos

[x,y] = [xiei,yjej]

= xiyj[ei, ej]

= (x1y2 − x2y1)[e1, e2] + (x1y3 + x3y1)[e1, e3] + (x2y3 − x3y2)[e2, e3]

= −2[(x1y2 − x2y1)e3 + (x1y3 + x3y1)e2 + (x2y3 − x3y2)e1].

Como estamos supondo x,y ortonormais, temos 〈x,y〉 = x1y1 + x2y2 + x3y3 = 0. Dáı

‖[x,y]‖2 = 4
[
(x1y2 − x2y1)

2 + (x1y3 + x3y1)
2 + (x2y3 − x3y2)

2
]

= 4
[
x21y

2
2 − 2x1y2x2y1 + x

2
2y

2
1 + x

2
1y

2
3 − 2x1y3x3y1 + x

2
3y

2
1

+x22y
2
3 − 2x2y3x3y2 + x

2
3y

2
2

]
= 4

[
x21(y

2
2 + y

2
3) + x

2
2(y

2
1 + y

2
3) + x3(y

2
1 + y

2
2)

−(2x1y1x2y2 + 2x1y1x3y3 + 2x2y2x3y3)
]

= 4
[
x21(y

2
1y

2
2 + y

2
3) + x

2
2(y

2
1 + y

2
2 + y

2
3) + x3(y

2
1 + y

2
2 + y

2
3)

−(x21y
2
1 + 2x1y1x2y2 + x

2
2y

2
2 + 2x1y1x3y3 + x

2
3y

2
3 + 2x2y2x3y3)

]
= 4

[
(x21 + x

2
2 + x

2
3)(y

2
1 + y

2
2 + y

2
3) − (x1y1 + x2y2 + x3y3)

2
]

= 4.

Consequentemente ‖[x,y]‖ = 2. Como esta métrica é bi-invariante, segue do corolário 3.2

que κ = 1
4
‖[x,y]‖2 ≡ 1.

As variedades Riemannianas de geometria mais simples são as ditas flat, as quais

possuem curvaturas seccionais identicamente nulas. No caso de métricas invariantes à

esquerda, um critério preciso para a classificação das variedades que admitem métrica

com todas as curvaturas seccionais nulas é dado pelo

Teorema 3.2. Um grupo de Lie com métrica invariante à esquerda é flat se, e somente

se, a álgebra de Lie associada se decompõe como uma soma direta ortogonal b ⊕ u onde
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b é uma subálgebra comutativa e u é um ideal comutativo, e onde a transformação ad(b)

é antiadjunta para todo b ∈ b.

A demonstração desse teorema será feita apenas no final da seção 4.3.

Assim, existem grupos de Lie não comutativo com métricas invariantes flat, mas estes

são todos solúveis, pois sendo G um grupo de Lie que admite métrica invariante á esquerda

flat e g sua álgebra de Lie associada, observe que g = b⊕u, conforme o teorema 3.2 então,

[g, g] ⊂ u, pois u é ideal, assim [[g, g], [g, g]] = {0}, pelo fato de u ser comutativo, portanto,

g é solúvel. Um exemplo simples é provado para o grupo E(2) dos movimentos ŕıgidos do

plano Euclidiano.

Aqueles grupos de Lie que admitem métrica invariante à esquerda de curvatura sec-

cional estritamente negativa foram classificados por Heintze (veja “On Homogeneous Man-

ifolds of Negative Curvature” de Ernst Heintze). A condição necessária e suficiente é que

g = [g, g] + Rx para algum x tal que todos os autovalores de ad(x)|[g, g] possuam parte

real positiva. Segue, por exemplo, que o produto cartesiano não admite uma métrica

invariante à esquerda de curvatura seccional estritamente negativa.

Aqueles com κ 6 0 foram classificadas por Azencott e Wilson (Veja “Homogeneous

manifolds with negative curvature, Part I” de Azencott e Wilson). Pelo fato de seus

desenvolvimentos serem bastante complicados apresentaremos apenas o seguinte resultado

sem demonstração.

Teorema 3.3. Se um grupo de Lie conexo G possui métrica invariante à esquerda com

todas as curvaturas seccionais κ 6 0, então G é solúvel. Se G é unimodular (veja a

definição 3.1), então qualquer métrica tal que κ 6 0 é, na verdade, flat (κ ≡ 0).

Dizemos que uma álgebra de Lie g, é simples se seus únicos ideais são os ideais triv-

iais ({0} e g). Dizemos que um grupo de Lie é simples se sua álgebra de Lie é simples.

Quando uma álgebra de Lie g é soma direta de álgebras de Lie simples, dizemos que g

é semissimples. Um grupo de Lie é dito semissimples se sua álgebra de Lie associada é

semissimples.

Passaremos a descrever algumas propriedades acerca de grupos unimodulares. Relem-

bre que cada elemento, g, de um grupo de Lie G determina um automorfismo

h 7−→ ghg−1
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do grupo G. Lembre ainda que o automorfismo induzido da álgebra de Lie é chamado

Ad(g). Aqui, daremos a seguinte definição para grupo de Lie unimodular.

Definição 3.1. Um grupo de Lie G é dito unimodular se a transformação linear Ad(g)

tem determinante ±1 para todo g ∈ G.

Como um exemplo, se G é compacto ou conexo e semissimples, então o homomorfismo

g 7−→ | det Ad(g)|

de G sobre o conjunto dos reais positivos deve ser certamente trivial. De fato, primeira-

mente se G é compacto, temos uma aplicação cont́ınua, leva compacto em compacto,

portanto o homomorfismo seria trivial, por sua vez se é G semissimples, temos R+ comu-

tativo e um homomorfismo não trivial implica na existência de um subgrupo comutativo

não trivial de G, absurdo, assim G é unimodular.

Observação 3.1. Na verdade, define-se grupo de Lie unimodular como o grupo de Lie

tal que sua medida de Haar (veja [9]) é invariante à esque e à direita e esta definição é,

na verdade, um resultado equivalente que usaremos como definição para nos poupar um

pouco de trabalho com esta teoria. O leitor interessado pode consultar, por exemplo, a

referência [9] para ver a citada equivalência.

Dado um espaço topológico e um grupo agindo sobre ele, as imagens de um único

ponto sob a ação do grupo formam uma órbita da ação. Um domı́nio fundamental é um

subconjunto do espaço, que contém exatamente um ponto de cada uma destas órbitas.

Ele serve como uma realização geométrica para o conjunto abstrato de representantes das

órbitas. Temos, então, o seguinte resultado.

Lema 3.5. Se G admite um subgrupo discreto Γ com quociente G/Γ compacto, então G

é unimodular.

Demonstração. Escolha um domı́nio fundamental compacto D por ações de Γ à esquerda

em G (tomando, por exemplo, a ação ϕ : Γ ×G −→ G, ϕ((γ,g)) = γg, observarmos que

qualquer domı́nio fundamental é difeomorfo a G/Γ , que é compacto), que é um subcon-

junto D ⊂ G tal que as translações à esquerda γD cobrem G e que a interseção γD∩γ ′D

tem medida nula para γ 6= γ ′. Escolhendo uma medida de Haar invariante à esquerda ω,

note que a medida ω(D) 6= 0 é independente da escolha da medida, pois caso contrário
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teŕıamos ω(G) 6
∑
ω(γD) = 0 o que não pode acontecer. Agora se E for outro domı́nio

fundamental então

ω(E) =
∑

ω(γD ∩ E) =
∑

ω(D ∩ γ−1E) = ω(D),

onde o somatório se estende sobre todos os γ de Γ .

Para qualquer elemento g do grupo, note que o transladado à direita Dg é também um

domı́nio fundamental para a ação de Γ à esquerda. Assim ω(D) = ω(Dg), segue então

que a medida de Haar ω invariante à esquerda é também invariante à direita. Portanto

G é unimodular.

Em termos de álgebras de Lie, temos o seguinte critério.

Lema 3.6. Um grupo de Lie conexo é unimodular se, e somente se, a transformação

linear ad(x) tem traço nulo para qualquer x na álgebra de Lie associada.

Demonstração. Usaremos duas aplicações exponenciais. Se ` é uma transformação linear

de um espaço vetorial de dimensão finita sobre si mesmo, seja

e` =

∞∑
i=0

`i

i!
.

Usando a forma canônica de Jordan temos que

det(e`) = etr `.

Por outro lado, para qualquer grupo de Lie G podemos considerar a aplicação suave

exp : g −→ G

caracterizada pela propriedade que, para cada x ∈ G,a aplicação define um homomorfismo

t 7−→ exp(tx)

do grupo de Lie dos números reais sobre G, o homomorfismo de álgebra de Lie associado

sendo a multiplicação por x. Estas duas exponenciais estão relacionados pela seguinte

identidade

Ad(exp(x)) = ead(x)

como no diagrama 2.1.
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Agora se | det Ad(g)| é identicamente 1, segue

det Ad(exp(x)) = det ead(x) = etr (ad(x))

é identicamente 1, assim tr ad(x) ≡ 0. Reciprocamente, se tr ad(x) ≡ 0 este argumento

mostra que det Ad(g) = 1 para todo g na imagem da aplicação exponencial. Usando o teo-

rema da função inversa, isto inclui todo g em uma vizinhança da identidade. Porém sendo

G conexo, é gerado por uma vizinhança da identidade, assim det Ad(g) é identicamente

igual a 1.

Como exemplo, se g é nilpotente, então toda ad(x) é nilpotente, ou seja adn(x) =

ad(x) ◦ ... ◦ ad(x) = 0, e tem traço nulo.

Uma álgebra de Lie que satisfaz a condição tr ad(x) ≡ 0 é chamada uma álgebra de

Lie unimodular.

Agora, seja g uma álgebra de Lie completamente arbitrária. Da identidade de Jacobi,

obtemos

ad([x,y]) = ad(x)ad(y) − ad(y)ad(x),

donde segue que tr
(
ad([x,y])

)
= tr (ad(x)ad(y)−ad(y)ad(x)) = 0. Portanto, a aplicação

linear

x 7−→ tr ad(x)

de g sobre a álgebra de Lie comutativa R é um homomorfismo de álgebras de Lie. Em

particular, o seu núcleo

u = {x ∈ g|tr ad(x) = 0}

é um ideal, contendo o comutador ideal [g, g]. Chamaremos u o núcleo unimodular de g.

Podemos, ainda, observar que u é uma álgebra de Lie unimodular. Com efeito, tomando

{u1, ...,uk, ek+1, ..., en} uma base ortonormal de g onde {u1, ...,uk} é uma base de u, temos

tr ad(x) = 〈ad(x)ui,ui〉+ 〈ad(x)ej, ej〉,

desde que 〈ad(x)ej, el〉 = 0 ∀j, l = k+ 1, ...,n. Portanto, temos

〈ad(x)ui,ui〉 = 0,

assim considerando u como uma álgebra de Lie, temos tr ad(x) = 0, portanto u é uma

álgebra de Lie unimodular.
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Como dito antes, aqui temos uma interessante aplicação do lema 3.2.

Exemplo Especial. Suponha que a álgebra de Lie g tem a propriedade de que o colchete

[x,y] é sempre igual a uma combinação linear de x e y. Assumindo que dim g > 2, temos

de fato

[x,y] = `(x)y− `(y)x

onde ` é um funcional linear bem definido de g no conjunto dos números reais. Escolhendo

qualquer métrica positiva definida, as curvaturas seccionais são constantes:

κ(x,y) = −‖`‖2

Assim, no caso não comutativo ` 6= 0, toda posśıvel métrica em g possui curvatura sec-

cional constante negativa.

Verificação: Mostremos inicialmente que [x,y] = `(x)y − `(y)x. De fato, como [x,y]

é uma combinação linear de x e y, tomemos uma base {e1, e2, ..., en} ortonormal. Assim

devemos ter [ei, ej] = aijei + bijej (observe que neste caso não temos uma soma, pois

mesmo i e j sendo arbitrários, estão fixados). Observemos que da anticomutatividade

temos:

[ei, ej] = aijei + bijej = −ajiej − bjiei = −[ej, ei]

donde para ei 6= ej tem-se aij = −bji. Fazendo a substituição temos [ei, ej] = aijei −

ajiej, observando agora que aii pode assumir qualquer valor, vamos assumir que aii = 0,

afirmamos que aij para i 6= j não depende de i. Com efeito, temos que:

[ei, e1 + e2 + ... + en] = [ei, e1] + [ei, e2] + ... + [ei, en]

= ai1ei − a1ie1 + ai2ei − a2ie2 + ... + ainei − anien

= (ai1 + ai2 + ... + ain)ei − a1ie1 − a2ie2 − ... − anien,

mas por outro lado, obtemos que

[ei, e1 + e2 + ... + en] = λei + β(e1 + e2 + ... + en).

Do fato que e1, e2, ..., en é uma base, temos que β = −aij, i 6= j. Assim no lugar

de escrevermos aij, podemos escrever apenas aj para i 6= j e, como aii = 0, este não

vai ser importante nas somas, então não o levaremos em consideração. Obtemos, assim,

[ei, ej] = ajei − aiej. Tomando x = xiei e y = yiei x,y ∈ g, temos que
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[x,y] = [xiei,yjej]

= xiyj[ei, ej]

= xiyj(ajei − aiej)

= ajyj(xiei) − aixj(yjej)

= (ajyj)x− (aixi)y

= `(x)y− `(y)x,

onde ` é o funcional linear ` : g −→ R tal que `(ei) = −ai. Evidentemente, esta fórmula

é também verdadeira no caso trivial onde x e y são linearmente dependentes.

O caso comutativo não é interessante neste exemplo, seja então ` 6= 0. Seja u o núcleo

de `. Claramente u é um ideal comutativo, pois dados u, v ∈ u temos que [u, v] =

`(u)v − `(v)u = 0. Escolha, então, um vetor unitário, b, ortogonal a u, e seja λ = `(b).

(Evidentemente, podemos supor λ > 0 e identificar λ com ‖`‖, a norma da transformação

linear). Relembrando, então, do Lema 3.2 a transformação L(u) = [b,u] é dada por

L(u) = λu, que é, claramente, autoadjunta. Assim, ∇b ≡ 0 pelo Lema 3.2. Observando

que ∇uv = 0,∀u, v ∈ u, temos, novamente, pelo Lema 3.2 que, sendo z = αb + w ∈ g,

onde w ∈ u, então

∇uz = ∇uαb+∇uw

= −αL(u) + 〈L(u),w〉b

= λ
(
〈u, z〉b− u〈b, z〉

)
,

para qualquer u ∈ u e qualquer z ∈ g. Tomando x,y, z ∈ g e escrevendo x = x1b+wx, y =

y1b+wy e z = z1b+wz onde wx,wy,wz ∈ u, podemos então calcular a curvatura

R(x,y)z = ∇y∇xz−∇x∇yz+∇[x,y]z

= ∇wy∇wxz−∇wx∇wyz+∇λ(x1y−y1x)z

= ∇wy
(
λ(〈wx, z〉−wx〈b, z〉)

)
−∇wx

(
(λ〈wy, z〉−wy〈b, z〉)

)
+λ∇x1wyz− λ∇y1wxz

= λ2
(
b
〈
wy,b〈wx, z〉−wx〈b, z〉

〉
−wy

〈
b,b〈wx, z〉−wx〈b, z〉

〉)
−λ2

(
b
〈
wx,b〈wy, z〉−wy〈b, z〉

〉
−wx

〈
b,b〈wy, z〉−wy〈b, z〉

〉)
+λ2

(
b〈x1wy, z〉− x1wy〈b, z〉

)
− λ2

(
b〈y1wx, z〉− y1wx〈b, z〉

)
= λ2

(
b
〈
wy,−wx〈b, z〉

〉
−wy〈wy, z〉− b

〈
wx,wy〈b, z〉

〉
+wx〈wy, z〉

)
+λ2

(
b〈x1wy, z〉− x1wy〈b, z〉

)
− λ2

(
b〈y1wx, z〉− y1wx〈b, z〉

)
= λ2

(
−wy〈wx, z〉+wx〈wy, z〉+ x1b〈wy, z〉− x1wy〈b, z〉− y1b〈wx, z〉

+y1wx〈b, z〉
)
+ λ2x1b〈y1b, z〉− λ2y1b〈x1b, z〉

= λ2
(
− y〈wx, z〉+ x〈wy, z〉− y〈x1b, z〉+ x〈y1b, z〉

)



Caṕıtulo 3. Curvaturas de métricas invariantes à esquerda 44

portanto

R(x,y)z = λ2
(
x〈y, z〉− y〈x, z〉

)
para quaisquer x,y e z ∈ g. Calculando a curvatura seccional κ(x,y) = 〈R(x,y)x,y〉,

obtemos

κ(x,y) = 〈R(x,y)x,y〉

= λ2
〈
x〈y, x〉− y〈x, x〉,y

〉
= λ2

(
〈x,y〉〈y, x〉− 〈x, x〉〈y,y〉

)
= −λ2

(
〈y,y〉〈x, x〉− 〈x,y〉2

)
.

Logo κ(x,y) = −λ2 sempre que x e y forem ortonormais. Em outras palavras, a curvatura

seccional é constante e κ ≡ −λ2.

Podemos, ainda, calcular ` explicitamente. De fato, tomando, novamente uma base

ortonormal de g, para x ∈ g, escrevemos x = xiei, façamos

〈ad(x)(ei), ei〉 = 〈[x, ei], ei〉

= 〈`(x)ei − `(ei)x, ei〉

= `(x) − `(xiei)

somando sobre i, obtemos tr ad(x) = n`(x) − `(x) e, portanto, temos que (n − 1)`(x) =

tr ad(x).

Veremos mais adiante que este exemplo poder ser caracterizado como a única álgebra

de Lie que, para qualquer métrica invariante, possui curvatura seccional com sinal con-

stante.

3.2 Curvatura de Ricci

Recordemos que a curvatura de Ricci de uma variedade Riemanniana Mn em um ponto

p ∈M segundo a direção x ∈ TpM pode ser interpretada como uma média das curvatu-

ras seccionais segundo planos tangentes a x, no seguinte sentido: tomando x unitário e

completando de modo a obter uma base ortonormal de TpM {x, e2, . . . , en}, então

rp(x) =

n∑
i=2

κ(x, ei) = 〈R(x, ei)x, ei〉

onde κ é a bi-quadrática função de curvatura.

Como o tensor de Ricci ric, em cada ponto, define uma forma bilinear simétrica,

podemos representá-lo pelo operador autoadjunto (transformação de Ricci) r̃ definido por

r̃(x) = R(ei, x)ei.
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Este é relacionado com o tensor de Ricci pela seguinte identidade

ric(x,y) = 〈̃r(x),y〉.

Os autovalores de r̃ são chamados curvaturas principais de Ricci. Se escolhermos uma

base {e1, e2, ..., en} formada por autovetores, notemos que a forma quadrática é diago-

nalizável.

r(ξ1e1 + ... + ξnen) = r(ei)ξ
2
i .

Em particular, os números r(ei) podem ser identificados com as curvaturas de Ricci

principais e a coleção {sgnr(e1), ..., sgnr(en)} pode ser identificado, com assinatura da

forma quadrática r.

Retornemos ao nosso estudo das métricas invariantes à esquerda. Aqui temos um

critério para obtermos uma direção positiva da curvatura de Ricci.

Lema 3.7. Se a transformação ad(u) é antiadjunta, então r(u) > 0, onde a igualdade

ocorre se, e somente se, u é ortogonal ao comutador ideal [g, g].

Demonstração. Pelo Lema 3.3, sendo ad(u) antiadjunta então k(u, v) > 0 para todo

v ∈ g, em particular, para uma base ortonormal {e1, e2, ..., en}. Logo

r(u) =

n∑
i=1

k(u, ei)

k = 0 se, e somente se, u ⊥ [ei, g] i = 1, 2, ...,n, assim como e1, e2, ..., en é base pela

linearidade no primeiro termo, temos que necessariamente u ⊥ [g, g].

Por exemplo, se u pertence ao centro de g, então r(u) > 0.

Teorema 3.4. Um grupo de Lie admite métrica invariante à esquerda com todas as

curvaturas de Ricci estritamente positivas se, e somente se, é compacto com grupo fun-

damental finito.

Demonstração. Primeiramente, temos, pelo teorema de Myers, que qualquer variedade

Riemanniana completa com curvatura de Ricci limitada inferiormente por uma constante

positiva é compacta com grupo fundamental finito.

Reciprocamente, se G é compacto, então podemos escolher uma métrica bi-invariante,

tal que cada ad(x) é antissimétrica, pelo Lema 4.4 a seguir. Se G ainda possui grupo

fundamental finito, tal que o recobrimento universal G̃ é compacto, note que g deve
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coincidir com o ideal comutador, [g, g] (veja por exemplo [8] teorema 6.22). Agora, usando

o Lema 3.7, segue que todas as curvaturas de Ricci são estritamente positivas.

É também interessante caracterizar os grupos de Lie conexos que admitem métricas

com todas as curvaturas de Ricci > 0. Veremos, mais adiante, que estes grupos devem

ser necessariamente unimodulares.

Similarmente, é interessante saber quais grupos de Lie admitem métricas invariantes à

esquerda com curvatura de Ricci não positiva. Veremos que o grupo simples SL(2,R) e o

grupo unimodular E(1, 1) admitem métrica invariante à esquerda não flat com curvatura

de Ricci não positiva.

Finalmente, quais grupos de Lie admitem métricas invariantes à esquerda com cur-

vatura de Ricci identicamente nula, ou curvatura de Ricci estritamente negativa (constante

ou não constante)?

O próximo resultado apresenta um critério completamente análogo ao do lema 3.7

para obtermos a direção de curvatura de Ricci negativa.

Lema 3.8. Se b é ortogonal ao ideal comutador [g, g], então r(b) 6 0 onde a igualdade

ocorre se, e somente se, ad(b) é antiadjunta.

Demonstração. Se b é ortogonal ao ideal comutador [g, g], segue de imediato que o com-

plemento ortogonal de b contém [g, g] e, assim, é um ideal, pois, claramente, temos que

[u, v] ∈ [g, g] ⊂ b⊥, e dáı estamos nas hipóteses do Lema 3.2. Calculemos a curvatura de

Ricci r(b). Temos

r(b) = κ(b,u1) + ... + κ(b,un−1)

onde u1, ...,un−1 é qualquer base ortonormal de u = b⊥. De fato, é mais fácil trabalhar

com uma base formada de autovetores

Sui = λiui

do operador auto adjunto S. Para cada vetor unitário em u, a curvatura seccional poder

ser computada como

κ(b,u) = 〈R(b,u)b,u〉

= 〈∇[b,u]b,u〉− 〈∇b∇ub,u〉+ 〈∇u∇bb,u〉

= 〈∇L(u)b,u〉− 〈∇b(−Su),u〉+ 0

= 〈−SL(u),u〉+ 〈1
2
(L− L∗)Su,u〉.
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Tomando ui como sendo um autovetor de S, observamos que

λi = 〈Sui,ui〉

= 〈1
2
(L+ L∗)ui,ui〉

= 〈1
2
Lui,ui〉+ 〈12L

∗ui,ui〉

= 〈1
2
Lui,ui〉+ 〈ui, 1

2
Lui〉

= 〈Lui,ui〉.
De forma análoga, obtemos que λi = 〈L∗ui,ui〉, ou seja

〈Lui,ui〉 = 〈L∗ui,ui〉 = λi.

Então, para cada ui, temos que

κ(b,ui) = 〈−SLui,ui〉+ 〈12(L− L
∗)Sui,ui〉

= 〈Lui,−Sui〉+ 〈12λiLui,ui〉− 〈
1
2
λiL
∗ui,ui〉

= 〈Lui,−λui〉+ 0

= −λ2i .

Assim

r(b) = −λ21 − ... − λ2n−1 = −tr S2.

Portanto r(b) 6 0 e a igualdade ocorre se, e somente se S = 0, ou seja 1
2
(L+ L∗) = 0, em

outras palavras L é antiadjunta.

Cuidado: Não é verdade que κ(b,u) 6 0 para todo u ∈ u. Pode acontecer que, para

uma particular escolha de u (u não autovalor de S), se tenha κ(b,u) > 0 pelo Lema 3.3.

Isto acontece, por exemplo, no caso do grupo de Heisenberg.

Lema 3.9. Se um grupo de Lie conexo G possui métrica invariante à esquerda com todas

as curvaturas de Ricci não negativas, então G é unimodular.

Demonstração. Suponha, por absurdo, que G não seja unimodular. Escolha um vetor

unitário b ortogonal ao núcleo unimodular. Necessariamente, temos tr ad(b) 6= 0. Temos

ainda que ad(b) não pode ser antiadjunta (pois o traço é diferente de zero), e do lema

3.8, temos r(b) < 0. Isto contraria nossa hipótese e finaliza nossa demonstração.

Combinando os Lemas 3.7 e 3.8, obtemos a seguinte versão do teorema de Wolf [12].

Teorema 3.5. Suponha que a álgebra de Lie de G é nilpotente, mas não comutativa.

Então, pra qualquer métrica invariante à esquerda, existe uma direção de curvatura de

Ricci estritamente negativa e uma direção de curvatura de Ricci estritamente positiva.
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Demonstração. Sendo g nilpotente, temos que algum termo da série

g ⊂ [g, g] ⊂ [g, [g, g]] ⊂ ...

deve se anular. Escolhendo então um vetor unitário u no último termo não nulo desta

sequência de ideais, segue que [u, v] = 0, para todo v ∈ g. Portanto u pertence ao centro

de g e, ainda, temos que u ∈ [g, g]. Pelo Lema 3.7, segue que r(u) > 0.

Note agora que o espaço vetorial g não poder ser gerado por {[g, g], z}, onde z é o

centro da álgebra g, pois caso g = [g, g] + z, teŕıamos [g, g] = [g, [g, g] + z] = [g, [g, g]] e,

assim, a cadeia se estabiliza. Como temos que [g, g] 6= 0 a álgebra não seria nilpotente,

contrariando nossa hipótese. Portanto existe um vetor unitário v ortogonal a [g, g] que

não pertence a z. A transformação linear ad(v) é nilpotente e não nula e não pode ser

antiadjunta, pois, caso a transformação L seja antiadjunta, com L 6= 0, assumindo que

Lkx 6= 0, segue que

〈L2kx, x〉 = ±〈Lkx,Lkx〉 6= 0

sendo + no caso de k ser par e − no caso de k ser ı́mpar, portanto L2k 6= 0. Desse modo,

L não é nilpotente, pois como L 6= 0 então L2,L4, ... 6= 0. Como temos v ortogonal a [g, g]

e ad(v) não antiadjunta segue que r(v) < 0 pelo Lema 3.8.

De forma mais geral, temos o seguinte

Teorema 3.6. Se a álgebra de Lie de G possui vetores linearmente independente x,y, z

tais que

[x,y] = z,

então existe métrica invariante à esquerda tal que r(x) < 0 e r(z) > 0.

Demonstração. Escolha uma base fixada b1, ...,bn com b1 = x, b2 = y, b3 = z. Para

qualquer número real ε > 0, considere uma base auxiliar e1, ..., en definida por e1 =

εb1, e2 = εb2 e ei = ε2bi para i > 3. Defina a métrica invariante à esquerda que

torna e1, ..., en uma base ortonormal. Seja gε a álgebra de Lie obtida de g com essa

particular métrica e esta particular base ortonormal. Denotando por aijk as constantes

de estrutura de g e por βijk as constantes de estrutura de gε podemos observar que a123 =

〈[b1,b2],b3〉 = 1 = −a213. Por outro lado, temos [e1, e2] = e3 e β123 = 〈[e1, e2], e3〉 = 1 =

−β213. As demais constantes de estrutura dependem continuamente de ε e tem-se ainda
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lim
ε→0

βijk = 0. Obtemos uma álgebra de Lie limite g0 com métrica prescrita e uma base

ortonormal prescrita. Mais ainda, a operação colchete é dada por

[e1, e2] = [e2, e1] = 0

com [ei, ej] = 0 nos demais casos. Vemos então que [g, g] = {espaço gerado pore3}. Pode-

mos, então, calcular explicitamente r(e1) e r(e3). Usando o Lema 3.1, obtemos

κ(e1, e2) = 1
2
(a123)(−a123) −

1
4
(a123)(a123) = −3

4

κ(e1, e3) = −1
4
(a213)(−a213) = 1

4

κ(e1, ej) = 0, i > 3.

Portanto r(e1) = −1
2
. Calculando agora r(e3), obtemos

κ(e3, e1) = −1
4
(a213)(−a213) = 1

4

κ(e3, e2) = −1
4
(−a213)(a213) = 1

4

κ(e3, ei) = 0, i > 2,

logo r(e3) = 1
2
. Isso garante o enunciado para g0, mas as curvaturas de Ricci variam

continuamente com ε, segue que r(e1) < 0 < r(e3), para todo ε suficientemente próximo

de zero, onde as álgebras de Lie gε são isomorfas à g.

Recordando o Corolário 3.1, mostraremos o resultado já mencionado de que os ele-

mentos do centro são os únicos elementos com tal propriedade.

Teorema 3.7. Seja G um grupo de Lie com álgebra de Lie associada g. Se x não pertence

ao centro de g, então existe uma métrica invariante à esquerda e um elemento y ∈ g tal

que κ(x,y) < 0.

Demonstração. Se existe y ∈ g tal que os vetores x,y e [x,y] são linearmente indepen-

dentes, então existe uma métrica invariante à esquerda tal que r(x) < 0 (veja o Teorema

3.6). Portanto κ(x, z) < 0, para algum z ∈ g.

Assumindo que, para todo y ∈ g,

[x,y] = α(y)x+ β(y)y

e tomando uma base e1 = x, e2, ..., en, observemos que, por um lado, temos

[x, e2 + ... + en] = α(e2 + ... + en)x+ β(e2 + ... + en)e2 + ... + β(e2 + ... + en)en

e, por outro lado, temos
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[x, e2 + ... + en] = [x, e2] + ... + [x, en]

= α(e2)x+ β2(e2)e2 + ... + α(en)x+ βn(en)en

=
[
α(e2) + ... + α(en)

]
x+ β(e2)e2 + ... + β(en)en.

Pelo fato de e1 = x, e2, ..., en ser base que α(e2+ ...+ en) = α(e2)+ ...+α(en) e β(e2) =

... = β(en) = β(e2 + ... + en) para qualquer base e1 = x, e2, ..., en, obtemos que β é

constante e, portanto,

[x,y] = α(y)x+ βy.

Estamos nas condições do Lema 3.4. Tomando uma base e1 = x, e2, ..., en em tais

condições e a métrica invariante à esquerda de modo que esta base seja ortonormal,

mostremos que κ(e1, e2) < 0.

Como ∇ é simétrica e compat́ıvel com a métrica, temos

κ(u, v) = 〈∇[u,v]u−∇u(∇uv− [u, v]), v〉− 〈∇uu,∇vv〉

= 〈∇[u,v]u, v〉+ ‖∇uv‖2 + 〈∇u[u, v], v〉− 〈∇uu,∇vv〉.
Além disto,

〈∇[u,v]u, v〉+ 〈∇u[u, v], v〉 = 1
2

(
〈[[u, v],u], v〉− 〈[u, v], [u, v]〉+ 〈[v, [u, v]],u〉

+〈[u, [u, v]], v〉− 〈[[u, v], v],u〉+ 〈[v,u], [u, v]〉
)

= 1
2

(
− 2‖[u, v]‖2 + 2〈[v, [u, v]],u〉

)
= 〈[v, [u, v]],u〉− ‖[u, v]‖2

e dáı

κ(u, v) = 〈[v, [u, v]],u〉− ‖[u, v]‖2 + ‖∇uv‖2 − 〈∇uu,∇vv〉. (3.1)

Façamos os cálculos separadamente:

〈[e2, [e1, e2]], e1〉 = 〈[e2, e1 + βe2], e1〉

= 〈−e1 + βe2, e1〉 = −1,
(3.2)

‖[e1, e2]‖2 = ‖e1 + βe2‖2 = 1 + β2, (3.3)

‖∇e1e2‖2 = 1
4

∑
i

(〈[e1, e2], ei〉− 〈[e2, ei], e1〉+ 〈[ei, e1], e2〉)2

= 1
4

[
(2〈e1 + βe2, e1〉)2 + (〈e1 + βe2, e2〉− 〈e1 + βe2, e2〉)2

+
∑
i>3

〈aie1 +
∑
k>2

bikek, e1〉2
]

= 1 + 1
4

∑
i>3

a2
i ,

(3.4)
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〈∇e1e2,∇e2e3〉 = 〈(〈[e1, e1], ei〉− 〈[e1, ei], e1〉+ 〈[ei, e1], e1〉)ei,

(〈[e2, e2], ej〉− 〈[e2, ej], ej〉+ 〈[ej, e2], e2〉)ej〉 = 0.
(3.5)

Substituindo as equações (3.2), (3.3), (3.4) e (3.5) na equação (3.1) obtemos

κ(e1, e2) = −1 − β2 −
1

4

∑
i>3

a2
i < 0,

e, assim, conclúımos a demonstração.

3.3 Curvatura Escalar

Escolhendo agora uma base ortonormal e1, e2, ..., en para o espaço tangente em um ponto

de uma variedade Riemanniana, o número real

ρ = r(e1) + r(e2) + ... + r(en) = 2
∑
i<j

κ(ei, ej)

é chamada curvatura escalar no ponto.

Conforme Eliasson [4], qualquer variedade suave de dimensão n > 3 admite uma

métrica Riemanniana de curvatura escalar estritamente negativa. Porém, uma métrica de

curvatura escalar estritamente positiva nem sempre existe.

No lema a seguir calcularemos a curvatura escalar ρ(g), considerando u como álgebra

de Lie, onde u é um ideal de g de codimensão 1 e supondo b um vetor unitário no

complemento ortogonal de u, como nas hipóteses do Lema 3.2. Seja ρ(u) a curvatura

escalar de u, provamos então o seguinte

Lema 3.10. A curvatura escalar ρ(g), associada a métrica da álgebra de Lie g é igual a

ρ(u) − tr S2 − (tr S)2.

Demonstração. Dados os vetores ortonormais u, v em u. As curvaturas seccionais de g e

u são dadas respectivamente por

κ(u, v) = 〈∇[u,v]u, v〉− 〈∇u∇vu, v〉+ 〈∇v∇uu, v〉

κ(u, v) = 〈∇[u,v]u, v〉− 〈∇u∇vu, v〉+ 〈∇v∇uu, v〉

Usando então o Lema 3.2, obtemos que
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κ(u, v) = 〈∇[u,v]u, v〉− 〈∇u∇vu, v〉+ 〈∇v∇uu, v〉

=
〈
∇[u,v]u+ 〈S[u, v],u〉b, v

〉
−
〈
∇u(∇vu+ 〈Su, v〉b), v

〉
+
〈
∇v(∇uu+ 〈Su,u〉b), v

〉
= 〈∇[u,v]u, v〉+ 〈S[u, v],u〉〈b, v〉− 〈∇u∇vu, v〉− 〈Su, v〉〈∇ub, v〉

+〈∇v∇uu, v〉+ 〈Su,u〉〈∇vb, v〉

= 〈∇[u,v]u, v〉−
〈
∇u∇vu+ 〈S∇vu,u〉b, v

〉
− 〈Su, v〉〈−Su, v〉

+
〈
∇v∇uu+ 〈S∇uu, v〉b, v

〉
+ 〈Su,u〉〈−Sv, v〉

= 〈∇[u,v]u, v〉− 〈∇u∇vu, v〉+ 〈S∇vu,u〉〈b, v〉+ 〈Su, v〉〈Su, v〉

+〈∇v∇uu, v〉+ 〈S∇uu, v〉〈b, v〉− 〈Su,u〉〈Sv, v〉

= 〈∇[u,v]u, v〉− 〈∇u∇vu, v〉+ 〈Su, v〉〈Su, v〉

+〈∇v∇uu, v〉− 〈Su,u〉〈Sv, v〉

= κ(u, v) + 〈Su, v〉2 − 〈Su,u〉〈Sv, v〉.
Escolhendo uma base ortonormal formada por autovetores de S, Sui = λiui, obtemos

que

κ(ui,uj) = κ(ui,uj) − λiλj

para i 6= j. Combinando com a fórmula

κ(b,ui) = −λ2i

da demonstração do Lema 3.8, vemos que a curvatura de Ricci na direção de ui é dada

por

r(ui) = r(ui) − λitr S.

Somando sobre i para obtermos a curvatura escalar e adicionando r(b) = −tr S2, obtemos

ρ(g) = ρ(u) − tr S2 − (tr S)2

que é a fórmula requerida.

Voltando ao nosso problema de métricas com curvatura escalar estritamente positiva,

temos o seguinte resultado para métricas invariantes.

Teorema 3.8. Se o grupo de Lie G é solúvel, então toda métrica invariante à esquerda

sobre G é flat, ou possui curvatura escalar estritamente negativa.

Demonstração. Se g é solúvel de dimensão n, provaremos por indução sobre n que ρ(g) 6

0. Toda álgebra de Lie solúvel contém um ideal de u de codimensão 1. Mais ainda, u é
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solúvel. Assumiremos, por indução, que ρ(u) 6 0. Portanto

ρ(g) 6 −tr S2 − (tr S)2 6 0,

onde a igualdade ocorre se, e somente se, S = 0, e ρ(u) = 0.

Se estas condições são satisfeitas simultaneamente, devemos mostrar que g é flat. Desde

que S = 0, as fórmulas do Lema 3.2 implicam em

∇uv = ∇uv ∈ u,

para quaisquer u, v no ideal u (em outras palavras u é totalmente geodésico em g). Segue,

imediatamente, que

R(u, v)w = R(u, v)w,

para quaisquer u, v e w no ideal u. Assumiremos que a curvatura escalar ρ(u) é zero, pois

por hipótese de indução u é flat. Assim R = 0, ou seja R(u, v)w = 0.

Novamente, aplicando o Lema 3.2 com S = 0, temos ∇xb = 0 para qualquer x na

álgebra de Lie, assim R(x,y)b = 0 para quaisquer x e y. Usando a propriedade simétrica

〈R(x,y)b, z〉 = 〈R(b, z)x,y〉

do tensor de Riemann, segue que R(b, z) = 0 para qualquer z. Combinando estes fatos com

o fato que R(x,y)z é trilinear como função de x,y, z, então segue que R é identicamente

zero.

Corolário 3.3. Se G é solúvel e unimodular, então toda métrica invariante à esquerda

sobre G é flat, ou possui curvaturas seccionais positivas e negativas.

Demonstração. Se G é unimodular, e a métrica não é flat, então existe uma curvatura

seccional positiva pelo Teorema 3.3, enquanto se G é solúvel e a métrica não é flat, então

existe uma curvatura seccional negativa pelo Teorema 3.8.

Teorema 3.9. Se a álgebra de Lie de G é não-comutativa, então G possui uma métrica

invariante à esquerda de curvatura escalar estritamente negativa.

Demonstração. Primeiramente, suponha que existam vetores linearmente independente

x,y, z na álgebra g tais que [x,y] = z. Como na prova do teorema 3.6, podemos escolher
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uma base {b1, ...,bn} de modo que b1 = x b2 = y e b3 = z e para cada ε > 0, podemos

escolher uma métrica invariante à esquerda tal que os vetores

bε1 = εb1, bε2 = εb2, bε3 = ε2b3, ..., bεn = ε2bn

formam uma base ortonormal. Denote por gε esta álgebra com a métrica prescrita e base

ortonormal prescrita. Afirmamos que, quando ε tende a zero, gε tende a uma álgebra

g0 bem definida, com g0 nilpotente, mas não comutativa. De fato, verifiquemos como se

comportam as constantes de estrutura aεijk da álgebra gε, relativamente às constantes de

estrutura aijk da álgebra g, quando ε −→ 0. Podemos observar que, para qualquer ε > 0,

temos aε123 = 1 = −aε213. De fato, sabendo que [bi,bj] = aijkbk e que

[bε1 ,bε2 ] = [εb1, εb2] = ε
2[b1,b2] = ε

2b3 = b
ε
3 ,

temos esse fato. Por outro lado as demais constante tenderão a zero quando ε tender a

zero. Por exemplo, para j > 3,

[bε1 ,bεj ] = aε1jkb
ε
k = aε1j2b

ε
2 +

n∑
k=3

aε1jkb
ε
k

= εaε1j2b2 +

n∑
k=3

ε2aε1jkbk

= ε3a1j2b2 +

n∑
k=3

ε3a1jkbk,

donde segue que aε1j2 = ε
2a1j2 e aε1jk = εa1jk, para todo k > 3.

Desta forma, temos a0
ijk = 0, exceto nos casos a0

123 = 1 e a0
213 = −1. Segue que [g0, g0] tem

dimensão 1 e, portanto, é comutativo, logo [[g0, g0], g0] = 0. Fazendo o cálculo expĺıcito

das curvaturas seccionais em g0 e usando a Lema 3.1, temos

κ(b01,b
0
2) = −1

2
(a0

123)
2 − 1

4
(a0

123)
2 = −3

4

κ(b02,b
0
3) = −1

4
(a0

213)(−a
0
213) = 1

4

κ(b02,b
0
3) = −1

4
(a0

123)(−a
0
123) = 1

4

κ(b0i ,b
0
j) = 0, nos demais casos.

Assim

ρ = 2
∑
i<j

κ(b0i ,b
0
j) = 2(−

3

4
+

1

4
+

1

4
) = −

1

2
< 0.

Por continuidade, ρ(gε) < 0, para todo ε suficientemente próximo de zero onde a métrica

está bem definida.
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Por outro lado, caso não existam x,y ∈ g tais que x,y e [x,y] sejam linearmente

independentes, então g é isomorfa ao exemplo especial da seção 3.1 e, portanto, possui

curvatura escalar estritamente negativa para qualquer escolha da métrica.

Resta ainda saber em quais condições um grupo de Lie admite métrica invariante à

esquerda de curvatura escalar estritamente positiva. O teorema a seguir nos dá uma

condição suficiente para esse fato. Suponha G um grupo de Lie conexo.

Teorema 3.10 (Wallach). Se o recobrimento universal de G não é homeomorfo ao espaço

Euclidiano (ou equivalentemente se G possui um subgrupo compacto não comutativo)

então G admite uma métrica invariante à esquerda com curvatura escalar estritamente

positiva.

Provaremos este resultado no final da seção 4.3.



Caṕıtulo 4

Classificação em álgebras de Lie

Neste caṕıtulo apresentaremos uma classificação completa das álgebras de Lie de dimensão

3 e, ainda, classificamos as álgebras de Lie que admitem métrica bi-invariante.

4.1 Álgebras de Lie unimodulares tridimensionais

Estudaremos agora o caso especial das álgebras de Lie de dimensão 3 e faremos aqui

o uso do produto vetorial Euclidiano. Se u e v são elementos de um espaço vetorial de

dimensão 3 com uma métrica positiva definida e com uma orientação fixada, então o

produto vetorial u×v está definido. Este produto é bilinear e antissimétrico como função

de u e v. O vetor u × v é ortogonal a u e a v e 〈u × v,u × v〉 = 〈u,u〉〈v, v〉 − 〈u, v〉2, e

os vetores u, v,u× v formam uma base orientada positivamente nessa ordem.

Seja G um grupo de Lie conexo de dimensão 3 com métrica invariante à esquerda.

Escolha uma orientação para uma a álgebra de Lie g, de modo que o produto vetorial

esteja bem definido.

Lema 4.1. O colchete nesta álgebra de Lie g está relacionada com o produto vetorial pela

fórmula

[u, v] = L(u× v),

onde L é um operador linear sobre g bem definido e único. O grupo de Lie G é unimodular

se, e somente se, L é autoadjunto.

Demonstração. Seja g uma álgebra de Lie de dimensão 3 com uma métrica positiva

definida e com uma orientação fixada. Escolha uma base ortonormal orientada, {e1, e2, e3},

56
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e defina o operador linear L : g −→ g por L(e1) = [e2, e3],L(e2) = [e3, e1],L(e3) = [e1, e2].

A identidade L(ei × ej) = [ei, ej] é verdadeira para todos os elementos da base e, conse-

quentemente, L(x× y) = [x,y], para todo x e y ∈ g. Definindo

L(ei) = αijej,

podemos calcular o traço de ad(ei), i = 1, 2, 3.

tr ad(e1) = 〈[e1, e1], e1〉+ 〈[e1, e2], e2〉+ 〈[e1, e3], e3〉

= 0 + 〈L(e3), e2〉+ 〈−L(e2), e3〉

= 〈α3jej, e2〉+ 〈α2jej, e3〉

= α32 − α23.

Analogamente, calculamos tr ad(e2) = −α31 + α13 e tr ad(e3) = −α12 + α21.

Assim, g é unimodular se, e somente se, tr ad(x) ≡ 0. Nessas condições, devemos ter nec-

essariamente, que −αij+αji = 0, ou seja, αij é uma matriz simétrica ou equivalentemente,

L é autoadjunta.

Analisaremos o caso unimodular. Se L é autoadjunta, então existe uma base ortonor-

mal {e1, e2, e3} de autovetores, tal que L(ei) = λiei. Trocando e1 por −e1 caso necessário,

podemos assumir que esta base e1, e2, e3 está orientada positivamente. A operação colchete

é dada por [e1, e2] = L(e1 × e2) = λ3e3, de forma análoga para [ei, ej]. Obtemos, então,

que

[e2, e3] = λ1e1, [e3, e1] = λ2e2 e [e1, e2] = λ3e3.

Os três autovalores λ1, λ2, λ3 estão, aparentemente, bem definidos. Porém, a con-

strução foi baseada em uma escolha de orientação. Se revertermos a orientação de g,

então os sinais dos autovalores λ1, λ2, λ3 irão mudar.

As propriedades da curvatura da métrica da álgebra de Lie pode ser descrita como

segue. É conveniente definir os números µ1,µ2,µ3 pela fórmula

µi =
1

2
(λ1 + λ2 + λ3) − λi.

Observemos que, dado v ∈ g, v = v1e1 + v2e2 + v3e3 temos que e1 × v = v1(e1 ×

e1) + v2(e1 × e2) + v3(e1 × e3) = v2e3 − v3e2 e, por um cálculo análogo, e2 × v =

v3e2 − v2e3 e e3 × v = v1e2 − v2e1

Teorema 4.1. A base ortonormal e1, e2, e3 escolhida como acima diagonaliza a forma

quadrática de Ricci. Além disto as curvaturas principais são dadas por

r(e1) = 2µ2µ3, r(e2) = 2µ1µ3, r(e3) = 2µ1µ2.
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Demonstração. Calculando a curvatura sobre a hipótese de que g possui uma base ortonor-

mal com

[e2, e3] = λ1e1, [e3, e1] = λ2e2 e [e1, e2] = λ3e3 e

usando a fórmula de Koszul para campos invariantes à esquerda, obtemos

∇eiv = µiei × v

para qualquer vetor v. De fato, temos

〈∇e1e2, e3〉 = 1
2
(〈[e1, e2], e3〉− 〈[e2, e3], e3〉+ 〈[e3, e1], e2〉) = 1

2
(λ3 − λ1 + λ2)

= µ1

〈∇e1e3, e2〉 = 1
2
(〈[e1, e3], e2〉− 〈[e3, e2], e1〉+ 〈[e2, e1], e3〉) = 1

2
(−λ2 + λ1 − λ3)

= −µ1

〈∇e1ei, ej〉 = 0 nos demais casos.

De forma análoga,

〈∇e2e1, e3〉 = 1
2
(−λ3 + λ2 − λ1) = −µ2

〈∇e2e3, e1〉 = 1
2
(λ1 − λ2 + λ3) = µ2

〈∇e2ei, ej〉 = 0, nos demais casos

e

〈∇e3e1, e2〉 = 1
2
(λ2 − λ3 + λ1) = µ3

〈∇e3e2, e1〉 = 1
2
(−λ1 + λ3 − λ2) = −µ3

〈∇e3ei, ej〉 = 0, nos demais casos.

Segue que

∇e1e1 = 0, ∇e1e2 = µ1e3 e ∇e1e3 = −µ1e2,

∇e2e1 = −µ2e3, ∇e2e2 = 0 e ∇e2e3 = µ1e2,

∇e3e1 = µ3e2, ∇e3e2 = −µ3e1 e ∇e3e3 = 0.

Agora podemos calcular ∇eiv. Façamos ocaso i = 1, pois os demais casos são análogos.

∇e1v = v1∇e1e1 + v2∇e1e2 + v3∇e1e3
= 0 + v2µ1e3 − v3µ1e2

= µ1(v2e3 − v3e2)

= µ1e1 × v

e, analogamente, temos ∇e2v = µ2e2 × v e ∇e3v = µ3e3 × v. Podemos, ainda, escrever

∇ei · = µiei × ·.
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Observemos agora que

e1 × (e2 × e1) + e2 × (e1 × e1) + e1 × (e1 × e2) = e1 × (−e3) + e2 × 0 + e1 × e3 = 0,

e1 × (e2 × e2) + e2 × (e2 × e1) + e2 × (e1 × e2) = e1 × 0 + e2 × (−e3) + e2 × e3 = 0,

e1 × (e2 × e3) + e2 × (e3 × e1) + e3 × (e1 × e2) = e1 × e1 + e2 × e2 + e3 × e3 = 0

e concluimos por linearidade que, para todo v, tem-se

e1 × (e2 × v) − e2 × (e1 × v) = (e1 × e2)× v.

(Na verdade o produto vetorial pode ser definido com uma operação colchete em qualquer

espaço de dimensão 3, fazendo do mesmo uma álgebra de Lie de dimensão 3 não comu-

tativa e o resultado acima é apenas uma conclusão imediata da identidade de Jacobi).

Segue que o tensor de curvatura é dado por

R(e1, e2) = ∇[e1,e2] −∇e1∇e2 +∇e2∇e1
= λ3∇e3 −∇e1(µ2e2 × ·) +∇e2(µ1e1 × ·)

= λ3µ3e3 × ·− µ1e1 × (µ2e2 × ·) + µ2e2 × (µ1 × ·)

= λ3µ3e3 × ·− µ1µ2 [e1 × (e2 × ·) − e2(e1 × ·)]

= λ3µ3e3 × ·− µ1µ2(e1 × e2)× ·

= (λ3µ3 − µ1µ2)e3 × ·.
Logo

R(e1, e2)e1 = (λ3µ3 − µ1µ2)e3 × e1 = (λ3µ3 − µ1µ2)e2.

Fazendo um cálculo similar para os demais casos R(ei, ej)ek e recordando a forma quadrática

de Ricci,

r̃(x) = R(ei, x)ei,

obtemos

r̃(e2) = R(e1, e2)e1 + R(e2, e2)e2 + R(e3, e2)e3

= (λ3µ3 − µ1µ2)e2 + 0 + (λ1µ1 − µ2µ3)e2

= (λ3µ3 − µ1µ2 + λ1µ1 − µ2µ3)e2

=
[
λ1µ1 + λ3µ3 − µ2(µ1 + µ3)

]
e2

= 1
2

[
(−λ1λ1 + λ1λ2 + λ1λ3) + (λ1λ3 + λ2λ3 − λ3λ3) − (λ1λ2 − λ2λ2 + λ2λ3)

]
e2

= 1
2
(−λ1λ1 + 2λ1λ3 + λ2λ2 − λ3λ3)e2

= 2µ1µ3e2.

Através de cálculos semelhantes, encontramos que r̃(e1) = 2µ2µ3e1 e r̃(e3) = 2µ1µ2e3. As-

sim e1, e2 e e3 são autovetores da transformação de Ricci com autovalores 2µ2µ3, 2µ1µ3 e µ1µ2

respectivamente.
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Como consequência, segue que a curvatura escalar é dada pela fórmula expĺıcita

ρ = 2(µ2µ3 + µ1µ3 + µ1µ2).

Usando a descrição da curvatura de Ricci, a curvatura seccional pode ser facilmente

calculada. De fato, em um ponto qualquer de uma variedade Riemanniana de dimensão

3, podemos tomar uma base ortonormal orientada {u, v e w}, onde temos u× v = w e

r(u) = κ(u,u) + κ(u, v) + κ(u,w)

r(v) = κ(v,u) + κ(v, v) + κ(v,w)

r(w) = κ(w,u) + κ(w, v) + κ(w,w)

temos também que

ρ = r(u) + r(v) + r(w) = 2
[
κ(u, v) + κ(u,w) + κ(v,w)

]
.

Obtemos então a seguinte relação

κ(u, v) = ρ
2
− κ(u,w) − κ(v,w)

= ρ
2
− r(w)

= ρ
2
− r(u× v).

Pode ser que não exista uma fórmula semelhante em dimensões maiores que 3, pois

os 1
2
n(n + 1) parâmetros necessários para descrever a curvatura de Ricci podem não

ser suficientes para determinar os n2(n2 − 1) parâmetros necessários para descrever a

curvatura seccional.

Corolário 4.1. No caso unimodular de dimensão 3, o determinante r(e1)r(e2)r(e3) da

forma quadrática de Ricci é sempre não negativo. Se este determinante é zero, então pelo

menos duas das curvaturas de Ricci principais devem ser nulas.

Demonstração. Temos que r(e1) = 2µ2µ3, r(e2) = 2µ1µ3 e r(e3) = 2µ1µ2. Dáı o deter-

minante, é não negativo, pois r(e1)r(e2)r(e3) = 8µ2
1µ

2
2µ

2
3 > 0. Caso este determinante

seja zero, então, necessariamente, µ1 = 0,µ2 = 0 ou µ3 = 0. Suponha por exemplo, que

µ1 = 0. Então r(e2) = r(e3) = 0, o que mostra que pelo menos duas das curvaturas

principais devem ser nulas.

Se o determinante r(e1)r(e2)r(e3) for diferente de zero, então é fácil calcular µ1,µ2 e µ2.

Dáı, para constantes de estrutura λ1, λ2 e λ3 vistas como funções das curvaturas de Ricci

principais estão bem definidas e mudam de sinal simultaneamente.
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Agora suponha que alteremos a métrica, mantendo a operação colchete fixada. Se

escolhermos uma nova métrica tal que a base

ηζe1, ξζe2, ξηe3

seja ortonormal, então as novas constantes de estrutura serão

ξ2λ1, η
2λ2, ζ

2λ3.

Assim, podemos multiplicar λ1, λ2, λ3 por números positivos arbitrários sem mudar a

álgebra subjacente. Neste caso, a maneira mais simples de verificar um isomorfismo entre

álgebras é olhar para o sinal das constantes de estrutura das álgebras em análise. Existem

6 álgebras distintas, como mostra a tabela a seguir, de acordo com o sinal das constantes

de estrutura. Por mudança de sinal, se necessário, podemos assumir que a maioria das

constantes de estrutura λ1, λ2, λ3 são não negativas.

Sinal de λ1, λ2, λ3 Associado ao grupo de Lie Descrição

+ + + SU(2) ou SO(3) Compacto, Simples

+ + − SL(2,R) ou O(1, 2) Não compacto, Simples

+ + 0 E(2) Solúvel

+ − 0 E(1, 1) Solúvel

+ 0 0 Grupo de Heisenberg Nilpotente

0 0 0 R⊕R⊕R Comutativo

Não é dif́ıcil mostrar que estas 6 possibilidades são álgebras de Lie não isomorfas,

porém não o faremos aqui. Estas podem ser distinguidas pelo cálculo do sinal da forma

de Killing

β(x,y) = tr (ad(x)ad(y))

em cada caso.

Corolário 4.2. Dependendo da escolha da métrica, a forma quadrática de Ricci de SU(2)

pode ter sinal (+,+,+), (+, 0, 0) ou (+,−,−), e a curvatura escalar pode ser positiva,

negativa ou nula.

Demonstração. Já sabemos que

r(e1) = 2µ2µ3, r(e2) = 2µ1µ3 e r(e3) = 2µ1µ2.
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Podemos tomar métricas de modo que as constantes de estrutura satisfaçam, por exemplo,

µ1,µ2,µ2 > 0. Assim teremos (+,+,+) como assinatura de Ricci. Para ver isso basta

tomar λ1, λ2, λ3 como lados de um triângulo. Podemos, ainda, ter µ1 < 0 ou µ1 = 0, mas

podemos observar que em qualquer um dos casos teremos µ2,µ3 < 0. Logo as assinaturas

de Ricci serão (+,−,−) e (+, 0, 0), respectivamente. Como exemplo, vejamos a tabela

abaixo com posśıveis valores para as constantes de estrutura.

λ1 λ2 λ3 µ1 µ2 µ3 r(e1) r(e2) r(e3) ρ

3 2 1 0 1 2 4 0 0 4

4 1 1 −1 2 2 8 −4 −4 0

7 2 1 −2 3 4 24 −16 −12 −4

Observemos que, na primeira linha, temos ρ > 0, na segunda linha, temos ρ = 0 e,

por fim, na terceira linha, temos ρ < 0. Isso conclui a demonstração.

Essencialmente, no caso comutativo, onde todas as métricas invariantes à esquerda são

flat e, no caso nilpotente, as propriedades da curvatura não dependem da métrica.

Corolário 4.3. Para qualquer métrica invariante à esquerda no grupo de Heisenberg, a

forma quadrática de Ricci possui sinal (+,−,−) e a curvatura escalar ρ é estritamente

negativa. Mais ainda, as curvaturas principais de Ricci satisfazem

|r(e1)| = |r(e2)| = |r(e3)| = |ρ|.

Demonstração. Tomando λ2 = λ3 = 0 e λ1 > 0, temos

µ1 = 1
2
(−λ1 + λ2 + λ3) = −λ1

2
,

µ2 = 1
2
(λ1 − λ2 + λ3) = λ1

2
,

µ1 = 1
2
(λ1 + λ2 − λ3) = λ1

2
,

donde

r(e1) =
λ21
2

, r(e2) = −
λ21
2

e r(e3) = −
λ21
2

.

Portanto ρ = 1
2
(λ21 − λ

2
1 − λ

2
1) =

λ21
2

, e

r(e1) = −r(e2) = −r(e3) = −ρ < 0,

o que conclui nossa demonstração.
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Corolário 4.4. Seja G o grupo SL(2,R) ou E(1, 1). Então dependendo da escolha da

métrica invariante à esquerda, o sinal da forma quadrática de Ricci pode ser (+,−,−) ou

(0, 0,−). Porém, a curvatura escalar ρ é sempre estritamente negativa.

Demonstração. Verifiquemos inicialmente a assinatura para o SL(2,R) que está na classe

(+,+,−) quanto aos sinais dos λi’s. Nestas condições observamos que µ3 é sempre posi-

tivo. Verifiquemos, então, os casos onde µ1 > 0, µ1 = 0 e µ1 < 0.

i) µ1 > 0: Assim temos −λ1 + λ2 + λ3 > 0 e, portanto, λ1 < λ2 + λ3 < λ2. Portanto

µ2 < 0 e a assinatura de Ricci é (+,−,−).

ii) µ1 = 0: Neste caso, obtemos −λ1+ λ2+ λ3 = 0 e, consequentemente λ1 = λ2+ λ3 <

λ2, o que nos fornece µ2 < 0. Logo a assinatura de Ricci é (−, 0, 0).

iii) µ1 < 0 : Neste caso, pode ocorrer µ2 = 0 ou µ2 > 0, mas não pode ocorrer o caso

µ2 < 0. Para vermos, basta fazer os casos i) e ii) para µ2 no lugar de µ1, obtendo,

então, que a assinatura de Ricci é (−, 0, 0), no caso de µ2 = 0, e (+,+,−), para o

caso de µ2 > 0.

Agora, verifiquemos a assinatura de Ricci para o E(1, 1) onde o sinal dos λi’s é (+,−, 0).

Neste caso, obtemos, de ińıcio, que µ1 < 0 e µ2 > 0 e µ3 pode ser positivo, negativo ou

nulo, conforme tenha-se |λ1| > |λ2|, |λ1| < |λ2| ou |λ1| = |λ2|, respectivamente. Logo a

assinatura de Ricci é (−, 0, 0), caso µ3 = 0, e é (+,+,−) caso contrário.

Calculemos a curvatura escalar. Inicialmente, calculemos para E(1, 1), onde λ2 < 0 <

λ1 e λ3 = 0. Assim, temos

µ1 =
1

2
(−λ1 + λ2), µ2 =

1

2
(λ1 − λ2) e µ3 =

1

2
(λ1 + λ2),

donde obtemos

r(e1) =
1

2
(λ21 − λ

2
2), r(e2) = −

1

2
(λ21 − λ

2
2) e r(e3) = −

1

2
(λ1 − λ2)

2.

Logo ρ = −1
2
(λ1 − λ2)

2 < 0, para quaisquer λ2 < 0 < λ1. Observe que, fazendo o

mesmo cálculo para λ1, λ2 > 0 e λ3 = 0, obtemos ρ = −1
2
(λ1 − λ2)

2 6 0. Tomando agora

o caso em que todos os λi’s são não nulos e escolhendo λ3 < 0 < λ1, λ2 tal como em

SL(2,R) obtemos por um cálculo simples que

ρ = ρ(λ1, λ2, λ3) =
1

2
(−λ21 − λ

2
2 − λ

2
3 + 2λ1λ2 + 2λ1λ3 + 2λ2λ3).
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Derivando a expressão acima com respeito a λ3, temos que ∂ρ/∂λ3 = −λ3 + λ1 + λ2.

Portanto, para λ1, λ2 fixados e λ3 < 0, temos que ρ é estritamente crescente como função

de λ3. Segue que

ρ(λ1, λ2, λ3) < ρ(λ1, λ2, 0) = −
1

2
(λ1 − λ2)

2 6 0.

Consequentemente, ρ < 0 em qualquer um dos casos.

Corolário 4.5. O grupo Euclidiano E(2) é não comutativo, mas admite uma métrica

invariante à esquerda flat. Toda métrica invariante à esquerda não flat possui assinatura

de Ricci (+,−,−), com curvatura escalar ρ < 0.

Demonstração. Temos que a configuração de E(2) é dada por λ1 > 0, λ2 > 0 e λ3 = 0.

Assim, temos a seguinte condição

µ1 =
1

2
(−λ1 + λ2), µ2 =

1

2
(λ1 − λ2) e µ3 =

1

2
(λ1 + λ2).

Isso nos garante que µ1 e µ2 possuem sinais opostos ou são ambos nulos e µ3 > 0. Por-

tanto as únicas possibilidades para a assinatura de Ricci são (+,−,−) e (0, 0, 0). Temos,

também, que as curvaturas de Ricci são dadas por

r(e1) = 2µ2µ3 =
1
2
(λ21 − λ

2
2)

r(e2) = 2µ1µ3 =
1
2
(λ22 − λ

2
1)

r(e2) = 2µ1µ2 = −1
2
(λ1 − λ2)

2

Logo ρ = −1
2
(λ1 − λ2)

2 6 0, e a igualdade vale se, e somente se, λ1 = λ2. Mas, neste caso,

teŕıamos que r(e1) = r(e2) = r(e2) = ρ = 0 e, portanto, as curvaturas seccionais obtidas

por κ(u, v) = ρ/2 − r(u× v) = 0 e, assim, a métrica seria flat.

4.2 Álgebras de Lie não unimodulares de dimensão 3

Estudaremos agora caso não unimodular. As posśıveis álgebras de Lie não unimodu-

lares de dimensão 3 são descritas pelo lema a seguir.

Lema 4.2. Se o grupo de Lie conexo G é não unimodular, então a álgebra de Lie possui

uma base e1, e2, e3 tal que

[e1, e2] = αe2 + βe3

[e1, e3] = γe2 + δe3
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com [e2, e3] = 0, tal que a matriz

A =

 α β

γ δ


possui traço α + δ = 2. Se excluirmos o caso excepcional onde A é a matriz identidade,

então o determinante D = αδ−βγ classifica uma álgebra de Lie a menos de isomorfismo.

Demonstração. O núcleo unimodular u da álgebra de Lie não unimodular associada a G,

sendo bidimensional e unimodular, deve ser comutativo. Para vermos isso, tomemos uma

base ortonormal u1,u2 de u e observemos as matrizes das transformações ad(u1) e ad(u2)

ad(u1) =

 〈ad(u1)u1,u1〉 〈ad(u1)u2,u1〉

〈ad(u1)u1,u2〉 〈ad(u1)u2,u2〉



ad(u2) =

 〈ad(u2)u1,u1〉 〈ad(u2)u2,u1〉

〈ad(u2)u1,u2〉 〈ad(u2)u2,u2〉


uma vez que u é unimodular, temos tr ad(u1) = tr ad(u2) = 0 e, portanto, 〈ad(u1)u2,u2〉 =

0 e 〈ad(u2)u1,u1〉 = 0. Consequentemente 〈ad(u2)u1,u2〉 = 0 e 〈ad(u1)u2,u1〉 = 0 e,

portanto, ad(u1) ≡ 0 ≡ ad(u2), ou seja, u é comutativo. Escolha e1 ∈ g tal que que

tr ad(e1) = 2. Desde que u é comutativo, o operador linear

L(u) = [e1,u]

de u, com traço 2, independe da particular escolha de e1.

Se L aplica cada vetor sobre um múltiplo de si mesmo, então este é o caso do Exemplo

Especial (neste caso L é a aplicação identidade). Caso contrário, o determinante D de L

define uma álgebra de Lie, a menos de isomorfismo. Escolhendo e2 tal que e2 e L(e2) = e3

sejam linearmente independentes, as condições tr L = 2, detL = D implicam que

L(e2) = e3

L(e3) = −De2 + 2e3.

Assim, o colchete (com respeito a esta escolha da base) está unicamente definida.

Suponha dada uma métrica positiva definida sobre uma álgebra de Lie não unimodular

g. Escolha uma base ortonormal e1, e2, e3 tal que e1 seja ortogonal a u, e os dois vetores

[e1, e2] e [e1, e3] sejam ortogonais. O colchete pode ser expresso por
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[e1, e2] = αe2 + βe3

[e1, e3] = γe2 + δe3

e [e2, e3] = 0; com α+ δ 6= 0 e αγ+ βδ = 0.

Observação 4.1. Se exigirmos α > δ, β > γ, e α + δ > 0 então estas constantes de

estrutura α,β,γ, δ são unicamente determinadas por D = 4(αδ− βγ)/(α2 + δ2).

Lema 4.3. Esta base também diagonaliza a forma quadrática de Ricci, com as curvaturas

principais de Ricci dadas por

r(e1) = −α2 − δ2 − 1
2
(β+ γ)2

r(e2) = −α(α+ δ) + 1
2
(γ2 − δ2)

r(e3) = −δ(α+ δ) + 1
2
(β2 − δ2).

Demonstração. Recordando a notação usada no Lema 3.2, temos b = e1 e u como o

espaço gerado por e2 e e3 que contém o ideal comutador [g, g]. Além disto, das condições

acima,

[e1, e2] = αe2 + βe3, [e1, e3] = γe2 + δe3 e [e2, e3] = 0

Calculemos r(ei) = R(ej, ei)ej i = 1, 2, 3, ou seja

r̃(e1) = ∇e1∇e2e2 −∇e2∇e1e2 +∇[e2,e1]e2 +∇e1∇e3e3 −∇e3∇e1e3 +∇[e3,e1]e3,

r̃(e2) = ∇e2∇e1e1 −∇e1∇e2e1 +∇[e1,e2]e1 +∇e2∇e3e3 −∇e3∇e2e3 +∇[e3,e2]e3,

r̃(e3) = ∇e3∇e1e1 −∇e1∇e3e1 +∇[e1,e3]e1 +∇e3∇e2e2 −∇e2∇e3e2 +∇[e2,e3]e2.

Vejamos, inicialmente, que, usando a mesma notação do Lema 3.2, temos as seguintes

matrizes para L e L∗

L(x) =

 α γ

β δ

XT e L∗(x) =

 α β

γ δ

XT ,

onde XT representa a matriz coluna das coordenadas de x na base {e2, e3}. Por um cálculo

simples, obtemos

Se2 = αe2 +
β+ γ

2
e3 e Se3 =

β+ γ

2
e2 + δe3,

1

2
(L− L∗)e2 =

β− γ

2
e3 e

1

2
(L− L∗)e3 =

γ− β

2
e2.
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Observemos que ∇ ≡ 0, pois u é uma álgebra comutativa. Finalmente usando que αγ +

βδ = 0, calculemos r̃(e1).

r̃(e1) = R(e2, e1)e2 + R(e3, e1)e3

= ∇e1∇e2e2 −∇e2∇e1e2 +∇[e2,e1]e2 +∇e1∇e3e3 +∇e3∇e1e3 +∇[e3,e1]e3

= ∇e1
(
∇e2e2 + 〈Se2, e2〉e1

)
−∇e2

(
1
2
(L− L∗)e2

)
+∇(−αe2−βe3)e2

+∇e1
(
∇e3e3 + 〈Se3, e3〉e1

)
−∇e3

(
1
2
(L− L∗)e3

)
+∇(−γe2−δe3)e3

= −1
2
(β− γ)∇e2e3 − β∇e3e2 − 1

2
(γ− β)∇e3e2 − γ∇e2e3 − δ∇e3e3

= −1
2
(β− γ)

(
∇e2e3 + 〈Se2, e3〉e1

)
− α

(
∇e2e2 + 〈Se2, e2〉e1

)
−β

(
∇e3e2 + 〈Se3, e2〉e1

)
− 1

2
(γ− β)

(
∇e3e2 + 〈Se3, e2〉e1

)
−γ
(
∇e2e3 + 〈Se2, e3〉e1

)
−
(
∇e3e3 + 〈Se3, e3〉e1

)
= −1

2
(β− γ)

(
〈αe2 + 1

2
(β+ γ)e3, e3〉e1

)
− α

(
〈α+ e2

1
2
(β+ γ)e3, e2〉e1

)
−β

(
〈1
2
(β+ γ)e2 + δe3, e2〉e1

)
− 1

2
(γ− β)

(
〈1
2
(β+ γ)e2 + δe3, e2〉e1

)
−γ
(
〈αe2 + 1

2
(β+ γ)e3, e3〉e1

)
−
(
〈1
2
(β+ γ)e2 + δe3, e3〉e1

)
=

[
1
4
(γ− β)(β+ γ) − α2 − 1

2
β(β+ γ) − 1

4
(γ− β)(β+ γ) − 1

2
γ(β+ γ) − δ2

]
e1

=
[
−α2 − δ2 − 1

2
β2 − 1

2
βγ− 1

2
γ2 − 1

2
γβ
]
e1

=
[
−α2 − δ2 − 1

2
(β2 + 2βγ+ γ2)

]
e1

=
[
−α2 − δ2 − 1

2
(γ+ δ)2

]
e1.

Calculemos agora r̃(e2), poupando-nos do trabalho de escrever ∇eiej = 0 para simpli-

ficarmos os cálculos.

r̃(e2) = R(e1, e2)e1 + R(e3, e2)e3

= ∇e2∇e1e1 −∇e1∇e2e1 +∇[e1,e2]e1 +∇e2∇e3e3 −∇e3∇e2e3 +∇[e3,e2]e3

= −∇e1(−Se2) +∇(αe2+βe3)e1 +∇e2(〈Se3, e3〉e1) −∇e3(〈Se2, e3〉e1)

= α∇e1e2 + 1
2
(β+ γ)∇e1e3 + α∇e2e1 + β∇e3e1 + 〈12(β+ γ)e2 + δe3, e3〉∇e2e1

−〈αe2 + 1
2
(β+ γ)e3, e3〉∇e3e1

= α(1
2
(L− L∗)e2) +

1
4
(β+ γ)(L− L∗)e3 + α(−Se2) + β(−Se3) + δ(−Se2)

−1
2
(β+ γ)(−Se3)

= 1
2
α(β− γ)e3 +

1
4
(β+ γ)(γ− β)e2 − α

[
αe2 +

1
2
(β+ γ)e3

]
−β
[
1
2
(β+ γ)e2 + δe3

]
− δ
[
αe2 +

1
2
(β+ γ)e3

]
+ 1

2
(β+ γ)

[
1
2
(β+ γ)e2 + δe3

]
=

[
1
4
(β+ γ)(γ− β) − 1

2
α2 − 1

2
β(β+ γ) − αδ+ 1

4
(β+ γ)(β+ γ)

]
e2

+
[
1
2
α(β− γ) − 1

2
α(β+ γ) − βδ− 1

2
δ(β+ γ) + 1

2
δ(β+ γ)

]
e3

=
[
1
4
(γ2 − β2) − α2 − 1

2
β2 − 1

2
βγ− αδ+ 1

4
(β2 + 2βγ+ γ2)

]
e2

+
[
1
2
αβ− 1

2
αγ− 1

2
αβ− 1

2
αγ− βδ− 1

2
δβ− 1

2
δγ+ 1

2
βδ+ 1

2
γδ
]
e3

=
[
1
2
(γ2 − β2) − α2 − αδ− 1

2
βγ+ 1

2
βγ
]
e2 −

[
αγ+ βδ

]
e3
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portanto

r̃(e2) =
[
− α(α+ δ) + 1

2
(γ2 − β2)

]
e2.

Finalmente, calculemos r̃(e3)

r̃(e3) = R(e1, e3)e1 + R(e2, e3)e2

= ∇e3∇e1e1 −∇e1∇e3e1 +∇[e1,e3]e1 +∇e3∇e2e2 −∇e2∇e3e2 +∇[e2,e3]e2

= −∇e1(−Se3) +∇(γe2+δe3)e1 +∇e3(〈Se2, e2〉e1) −∇e2(〈Se3, e2〉e1)

= 1
2
(β+ γ)∇e1e2 + δ∇e1e3 + γ∇e2e1 + δ∇e3e1 + 〈αe2 + 1

2
(β+ γ)e3, e2〉∇e3e1

−〈1
2
(β+ γ)e2 + δe3, e2〉∇e2e1

= 1
4
(β+ γ)(L− L∗)e2 +

1
2
δ(L− L∗)e3 + γ(−Se2) + δ(−Se3) + α(−Se3)

−1
2
(β+ γ)(−Se2)

= 1
4
(β+ γ)(β− γ)e3 +

1
2
δ(γ− β)e2 − γ[αe2 +

1
2
(β+ γ)e3]

−δ[1
2
(β+ γ)e2 + δe3] − α[

1
2
(β+ γ)e2 + δe3] +

1
2
(β+ γ)[αe2 +

1
2
(β+ γ)e3]

=
[
1
2
δγ− 1

2
δβ− αγ− 1

2
δβ− 1

2
δγ− 1

2
αβ− 1

2
αγ+ 1

2
αβ+ 1

2
αγ
]
e2

+
[
1
4
(β2 − γ2) − 1

2
γβ− 1

2
γ2 − δ2 − αδ+ 1

4
β2 + 1

2
βγ+ 1

4
γ2
]
e3

=
[
− αγ− βδ

]
e2 +

[
− δ(α+ δ) + 1

4
(β2 − γ2 − 2γ2 + β2 + γ2)

]
e3

=
[
− δ(α+ δ) + 1

2
(β2 − γ2)

]
e3.

Conclúı que e1, e2, e3 são autovetores de r̃ cujos autovalores são dados conforme o

enunciado.

Teorema 4.2. Se o determinante D é negativo então toda métrica invariante à esquerda

possui assinatura de Ricci (+,−,−). Mas, se D > 0, a assinatura (0,−,−) também é

posśıvel e, se D > 0, a assinatura (−,−,−) também é posśıvel. De fato, para D > 0,

existe uma métrica invariante à esquerda de curvatura seccional estritamente negativa e,

para D > 1, existe uma métrica invariante á esquerda de curvatura constante negativa.

Em todos os casos, a curvatura escalar é estritamente negativa.

Demonstração. Para simplificar as fórmulas obtidas no Lema 4.3, escolhemos os escalares,

α,β,γ, δ tais que α+ δ = 2. da seguinte forma

α = 1 + ξ, β = (1 + ξ)η

γ = −(1 − ξ)η, δ = 1 − ξ.

Assumiremos que ξ > 0, η > 0. O caso especial ξ = η = 0 (correspondente ao Exemplo

Especial) será desconsiderado. Temos, do Lema 4.3, as seguintes curvaturas principais

r(e1) = −2(1 + ξ2(1 + η2)) 6 −2
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r(e2) = −2(1 + ξ(1 + η2)) 6 −2

r(e3) = −2(1 − ξ(1 + η2)),

e o determinante é dado por

D = (1 − ξ2)(1 + η2).

Agora observemos cada caso separadamente.

• SeD < 0, então 1−ξ < 0 e, portanto, ξ > 0. Dáı, temos r(e3) = −2(1−ξ(1+η2)) > 0

e, finalmente a assinatura de Ricci é (+,−,−).

• Se D = 0, então ξ = 1 e, portanto, r(e3) = −2[1 − (1 + η2)]. Se η = 0, temos

r(e3) = 0. Caso contrário, temos r(e3) > 0. Assim as posśıveis assinaturas de Ricci

são (+,−,−) e (0,−,−).

• Se D > 0, então ξ < 1 e, assim, obtemos r(e3) = −2(1 − ξ(1 − η2)), com r(e3) > 0

caso (1+η2) > ξ−1, r(e3) = 0, caso (1+η2) = ξ−1, e r(e3) < 0, caso (1+η2) < ξ−1.

As posśıveis assinaturas de Ricci são (+,−,−), (0,−,−) e (−,−,−).

No caso em que D > 1, tomando, por exemplo ξ = 0, obtemos r(e1) = r(e2) = r(e3) =

−2, onde tanto as curvaturas seccionais quanto as curvaturas de Ricci são constantes e

negativas. E, portanto,

ρ = r(e1) + r(e2) + r(e3) = −6 − ξ2(1 + η2) 6 −6

em qualquer um dos casos acima.

Em todos os casos não unimodular pelo menos duas das curvaturas principais de Ricci

são negativas. Comparando com o Corolário 4.1, podemos concluir, que no caso de um

grupo de Lie tridimensional, este não admite métrica invariante à esquerda com assinatura

de Ricci (+,+,−) ou (+,±, 0).

4.3 Métricas Bi-invariantes

Recordamos que uma métrica Riemanniana em um grupo de Lie G é dita bi-invariante se

é invariante por translações à esquerda e à direita.
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Lema 4.4. Uma métrica invariante à esquerda em um grupo de Lie G é também invari-

ante à direita se, e somente se, para cada elemento g do grupo de Lie G, a transformação

linear

Ad(g) : g −→ g

é uma isometria com relação à métrica induzida na álgebra de Lie g.

Demonstração. Sejam lg : G −→ G a translação à esquerda por g e seja rg a translação à

direita por g. Assim Ad(g) é induzida por uma aplicação suave lgrg−1 de G em G. Desde

que a métrica µ é invariante à esquerda, temos l∗gµ = µ. Se µ é também invariante à

direita, vale que r∗gµ = µ. Então, temos

(lgr
−1
g )∗µ = µ.

Portanto Ad(g) é uma isometria.

Lema 4.5. No caso de um grupo de Lie conexo G, uma métrica invariante à esquerda é

também invariante à direita se, e somente se, a transformação linear ad(x) é antiadjunta

para qualquer x na álgebra de Lie de G.

Demonstração. Se g ∈ G é suficientemente próximo da identidade, então g = exp(x) para

um único e bem definido x ∈ g, próximo de zero. Pelo diagrama (2.1), temos

Ad(g) = Ad(exp(x)) = ead(x).

Recordemos que Ad(g) é ortogonal se, e somente se,

Ad(g)−1 = Ad(g)∗.

Desde que o lado esquerdo da igualdade é igual a e−ad(x) pelo Teorema 2.5, e o lado direito

é igual a ead(x)
∗
, tal condição é satisfeita se, e somente se,

−ad(x) = ad(x)∗,

ou seja, se ad(x) é antiadjunta. Uma vez que um grupo de Lie conexo é gerado por

uma vizinhança qualquer da identidade e que o produto de transformações ortogonais é

ortogonal, segue o resultado.



Caṕıtulo 4. Classificação em álgebras de Lie 71

Passaremos então a usar, por conveniência, que uma métrica em g é bi-invariante se

ad(x) é antiadjunta para todo x ∈ g. Notemos também que uma métrica bi-invariante em

g induz uma métrica bi-invariante em qualquer subálgebra de g.

Podemos, então, dar uma fórmula expĺıcita para a forma quadrática de Ricci como

segue. Recordemos que a forma de Killing β é definida por β(x,y) = tr (ad(x)ad(y)).

Desde que r(x) pode ser definida como o traço da transformação linear

y 7−→ R(x,y)x =
1

4
[[x,y], x] = −

1

4
ad(x)2y,

segue que r(x) = −1
4
β(x, x). Assim, a forma quadrática r(x) é independente da particular

escolha da métrica bi-invariante.

Uma importante propriedade das métricas bi-invariantes é a seguinte.

Lema 4.6. Se a métrica em g é bi-invariante, então o complemento ortogonal de qualquer

ideal é um ideal. Assim g pode ser expresso como uma soma ortogonal direta de ideais

simples.

Demonstração. Se y é ortogonal ao ideal a, então devemos mostrar que [x,y] é ortogonal

a a, para todo x ∈ g. Mas

〈[x,y],a〉 = −〈y, [x,a]〉 = 0,

para qualquer a ∈ a. Assim, g é escrito como a soma ortogonal direta de ideais a ⊕ a⊥.

A conclusão segue de forma indutiva.

Se g é igual à soma ortogonal direta a1 ⊕ ...⊕ ak de ideais simples, então o grupo de

Lie G̃ simplesmente conexo pode ser expresso como o produto cartesiano A1× ...×Ak de

subgrupos normais. Para cada fator Ai simplesmente conexo, existem duas possibilidades.

1o: Se ai é comutativo e, portanto, unidimensional, então Ai ∼= R.

2o: Se ai é não comutativo, então o centro de ai deve ser trivial e, dáı, ai possui curvatura

de Ricci estritamente positiva. Aplicando o teorema de Myers segue que Ai é

compacto.

Lema 4.7. O grupo de Lie conexo G admite métrica bi-invariante se, e somente se, é

isomorfo ao produto de um grupo compacto e um grupo vetorial aditivo.
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Demonstração. Se G admite métrica bi-invariante, então o argumento acima mostra que

o recobrimento universal G̃ se divide como o produto cartesiano de um grupo compacto

H e um grupo vetorial Rn. O grupo G pode ser identificado como o quociente G̃/Π onde

Π é um subgrupo normal discreto de G̃. Projetando Π em Rn, seja V o espaço vetorial

gerado pela imagem e seja V⊥ o complemento ortogonal. Então G é o produto cartesiano

do grupo compacto (H× V)/Π e o grupo vetorial V⊥.

Reciprocamente, vemos que qualquer grupo comutativo certamente admite métrica

bi-invariante (neste caso qualquer métrica invariante à esquerda será também invariante

à direita, pois La = Ra), e qualquer grupo compacto pode ser munido de uma métrica

bi-invariante (veja, por exemplo [8], Proposição 6.8). Temos, portanto, o produto de

métricas bi-invariantes, que é, de fato, bi-invariante.

No caso de grupos simples, a métrica é essencialmente única.

Lema 4.8. Se a álgebra de Lie g de um grupo de Lie compacto é simples, então a métrica

bi-invariante é única a menos de uma posśıvel multiplicação por uma constante positiva.

Tal métrica possui curvatura de Ricci constante.

Demonstração. Seja 〈x,y〉 uma métrica bi-invariante sobre g. Então qualquer outra métrica

〈〈x,y〉〉 bi-invariante em g pode ser obtida por 〈〈x,y〉〉 = 〈Sx,y〉, onde S é alguma matriz

autoadjunta. Usando o fato de ad(u) ser antiadjunta em ambas as métricas, observamos

〈S(ad(u)x),y〉 = 〈〈ad(u)x,y〉〉

= −〈〈x, ad(u)y〉〉

= −〈Sx, ad(u)y〉

= 〈ad(u)Sx,y〉,

para quaisquer x,y,u ∈ g. Assim, ad(u) comuta com S e, portanto, aplica cada autoespaço

de S sobre si mesmo, pois dado x ∈ g, tal que Sx = λx, temos S(ad(u)x) = λad(u)x. Isto

nos fornece que cada autoespaço de S é um ideal. Sendo g simples, segue que S possui

um único auto espaço, digamos Sx = λx para todo x ∈ g. Logo a métrica bi-invariante é

essencialmente única.

Escolhendo uma tal métrica bi-invariante, considere a forma quadrática de Ricci r(x),

dada por r(x) = 〈̃r(x), x〉, onde r̃ é autoadjunta. O produto 〈̃r(x),y〉 pode ser considerado

como uma métrica Riemanniana sobre G, desde que r é positiva definida. Evidentemente,
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esta métrica é bi-invariante, de modo que o argumento acima mostra que

r(u) = 〈̃r(u),u〉 = λ,

para qualquer vetor unitário u, onde λ > 0 é constante.

Se resolvermos mudar a escala, que é multiplicar a métrica por 〈x,y〉 por uma constante

positiva, é fácil verificar que a conexão ∇, o tensor Riemanniano R, e a forma quadrática

de Ricci r(x) não mudam. Portanto, podemos escolher uma métrica tal que

〈x, x〉 ≡ r(x)

ou tal que a curvatura de Ricci é identicamente +1.

Corolário 4.6. Qualquer grupo de Lie, cujo recobrimento universal é compacto, admite

uma métrica bi-invariante de curvatura de Ricci constante +1.

Demonstração. Como vimos anteriormente, G̃ se expressa como o produto cartesiano

A1 × ... × Ak de grupos simples. Cada grupo simples possui uma única métrica bi-

invariante com curvatura de Ricci +1 e o produto das métricas também possui curvatura

de Ricci identicamente igual a +1.

Um fato fácil de observar é que existe precisamente uma métrica bi-invariante, a saber

〈x,y〉 = −1
4
β(x,y) onde β(x,y) = tr (ad(x)ad(y)) é a forma de Killing.

Demonstraremos agora o Teorema 3.2 o qual classifica as métricas invariantes à es-

querda flat.

Demonstração. (do Teorema 3.2) SejaG um grupo de Lie simplesmente conexo que admite

uma métrica invariante à esquerda flat. Se ignorarmos a estrutura de grupo e olharmos G

apenas como uma variedade Riemanniana completa, segue que G é isométrico ao espaço

Euclidiano (veja o teorema de Hadamard). Como consequência imediata, segue que todo

subgrupo compacto de G deve ser trivial. Para algum subgrupo compacto, agindo por

translações à esquerda, obtemos um grupo compacto de isometrias do espaço Euclidiano

(que, claramente, depende da métrica). Qualquer grupo de isometrias tem um ponto fixo,

mas translações à esquerda não trivial não podem ter pontos fixos.

Para g com qualquer métrica, a correspondência x −→ ∇x define uma aplicação linear

de g sobre a álgebra de Lie o(n) consistindo de todas as aplicações antissimétricas de g
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sobre g. Se o tensor curvatura é identicamente nulo, então

∇[x,y] = ∇x∇y −∇y∇x.

Esta correspondência é um homomorfismo de álgebras de Lie (observe que o colchete de

o(n) está sendo definida por [x,y] = xy − yx). Assim, o núcleo u é um ideal. Usando a

identidade

[x,y] = ∇xy−∇yx,

segue que u é comutativo, pois se u, v ∈ u então ∇u = ∇v = 0 e, portanto, [u, v] =

∇uv−∇vu = 0.

Seja b o complemento ortogonal de u. Para cada b ∈ b, a identidade

[b,u] = ∇bu−∇ub = ∇bu

mostra que a transformação antissimétrica ∇b aplica o ideal u sobre si mesmo. Assim,

aplica o complemento ortogonal b sobre si mesmo. Segue, então, que b é uma subálgebra

de Lie de g.

Claramente b é aplicado de modo isomorfo sobre a álgebra de Lie de o(n). Desde que

o(n) é uma álgebra de Lie do grupo compacto O(n) e possui uma métrica bi-invariante,

que satisfaz as condições do Lema 4.4. Portanto, pelo Lema 4.6, b se escreve como soma

ortogonal direta b1 ⊕ ... ⊕ bk de ideais simples. Se um destes ideais simples bi for não

comutativo, então a inclusão bi ⊂ b ⊂ g induz um homomorfismo não trivial Bi −→ G.

Assim, G possuirá um subgrupo compacto não trivial, o que é imposśıvel. Conclúımos,

então, que cada bi é comutativo. Portanto a álgebra de Lie b é comutativa.

Para cada b ∈ b, note que ad(b) é antissimétrica. Além disto ad(b) restrita a b é

trivial, enquanto ad(b) restrita a u coincide com a transformação antissimétrica ∇b.

Logo g se divide como uma soma ortogonal direta u⊕ b onde u é um ideal comutativo

e b é uma subálgebra comutativa e cada ad(b) é antissimétrica. Reciprocamente, se estas

condições são satisfeitas, usando a fórmula de Koszul, vemos que

∇u = 0, ∇b = ad(b),

e segue que o tensor curvatura é identicamente nulo.

Como uma aplicação final, construiremos uma métrica de curvatura positiva. Para

isso precisamos do seguinte resultado.



Caṕıtulo 4. Classificação em álgebras de Lie 75

Teorema 4.3 (de Iwasawa). Se G é um grupo de Lie conexo, então

( a) Todo subgrupo compacto está contido em um subgrupo maximal compacto H, que é

necessariamente um grupo de Lie conexo.

( b) Este subgrupo compacto maximal é único a menos de conjugação.

( c) Como espaço topológico, G é homeomorfo ao produto de H e algum espaço Euclidi-

ano Rm.

Demonstração. (do Teorema 3.10) Seja G um grupo de Lie conexo e suponha que G

possui um subgrupo não comutativo H. Devemos construir uma métrica de curvatura

escalar estritamente positiva. Pela parte (a) do Teorema de Iwasawa, assumiremos que H

é conexo. Desde que H é compacto, podemos definir uma métrica positiva definida em g

que é invariante por translações lineares

Ad(h) : g −→ g

para todo h em H. Usando esta métrica, seja e1, ..., em uma base ortonormal da álgebra

de Lie de H, e comple-a para uma base ortonormal e1, ..., en de g. Se seguirmos os passos

da demonstração do Teorema 4.4, veremos que as transformações lineares

ad(e1), ..., ad(em)

devem ser antissimétricas (porém as demais transformações ad(em+1), ..., ad(en) não são

antissimétricas.)

Fixando qualquer ε > 0, considere a nova base e ′1, ..., e ′n definida por

e ′1 = e1, ..., e ′m = em, e ′m+1 = εem+1, ..., e ′n = εen.

Escolha uma nova métrica tal que esta base e ′1, ..., e ′n seja ortonormal. Usaremos o śımbolo

gε para denotar a álgebra de Lie obtida com essa nova métrica e gerada por esta base

ortonormal. Como na demonstração do Teorema 3.6, notemos que as constantes de es-

trutura 〈[e ′i, e ′j], e ′k〉 associadas a gε possuem um limite bem definido quando ε → 0.

Assim, existe uma álgebra de Lie limite g0 bem definida, gerado por esta métrica e base

ortonormal fixada. Evidentemente, g0 se escreve como a soma direta h ⊕ u, onde h é a

subálgebra gerada por e ′m+1, ..., e ′n. Note ainda que ad(b) é antissimétrica, para cada

b ∈ h. Aplicando a fórmula de Koszul, vemos que ∇u = 0, para todo u ∈ u assim
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R(x,u) = 0 e κ(x,u) = 0, para todo x. Em particular, a curvatura de Ricci r(x) é zero

para u em u. Por outro lado para b em h, temos r(b) > 0 pelo Lema 3.7, onde a igualdade

nem sempre ocorre, pois h não é comutativo. Portanto a curvatura escalar

ρ(g0) = r(e
′
1) + ... + r(e ′n)

é estritamente positiva. Segue, por continuidade, que ρ(gε) > 0 sempre que ε é suficien-

temente pequeno.

Observação 4.2. Esta álgebra de Lie limite g0 fornece um exemplo bastante interessante

de álgebra de Lie com métrica de curvatura seccional κ > 0.



Caṕıtulo 5

Exemplos de Grupos de Lie

Neste caṕıtulo, apresentamos alguns exemplos de grupos de Lie (lineares) e suas respecti-

vas álgebras de Lie, preenchendo algumas das lacunas deixadas na seção 3.4 do Caṕıtulo 3,

acerca de grupos de Lie tridimensionais unimodulares. Durante todo o caṕıtulo, G deno-

tará um grupo de Lie e g, sua álgebra de Lie, por exemplo o grupo SL(2,R) tem sl(2,R)

como álgebra de Lie. Sempre que tratarmos de grupos lineares usaremos o seguinte

colchete da álgebra de Lie associada [A,B] = AB− BA.

Exemplo 5.1 (Grupo ortogonal). Considerando

SO(n) = {A ∈ GL(n,R);AAT = I e det(A) = 1}

(respectivamente, O(n) = {A ∈ GL(n,R);AAT = I}), é um grupo de Lie chamado grupo

ortogonal especial (respectivamente, grupo ortogonal) e sua álgebra de Lie é o conjunto

so(n) = {A ∈Mn;A = −AT }

(respectivamente, o(n) = so(n))

Podemos observar que SO(n) (respectivamente O(n) ⊃ SO(n)) é um subgrupo com-

pacto de GL(n,R), onde GL(n,R) é o grupo das matrizes invert́ıveis n × n. Como

O(n) ⊂ Sn−1 × . . . × Sn−1 é limitado e SO(n) é a imagem inversa do valor regular I da

função diferenciável ϕ : Mn −→ Sn, ϕ(A) = AAT , onde Sn é o conjunto das matrizes

simétricas n×n, segue o afirmado. Observando agora que dϕI(X) = X+X
T , então so(n)

que é o núcleo de dϕI é o conjunto das matrizes antissimétricas conforme afirmamos.

77
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Para n = 3 temos dim(SO(3)) = 3 e podemos tomar a seguinte base para so(3)

e1 =


0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 , e 2 =


0 −1 0

1 0 0

0 0 0

 e e3 =


0 0 0

0 0 −1

0 1 0

 .

Podemos então observar que

[e2, e3] = e2, [e3, e1] = e2 e [e1, e2] = e3.

Exemplo 5.2 (Grupo especial linear). Chamamos de grupo especial linear, SL(n,R), ao

conjunto das matrizes n× n de determinate 1. SL(n,R) é um grupo de Lie de dimensão

n2 − 1 e sua álgebra de Lie, sl(n,R), é o conjunto das matrizes de traço nulo.

SL(n,R) é uma variedade diferenciável (de fato, uma hipersuperf́ıcie de M(n,R)),

SL(n,R) é a imagem inversa do valor regular 1 da função diferenciável

det : Mn −→ R

A 7−→ det(A)
.

Para verificarmos que SL(n,R) é grupo de Lie basta observar que SL(n,R) é um subgrupo

fechado do grupo de Lie GL(n,R) e portanto SL(n,R) é um grupo de Lie. Mais ainda,

SL(n,R) tem dimensão n2 − 1 por ser a imagem inversa do valor regular de uma função

diferenciável (polinomial) que assume valores reais.

Para encontrarmos a algebra de Lie sl(n,R) olhemos para o núcleo da aplicação

derivada d detIn = tr , onde In é a matriz identidade n× n. Assim temos que sl(n,R) é

o conjunto das matrizes de traço nulo.

Observemos agora que para o caso n = 2, SL(2,R) é um grupo de Lie de dimensão 3

e uma base para sl(2,R) é dada por

e1 =

 −1 0

0 1

 , e2 =

 0 −1

−1 0

 e e 3 =

 0 −1

1 0


tem-se então

[e2, e3] = 2e1, [e3, e1] = 2e2 e [e1, e3] = −2e3.

Exemplo 5.3 (Grupo Euclidiano). Chamando de E(2) ao conjunto dos movimentos

ŕıgidos do plano Euclidiano. Então E(2) é um grupo de Lie e se decompõe como o produto

semi-direto O(2)nR2.
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Qualquer movimento ŕıgido de R2 pode ser obtido por composição de rotações e

translações, assim como as rotações são transformações lineares que preservam o pro-

duto interno canônico, ou seja AAT = I obtendo assim O(2) e o grupo das translações

pode ser identificado de modo natural com (R2,+) (dado p ∈ R2, a translação por p,

Tp : R2 → R2 é definida como tp(q) = p + q. A associação entre pontos do plano e

translações é dada por p 7→ Tp com inversa Tp 7→ Tp(0)). Assim, o conjunto dos movi-

mentos ŕıgidos do plano é dado pelo produto semi-direto O(2)nR2. De forma bem geral

temos em [3] que o conjunto das isometrias de uma métrica é sempre um grupo. Fazemos

agora a uma identificação para E(2) que tonará mais claro que de fato E(2) é um subgrupo

fechado de GL(3,R). Passaremos então a representar

E(2) =




cos t sen t x

−sen t cos t y

0 0 1

 ; t, x,y ∈ R


e

R2 = {(u, v, 1) ∈ R3}

não é dif́ıcil verificar o isomorfismo de Lie entre as duas representações de E(2) e ganha-se

ainda sem dificuldade que E(2) é um grupo de Lie. Observe que E(2) opera sobre R2 da

seguinte maneira
cos t sen t x

−sen t cos t y

0 0 1



u

v

1

 =


u cos t+ v sen t+ x

v cos t− u sen t+ y

1


que coincide com a ideia que t́ınhamos anteriormente. Agora podemos facilmente observar

que a álgebra de Lie de E(2) é dada por

e(2) =

A ∈ GL(3,R);A =


0 x y

−x 0 z

0 0 0


 .

Tomando para e(2) a base composta por

e1 =


0 0 0

0 0 1

0 0 0

 , e2 =


0 0 1

0 0 0

0 0 0

 e e3 =


0 1 0

−1 0 0

0 0 0


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temos que

[e2, e3] = e1, [e3, e1] = e2 e [e1, e2] = 0.

Exemplo 5.4 (Grupo Lorentziano). Denotando por E(1, 1) o conjunto dos movimento

ŕıgidos do espaço bidimensional de Minkowski (denotaremos por M2), ou seja, o conjunto

das isometrias ϕ : M2 −→M2 com a métrica dada por d((x1,y1), (x2,y2)) = (x1− x2)
2−

(y1 − y2)
2, (x1,y1), (x2,y2) ∈ M2 é um grupo de Lie e pode ser escrito como o produto

semi-direto SO(1, 1)nR2, onde

SO(1, 1) =


 cosh t senh t

senh t cosh t

 ; t ∈ R

 .

Facilmente vemos que as translações são isometrias, pois tomando (u, v) ∈ R2, temos

que

d((x1 + u,y1 + v), (x2 + u,y2 + v)) = (x1 − x2)
2 − (y1 − y2)

2 = d((x1,y1), (x2,y2)).

Verifiquemos, então, quais transformações lineares que preservam essa métrica, ou seja,

as transformações lineares tais que

A

 1 0

0 −1

AT =

 1 0

0 −1

 ,

onde A é a matriz da transformação linear. Escrevendo

A =

 a b

c d

 ,

obtemos que as entradas da matriz A devem satisfazer


a2 − b2 = 1

ac− bd = 0

d2 − c2 = 1

nessas condições devem existir s, t ∈ R tais que a = cosh t, b = senh t, c = senh s e d =

cosh s. Além disto devemos ter

ac− bd = cosh t senh s− cosh s senh t = senh (t+ s) = 0,

ou seja, t = s e, portanto,

A =

 cosh t senh t

senh t cosh t

 .
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Agora faremos as seguintes identificações para E(1, 1) e M2,

E(1, 1) =

A ∈ GL(3,R);A =


cosh t senh t x

senh t cosh t y

0 0 1




e

M2 = {(u, v, 1);u, v ∈ R}.

Verifica-se, o isomorfismo de Lie entres as duas identificações de E(1, 1) e nota-se sem

dificuldade que, de fato, E(1, 1) é um subgrupo de Lie do grupo de Lie GL(3,R). Observe,

que com as novas representações de E(1, 1) e M2, a maneira com que E(1, 1) opera sobre

M2 é dada por
cosh t senh t x

senh t cosh t y

0 0 1



u

v

1

 =


u cosh t+ v senh t+ x

v cosh t+ u senh t+ y

1

 ,

o qual coincide com a ideia inicial.

Como essa representação podemos obter sem dificuldade que a álgebra de Lie de E(1, 1)

é dada por

e(1, 1) =

A ∈ GL(3,R); A =


0 x y

x 0 z

0 0 0


 .

Tomando para e(1, 1) a base

e1 =


0 0 0

0 0 1

0 0 0

 , e2 =


0 0 −1

0 0 0

0 0 0

 e e3 =


0 1 0

1 0 0

0 0 0


obtemos

[e2, e3] = e1, [e3, e1] = −e2 e [e1, e2] = 0.

Exemplo 5.5 (Grupo de Heisenberg). O grupo de Heisenberg de dimensão 3 é o grupo

H3 =

A ∈ GL(3,R);A =


1 a b

0 1 c

0 0 1




.
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Não é dif́ıcil verificarmos que H3 é um subgrupo do grupo de Lie GL(3,R). Para

verificarmos que H3 é um subgrupo fechado, podemos observar que H3 é a imagem inversa

do valor regular I da projeção canônica ϕ :M3 −→ Ti, onde Ti é o subespaço das matrizes

triangulares inferiores. Para obtermos a álgebra de Lie de H3, observemos que, sendo ϕ

uma transformação linear, então sua derivada dϕI = ϕ e o núcleo de dϕ é o conjunto

das matrizes triangulares superiores. Assim

h3 =

A ∈M3; A =


0 x y

0 0 z

0 0 0

 com x,y, z ∈ R

 .

Agora tome em h3 a seguinte base

e1 =


0 0 1

0 0 0

0 0 0

 , e2 =


0 1 0

0 0 0

0 0 0

 , e e2 =


0 0 0

0 0 1

0 0 0

 .

Podemos, também, observar que

[e2, e3] = e1, [e3, e2] = 0, e [e1, e2] = 0.



Apêndice A

Nosso objetivo neste apêndice é mostrar que o espaço vetorial dos tensores de curvatura

de uma variedade Riemanniana de dimensão n em um ponto p é n2(n2 − 1)/12.

Para vermos isso, observemos que um tensor de curvatura em um um ponto p de

uma variedade Riemanniana M de dimensão n é uma forma quadrilinear 〈R(x,y)z,w〉 :

TpM× TpM× TpM× TpM −→ R que satisfaz as seguintes propriedades:

( a) 〈R(x,y)z,w〉+ 〈R(y, z)x,w〉+ 〈R(z, x)y,w〉 = 0

( b) 〈R(x,y)z,w〉 = −〈R(y, x)z,w〉

( c) 〈R(x,y)z,w〉 = −〈R(x,y)w, z〉

( d) 〈R(x,y)z,w〉 = 〈R(z,w)x,y〉.

Tomando {e1, ..., e1} uma base de TpM, então a forma quadrilinear está associada a uma

matriz Rijkl onde escrevemos Rijkl = 〈R(ei, ej)ek, el〉. Para calcularmos a dimensão do

espaço dos tensores de curvatura, basta verificarmos a quantidade de entradas livres desta

matriz. Para isso, verifiquemos as condições ( a), ( b), ( c) e ( d) dividindo em três partes.

( i) Para satisfazer as condições ( b) e ( c) devemos ter Rijkl = −Rjikl,Rijkl = −Rijlk o

que nos deixa com apenas n(n−1)
2

entradas livres, quando fixados os dois primeiros

ou os dois últimos ı́ndices. Neste caso, podeŕıamos tratar a matriz (Rijkl) como uma

matriz quadrada n(n−1)
2
× n(n−1)

2
.

( ii) Satisfazendo as condições ( b) e ( c), acrescentemos, então, a condição ( d), e deve-

mos, portanto, ter Rijkl = Rklij, o que torna a matriz uma matriz simétrica, ou seja,

Rijkl terá n(n−1)
4

(n(n−1)
2

+ 1) entradas livres.

( iii) Acrescentando por fim a condição ( a), devemos ter

Rijkl + Rjkil + Rkijl = 0.

83
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Observe que sempre que tivermos ı́ndices repetidos a condição ( a) é satisfeita.

Com efeito, como estamos trabalhando com permutações ćıclicas dos três primeiros

ı́ndices, basta verificarmos para os termos do tipo Riijk e Rijkk, que, de fato,

temos

Riijk + Rijik + Rjiik = 0 e Rijkk + Rjkik + Rkijk = 0,

por satisfazerem as condições ( b) e ( c).

Fixando a atenção agora apenas nos termos onde todos os ı́ndices são diferentes

temos então n(n−1)(n−2)(n−3) no total, mas devem satisfazer as condições ( b),

( c) e ( d), portanto temos n(n−1)(n−2)(n−3)
8

termos livres. Para satisfazer a condição

( a) devemos ter Rijkl = −(Rjkil + Rkijl), ou seja, restam apenas 2
3
n(n−1)(n−2)(n−3)

8

termos livres. Assim, precisamos retirar n(n−1)(n−2)(n−3)
24

termos que satisfazem

( b), ( c) e ( d) e não satisfazem ( a) dos n(n−1)
4

(
n(n−1)

2
+ 1
)

termos que satisfazem

( b), ( c) e ( d). Assim, obtemos

n(n− 1)

4

(
n(n− 1)

2
+ 1

)
−
n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

24
=
n2(n2 − 1)

12

que é a dimensão do nosso espaço.
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