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Orientador:

Prof. Dr. Jurandir de Oliveira Lopes

Teresina - 2020
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Dedico à minha mãe, Francinete, meu pai Pedro, mi-
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Resumo

Neste trabalho apresentamos o método de Douglas Rachford para solucionar problemas

de encontrar zero da soma de operadores monótonos maximais em espaço de Hilbert real.

Através da ideia do método de Douglas Rachford apresentamos o método de iteração

ćıclica e Versão Média de Douglas Rachford para solucionar problemas de viabilidade

convexa. Em todos os métodos apresentados mostramos a boa definição e provamos a

convergência fraca para uma solução dos propostos problemas.

Palavras-chave: Método de Douglas-Rachford; Convergência Fraca; Iterações Ćıclicas
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Abstract

In this work we present the Douglas-Rachford method to solve problems of finding zero of

sum of maximal monotonous operators in a real Hilbert space. Through the idea of the

Douglas-Rachford method we present the cyclic iteration method and Medium Version

of Douglas-Rachford to solve convex viability problems. In all the presented methods we

show the well definition and we prove the weak convergence for a solution of the proposed

problems.

Key-words: Method Douglas-Rachford; Weak Convergence; Cyclic Iterations
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Caṕıtulo 1

Introdução

Sejam A,B : H ⇒ H operadores monótonos maximais. O problema de achar zero da

soma de operadores se resume a:

Encontrar z ∈ H tal que 0 ∈ (A+ B)(z). (1.1)

Esse problema possui várias aplicações importantes: na teoria de lubrificação, no problema

de filtração, no problema de obstáculo, etc (ver [11]). O método de Douglas-Rachford é

aplicado frequentemente na resolução do problema citado acima (ver [21]).

O problema (1.1) para um caso espećıfico de A e B é equivalente ao problema de

viabilidade convexa (demonstrado a seguir no Caṕıtulo 3) para dois conjuntos que se

resume a:

Encontrar c ∈ H tal que c ∈ C1 ∩ C2, (1.2)

onde C1,C2 ⊂ H são conjuntos convexos e fechados com interseção não vazia. Em geral,

dado N conjuntos fechados e convexos com interseção não vazia, o problema de viabilidade

convexa dos N conjuntos consiste em encontrar um ponto na interseção dos N conjuntos.

O problema de viabilidade convexa é de importância central em diversas áreas da Ma-

temática e Engenharia. Existem diversos métodos proposto para encontrar uma solução

deste problema, e a maioria deles envolve naturalmente método de projeção e suas vari-

antes em relação aos conjuntos subjacentes. Alguns métodos de projeção bem conhecidos

incluem o método de Von Neumann (ver [31] e [24]), de Douglas-Rachford (ver [12] e [2])

e de Dykstras (ver [13] e [3]). Contudo, o algoritmo de divisão Douglas-Rachford é um

método clássico de otimização que possui um bom desempenho em problema de viabi-

lidade convexa. A maioria dos algoritmos de projeção podem ser estendidos de várias
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Caṕıtulo 1. Introdução 2

maneiras naturais para o problema de viabilidade convexa para N conjuntos sem modi-

ficação significativa. Uma exceção é o método de Douglas-Rachford, para qual, apenas a

teoria dos problemas de viabilidade de dois conjuntos foi muito bem investigado. Entre-

tanto para a aplicação envolvendo N conjuntos pode ser adaptado através de composições

ćıclicas [7].

Esse trabalho, tem como objetivo aplicar o método de iterações ćıclicas de Douglas-

Rachford para solucionar problemas de viabilidade convexa para N conjuntos. Além disso,

apresentaremos uma reformulação para o problema de viabilidade convexa e a Versão

Média de Douglas-Rachford. A dissertação está organizado da seguinte forma: Caṕıtulo

1: Apresentaremos definições e resultados preliminares. Caṕıtulo 2: Apresentamos e estu-

damos a convergência do algoritmo de Douglas-Rachford para a soma de dois operadores

monótonos maximais. Caṕıtulo 3: Introduzimos o método de iteração ćıclica e Versão

Média de Douglas-Rachford, e mostaremos a análise de convergência de ambos.



Caṕıtulo 2

Noções Preliminares

Neste caṕıtulo apresentamos algumas definições e resultados de operadores monótonos

maximais, indispensáveis para os nossos estudos [21].

Ao longo deste trabalho H é um espaço real de Hilbert com norma ‖.‖ induzido pelo

produto interno 〈., .〉.

2.1 Operadores Monótonos

Apresentaremos definições e resultados sobre operadores em H.

Definição 2.1. Uma aplicação T : H ⇒ H é um operador ponto-conjunto que associa a

cada x ∈ H a um conjunto (possivelmente vazio) T(x) contido em H.

Quando T(x) for apenas um ponto, ou seja, T um operador ponto-ponto, denotaremos

T : H→ H e quando não houver confusão, será denotado T(x) = Tx.

Definição 2.2. Considere um operador T : H⇒ H. Define-se:

Domı́nio de T:

• D(T) = {x ∈ H | T(x) 6= ∅}

Gráfico de T:

• G(T) = {(x,y) ∈ H ×H | y ∈ T(x)}

Imagem de T:

• ImT = {y ∈ H |y ∈ T(x) para algum x ∈ H}

3



Caṕıtulo 2. Noções Preliminares 4

Dizemos que T tem domı́nio completo se D(T) = H.

Definição 2.3. Sejam T1, T2 : H⇒ H operadores quaisquer e c um número real. Defina-

mos:

T1(x) + cT2(x) = {y+ cz | y ∈ T1(x), z ∈ T2(x)}.

Definição 2.4. Um operador T : H⇒ H é monótono se:

〈x ′ − x,y ′ − y〉 > 0 ∀y ∈ T(x),y ′ ∈ T(x ′).

T é dito maximal se para todo T ′ monótono tal que T(x) ⊂ T ′(x),∀x, então T = T ′.

Dois exemplos bem conhecidos de operadores maximamente monótonos são dados a

seguir.

Exemplo 2.1. (i) Seja f : H→ R∪ {+∞} uma função convexa semicont́ınua inferior-

mente. O operador subdiferencial ∂f : H⇒ H definido por

∂f(x) := {y ∈ H : f(z) > f(x) + 〈y, z− x〉 ∀z ∈ H}

é um operador monótono maximal (Ver [5], [Teorema 20.40]).

(ii) Seja C um subconjunto não vazio, fechado e convexo de H. O cone normal para C,

que é o operador NC : H→ H definido por

NC(x̄) =

 ∅, x̄ /∈ C,

{d ∈ H : 〈d, x− x̄〉 6 0 ∀x ∈ C}, x̄ ∈ C,
(2.1)

é um operador monótono maximal (Ver [5], [Exemplo 20.41]).

Proposição 2.1. Sejam T1, T2 : H ⇒ H operadores monótonos maximais. Suponha que

D(T1) ∩ Int(D(T2)) 6= ∅. Então T1 + T2 é monótono maximal.

Demonstração. Ver [16]

A notação Int(C) representa o interior topológico de um conjunto C.

O seguinte Teorema, originalmente devido a Minty (ver [17], [18]), fornece uma carac-

terização crucial dos operadores monótonos maximais.
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Teorema 2.1. Um operador monótono T em H é maximal se, e somente se a imagem

do operador I+λT é todo o espaço de Hilbert, ou seja, Im(I+λT) = H, para cada λ > 0.

Para provas alternativas do Teorema 2.1, ou Teoremas relacionados mais fortes, con-

sulte as referências [20, 22, 27, 32].

Dado A um operador e λ > 0, JλA = (I + λA)−1 é chamado de resolvente de A. A

seguir apresentaremos duas definições restritas a um subconjunto K ⊂ H não vazio.

Definição 2.5. Seja K um subconjunto não vazio de H. Um operador T : K⇒ H é dito

não expansivo se, ∀x,y ∈ K :

|y ′ − y‖ 6 ‖x ′ − x‖ ∀y ∈ Tx, ∀y ′ ∈ Tx ′.

Note que operadores não expansivos são necessariamente valor único, ou seja, ponto-

ponto.

Definição 2.6. Seja K ⊂ H um subconjunto não vazio de H. Um operador T : K→ H é

dito ser firmemente não expansivo se, ∀x,y ∈ K

‖Tx− Ty‖2 6 ‖x− y‖2 − ‖(x− y) − (Tx− Ty)‖2.

(Note que firmemente não expansivo ⇒ não expansivo).

Observe que se T é um operador firmemente não expansivo, então

‖Tx− Ty‖2 6 ‖x− y‖2 − ‖(x− y) − (Tx− Ty)‖2

= ‖x− y‖2 − 〈(x− y) − (Tx− Ty), (x− y) − (Tx− Ty)〉

= ‖x− y‖2 − ‖x− y‖2 − ‖Tx− Ty‖2 + 2〈x− y, Tx− Ty〉.

Dáı,

2‖Tx− Ty‖2 6 2〈x− y, Tx− Ty〉.

Portanto, T é firmemente não expansivo se ∀x,y ∈ K

〈Tx− Ty, x− y〉 > ‖Tx− Ty‖2.

Teorema 2.2. Seja λ um escalar positivo. Um operador T em H é monótono se, e

somente se, JλT é firmemente não expansivo. Além disso, T é monótono maximal se, e

somente se, JλT é firmemente não expansivo e D(JλT ) = H.



Caṕıtulo 2. Noções Preliminares 6

Demonstração. Usando as definições básicas de operadores temos que:

y ∈ Tx⇐⇒ x ∈ JλT (x+ λy).

Portanto,

T é monótono ⇐⇒ 〈x ′ − x,y ′ − y〉 > 0 ∀ y ∈ T(x),y ′ ∈ T(x ′)

⇐⇒ 〈x ′ − x, λy ′ − λy〉 > 0 ∀ y ∈ Tx,y ′ ∈ Tx ′

⇐⇒ 〈x ′ − x, λy ′ − λy〉+ ‖x ′ − x‖2 > ‖x ′ − x‖2 ∀ y ∈ Tx,y ′ ∈ Tx ′

⇐⇒ 〈(x ′ + λy ′) − (x+ λy), x ′ − x〉 > ‖x ′ − x‖2 ∀ y ∈ Tx,y ′ ∈ Tx ′

⇐⇒ (I+ λT)−1 = JλT é firmemente não expansivo.

Claramente, T é maximal se, e somente se, λT for maximal. Então, pelo Teorema 2.1,

T é maximal se, e somente se, Im(I+λT) = H. Isso é verdade se, e somente se, (I+λT)−1

tem domı́nio igual a H, estabelecendo assim a segunda afirmação.

Definição 2.7. Seja {xk} ⊂ H, dizemos que

1. Uma sequência {xk} ⊂ H converge fortemente para x ∈ H (xk → x) se, e somente

se, lim
n→∞ ‖xk − x‖ = 0.

2. Uma sequência {xk} ⊂ H converge fracamente para x ∈ H (xk ⇀ x) se, e somente

se, lim
n→∞〈xk − x,w〉 = 0, ∀w ∈ H.

Definição 2.8. As sequências {yk} em H é Fejér convergente a um conjunto não vazio

U ⊂ H se

‖yk+1 − u‖ 6 ‖yk − u‖, ∀k > 0,∀u ∈ U.

Decorrente das definições acima, disporemos o seguinte resultado.

Proposição 2.2. Se {yk} é Fejér convergente para U 6= ∅, então {yk} é limitada. Além

disso, se todo ponto de acumulação fraca de {yk} pertence a U, então yk converge fraca-

mente para um ponto de U.

Demonstração. Da definição de Fejér convergente segue que

‖yk‖− ‖u‖ 6 ‖yk − u‖ 6 ‖yk−1 − u‖ 6 . . . 6 ‖y0 − u‖.

(2.2)
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Logo, para todo k ∈ N

‖yk‖ 6 ‖y0 − u‖+ ‖u‖.

Portanto, {yk} é limitada. Seja y, x ∈ U pontos de acumulação fraco de {yk}. Então

existem {ymj}, {ylj} ⊂ {yk}, tal que, ymj ⇀ y e ylj ⇀ x. Dáı, ‖yk − y‖ e ‖yk − x‖ são

sequências convergentes, pois são não crescentes e limitadas, decorrente da definição de

Fejér convergente. Observe que,

2〈yk, x− y〉 = ‖yk − y‖2 − ‖yk − x‖2 + ‖x‖2 − ‖y‖2.

Desse modo, 〈yk, x−y〉 converge também, digamos que 〈yk, x−y〉 → l ∈ R. Passando o

limite ao longo de {ymj} e ao longo de {ylj} segue que l = 〈y, x− y〉 = 〈x, x− y〉. Então,

‖x− y‖2 = 0, ou seja, x = y. Logo, yk converge fracamente para um ponto de U.

Definição 2.9. Seja T : H ⇒ H um operador. Dizemos que T é fracamente fechado

se xn ∈ D(T) com xn ⇀ x ∈ H, tal que exista yn ∈ T(xn) com yn ⇀ y ∈ H, então

x ∈ D(T) e y ∈ T(x).

Lema 2.1.1. Seja {yk}, {xk} ⊂ H e T um operador monótono maximal tais que yk → y

e xk ⇀ x com yk ∈ T(xk), então y ∈ T(x).

Demonstração. Ver [5], Proposição 20.38

Definição 2.10. Seja T : H ⇒ H um operador. Dizemos que x ∈ H é ponto fixo de T ,

se x ∈ T(x).

Denotemos o conjunto de pontos fixos de T por FixT = {x : x ∈ T(x)} e Tnx =

T(T(T · · · T(x)))︸ ︷︷ ︸
n−fatores

.

Proposição 2.3. Seja T : H → H não expansivo de K para K. Se FixT 6= ∅ e ∀x ∈

K, Tn+1x− Tnx→ 0 , com n→∞, então Tnx⇀ x ∈ K,onde x = Tx.

Demonstração. Definamos a sequência x0 = x e xn+1 = Txn. Observe que xn = Tnx.

Além disso, sendo ξ um ponto fixo de T e do fato de T ser não expansivo segue que,

‖xn+1 − ξ‖ = ‖Txn − Tξ‖ 6 ‖xn − ξ‖.
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Portanto (xn)n∈N é Féjer convergente com relação ao conjunto dos pontos fixos de T .

Seja x um ponto de acumulação fraco de (xn)n∈N e xnk ⇀ x. Desse modo, segue que

xnk − Txnk → 0. Além disso,

‖xnk − Tx‖2 = ‖xnk − x+ x− Tx‖2

= ‖xnk − x‖2 + ‖x− Tx‖2 + 2〈xnk − x, x− Tx〉.

Então,

‖x− Tx‖2 = ‖xnk − Tx‖2 − ‖xnk − x‖2 − 2〈xnk − x, x− Tx〉

= ‖xnk − Txnk + Txnk − Tx‖2 − ‖xnk − x‖2 − 2〈xnk − x, x− Tx〉

= ‖xnk − Txnk‖2 + ‖Txnk − Tx‖2 + 2〈xnk − Txnk , Txnk − Tx〉

− ‖xnk − x‖2 − 2〈xnk − x, x− Tx〉.

Como ‖xnk − x‖ > ‖Txnk − Tx‖, temos

‖x− Tx‖2 6 ‖xnk − Txnk‖2 + ‖xnk − x‖2 + 2〈xnk − Txnk , Txnk − Tx〉

− ‖xnk − x‖2 − 2〈xnk − x, x− Tx〉

= ‖xnk − Txnk‖2 + 2〈xnk − Txnk , Txnk − Tx〉− 2〈xnk − x, x− Tx〉 → 0,

pois xnk − x⇀ 0 e xnk − Txnk → 0. Logo x = Tx, ou seja, x é ponto fixo de T.

Portanto, como (xn)n∈N é Féjer convergente com relação aos pontos fixos de T e seus

pontos de acumulação fraco pertence ao mesmo, segue que xn ⇀ x.

Definição 2.11. Seja T : H → H. Dizemos que T é assintoticamente regular se Tnx −

Tn+1x→ 0, em norma, para todo x ∈ H.

Uma condição suficiente para operadores firmemente não expansivo sejam assintotica-

mente regular é o seguinte.

Lema 2.1.2. Seja T : H → H firmemente não expansivo com FixT 6= ∅. Então T é

assintoticamente regular.

Demonstração. Sendo FixT 6= ∅, então existe z ∈ H tal que Tz = z. Dáı, construimos a

sequência x0 = x ∈ H, xk = Tkx. Como T é firmemente não expansivo segue que,

‖xk+1 − z‖ = ‖Tk+1x− z‖ = ‖T(Tkx) − Tz‖ 6 ‖Tkx− z‖ = ‖xk − z‖.
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Logo a sequência xk é Fejér convergente com relação ao FixT . Desse modo, ‖xk − z‖ →

c ∈ R, pois a sequência ‖xk − z‖ é monótona e limitada. Dáı, usando o fato de T ser

firmemente não expansivo,

‖Tk+1x− Tkx‖2 = ‖Txk − xk‖2

= ‖Txk − xk + z− z‖2

= ‖Txk − xk + z− Tz‖2

= ‖(T − I)xk − (T − I)z‖2

6 ‖xk − z‖2 − ‖Txk − Tz‖2

= ‖xk − z‖2 − ‖xk+1 − z‖2 → 0.

Logo (Tk+1x− Tkx)→ 0.



Caṕıtulo 3

Algoritmo de decomposição para

operadores monótonos maximais

As notações, resultados e as motivações deste caṕıtulos foram retiradas de [21]. Sejam

A,B : H ⇒ H operadores monótonos maximais, tal que A + B seja monótono maximal.

Considere o seguinte problema: Achar u ∈ H tal que 0 ∈ (A+ B)(u), ou seja,

∃u ∈ H,a ∈ A(u),b ∈ B(u);a+ b = 0. (3.1)

Denotaremos o conjunto solução de (3.1) por S. Esse problema inclui, casos especiais:

programação convexa, desigualdade varicional e o problema de viabilidade convexa.

Em 1956, Douglas e Rachford [12] propuseram o seguinte algoritmo:

un+1 = (I+ λB)−1[(I+ λA)−1(I− λB) + λB]un (3.2)

para resolver o problema (3.1), no caso em que A e B são ponto-ponto. Em 1979, Lions

e Mercier[21] propuseram um novo algoritmo da seguinte maneira:

Alg. de Lions e Mercier

Passo 1. Dado u0 ∈ D(B), escolhemos b0 ∈ B(u0) e definimos v0 = u0 + λb0 com λ > 0, de

tal maneira que u0 = JλBv
0.

Passo 2. Definimos por recorrencia a sequência vn para n > 1 satisfazendo a seguinde

equação,

vn+1 = JλA(2J
λ
B − I)vn + (I− JλB)v

n. (3.3)

10
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Observe que pelo Teorema de Minty (ver Teorema 2.1) o Algoritmo (3.3) está bem de-

finido, e se A ou B forem iguais a zero, são equivalentes ao algoritmo ponto proximal

de Rockafellar [28]. Além disso, no caso de A e B forem ponto-ponto o Alg. de Lions

e Mercier é equivalente Algoritmo de Douglas-Rachford (3.2). De fato, supondo que é

un = JλBv
n para n, mostremos que é válido para n+ 1. Assim,

un+1 = (I+ λB)−1[(I+ λA)−1(I− λB) + λB]un

⇔ un+1 = JλB[J
λ
A(I− λB) + λB]J

λ
Bv
n

⇔ un+1 = JλB[J
λ
A(2I− (I+ λB)) + (I+ λB) − I]JλBv

n

⇔ un+1 = JλB[J
λ
A(2J

λ
B − (I+ λB)JλB) + (I+ λB)JλB − JλB]v

n

⇔ un+1 + λBun+1 = JλA(2J
λ
B − I)vn + (I− JλB)v

n = vn+1

⇔ un+1 = JλBv
n+1.

A seguir estudaremos o Alg. de Lions e Mercier pelo fato de ser mais geral, pela facilidade

na análise de convêrgencia e pela sua aplicação em problemas de viabilidade convexa, o

qual faremos no próximo caṕıtulo.

Agora veremos a convergência para o Alg. Lions e Mercier.

Precisamos primeiro de alguns resultados.

Lema 3.0.1. Sejam T1 e T2 dois operadores firmemente não expansivo de K para K, então

S = T1(2T2 − I) + I− T2 é fimimente não expansivo. Mais precisamente,

〈Sx− Sy, x− y〉 > ‖Sx− Sy‖2 + 〈T2x− T2y, (I− T2)x− (I− T2)y〉. (3.4)

Demonstração. Veja que,

‖Sx− Sy‖2 = 〈T1(2T2 − I)x+ (I− T2)x− T1(2T2 − I)y− (I− T2)y,

T1(2T2 − I)x+ (I− T2)x− T1(2T2 − I)y− (I− T2)y〉

= ‖T1(2T2 − I)x− T1(2T2 − I)y‖2 + ‖(I− T2)x− (I− T2)y‖2

+ 2〈T1(2T2 − I)x− T1(2T2 − I)y, (I− T2)x− (I− T2)y〉.
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Como T1 é firmemente não expansivo,

‖Sx− Sy‖2 6 〈T1(2T2 − I)x− T1(2T2 − I)y, (2T2 − I)x− (2T2 − I)y〉

+ ‖(I− T2)x− (I− T2)y‖2

+ 2〈T1(2T2 − I)x− T1(2T2 − I)y, (I− T2)x− (I− T2)y〉

= 〈T1(2T2 − I)x− T1(2T2 − I)y, x− y〉+ ‖(I− T2)x− (I− T2)y‖2

= 〈T1(2T2 − I)x− T1(2T2 − I)y, x− y〉

+ 〈(I− T2)x− (I− T2)y, x− T2x− y+ T2y〉

= 〈T1(2T2 − I)x− T1(2T2 − I)y, x− y〉+ 〈(I− T2)x− (I− T2)y, x− y〉

+ 〈(I− T2)x− (I− T2)y, T2y− T2x〉

= 〈(T1(2T2 − I)x+ x− T2x) − (T1(2T2 − I)y+ y− T2y), x− y〉

− 〈(I− T2)x− (I− T2)y, T2x− T2y〉

= 〈Sx− Sy, x− y〉− 〈(I− T2)x− (I− T2)y, T2x− T2y〉.

O que prova (3.4).

Aplicaremos o Lema 3.0.1 a

G(λ) = JλA(2J
λ
B − I) + I− JλB, (3.5)

e notemos que o Algoritmo pode ser escrito

vn+1 = G(λ)vn.

Usaremos a seguinte notação

v = u+ λb, w = u+ λa,

onde u,a e b satisfazem (3.1). Observe que,

2u− v = 2u− u− λb

= u− λb

= w− λa− λb

= w− λ(a+ b) = w.
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Proposição 3.1. O operador G(λ) definido em (3.5) é firmemente não expansivo e sa-

tisfaz

〈G(λ)x−G(λ)y, x− y〉 > ‖G(λ)x−G(λ)y‖2 + 〈(I− JλB)x− (I− JλB)y, JλBx− J
λ
By〉.

(3.6)

Então, assumindo S 6= ∅, temos

vn ⇀ v∗ ,onde v∗ = G(λ)v∗, (3.7)

un é limitada e un+1 − un → 0

Demonstração. Pelo Teorema de Minty (Teorema 2.1) segue que JλA e JλB são firmemente

não expansivo. Do Lema 3.0.1 segue (3.6). Seja u = JλBv, onde u ∈ S. Dessa forma,

G(λ)v = JλA(2J
λ
B − I)v+ v− JλBv

= JλA(2J
λ
Bv− v) + v− u

= JλA(2u− v) + v− u

= JλA(w) + v− u

= u+ v− u = v

Portanto G(λ) possui ponto fixo. Como foi provado que G(λ) é firmemente não expansivo,

então pela Lema 2.1.2 segue que vn+1 − vn → 0, e pela Proposição 2.3 vn ⇀ v∗ onde v∗

é ponto fixo de G(λ).

Observe que do fato de JλB ser firmemente não expansivo, temos que,

‖un+1 − un‖2 = ‖JλBvn+1 − JλBv
n‖2

6 〈JλBvn+1 − JλBv
n, vn+1 − vn〉

6 ‖JλBvn+1 − JλBv
n‖‖vn+1 − vn‖

6 ‖vn+1 − vn‖2 → 0

Então, un+1 − un → 0.

Seja u∗ = JλBv
∗, então

‖un − u∗‖ = ‖JλBvn − JλBv
∗‖

6 ‖vn − v∗‖.

Como toda sequência fracamente convergente é limitada segue que {un} é limitada.
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Teorema 3.1. Sob a suposição que S 6= ∅, a sequência {vn} gerada pelo Alg. de Lions e

Mercier, converge fracamente para v∗ ∈ H, com n→∞ tal que u∗ = JλBv
∗ ∈ S .

Demonstração. Pela Proposição 3.1 segue que vn ⇀ v∗ tal que v∗ ∈ FixG(λ). Definamos

u∗ = JλBv
∗. Dáı,

v∗ = G(λ)v∗ = JλA(2J
λ
Bv
∗ − v∗) + v∗ − JλBv

∗

= JλA(2u
∗ − v∗) + v∗ − u∗,

ou seja,

u∗ = JλA(2u
∗ − v∗).

Como u∗ = JλBv
∗, escolhemos t ∈ B(u∗) tal que v∗ = u∗ + λt. Dáı,

u∗ = JλA(2u
∗ − u∗ − λt)

⇒ u∗ = JλA(u
∗ − λt)

⇒ u∗ − λt ∈ u∗ + λA(u∗)

⇒ −t ∈ A(u∗).

Portanto 0 ∈ (A+ B)(u∗), ou seja, u∗ ∈ S.

Do Teorema acima temos o seguinte resultado.

Corolário 3.1. Assuma que JλB é fracamente fechado, então sob a suposição que S 6= ∅ ,

un converge fracamente para uma solução u∗ = JλBv
∗ ∈ S.

Demonstração. Pelo Teorema 3.1, vn ⇀ v∗ onde u∗ = JλBv
∗ ∈ S. Como a sequência un é

limitada, para toda subsequência un
′

convergindo fracamente para u ∈ H, dáı

u = lim
n ′→∞un

′
= lim
n ′→∞ JλBvn

′
= JλBv

∗ = u∗.

Portanto, a sequência un converge para u∗



Caṕıtulo 4

Douglas-Rachford e o problema de

Viabilidade Convexa

As notações, resultados e as motivações deste caṕıtulos foram retiradas de [7]. Aqui,

mostraremos a relação entre achar um zero da soma de operadores e o de resolver o

problema de viabilidade convexa. Como vimos,

Problema 4.1. Sejam T1 e T2 operadores em H monótonos maximais, o problema de

encontrar zero da soma de operadores monótonos maximais se resume em:

Encontrar z ∈ H tal que 0 ∈ (T1 + T2)(z). (4.1)

Por outro lado,

Problema 4.2. Sejam C1 e C2 conjuntos convexos, fechados e não vazio, o problema da

viabilidade convexa para dois conjuntos convexos se resume em:

Encontrar c ∈ H tal que: c ∈ C1 ∩ C2 (4.2)

Vamos mostrar a equivalência entre os problemas (4.1) e (4.2) para casos espećıficos

de T1 e T2. Consideremos o cone normal dos conjuntos C1 e C2, isto é, Ti = NCi para

i = 1, 2. Pelo Exemplo 2.1 item (ii) Ti é monótono maximal. Dáı basta mostrar que se

x ∈ Ci ⇐⇒ Ti(x) 6= ∅ ⇐⇒ 0 ∈ Ti(x). (4.3)

Então,

15



Caṕıtulo 4. Douglas-Rachford e o problema de Viabilidade Convexa 16

x̄ resolve (4.2)⇐⇒ 0 ∈ (T1 + T2)(x̄). (4.4)

De fato, se x̄ é solução de (4.2), então x̄ ∈ C1 ∩ C2 =⇒ x̄ ∈ C1, x̄ ∈ C2, dáı por

(4.3) temos que 0 ∈ T1(x̄) e 0 ∈ T2(x̄), Notemos que x̄ ∈ C1 ∩ C2 = D(NC1
) ∩D(NC2

) =

D(T1 + T2), que nos resulta:

0 ∈ (T1 + T2)(x̄).

Agora, a volta. Se x̄ é tal que 0 ∈ (T1 + T2)(x̄), logo x̄ ∈ D(T1) e x̄ ∈ D(T2), dáı

T1(x̄) 6= ∅ e T2(x̄) 6= ∅ novamente por (4.3) temos que x̄ ∈ C1 e x̄ ∈ C2, logo x̄ é solução

de (4.2). O que nos dá a equivalência entre o problema (4.1) e (4.2) como queŕıamos.

Consideremos o problema de viabilidade convexa de N conjuntos :

Encontrar x ∈
N⋂
i=1

Ci 6= ∅ onde Ci ⊆ H são fechados e convexos. (4.5)

O problema de viabilidade convexa é fundamental em muitas áreas de aplicação, como

recuperação de imagem, planejamento de tratamento por radioterapia, cristalografia, entre

outras áreas.

Definição 4.1. Dado um conjunto C ⊆ H e um ponto x ∈ H, a melhor aproximação

para x de C é um ponto p ∈ C tal que,

‖p− x‖ = d(x,C) = inf
s∈C
‖x− s‖. (4.6)

Se para cada x ∈ H existe um ponto p, então C é dito proximal. Além disso, se p é sempre

único é dito de Chebyshev. No último caso, a projeção para C é o operador PC : H → C

que associa cada x para o único ponto mais próximo e escrevemos PC(x) = p. A reflexão

sobre C é o operador RC : H→ H definido por RC := 2PC − I.

Proposição 4.1. Seja C ⊆ H não vazio, fechado e convexo. Então:

1. C é Chesbyshev

2. (Caracterização de projeção)

PC(x) = p⇔ p ∈ C e 〈x− p, c− p〉 6 0, ∀c ∈ C.
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3. (Caracterização de reflexão)

RC(x) = r⇔
1

2
(r+ x) ∈ C e 〈x− r, c− r〉 6 1

2
‖x− r‖2, ∀c ∈ C.

4. (Fórmula de translação) Para y ∈ H,Py+C(x) = y+ PC(x− y).

5. (Fórmula da dilatação) Para 0 6= λ ∈ R,PλC(x) = λPC

(x
λ

)
.

6. Se C é um subespaço então PC é linear.

7. Se C é um subespaço afim então PC é afim.

Demonstração. 1. Devemos mostrar que para todo x ∈ H existe um único p ∈ C, tal

que

‖p− x‖ = d(x,C) = inf
y∈C
‖y− x‖ = d.

De fato, da definição de ı́nfimo podemos tomar uma sequência (xn)n∈N ⊂ C, tal que

para todo n ∈ N,

d 6 ‖xn − x‖ 6 d+
1

n
. (4.7)

Pela lei do paralelograma segue que,

2‖xm − x‖2 + 2‖xn − x‖2 = ‖xm − x+ xn − x‖2 + ‖xm − x− xn + x‖2

= ‖(xm + xn) − 2x‖2 + ‖xm − xn‖2.

Como C é convexo segue que
xm + xn

2
∈ C. Da igualdade acima temos,

‖xm − xn‖2 = 2‖xm − x‖2 + 2‖xn − x‖2 − ‖(xm + xn) − 2x‖2

= 2‖xm − x‖2 + 2‖xn − x‖2 − 4

∥∥∥∥(xm + xn

2

)
− x

∥∥∥∥2
6 2

(
d+

1

m

)2

+ 2

(
d+

1

n

)2

− 4d2.

Fazendo n,m→∞ segue que,

‖xm − xn‖2 6 2

(
d+

1

m

)2

+ 2

(
d+

1

n

)2

− 4d2 → 2d2 + 2d2 − 4d2 = 0.

Logo xn é uma sequência de Cauchy. Como toda sequência de Cauchy em H

converge e do fato de C ser fechado segue que xn → p ∈ C. Dáı por (4.7),

d < ‖xn − x‖ < d+
1

n
→ d.
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Logo, d(x,C) = ‖x− p‖.

Agora resta provar a unicidade. Seja q ∈ C, tal que ‖x− q‖ = d, dáı

4d2 = 2d2 + 2d2 = 2‖x− p‖2 + 2‖x− q‖2

= ‖x− p+ x− q‖2 + ‖p− q‖2

= ‖2x− (p+ q)‖2 + ‖p− q‖2

= 4

∥∥∥∥x− p+ q

2

∥∥∥∥2 + ‖p− q‖2.
Do fato de C ser convexo temos,

‖p− q‖2 = 4d2 − 4

∥∥∥∥x− p+ q

2

∥∥∥∥2 6 4d2 − 4d2 = 0.

Logo p = q.

2. (⇒) Seja p = PC(x), por 1, p ∈ C. Além disso, como C é convexo e p ∈ C

segue que para qualquer c ∈ C, (1 − α)p + αc ∈ C, onde α ∈ (0, 1). Do fato de

‖x− p‖ 6 ‖x− ((1 − α)p+ αc)‖ segue que,

0 > ‖x− p‖2 − ‖x− ((1 − α)p+ αc)‖2

= ‖x− p‖2 − ‖x− p+ p− ((1 − α)p+ αc)‖2

= ‖x− p‖2 − ‖x− p‖2 − ‖p− ((1 − α)p+ αc)‖2 − 2〈x− p,p− ((1 − α)p+ αc)〉

= −α2‖p− c‖2 − 2α〈x− p,p− c〉.

Dividindo ambos os lados da desigualde por 2α e fazendo α→ 0 temos,

−〈x− p,p− c〉 6 0⇒ 〈x− p, c− p〉 6 0,∀c ∈ C.

(⇐) Suponhamos que p ∈ C e 〈x− p, c− p〉 6 0 ∀c ∈ C. Então,

0 > 〈x− p, c− p〉

=
1

2
(〈x− p, c− p〉+ 〈x− p, c− p〉)

=
1

2
(〈x− p, c− x+ x− p〉+ 〈x− c+ c− p, c− p〉)

=
1

2
(‖x− p‖2 + 〈x− p, c− x〉+ 〈x− c, c− p〉+ ‖c− p‖2)

=
1

2
(‖x− p‖2 + 〈x− p− c+ p, c− x〉+ ‖c− p‖2)

=
1

2
(‖x− p‖2 + ‖c− p‖2 − ‖c− x‖2)

>
1

2
(‖x− p‖2 − ‖c− x‖2)
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Logo ‖x− p‖ 6 ‖c− x‖ ∀c ∈ C. Então p é a projeção de x em C.

3. Se RC(x) = r, então 2PC(x) − x = r, ou seja,
r+ x

2
= PC(x) ∈ C. Além disso, pelo

item 2,

〈x− PC(x), c− PC(x)〉 6 0

⇔
〈
x−

r+ x

2
, c−

r+ x

2

〉
6 0

⇔
〈

1

2
(x− r),

2c− r− x

2

〉
6 0

⇔ 1

4
〈x− r, (2c− 2r) + r− x〉 6 0

⇔ −
1

4
‖x− r‖2 + 1

2
〈x− r, c− r〉 6 0

⇔ 〈x− r, c− r〉 6 1

2
‖x− r‖2

para todo c ∈ C.

4. Observe que para todo r ∈ y+C temos que existe c ∈ C, tal que r = y+ c. Assim,

‖y+ PC(x− y) − x‖ = ‖PC(x− y) − (x− y)‖

6 ‖c− (x− y)‖

= ‖c+ y− x‖ = ‖r− x‖

para todo r ∈ y+ C. Logo, Py+Cx = y+ PC(x− y).

5. Observe que para todo r ∈ λC existe c ∈ C, tal que r = λc. Assim,∥∥∥λPC (x
λ

)
− x
∥∥∥ 6 ∥∥∥λ(c− x

λ

)∥∥∥
= ‖λc− x‖

= ‖r− x‖

para todo r ∈ λC. Logo, PλC(x) = λPC

(x
λ

)
.

6. Devemos mostrar que PC(x + λy) = PC(x) + λPC(y). Denominamos PC(x) = p e

PC(y) = q. Assim pelo item 2 basta mostrar que 〈(x+λy)−(p+λq), c−(p+λq)〉 6 0
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para todo c ∈ C. Assim,

〈(x+ λy) − (p+ λq), c− (p+ λq)〉 = 〈(x− p) + λ(y− q), c− (p+ λq)〉

= 〈x− p, (c− λq) − p〉

+

〈
λ(y− q), λ

(
c− p

λ
− q

)〉
= 〈x− p, (c− λq) − p〉+ λ2

〈
y− q,

c− p

λ
− q

〉

Como C é um subespaço segue que,c− λq ∈ C e
c− p

λ
∈ C. Portanto, pelo item 2,

〈x− p, (c− λq) − p〉 6 0

e 〈
y− q,

c− p

λ
− q

〉
6 0.

Logo,

〈(x+ λy) − (p+ λq), c− (p+ λq)〉 6 0.

7. Como C é um subespaço afim, então C = y + F onde y ∈ H e F ⊂ H é um

subespaço. Dáı, pelo item 4, PC(x) = Py+F(x) = PF(x − y) + y. Pelo item 6,

sabemos que PF(x− y) é linear, logo temos que PC é afim.

4.1 Operador de Douglas-Rachford

Dados C1,C2 ⊂ H conjuntos convexos, fechados e não-vazios definimos o Operador

Douglas-Rachford TC1,C2
: H→ H por

TC1,C2
:=
I+ RC2

RC1

2
.
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Pela definção de RC1
e RC2

temos que,

TC1,C2
=
I+ RC2

RC1

2

=
I+ (2PC2

− I)(2PC1
− I)

2

=
I+ 2PC2

(2PC1
− I) − (2PC1

− I)

2

=
I+ 2PC2

(2PC1
− I) − 2PC1

+ I

2

=
2PC2

(2PC1
− I) − 2PC1

+ 2I

2

= PC2
(2PC1

− I) − PC1
+ I.

Note que TC2,C1 e TC1,C2 geralmente são distintos. Se C1 é um conjunto afim temos

que TC1,C1
= I. De fato, visto pela demonstração do item 7 da Proposição 4.1 temos que,

PC1
x = PF(x− y) + y, onde PF(x− y) é linear, y ∈ H e F é um subespaço. Assim,

TC1,C1
x = PC1

(2PC1
x− x) + x− PC1

x

= PF(2PF(x− y) + 2y− x− y) + y+ x− PF(x− y) − y

= 2PF(PF(x− y)) + PF(y− x) + x− PF(x− y)

= 2PF(x− y) − PF(x− y) + x− PF(x− y)

= x.

Portanto, concluimos que TC1,C1
= I onde C1 é um subespaço afim.

Proposição 4.2. Sejam C1,C2 ⊆ H fechados, convexos e não-vazios. Então, PC1 é

firmemente não expansivo, RC1
é não expansivo e TC1,C2

é firmemente não expansivo.

Demonstração. Primeiramente, mostraremos que PC1 é firmemente não expansivo. Como

foi visto anteriormente, basta mostrar que

〈x− y,PC1
x− PC1

y〉 > ‖PC1
x− PC1

y‖2,

para quaisquer x e y.De fato, pelo item 2 da Proposição 4.1 ,

〈x− PC1
x,PC1

y− PC1
x〉 6 0

e

〈y− PC1
y,PC1

x− PC1
y〉 6 0.
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Somando ambas desigualdades segue que,

0 > 〈x− PC1
x− y+ PC1

y,PC1
y− PC1

x〉

= 〈x− y+ PC1y− PC1x,PC1y− PC1x〉

= +〈x− y,PC1
y− PC1

x〉+ ‖PC1
y− PC1

x‖2.

Dessa forma,

〈y− x,PC1
y− PC1

x〉 > ‖PC1
y− PC1

x‖2.

Agora iremos mostrar que RA é não expansivo, mas antes observe que para todo α ∈ R,

‖αx+ (1 − α)y‖2 + α(1 − α)‖x− y‖2 = α‖x‖2 + (1 − α)‖y‖2. (4.8)

De fato,

‖αx+ (1 − α)y‖2 + α(1 − α)‖x− y‖2 = ‖α(x− y) + y‖2 + α(1 − α)‖x− y‖2

= α2‖x− y‖2 + ‖y‖2 + 2α〈x− y,y〉

+ α(1 − α)‖x− y‖2

= ‖y‖2 + α〈x− y, 2y〉+ α〈x− y, x− y〉

= ‖y‖2 + α〈x− y, x+ y〉

= ‖y‖2 + α‖x‖2 − α‖y‖2 + α〈x,y〉− α〈y, x〉

= α‖x‖2 + (1 − α)‖y‖2.

Desse modo, veja que,

‖RC1
x− RC1

y‖2 = ‖2PC1
x− x− 2PC1

y+ y‖2

= ‖2(PC1x− PC1y) + (1 − 2)(x− y)‖2.

Assim, por (4.8) e fazendo α = 2,

‖RC1
x− RC1

y‖2 = 2‖PC1
x− PC1

y‖2 + 2‖(PC1
x− x) − (PC1

y− y)‖2 − ‖x− y‖2

⇒ ‖RC1
x− RC1

y‖2 − ‖x− y‖2 = 2(‖PC1
x− PC1

y‖2 + ‖(PC1
− I)x− (PC1

− I)y‖2

− ‖x− y‖2).
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Como PC1
é firmemente não expansivo segue que,

‖PC1
x− PC1

y‖2 + ‖(PC1
− I)x− (PC1

− I)y‖2 6 ‖x− y‖2

⇒ ‖PC1x− PC1y‖2 + ‖(PC1 − I)x− (PC1 − I)y‖2 − ‖x− y‖2 6 0

⇒ ‖RC1
x− RC1

y‖2 − ‖x− y‖2 6 0

⇒ ‖RC1x− RC1y‖ 6 ‖x− y‖.

Logo RC1 é não expansivo.

Por fim, vamos mostrar que TC1,C2
é firmemente não expansivo. Observe que,

2TC1,C2
− I = 2(PC2

(2PC1
− I) − PC1

+ I) − I

= 2PC2
(2PC1

− I) − 2PC1
+ 2I− I

= 2PC2
(2PC1

− I) − 2PC1
+ I

= 2PC2
(2PC1

− I) − (2PC1
− I)

= (2PC2
− I)(2PC1

− I).

Como RC1
= 2PC1

− I e RC2
= 2PC2

− I são não expansivos segue que 2TC1,C2
− I é não

expansivo, então

‖(2TC1,C2
− I)x− (2TC1,C2

− I)y‖2 6 ‖x− y‖2

⇒ ‖(2TC1,C2
x− 2TC1,C2

y) − (x− y)‖2 6 ‖x− y‖2

⇒ ‖2(TC1,C2
x− TC1,C2

y)‖2 + ‖x− y‖2 − 4〈TC1,C2
x− TC1,C2

y, x− y〉 6 ‖x− y‖2

⇒ 4〈TC1,C2x− TC1,C2y, x− y〉 > 4‖TC1,C2x− TC1,C2y‖2

⇒ 〈TC1,C2
x− TC1,C2

y, x− y〉 > ‖TC1,C2
x− TC1,C2

y‖2.

Logo TC1,C2
é firmemente não expansivo.

A classe de mapeamentos não expansivos é fechada sob combinações convexas, com-

posições, etc. A classe de mapeamentos firmimente não expansivos é, contudo, não tão

bem comportada. Por exemplo, até a composição de duas projeções em subespaço não

precisa ser firmemente não expansivo.(Veja [4], exemplo 4.2.5).

Lema 4.1.1. Seja C ⊂ H não vazio, fechado e convexo, então PC é o operador resolvente

de NC.



Caṕıtulo 4. Douglas-Rachford e o problema de Viabilidade Convexa 24

Demonstração. Queremos mostrar que J1NC = PC. Seja x̄ ∈ C tal que x̄ = J1NC(x), dáı

x̄ = (NC + I)−1(x) ou ainda

x = NC(x̄) + x̄ =⇒ NC(x̄) = x− x̄

Pela definição do operador cone normal (Exemplo 2.1) temos que:

〈x− x̄,y− x̄〉 6 0; ∀y ∈ C

e pelo Proposição 4.1 item 2 temos que x̄ = PC(x) como queŕıamos.

Teorema 4.1. Sejam C1,C2 ⊆ H fechados e convexos com interseção não vazia. Para

todo x0 ∈ H, a sequência TnC1,C2
x0 converge fracamente para um ponto x, tal que PC1

x ∈

C1 ∩ C2.

Demonstração. Como vimos no Caṕıtulo 3 o Alg. de Lions e Mercier, converge para uma

solução. Tomando A = NC1 e B = NC2 temos que A e B são monótonos maximáis.

O Teorema 4.1 fornece um algoritmo iterativo para resolver problemas de viabilidade

convexa de 2 conjuntos. Para aplicações envolvendoN > 2 conjuntos resolveremos de duas

maneiras: A primeira é ultilizando o método de iterações ćıclicas de Douglas-Rachford,

através de operadores firmementes não expansivos. A segunda forma é uma formulação

equivalente de 2 conjuntos colocada no produto de espaço HN.

4.2 Composição de Operadores

Sejam Ti, Tj operadores denotaremos a composição por:

Ti ◦ Tj := TiTj.

A composição de operadores firmemente não expansivos é sempre não expansiva. Con-

tudo, operadores não expansivos não precisam ser assintoticamente regular. Por exemplo,

a reflexão em relação a um ponto, claramente não é; nem a maioria das rotações. A seguir,

uma condição suficiente para operadores assintoticamente regular.

Lema 4.2.1. Seja Ti : H → H firmemente não expansivo, para cada i ∈ {1, 2, . . . , r}, e

defina T := Tr . . . T2T1. Se FixT 6= ∅ então T é assintoticamente regular.
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Demonstração. Definamos a sequência x0 = x ∈ H e xn+1 = Tr . . . T1x
n. Para mostrar

que T é assintoticamente regular devemos mostrar que xn − xn+1 → 0. De fato, seja

y ∈ FixT , então Ty = y. Assim,

‖xn+1 − y‖2 = ‖Txn − Ty‖2

= ‖Tr(Tr−1 . . . T1x
n) − Tr(Tr−1 . . . T1y)‖2

6 ‖Tr−1 . . . T1x
n − Tr−1 . . . T1y‖2 − ‖(I− Tr)(Tr−1 . . . T1)x

n

− (I− Tr)(Tr−1 . . . T1)y‖2,

pois Tr é firmemente não expansivo. Seguindo o racioćınio e usando que Ti é firmemente

não expansivo para cada i segue que,

‖xn+1 − y‖2 6‖xn − y‖2 − ‖(I− T1)xn − (I− T1)y‖2 − ‖(I− T2)T1xn − (I− T2)T1y‖2

− . . . − ‖(I− Tr−1)Tr−2 . . . T1x
n − (I− Tr−1)Tr−2 . . . T1y‖2

− ‖(I− Tr)Tr−1 . . . T1x
n − (I− Tr)Tr−1 . . . T1y‖2.

Portanto, xn é Féjer convergente com relação ao FixT , o que implica que ‖xn − y‖ é

convergente. Da mesma desigualdade concluimos que,

(I− T1)x
n − (I− T1)y→ 0

(I− T2)T1x
n − (I− T2)T1y→ 0

... (4.9)

(I− Tr−1)Tr−2 . . . T1x
n − (I− Tr−1)Tr−2 . . . T1y→ 0

(I− Tr)Tr−1 . . . T1x
n − (I− Tr)Tr−1 . . . T1y→ 0.

Assim, somando as equações de (4.9)

xn − y− Txn + Ty→ 0

⇒ xn − Txn → 0,

ou seja, xn − xn+1 → 0.

O Lema a seguir caracteriza pontos fixos de certas composições de operadores firme-

mente não expansivo.

Lema 4.2.2. Seja Ti : H → H, firmemente não expansivo, para cada i ∈ {1, 2, . . . , r}, e

defina T := Tr . . . T2T1. Se

r⋂
i=1

FixTi 6= ∅ então FixT =

r⋂
i=1

FixTi.
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Demonstração. Mostaremos por indução.

(i) Para r = 2.

Seja x ∈ FixT1 ∩ FixT2, então T1T2x = T1x = x, portanto x ∈ FixT , ou seja,

FixT1 ∩ FixT2 ⊂ FixT . Agora seja x ∈ FixT e y ∈ FixT1 ∩ FixT2, consideremos 3

casos

(a) Se T2x ∈ FixT1, então T2x = T1T2x = x. Dessa forma, x ∈ FixT1 ∩ FixT2.

(b) Se x ∈ FixT2, então T1x = T1T2x = x. Assim, x ∈ FixT1 ∩ FixT2.

(c) Se T2x /∈ FixT1 e x /∈ FixT2. Como T1 e T2 são firmemente não expansivo,

‖x− y‖2 = ‖T1T2x− T1T2y‖2

6 ‖T2x− T2y‖2 − ‖(I− T1)T2x− (I− T1)T2y‖2

6 ‖x− y‖2 − ‖(I− T2)x− (I− T2)y‖2 − ‖(I− T1)T2x− (I− T1)T2y‖2

Como x /∈ FixT2,

‖(I− T2)x− (I− T2)y‖ = ‖x− T2x− (y− T2y)‖

= ‖x− T2x− (y− y)‖

= ‖x− T2x‖ 6= 0.

Então,

‖x− y‖2 < ‖x− y‖2

o que é um absurdo. Logo o terceiro caso não pode acontecer. Assim,

FixT1 ∩ FixT2 = FixT .

(ii) Suponhamos que r > 2 e que seja válido para r = n, então para r = n+ 1 é válido.

De fato, seja R1 = Tn . . . T1 e R2 = Tn+1. Pelo item i temos que,

FixTn+1 . . . T1 = FixR2R1

= FixR2 ∩ FixR1

= FixTn+1 ∩ FixTn . . . T1.

Assim, por hipótese de indução

FixTn+1 . . . T1 =

n+1⋂
i=1

FixTi.
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Logo FixT =

r⋂
i=1

FixTi.

Veja o seguinte resultado.

Teorema 4.2. Seja T : H→ H linear, não expansivo e assintoticamente regular. Então,

para todo x0 ∈ H,

Tnx0 → PFixTx0

Demonstração. Definamos a sequência x0 e xn+1 = Txn. Por hipotese T é linear, então

T0 = T(x− x) = Tx− Tx = 0,

ou seja, 0 ∈ FixT . Além disso, pelo fato de T ser não expansivo,

‖xn+1‖ = ‖xn+1 − 0‖ = ‖Txn − T0‖

6 ‖xn − 0‖ = ‖xn‖.

Dessa forma, existe l > 0, tal que ‖xn‖ → l. Agora seja m ∈ N, então para cada n ∈ N

‖xn+1+m + xn+1‖ = ‖Txn+m − T(−xn)‖ 6 ‖xn+m + xn‖. (4.10)

Pela lei do paralelograma,

‖xn+m + xn‖2 + ‖xn+m − xn‖2 = 2(‖xn+m‖2 + ‖xn‖2)

⇒ ‖xn+m + xn‖2 = 2(‖xn+m‖2 + ‖xn‖2) − ‖xn+m − xn‖2. (4.11)

Observe que,

‖xn+m − xn‖ = ‖xn+m − xn+m−1 + xn+m−1 − xn+m−2 + . . . + xn+1 − xn‖

6 ‖xn+m − xn+m−1‖+ ‖xn+m−1 − xn+m−2‖+ . . . + ‖xn+1 − xn‖.

Como T é assintoticamente regular, implica que ‖xn+m − xn‖ → 0, quando n → ∞.

Entretanto, por (4.10), (4.11) e usando o fato que ‖xn‖ → l, segue que ‖xn+m+xn‖ → 2l

para suficientemente grande. De (4.11)

‖xn+m − xn‖2 = 2(‖xn+m‖2 + ‖xn‖2) − ‖xn+m + xn‖2 → 2(l2 + l2) − 4l2 = 0.

Portanto, (xn)n∈N é uma sequência de Cauchy e assim xn → x ∈ H. Além disso,

xn+1 → x, então

x = lim
n→∞ xn+1 = lim

n→∞ Txn = Tx,
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ou seja, x ∈ FixT . Resta mostrar que x = PFixTx
0, mas antes vamos mostrar que

p ∈ PCx⇔ [p ∈ C e ∀y, z ∈ C 〈y− z, x− p〉 = 0] (4.12)

onde C é um subespaço afim e fechado. De fato, seja y, z ∈ C. Como C é um subespaço,

2PCx− y ∈ C e pela Proposição 4.1 item 2

〈y− PCx, x− PCx〉 6 0.

Pelo o mesmo argumento,

−〈y− PCx, x− PCx〉 = 〈−y+ PCx, x− PCx〉

= 〈(2PCx− y) − PCx, x− PCx〉 6 0

, ou seja, 〈y− PCx, x− PCx〉 > 0. Logo, 〈y− PCx, x− PCx〉 = 0. Da mesma forma para

z obtemos 〈z− PCx, x− PCx〉 = 0. Assim,

〈y− PCx, x− PCx〉− 〈z− PCx, x− PCx〉 = 0

⇒ 〈y− z, x− PCx〉 = 0.

Para finalizar iremos mostrar que limn→∞ PFixTxn = PFixTx
0. De fato, denominaremos

de V = FixT . Fixemos n ∈ N,α > 1 e yα = αPVx
0 + (1 − α)PVx

n. Como T é linear

segue yα ∈ V . Da definição de yα segue que

α(PVx
0 − PVx

n) = yα − PVx
n.

Assim,

α2‖PVxn − PVx
0‖2 = ‖PVxn − yα‖2

6 ‖xn − PVx
n‖2 + ‖PVxn − yα‖2

= ‖xn − PVx
n‖2 + ‖PVxn − yα‖2 + 2〈xn − PVx

n,PVx
n − yα〉,

pois 〈xn − PVx
n,PVx

n − yα〉 = 0, devido a (4.12). Desse modo,

α2‖PVxn − PVx
0‖2 6 ‖xn − PVx

n + PVx
n − yα‖2

= ‖xn − yα‖2.

Observe que, para todo y ∈ V segue que ‖xn+1 − y‖ 6 ‖xn − y‖. Portanto,

α2‖PVxn − PVx
0‖2 6 ‖x0 − yα‖2

= ‖x0 − PVx0 + PVx0 − yα‖2

= ‖x0 − PVx0‖2 + ‖PVx0 − yα‖2
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pois, 〈x0−PVx0,PVx0−yα〉 = 0, por (4.12). Novamente pela definição de yα, concluimos

que

yα − PVx
0 = αPVx

0 + (1 − α)PVx
n − PVx

0

= (1 − α)(PVx
n − PVx

0).

Dáı,

α2‖PVxn − PVx
0‖2 6 ‖x0 − PVx0‖2 + (1 − α)2‖PVxn − PVx

0‖2

⇒ (α2 − (1 − α)2)‖PVxn − PVx
0‖2 6 ‖x0 − PVx0‖2

⇒ (2α− 1)‖PVxn − PVx
0‖2 6 ‖x0 − PVx0‖2

⇒ ‖PVxn − PVx
0‖2 6 1

2α− 1
‖x0 − PVx0‖2.

Fazendo α→∞, segue que PVx
n = PVx

0. Logo,

x = lim
n→∞PVxn = PVx

0

o que conclui a prova.

Corolário 4.1. Seja Ti : H → H firmemente não expansivo, para cada i ∈ {1, 2, . . . , r},

com

r⋂
i=1

FixTi 6= ∅ e defina T := Tr . . . T1. Então, para todo x0 ∈ H, Tnx0 converge

fracamente para um elemento de FixT =

N⋂
i=1

FixTi. Além disso, se T é linear, então Tnx0

converge, fortemente, para PFixTx
0.

Demonstração. Como T é uma composição de operadores não expansivo, segue que T é

não expansivo. Pelo Lema 4.2.2 temos que FixT =

r⋂
i=1

FixTi 6= ∅. Dáı, pelo Lema 4.2.1

T é assintoticamente regular. Dessa forma pela Proposição 2.3, para todo x0 ∈ H, Tnx0

converge fracamente para um elemento de FixT . Além disso, se T for linear, pelo Teorema

4.2 Tnx0 converge fortemente para PFixTx
0.

Notemos que a verificação de muitos resultados desta seção podem ser simplificado

para o casos especiais que exigimos.

4.3 Iterações Ciclicas de Douglas-Rachford.

Agora estamos prontos para apresentar nosso primeiro algoritmo de projeção, o método

ćıclico de iteração de Douglas-Rachford. Seja C1,C2, . . . ,CN ⊆ H e defina T[C1 C2 ... CN] :
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H→ H por,

T[C1 C2 ... CN] := TCN,C1
TCN−1,CN . . . TC2,C3

TC1,C2

=

(
I+ RC1

RCN
2

)(
I+ RCNRCN−1

2

)
. . .

(
I+ RC3

RC2

2

)(
I+ RC2

RC1

2

)
.

Dado x0 ∈ H, o método de iterações ćıclicas de Douglas-Rachford definido repetidamente

por:

xn+1 = T[C1 C2 ... CN]x
n.

Observação 4.1. No caso de dois conjuntos, o operador ćıclico de Douglas-Rachford

torna-se

T[C1 C2] = TC2,C1
TC1,C2

=

(
I+ RC1

RC2

2

)(
I+ RC2

RC1

2

)
.

Isto é, não coincide com o clássico esquema de Douglas-Rachford.

Onde não há ambiguidades tomamos os ı́ndices módulo N e abreviamos TCi,Cj por

Ti,j e T[C1 C2 ... CN] por T[1 2 ...N]. Em particular, T0,1 := TN,1, TN,N+1 := TN,1,C0 := CN e

CN+1 := C1.

Lembramos da seguinte caracterização de operadores de Douglas-Rachford.

Lema 4.3.1. Sejam C1,C2 ⊆ H convexos e fechados com interseção não vazia. Então,

PC1FixTC1,C2 = C1 ∩ C2.

Demonstração. Seja x ∈ C1 ∩ C2 então

TC1,C2
x = PC2

(2PC1
x− x) + x− PC1

x

= PC2(2x− x) + x− x

= PC2
(x) = x.

Assim, C1 ∩ C2 ⊂ PC1
FixTC1,C2

. Por outro lado, seja y ∈ PC1
FixTC1,C2

, então existe

x ∈ FixTC1,C2
tal que y ∈ PC1

x. Observe que y ∈ C1. Do fato de x ∈ FixTC1,C2
segue que,

x = TC1,C2
x⇒ x = PC2

(2PC1
x− x) + x− PC1

x

= PC2(2y− x) + x− y.

Assim, y = PC2
(2y−x), ou seja, y ∈ C2. Portando, y ∈ C1∩C2, implicando PC1

FixTC1,C2
⊂

C1 ∩ C2. Logo, PC1FixTC1,C2 = C1 ∩ C2.
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Agora estamos prontos para apresentar nosso principal resultado em relação à con-

vergência do método de iterações ćıclicas de Douglas-Rachford.

Teorema 4.3. Seja C1,C2, . . . ,CN ⊂ H conjuntos convexos e fechados com interseção

não vazia. Para todo x0 ∈ H a sequência Tn[1 2 ...N]x0 converge fracamente para um ponto

x tal que PCix = PCjx, para todos os ind́ıces i, j. Além disso, PCjx ∈
N⋂
i=1

Ci, para cada

ı́ndice j.

Demonstração. Da Proposição 4.2, Ti,i+1 é fimimente não expansivo, para cada i. Veja

que, se x ∈
N⋂
i=1

Ci, então

Ti,i+1x =
I+ RCi+1

RCi
2

(x)

= PCi+1
(2PCi − I)x+ x− PCix

= PCi+1
(2PCix− x) + x− x

= PCi+1
(2x− x)

= PCi+1
x = x

, ou seja,

N⋂
i=1

FixTi,i+1 ⊇
N⋂
i=1

Ci 6= ∅. Dáı, pelo Corolário 4.1 Tn[1 2 ...N]x
0 converge fraca-

mente para um ponto x ∈ FixT[1 2 ...N] =

N⋂
i=1

FixTi,i+1. Pelo Lema 4.3.1 PCix ∈ Ci ∩Ci+1,
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o que implica PCix ∈ Ci+1, para cada i. Assim,

1

2

N∑
i=2

‖PCix− PCi−1
x‖2 = 〈x, 0〉+ 1

2

N∑
i=2

(‖PCix‖2 − 2〈PCix,PCi−1
x〉+ ‖PCi−1

x‖2)

=

〈
x,

N∑
i=2

(PCi−1
x− PCix) −

N∑
i=2

(PCi−1
x− PCix)

〉

+
‖PC1

x‖2 − ‖PCNx‖2

2
−

N∑
i=2

〈PCix,PCi−1
x〉+

N∑
i=2

‖PCix‖2

=

〈
x,

N∑
i=2

(PCi−1
x− PCix)

〉
+

〈
x,

N∑
i=2

(PCix− PCi−1
x)

〉

+
1

2

N∑
i=2

(‖PCi−1
x‖2 − ‖PCix‖2) −

N∑
i=2

〈PCix,PCi−1
x〉

+

N∑
i=2

‖PCix‖2

=

〈
x,

N∑
i=2

(PCi−1
x− PCix)

〉
−

N∑
i=2

〈PCix,PCi−1
x〉+

N∑
i=2

‖PCix‖2

+

〈
x,

N∑
i=2

(PCix− PCi−1
x)

〉

+
1

2

N∑
i=2

〈PCi−1
x+ PCix,PCi−1

x− PCix〉

=

〈
x,

N∑
i=2

(PCi−1
x− PCix)

〉
−

N∑
i=2

〈PCix,PCi−1
x〉+

N∑
i=2

‖PCix‖2

+
1

2

N∑
i=2

〈2x− PCi−1
x− PCix,PCix− PCi−1

x〉

=

〈
x,

N∑
i=2

(PCi−1
x− PCix)

〉
−

N∑
i=2

〈PCix,PCi−1
x〉+

N∑
i=2

‖PCix‖2

+
1

2

N∑
i=2

〈x− PCi−1
x,PCix− PCi−1

x〉

+
1

2

N∑
i=2

〈x− PCix,PCix− PCi−1
x〉.
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Observe que, pelo fato de x ∈
N⋂
i=2

FixTi−1,i,

x = Ti−1,ix =
I+ RCiRCi−1

2
(x)

=
x+ (2PCi − I)(2PCi−1

− I)x

2

=
x+ 2PCi(2PCi−1

x− x) − 2PCi−1
x+ x

2
.

Dáı,

2x = 2x+ 2PCi(2PCi−1
x− x) − 2PCi−1

x⇒ PCi−1
x = PCi(2PCi−1

x− x).

Assim,

〈x− PCi−1
x,PCix− PCi−1

x〉 = 〈PCi−1
x− (2PCi−1

x− x),PCix− PCi−1
x〉

= 〈PCi(2PCi−1
x− x) − (2PCi−1

x− x),PCix− PCi−1
x〉 = 0

por (4.12) e utilizando o fato de PCi−1
x,PCix ∈ Ci. Além disso,

1

2
〈x− PCix,PCix− PCi−1

x〉 = 〈x− PCix,PCix+ PCi−1
x− 2PCi−1

x〉

= 〈x− PCix,
PCix+ PCi−1

x

2
− PCi−1

x〉 = 0.

pelo mesmo argumento acima e usando o fato de Ci ser convexo. Portanto,

1

2

N∑
i=2

‖PCix− PCi−1
x‖2 =

〈
x,

N∑
i=2

(PCi−1
x− PCix)

〉
−

N∑
i=2

〈PCix,PCi−1
x〉+

N∑
i=2

‖PCix‖2

=

〈
x,

N∑
i=2

(PCi−1
x− PCix)

〉
−

N∑
i=2

〈PCix,PCi−1
x〉

+

N∑
i=2

〈PCix,PCix〉

=

N∑
i=2

〈x,PCi−1
x− PCix〉+

N∑
i=2

〈PCix,PCix− PCi−1
x〉

=

N∑
i=2

〈x− PCix,PCi−1
x− PCix〉 6 0

pela Proposição 4.1 item 2. Logo, PCix = PCi−1
x, para cada i, o que conclui a prova.

Novamente, pela Proposição 2.3, uma Versão mais geral do Teorema 4.3 pode ser

extráıda.
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Teorema 4.4. Seja C1,C2, . . . ,CN ⊂ H conjuntos convexos e fechados com interseção

não vazia. Seja Tj : H → H, para cada j, e defina T := TN . . . T2T1. Suponha as três

seguintes propriedades.

1. T = TN . . . T2T1, é não expansivo e assintoticamente regular.

2. FixT =

N⋂
j=1

FixTj 6= ∅.

3. PCjFixTj ⊂ Cj+1, para cada j.

Então, para todo x0 ∈ H, a sequência Tnx0 converge fracamente para um ponto x, tal que

PCix = PCjx para cada i, j. Além disso, PCjx ∈
N⋂
i=1

Ci, para cada j.

Demonstração. Como por hipótese T é não expansivo, assintoticamente regular e FixT 6= ∅

segue da Proposição 2.3 que Tnx0 converge fracamente para um ponto x ∈ FixT . O

restante da prova é o mesmo do Teorema 4.3.

Agora investigamos a iteração ćıclica de Douglas-Rachford na seção especial, mas o

caso em que o ponto inicial está em um dos conjuntos alvos, mas especialmente o primeiro

conjunto de destino.

Corolário 4.2. Seja C1,C2, . . . ,CN ⊂ H conjuntos convexos e fechados com interseção

não vazia. Se y ∈ Ci então Ti,i+1y = PCi+1
y. Em particular, se x0 ∈ C1, a trajetória

ćıclica de Douglas-Rachaford coincide com o método da projeção alternada de Von Neu-

mann.

Demonstração. Para todo y ∈ H segue que

Ti,i+1y = PCi+1
y⇔ PCi+1

y =
y+ RCi+1

RCiy

2

⇔ 2PCi+1
y− y = RCi+1

RCiy

⇔ RCi+1
y = RCi+1

RCiy.

Observe que se y ∈ Ci, então RCiy = 2PCiy − y = 2y − y = y. Logo Ti,i+1y = PCi+1
y.

Em particular, se x0 ∈ C1, então pelo o que mostramos acima,

T[1 2 ...N]x
0 = TN,1 . . . T2,3T1,2x

0 = PC1PCN . . .PC2x
0 ∈ C1

e segue o resultado.
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Figura 4.1: Figura retirada de [7] mostrando uma trajetória ćıclica de Douglas-Rachford

diferente do método da projeção alternada de von Neumann. Cada ponto verde representa

uma iteração de 2 conjuntos de Douglas -Rachford.

Agora segue um exemplo envolvendo subespaços.

Exemplo 4.1. Se x0 /∈ C1 então a nova trajetória ćıclica de Douglas-Rachford não coin-

cide com o método de projeção alternada de Von Neumann. Daremos um exemplo envol-

vendo dois subespaços fechados com codimensão 1 (veja Figura 4.1). Defina

C1 = {x ∈ H : 〈a1, x〉 = 0} C2 = {x ∈ H : 〈a2, x〉 = 0}

onde a1,a2 ∈ H tal que 〈a1,a2〉 6= 0. Escalando, se necessário, podemos assumir que

‖a1‖ = ‖a2‖ = 1. Então,

PC1
x = x− 〈a1, x〉a1 PC2

x = x− 〈a2, x〉a2.

De fato, sendo i = 1, 2

〈ai, x− 〈ai, x〉ai〉 = 〈ai, x〉− 〈ai, 〈ai, x〉ai〉

= 〈ai, x〉− ‖ai‖2〈ai, x〉.

Assim, 〈ai, x− 〈ai, x〉ai〉 = 0, ou seja, x− 〈ai, x〉ai ∈ Ci. Além disso, seja y ∈ Ci, então

〈x− (x− 〈ai, x〉ai),y− (x− 〈ai, x〉ai)〉 = 〈〈ai, x〉ai,y− x+ 〈ai, x〉ai〉

= 〈ai, x〉(〈ai,y〉− 〈ai, x〉+ 〈ai, x〉‖ai‖2.

Desse modo, 〈x− (x− 〈ai, x〉ai),y− (x− 〈ai, x〉ai)〉 = 0. Portanto, pela Proposição 4.1

item 2, PCix = x− 〈ai, x〉ai, onde i = 1, 2.
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Observe que,

T1,2x = PC2
(2PC1

x− x) + x− PC1
x

= 2PC1
x− x− 〈a2, 2PC1

x− x〉a2 − PC1
x+ x

= PC1
x+ 〈a2, x〉a2 − 2〈a2,PC1

x〉a2

= x− 〈x,a1〉a1 + 〈x,a2〉a2 − 2〈a2, x− 〈a1, x〉a1〉a2

= x− 〈x,a1〉a1 + 〈x,a2〉a2 − 2〈x,a2〉a2 + 2〈x,a1〉〈a1,a2〉a2

= x− 〈x,a1〉a1 − 〈x,a2〉a2 + 2〈x,a1〉〈a1,a2〉a2.

De forma similar,

T2,1x = x− 〈x,a1〉a1 − 〈x,a2〉a2 + 2〈x,a2〉〈a1,a2〉a1.

Sabendo que, R2
F1

= I, temos que

T[F1 F2] = TF2,F1TF1,F2

=
1

2
(TF1,F2 + RF1RF2TF1,F2)

=
1

2

(
TF1,F2 + RF1

(
RF2 + RF2RF2RF1

2

))
=

1

2

(
TF1,F2 +

RF1RF2 + RF1RF2RF2RF1
2

)
=

1

2

(
TF1,F2 +

RF1RF2 + I

2

)
=

1

2
(TF1,F2 + TF2,F1),

onde F1, F2 são afins e fechados. Assim,

2〈a1, T[1 2]〉 = 〈a1, T1,2〉+ 〈a1, T2,1〉

= 〈a1, x〉− 〈a1, x〉‖a1‖2 − 〈a2, x〉〈a1,a2〉+ 2〈a1, x〉〈a1,a2〉2

+ 〈a1, x〉− 〈a1, x〉‖a1‖2 − 〈a2, x〉〈a1,a2〉+ 2〈a2, x〉〈a1,a2〉‖a1‖2.

Desse modo, 2〈a1, T[1 2]〉 = 2〈a1, x〉〈a1,a2〉2, ou seja, 〈a1, T[1 2]〉 = 〈a1, x〉〈a1,a2〉2. De

forma similar, 〈a2, T[1 2]〉 = 〈a2, x〉〈a1,a2〉2. Portanto, se 〈ai, x〉 6= 0, para cada i = 1, 2,

então 〈ai, T[1 2]〉 6= 0, para cada i. Em particular se x0 /∈ C1 ∪ C2, então nenhuma das

iterações ćıclicas de Douglas-Rachford reside em C1 ou C2.

4.4 Reformulação Produto

Agora veremos nova reformulação para o problema de viabilidade convexa, que pode ser

colocado no produto de espaço. Consideremos a formulação produto de (4.5). Defina dois
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subconjuntos de HN :

C := C1 × C2 × . . .× CN, D := {(x, x, . . . , x) ∈ HN : x ∈ H}, (4.13)

que são fechados e convexos (de fato, D é um subespaço). Considere o problema de

viabilidade convexa de 2 conjuntos

Encontrar x ∈ C ∩D ⊆ HN. (4.14)

Então (4.5) é equivalente a (4.14) no sentido que

x ∈
N⋂
i=1

Ci ⇔ (x, x, . . . , x) ∈ C ∩D.

Além disso, as projeções e, portanto as reflexões, são facilmente calculadas

PCx = PC1x1 × PC2x2 × . . .× PCNxN,

PDx =

(
1

N

N∑
j=1

xj

)
×

(
1

N

N∑
j=1

xj

)
× . . .×

(
1

N

N∑
j=1

xj

)
.

Seja x0 ∈ D e defina xn := T[DC]x
n−1. Então, pelo Corolário 4.2

T[DC]x
n = PDPCx

n =

(
1

N

N∑
i=1

PCi ,
1

N

N∑
i=1

PCi , . . . ,
1

N

N∑
i=1

PCi

)
.

Isto é, se começarmos em D, como é razoável, o método ćıclico de Douglas-Rachford

coincide com a de projeções médias.

No geral,

T[DC]x = TC,DTD,Cx

= (2PDPC − PD + I− PC)TD,Cx

= 2PDPCTD,Cx− PDTD,Cx+ TD,Cx− PCTD,Cx

= 2PDPCTD,Cx− PCTD,Cx− PD(PCRDx+ x− PDx) + PCRDx+ x− PDx

= x+ 2PDPCTD,Cx− PCTD,Cx− PDPCRDx− PDx+ PDx+ PCRDx− PDx

= x− PDx+ 2PDPCTD,Cx− PCTD,Cx+ PCRDx− PDPCRDx (4.15)

Se x = (x1, x2, . . . , xN), então a i-ésima coordenada de (4.15) pode ser expressa como,

(T[DC]x)i = xi −
1

N

N∑
j=1

xj +
2

N

N∑
j=1

PCj(TD,Cx)j − PCi(TD,Cx)i

+ PCi

(
2

N

N∑
j=1

xj − xi

)
−

1

N

N∑
j=1

PCj

(
2

N

N∑
k=1

xk − xj

)
,
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onde

(TD,Cx)j = xj −
1

N

N∑
k=1

xk + PCj

(
2

N

N∑
k=1

xk − xj

)
,

que é a fórmula consideravelmente mais complexa.

Teorema 4.5. (Média de Douglas-Rachford) Seja C1,C2, . . . ,CN ⊂ H conjuntos fechados

e convexos com interseção não vazia. Para todo x0 ∈ H a sequência definida por

xn+1 =

(
1

N

N∑
i=1

Ti,i+1

)
xn

converge fracamente para um ponto x tal que PCix = PCjx para cada ı́ndice i, j. Além

disso, PCjx ∈
N⋂
i=1

Ci, para cada ı́ndice j.

Demonstração. Considere C,D ⊆ HN como em (4.13) e defina T := PD(T1,2 × T2,3 ×

. . . × TN−1,N). Pela Proposição 4.2, PD é firmemente não expansivo. Novamente pela

Proposição 4.2, Ti,i+1 é firmiente não expansivo em H, para cada i = 1, . . . ,N. Portanto,

(T1,2×T2,3×. . .×TN−1,N) é firmemente não expansivo em HN. Além disso, seja x∗ ∈ C∩D

então x∗ = (x, x, . . . , x), onde x ∈ Ci, para todo i = 1, 2, . . . ,N. Então, como já foi visto

anteriormente, Ti,i+1x = x. Assim, x∗ ∈ Fix(T1,2 × T2,3 × . . . × TN−1,N) ∩ D, ou seja,

Fix(T1,2×T2,3×. . .×TN−1,N)∩D ⊃ C∩D 6= ∅. Defina a sequência X0 ∈ HN e Xn+1 = TXn.

Dáı, pelo Corolário 4.1, Xn ⇀ X ∈ FixT = Fix(T1,2 × T2,3 × . . . × TN−1,N) ∩D. Sabendo

que TXn ∈ D, para cada n, escrevemos Xn = (xn, xn, . . . , xn) com cada xn ∈ H. Então,

xn+1 = (TXn+1)i =

(
1

N

N∑
i=1

Ti,i+1

)
xn,

independente do i. Similarmente, sendo X ∈ FixPD = D, escrevemos X = (x, x, . . . , x) ∈

HN com cada x ∈ H. Sendo X ∈ Fix(T1,2 × T2,3 × . . . × TN−1,N), então x ∈ FixTi,i+1,

para cada i. Portanto, pelo Lema 4.3.1, PCix ∈ Ci+1. O mesmo cálculo do Teorema 4.3

completa a prova.



Considerações Finais

Neste trabalho, inicialmente estudamos o algoritmo de Douglas-Rachford para resolver

problemas de soma de operadores monótonos maximais, além disso foi estudado a boa

definição do algoritmo e convergência fraca para a solução do mesmo. Em seguida, apre-

sentamos a equivalência do problema de viabilidade convexa de dois conjuntos com o

problema citado acima para o caso que os operadores sejam os Cone Normais com relação

a cada conjunto. Também apresentamos o método de iteração ćıclica de Douglas-Rachford

provando em cada caso convergência fraca para um ponto cujas projeções em cada um

dos conjuntos é solução do problema de viabilidade convexa e apresentamos um exemplo

de fácil apresentação do metodo citado. Por fim, apresentamos uma nova reformulação

para o problema de viabilidade convexa, que pode ser colocado no produto de espaço e

apresentamos a Versão Média de Douglas-Rachford, provando a convergência fraca para

um ponto cujas projeções em cada um dos conjuntos é solução do problema de viabilidade

convexa.
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