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“O melhor é deixar o passado para trds e
permitir que o presente avance para o fu-
turo."

Douglas Adams.



Resumo

Nesse trabalho utilizaremos o método de reflexdo de Alexandrov (moving plane method) para
investigar propriedades de simetria para a equacdo k-Hessiana. Em particular, discutiremos o
problema cléssico de simetria de Serrin (overdetermined Serrin problem) no qual a existéncia
de solucdo para uma equacao diferencial parcial sob condi¢des adequadas na fronteira induz a

simetria do dominio.

Palavras-chaves: Operador k-Hessiano; Principio do maximo; Simetria radial; Método dos

planos méveis; Problema sobredeterminado.
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Abstract

In this work, we will employ Alexandrov’s moving plane method to investigate symmetry pro-
perties for the k-Hessian equation. In particular, we discuss the classical overdetermined Serrin
problem in which the existence of solutions for PDEs under suitable conditions on the boundary

induces the symmetry of the domain itself.

Keywords: k-Hessian operator; Maximum principle; Radial symmetry; Moving plane method;

Overdetermined Serrin problem.
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Introducao

Nesse trabalho aplicamos o método de reflexdo desenvolvido em 1956 por Alexandrov [1]
para estudar resultados de simetria radial e monotonicidade de solucdes e simetria de dominios
de definicdo de equacdes diferenciais parciais envolvendo o operador k-Hessiano nos casos
linear (k = 1) e ndo-linear (k > 1).

No Capitulo 1, apresentaremos alguns resultados preliminares de cdlculo e alguns versdes
do principio do méximo que serd necessarios no desenvolvimento do trabalho. Ainda, daremos
algumas propriedades basicas do operador k-Hessiano.

No Capitulo 2, discutiremos dois problemas de simetria cldssicos que podem investigados
via método de reflexdo de Alexandrov; o problema de simetria radial e monotonicidade para as
solugdes positivas do problema de Poisson definido em uma bola devido a Gidas, Ni e Nirenberg
[5] e o problema de simetria sobredeterminada (overdetermined problem) devido a Serrin [14].
Precisamente, mostraremos que se {2 = B;(0) C R™ é a bola aberta unitdria centrada na origem,
f:R — Rédeclasse C' e u € C*(Q) é uma solugio positiva do problema de Poisson

—Au=f(u) em

(D
u =0 em Of)

entdo, existe uma fung¢do v : [0, 1] — R decrescente tal que u(x) = v(r), comr = |z| e x € Q.
De acordo com esse resultado as solucdes positivas do Problema (1) herdam a propriedade
geométrica (simetria) do dominio 2. Isso nos leva a seguinte pergunta: Sob que condi¢des na
equacgao a existéncia de solucdo forca a simetria de ambos solu¢do e dominio? Essa questdao
que foi respondida por Serrin no famoso artigo [14] e também serd discutida no Capitulo 2.
De fato, veremos que, se {2 C R"™ um aberto conexo limitado com fronteira suave, v = v,

é o vetor normal unitério exterior em x € 9Q e u € C%(Q) é solugio positiva do problema



Notacoes 2

(ovedetermined Problem)
Au=—-1 em

u=20 em Of), (2)
ou
5_6 em OS2

one ¢ é uma constante, entdo, a menos de uma translagdo, u tem a forma u(z) = (b* —|z|?)/2n,
b > 0 e entdo () € necessariamente uma bola. Esse resultado de Serrin é o primeiro a utilizar
o método de simetria de Alexandrov para a obtencdo de simetria de dominio para problemas
desse tipo.

Nos Capitulos 3 e 4, seguindo os resultados de Reichel [12] caso linear (K = 1) e Wang
e Bao [16] caso ndo linear (k > 1), discutiremos resultados de simetria de ambos solugdo e

dominio para seguinte equacio k-Hessiana definida em dominio em forma de anel

(S.(D?u) = f(|z|,u,|Dul), a1 < u < as, z €9
ou
u=a, 8_7201’ r € 0 3)
0
U = asg, —u:CQ, anQQ
\ 87
onde ) = QQ\Q_l, com §2,§2 C R” simplesmente conexos com fronteira suave tais que

Q1 C 9, v = 7, denota o vetor normal unitdrio interior em = € JS2, aq, as, ¢1, ¢ sS40 constantes

e f satisfaz condi¢des apropriadas.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Nesse capitulo apresentaremos alguns fatos preliminares que serdo utilizados no decorrer do

trabalho.

1.1 Notacoes e resultados basicos de Calculo

Sejam 2 C R"e k € N.

Definicfio 1.1. Dizemos que 05) (fronteira de Q) e de classe C*, se para cada ponto x, € 05)
existem r > (0 e uma fungdo vy € C’k(R”_l, R) tais que (apds uma reorientagdo, se necessdrio)
temos

QN By (xg) ={z € Br(x0); xpn > v(x1,...,T0-1)}.

Analogamente, dizemos que OX) é de classe C™ se ~y é de classe C* parak =1,2,. ...

Defini¢ao 1.2. (i) Se 9N é de classe C1, entdo definimos ao longo de OS2 um campo de vetores

unitdrio e normal a Of)

v=(V1,...,Vn).
(ii) Sejau € C'(Q). Chamamos
% =Vu-v

a derivada de u na direcdo normal v.

Teorema 1.1 (Teorema da Alfandega). Sejam C e X subconjuntos de um espaco métrico M.
Se C ¢ conexo e tem pontos em comum com X e com M — X, entdo algum ponto de C pertence

a fronteira de X.
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Demonstragdo. Ver [10], pagina 110. [

Definicdo 1.3. Uma fungdo f : [a,b] — R é dita absolutamente continua em [a, b] se, para cada
e > 0 dado existir um 6 > 0 tal que para toda colegdo finita {(ay,by)}}_, de subintervalos

abertos e disjuntos em (a,b) tal que Y, |by — ap| < dvale Y, |f(bx) — f(ax)| <.

Exemplo 1.1. Uma funcdo f : [a,b] — R lipschitziana, isto é, existe ¢ > 0 tal que |f(z) —

f)| <clz—y

, YV x,y € |a, b] € absolutamente continua em |a, b).
Demonstragdo. Ver [13], pagina 120. [

Teorema 1.2 (Teorema Fundamental do Calculo). Se f é uma funcdo absolutamente continua
em um intervalo fechado e limitado [a,b]. Entdo f é diferencidvel em quase todo ponto de (a,b),

I é integrdvel sobre [a, ] e vale
b
[ 7= s0) - )
Demonstragdo. Ver [13], pagina 124. [

Teorema 1.3. Seja f : Q2 C R™ — R, com Q2 aberto. Suponha que f é n-vezes diferencidvel

ema € Qesejah = (hy,..., h,)tal que a + h € Q). Entdo,

fla+h) = fla) +df(a)h+---+ %d"f(a)h" +r(h), com lim Tgﬁ

onde d*f(a)v? =" o1 (a)h;h;, e assim por diante.

i,j=1 9z;0z;

Demonstragdo. Ver [9], pagina 121. 0

Teorema 1.4 (Férmula de Green). Seja Q2 C R™ aberto, limitado e u,w € C*(Q), entdo

(4)
/Q w(z)Au(x)dz + /Q Vu(z) - Vau(z)ds = /a w(z)%(z)do.

Q

(i)
/ﬂ w(z)Au(z) — u(@) Aw(z)dr — /8 ) w(z)%(z) _ u(z)g—‘;’@)da.

Demonstracdo. Ver [8], pagina 9. [

Lema 1.1. Suponha ) é um dominio limitado de R"™ com fronteira C? e u € C?*(Q). Seja
x € 00 e n € R™ satisfazendo v(x) - n # 0, onde vy = v, € o vetor normal interior unitdrio em
x, tal que existe uma bola B,(x) com u = cte, g—;; <0ou g—:; > 0em QN B,(v) e 2(z) =0,

on
entdo Du(z) =0 e %(:p) = Au(z)(y(x) - n)>
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Demonstragdo. Ver [12]. O

Definiciio 1.4. Dado 0 < A < 1 eu € C(Q) dizemos que v é Holder continua com expoente )\,

se existir uma constante c tal que
|U(ZL’) - u<y>| < C|ZE - y|>\7 vx?iU € .
Sejam
[U]CO,\ _ sup |’U,(Q?) — u(y)‘
’ sye, azy |7 — Yt

={u € C(Q); [ulcor < oo} .

Definicao 1.5. O espaco C** consiste de todas as fungées u € C*(Q), comk € 1,2,. .., tais

que
lullora = > 1D ullc@ + Y [P Ulcorm) < oo,
|| <k l|=Fk
onde oo = (a1, g, . .., ) € 27 € qualquer multi-indice tal que |o| = o1 + o+ -+, =k
e
ak
Do‘u = al—ua.
Ox," ---0x,"

1.2 Principio do Maximo

Definiciio 1.6. Sejam Q2 C R™ aberto, u € C*(Q) e L um operador diferencial com a forma

abaixo

Lu = Z T) Uy, + z:bZ Z)Uy, + c(x)u, (1.1)

1,=1

com a¥ V', ¢ limitadas e a”’ = a’'. Diremos que L é eliptico, se existirem constantes 0(z), \(z)

positivas tais que

0 < 0z |5|2<Za )& < Ma)lg)®

1,j=1

para quase todo ponto x em ) e para todo £ = (&1,...,&,) € R"\{0}. Além disso, diremos

que L é uniformemente eliptico em () se existirem constantes \, 0 independentes de x tais que

0 < 0l¢ < Z )€€ < A,

,j=1
Na discussdo a seguir, a menos que seja dito o contrdrio, assumiremos que {2 € um aberto

limitado e conexo em R" e que L € um operador uniformemente eliptico em €2 da forma (1.1).
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Teorema 1.5 (Lema de Hopf). Seja u € C?(2) N CY(Q). Suponha que Lu > 0 em ) e que
existe um ponto xy € 0S)

u(zo) > u(z), Vo € Q.

(1) Se ¢ = 0 e existe uma bola aberta B C 2 tal que xy € 0B, entdo

9
8—z(xo) >0,

onde v é um vetor normal exterior a B em xy.
(17) Se ¢ < 0em 2 a mesma conclusdo é vdlida, desde que u(xy) > 0.
Demonstragdo. Ver [8], pagina 41. 0

Obs: Se zy € 0€) é um ponto de maximo entdo a desigualdade % > 0 é sempre verdadeira,

o teorema acima nos fornece que a desigualdade € estrita.

Teorema 1.6 (Principio do maximo para ¢ < 0). Seja u € C%(Q2) N C(Q) e assuma c < 0 em
(1.1).

(1) Se Lu > 0 em ) e u atinge um mdximo ndo negativo em §) em um ponto interior, entdo u é

constante em ).

(17) Se Lu < 0 em ) e u atinge um minimo ndo positivo em §) em um ponto interior, entdo u é

constante em €.
Demonstragdo. Ver [6], pagina 33. [

Teorema 1.7. Seja Q um dominio limitado e uw € C? e L um operador uniformemente eliptico
com ¢ < 0. Se existe um ponto xoy € 0N tal que u € C(Q U {x0}) e u(xg) = supg u, com
u(zg) > 0 quando c ndo é zero se ) satisfaz a propriedade de esfera interior em xo. Entdo,
para qualquer vetor vy com origem em xy que aponta para fora da esfera temos

lim u(zo + ty) — u(wo)
t—0— t

> 0,

a menos que u seja constante.

Demonstracdo. Ver [11], pagina 67. [
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Teorema 1.8. Sejam Q) C R™ dominio (aberto e conexo) limitado com fronteira de classe C? e
T um plano contendo a normal de algum ponto xy € 0S), seja 2" a restricdao de 2 a algum dos

semiespagos gerados por T. Suponha que w € C*(Q*) tal que w > 0 em QF, w(zy) =0 e
Aw <0 em Q.

Seja v qualquer direcdo partindo de x interior a )* e ndo tangencial. Entdo,

a menos que w = 0 em ().
Demonstracdo. Ver [14]. U]

Teorema 1.9. Sejam Q, T, Q* e 2y como descritos no Teorema 1.8. Suponha que w € C?(Q¥)

satisfaz
n n
. O?w . ow
a’(x + b'(x +ce(x)w >0, z€Q
D) g + LD el 2 0 v €
onde b' parai = 1,2,...,n e c sdo fungdes limitadas em 2* e c < 0, e existem trés constantes

positivas K1, Ky e K tais que

K¢ < agg; < Kol¢f? (1.2)
ij=1
e
|7 alemy| < K(I -l + [¢ld(a) (1.3)
ij=1
onder € Q" el = (&1,&,...,&,) € R"en = (n1,m2,...,M,) € 0 vetor normal unitdrio ao

hiperplano T e d(z) a distancia de x a T. Suponha que w < 0 e w(xy) = 0 e seja y qualquer

direcdo ndo tangencial em xq que entre em 2*. Entdo

Ow 0w
6_’)/(1:()) <0 ou a—/}/Q(ZE()) < 0,

a menos que w = 0 em .

Demonstragdo. Ver [14]. O

1.3 Elementos basicos do operador k-Hessiano

Sejam Q C R™ um dominio limitado, u € C?(Q2) e 1 < k < n ndmero inteiro. Definimos

Sk(D?*u) = op()\), onde X = (Aq,...,\,) é alista dos n os autovalores da matriz Hessiana
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D?u = [u:pi:pj]nxn €

O YD VTP Vi

1< << <n

representa o k-ésimo polindmio simétrico elementar, isto &,

0'1()\) :)\l+)\2++)\n
IOV E P YR P Y9 VSR ERE  S P WP VD WD
=2 =3 i=n—1

Tn =M An.

Exemplo 1.2. Para k = 1, temos Sy (D*u) = tr(D*u) = Au é o operador Laplaciano em u e

para k = n, temos S, (D*u) = det D*u, o operador de Monge-Ampere.
Dizemos que uma fungio v € C?(Q2) N C(Q) é k-admissivel se
A(D?u) € Ty,
onde I' € o cone aberto e convexo de R", com vértice na origem dado por
Ip={(A1,.... ) €R"; 0;(N) >0, Vj=1,... k} (1.4)

isto é, se u, v sdo k-admissiveis entdo tu + (1 — ¢)v é k-admissivel como pode ser visto em [7].

Note que o (\) = 0 para A € Ol
ryc---cI'yc---cTly,
I, € o cone positivo
Lp={(A1,..., ) €R™ Ay >0,...,)\, >0}

e ['; é o semiespacgo

Iy :{)\GRH7 Z)\Z >O}

=1

Exemplo 1.3. Uma funcdo u € C*(Q) é 1-admissivel se, é s6 se, u é subharménica.
Lembramos que uma equacdo diferencial parcial de segunda ordem
F(D?*u, Du,u,z) =0

¢ totalmente ndo-linear se F'(r, p, z, ) é ndo-linear em r. Assim, a equacao k-Hessina € linear

no caso k = 1 e totalmente ndo-linear para k& > 2.
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Dizemos que [’ € eliptica (ou eliptica degenerada se) com respeito a solu¢do u se a matriz

{F;} é positiva definida (ou positiva semidefinida) em (r, p, z,z) = (D?*u, Du, u,x), onde
F,; = gi }. A equacdo k-Hessiana e eliptica quando u é k-admissivel.

De forma alternativa, podemos definir Sy (D?*u) = [D?ulg, onde [D?u];, € a soma de todos
os determinantes menores principais de ordem & da matriz [D?u]. De fato, uma vez que D?u
e a matriz dos autovalores A sdo semelhantes, isto é, [D*u] e A tém os mesmos polindmios

caracteristicos. Portanto,

N oAb N e b A b, = N N e a N Fay

onde
by = (—1)'r(D?u);
by = (—1)*) _ det ! ,
i<j Uij  Ujj
Uz Uy Uk
by = (=1)° Z det Uij  Ujj Uk )
i<j<k
Ui Ujk  Ukk
by, = (—1)"det(D?u);
e

ayp = (_1)n/\1>\2 cee )\n

Isso mostra que Sy (D?*u) = [D?u), = ox(N).

Seja M = [m"],,,, uma matriz quadrada simétrica de ordem n, sejam ); os autovalores da

matriz M vamos definir A(M) = (A, Ay, ..., \,) onde. Para i, j = 1,...,n, denotamos
SEO0) = 2= ()
g omil T
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Lema 1.2 (Identidade de Euler). Seja f : R" — R homogénea de grau p. Entdo

i=1 Oz;

Z; :pf(ml,l'g, cee wxn)-

Demonstragcdo. Se f é homogénea de grau p entdo

fAzy, Azg, .. Axy) = AP f(xy, 20, ..., Ty,).

Derivando com relagdo a A

Tomando \ = 1

5.
2 W“izxz = p NP (2, 20, ..., 1),
£ a%le — pf(mlax% ce 7mn>-
]
Uma vez que Si(M) = [M]; é homogénea de grau k, temos
1 S g
— ) 7,
Se(M) =+ ; Si(M)Ym®, (1.5)
Defina _ -
mll 12 13 _mn
. o e . N
M = ‘ ' _ _ (1.6)
_mnl ng mnS mnn
e — —
-1 0 0 0
0 10 0
D=
0 00 1
Note que D = D! e as matrizes M e M sio semelhantes, pois DM D = M. Logo,
A(M) = (M)
Entao,
Sk(M) = S(M). (1.7)
Para: =2, ..

.n, derivando (1.7) com respeito a m! temos

. o~ OmH L~
S (M) = ST S = — i (A)
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onde m" = —m'l. Assim, obtemos a decomposicdo
SHM) + S (M) =0,i=2,...,n—1,n. (1.8)

A seguir, usaremos a identidade de Euler para escrever o operador k-Hessiano na forma diver-
gente. Para isso, usando (1.5) com M = D?u temos
2 ij ( 12
Se(D*) = - Z S (D*u)ty,s, -
i,7=1

Sabemos que S satisfaz o seguinte (ver [15])

n

S (S (D)), = 0.

i=1
Assim, podemos escrever
LS qii( 2 1 i ()2
= Z S (D u)Upa;, = z Z (ug,; S/ (D*u
ij=1 j=1
Essa segunda identidade fornece uma representacdo do operador k-Hessiano na forma diver-
gente.
A seguir, daremos a expressdo do operador k-Hessiano quando restrito ao espago das fun-
coOes invariantes pelo grupo das transformacdes lineares ortogonais por R", o qual denotamos
por O(n). Nesse sentido, dizemos que uma fungio u : Bg(0) — R € invariante por O(n) se

uo B =wuem Bg(0), paratodo B € O(n).
Proposicao 1.1. Sejam u € C*(Bg(0)) e B € O(n). Entdo,
D*(uo B)(y) = [B]'D*u(By)[B], y € Br(0)

onde [B] representa a matriz de B com relagdo a base candnica de R". Em particular, se

uo B =wuem Bg(0), vale
D*u(y) = [B]'D*u(By)|B], y € Br(0).

Demonstragdo. Denotamos B = [bii]uxn, [B)' = [B]™' = [tijluxn € C = [¢ij]nxn, Onde

C = D?*(u o B). Assim, podemos escrever

By = (1Y), f2(y), -, fa(y), y €R"

onde

Zbklyla 3/1,92,---7%)-
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Consequentemente,

uo B(y) = U(f1<y);f2(y>7 . 7fn(y))7 ye BR'

Pela regra da cadeia, temos

2By - gg’—;wwggj@)
- ou
= mea—zk(B(y))

Novamente pela regra da cadeia e usando o teorema de Schwarz, temos

9?(uo B) [ 0% of1 0*u Ofn ]
—_ = brim—F—(By)z—(y) + - + b B
9y;0y; ; - 32132k< v) y; ) "0z (By)g, W)

n or azu aZu
= Z _bm’ (8zlazk<By)blj +ot bkim(By)bm‘)]

k=1

n [ n aQu
k=1 L 1

= Z bridy; (1.9)

k=1

onde [d;j|nxn = D*u(By)[B]. Note que by; = t;, paratodo k = 1,2,... n.
Logo (1.9) nos da que

n
Cij = E tikdrj
k=1
€ assim

D*u(y) = [B]'[D*u(By))[B], y € Br
como queriamos demonstrar. [

Corolario 1.1. Sejam u € C*(Bg(0)) e B € O(n). Entdo,

Sp(D*(uo B))(x) = Sp(D*u)(Bx), x € Bg(0).
Demonstragdo. Pela Proposicao 4.1,

D?*(uo B)(x) = [B] ' D*u(Bx)[B], x € Bg(0).

Assim, as matrizes D?(u o B)(z) e D*u(Bz) sdo semelhantes e tém os mesmos autovalores

donde segue o resultado. [
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Teorema 1.10. Seja u € C*(Bg(0)) invariante por O(n), isto é, uo B = u em Bg(0), para
todo B € O(n). Entdo,

Sp[D*u] = 2 —— (" F(WFY, 0 < r = 1.10
D] = T (w0 < = (110
onde C}' = =15, para n. < m naturais w(r) = w(y/a3+...22) =ulz)el =L éa
derivada com relagcdo a r.

Demonstra¢do. Dado x € Bg(0), escrevemos z = (zy,...,x,), comr = |z| > 0. Entio

ty, () = /(1)

e dai

xixs  w(r T
Uy, = " (1) ;23 i i ) (5@'— i ])

onde 0;; =0sei # jed;; = 1sei=j. Assim,sezo = (r,0...,0) para0 < r < R, temos

w’'(r) 0 0 0
0 v 0

D*u(zg) = | 0 0 ¥ 0 (1.11)
0 0 0 .. %

Existe B € O(n) tal que Bx = (r,0...,0) com r = |z|. Pela Proposi¢éo 1.1 e como [B]" =
[B] 7!, vale

D?*u(x) = [B] "' D*u(z0)[B].
Assim as matrizes D?u(z) e D*u(x) sdo semelhantes. Portanto, possuem os mesmos autova-

lores. Logo, usando que

Sp(D*u) = Z iy iy -+ iy

1<ir<-<ij<n

temos

N\ k—1 Nk
Se(D*u) = CFly” (“%) . (3

T
- e[ (5 ()]

= G Lt 1+ (= B
= G Ly



Capitulo 2

Meétodo de reflexao de Alexandrov

Nesse capitulo apresentaremos o método de reflexdo de Alexandrov [1] (moving planes method)
criado 1956 e frequentemente utilizado para investigar problemas de simetria envolvendo equa-
coes diferencias parciais. Para ilustrar o método discutiremos dois problemas de simetria clas-
sicos o problema de simetria radial e monotonicidade para as solucdes positivas da equagdo de
Poisson definida em uma bola devido a Gidas, Ni e Nirenberg [5] e o problema de simetria

(overdetermined problem) devido a Serrin [14].

2.1 Introducao

Seja €2 C R™ dominio limitado com fronteira regular, denote v = v, vetor normal unitrio
em cada z € 02 e T um plano com normal v, que a priori ndo intersecta {2. De modo simplifi-
cado, o método de reflexdo de Alexandrov (moving plane method) consiste em mover o plano
T paralelamente a v, na direcdo de () até uma posi¢ao que seja possivel garantir a simetria para
a solucdo de uma equacao eliptica de segunda ordem definido em (2, e com algumas condi¢des
de fronteira € possivel garantir a simetria de €.

Em um artigo pioneiro publicado em 1971 Serrin [14] aplicou esse método para provar que,

a menos de uma translagio, qualquer solugio u € C?(Q) para o problema

Au=—-1 em

u=20 em O}, 2.1
%:c em Of)

onde v € o vetor normal unitario exterior € ¢ € uma constante, necessariamente tem a forma

14
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. 2|22 . . . .
(radial) u(z) = %, b > 0 e, assim, {) necessariamente € uma bola. Esse tipo de problema
¢ atualmente conhecido como problema de simetria de Serrin (overdetermined Serrin problem)

e € objeto de intensa pesquisa.

Observacao 2.1. Observamos que em 1972 Weinberg [19] deu uma prova mais simples para o

mesmo resultado utilizando argumentos diferentes.

Em 1979, em um cléssico trabalho [5], Gidas, Ni e Nirenberg utilizaram o método de re-
flexdo de Alexandrov para obter simetria radial € monotonicidade para solucdes da equacdo de

Poisson
—Au= f(u) em{

u >0 em 2 2.2)
u=20 em O )
onde 2 = B1(0) CR"e f: R — R de classe C".

2.2 Problema de simetria radial de Gidas, Ni e Nirenberg

Nessa secao, discutiremos o resultado de simetria para solugdes positivas do problema de Pois-
son devido a Gidas, Ni e Nirenberg [5]. Inicialmente, para 0 < A < 1, vamos introduzir as

seguintes notagdes:
(a) Ty ={x € R", 1 = \};
(b) 2 = 2\ — 21,39, ..., T,);

(c) Ex={z e A<z <1}

Figura 2.1: Reflexdo de um ponto x em relagdo ao hiperplano 7.
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Sejam e; vetor da base canbnica de R" e x = (z1,...,2,) € R™ De agora em diante,
quando ndo houver risco de ambiguidade, nos referiremos a dire¢do z;, ¢ = 1,2,...,n como
sendo direcao do vetor correspondente e;. Em particular, a direcdo z; € a direcdo do vetor

61:(1,0,...70).

Lema 2.1. Suponha que V C R" é aberto, u € C*(V') ndo é identicamente nula e c € L=(V).

Suponha

—Au+cu>0em V
(2.3)

u>0em V
Se ¢ € OV, u(xg) = 0 e existe uma bola aberta B C V com xy € 0B, entdo

B
a—Z(IO) <0,

onde v representa o vetor normal unitdrio exterior a B em xy € 0B. Além disso,

u>0emV.

Demonstragdo. Considere w = e~ ““'u, onde o > 0 serd escolhido posteriormente. Assim,

u = e*1w e um célculo direto mostra que

0? 0 0?
v (aQw + 2a—w + _w) ettt

0z dr,  0x3

e

9%u 9*w

8 2: aw1—627 ]:2’ ,7’L

T 7
Portanto,
2 ax aw ar or
0 < —Au+ cu = (—a® + c)we™™ —2048—6 L—e"™Aw, zeV.
T

Escolhendo o = Hc||(1>é2, obtemos

—Aw—Qaa—w > (@ —c)w>0 em V.
8x1

Pelo principio do méximo Teorema 1.6, aplicado ao operador Lu := Au + 2au,,, concluimos
que w > 0 em V' e o mesmo obviamente ocorre com u. Uma vez que w(x) > w(zg) = 0, para

x € V podemos aplicar o Teorema 1.5 para concluir que

0

Por fim, lembrando que u(z() = 0 temos

ow oz, OU
5(1’0) =e aV(ﬂffo)

donde segue o resultado. [
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Lema 2.2. Seja u € C*(Q) satisfazendo (2.2). Entdo para cada ponto, xo € 02N {x; > 0} ou
Uz, (z) < 0

ou

Uz, (9) =0, € Uyyz, (9) > 0.

Em ambos os casos, u é estritamente decrescente na direcdo x1 proximo de xy.

Demonstragdo. Sejav = v,, = (v1,...,V,), com v; > 0 o vetor normal unitario exterior em

xo € 002 N {x; > 0}. Vamos analisar dois casos:

Caso1l: f(0) >0.

Neste caso, vamos mostrar que ocorre
Uz, (x0) < 0. 2.4)

De fato, temos
0=—Au— f(u) = —Au— f(u)+ f(0) — £(0)
< —Au + cu,
onde

o(z) = — /0 " (su(w))ds.

Visto que © > 0 em €2, podemos aplicar o Lema 2.1 para obter

Segue-se que Du(xg) # 0 e uma vez que u = 0 em OS2 implica que Du(xg) é paralelo a v,
digamos Du(zg) = av, com « # 0. Assim,

a = alv|* = Du(xg) v = @(LCO) <0

ov

o que implica a < 0. Logo, u,, (z¢) = av; < 0 e temos (2.4).

Caso2: f(0) <0.
Neste caso, ainda temos Du(xg) = av, com a € R, porém poderd ocorrer &« = (. De fato,

inicialmente temos
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pois u(zg) = 0eu > 0em Q. Se 2%(zy) < 0, assim como no Caso 1, temos a < 0 e

Uz, (xo) = ary < 0 o que prova o resultado. Assim, podemos supor

ou
5, (@) =0
o que implica em « = 0 e portanto
Du(xy) = 0. (2.5)

Em particular, u,, (o) = 0 e resta provar que u,, ., (zo) > 0. Para isso, seja B € O(n) trans-
formagdo ortogonal tal que Bzg = yo := (1,0,...,0) € 0Q e seja u = p(yo) = (1,0,...,0)
o vetor normal unitdrio exterior em y,. Pelo Coroldrio 1.1 com k& = 1, a funcdo v(z) =

u(B~'x), x € Q é também solucdo da equagio (2.2). Ainda, por (2.5) temos
Du(yo) = 0. (2.6)
Além disso, pela Proposicao 1.1, vale a identidade
D*v(z) = [B]|D*u(B~'x)[B]" (2.7)
onde [B] = [b;;] representa também a matriz de B com relac¢do a base candnica de R". Denote

o0t ={(xy,...,2,) €0 | 21 >0}
Q' ={d = (22,...,3,) R ||| < 1}
p(a) = V1|, o' €.

Entao,

ot ={(p),2"), 2 € Q} con.

Em particular, visto que v = 0 em 02
v(p(x'), ") =0, Va' e Q.
Pela regra da cadeia, para ¢, j = 2,...,n temos
Vg0 (0(27), 27)) 0, ()00, (27) 4 vz, (0(27), 27)) P, () 4 Vi, ((2"),27) = 0, Va' € Q.
Sendo (¢(0),0) = yo e ¢,,(0) = 0, fazendo 2’ = 0, temos
Ve, (Y0) =0, Vi,j=2,...,n. (2.8)

Por outro lado, para 2z € 9Q" temos
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e, por (2.6), temos v,, (yo) = 0. Logo, a fungdo ¢ : Q' — R dada por ¥(z") = v, (o(z'), 2)

atinge o maximo em z’ = 0. Segue-se

Uzi21 (yO)SOZ,J (0) + Vg2 (yo) = @mej (0) =0.

Portanto,
Vere; (Y0) =0, j=2,...,n. (2.9)
Seja (y,) C € uma sequéncia tal que y,, — vo. Sendo Av(y,,) = —f(v(ym)), fazendo
m — oo e usando (2.8) temos
F0) = £ 0(0) = 3 Caren(10) = s (90)- 2.10)
i=1

Combinando (2.8), (2.9) e (2.10), podemos escrever

—f(0) 0 0
0 0 - 0
D2U(Z/0) =
I 0 0O --- 0 |

Usando (2.7), temos D?*u(xq) = [B]' D?v(y,)[B] donde segue

Uy 2y (T0) = — F(0)b], > 0.
]
Vamos introduzir mais uma nota¢@o. Sejam A um ndmero real e £ € R™ um vetor unitario
(d) M =z +2\—z-k)k
representa a reflexdo de um ponto z em torno de um plano 7' com normal k onde
T={zeR", z-k=2A\}

A

Note que z* = 2. Assim, quando k = e;, continuaremos com a notacdo z*. Diremos que

uma fungdo é simétrica em todas as dire¢des se v(x) = v(2%*) para todo o vetor .

Lema 2.3. Sejam 2 C R"™ um conjunto radialmente simétrico e v : ) C R"™ — R tal que

v(z) = v(2%F) para todo vetor k. Entdo v é radialmente simétrica.
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Demonstracdo. Sejam z,y € € tais que |z| = |y| e © # y. Tome
_*"Y
|z =yl
Entao

-y 2y
g = y+2®—y-mk=y—2(y- )
|z =yl) [z =yl

Y

yr—z = y—z+2(y—2)-y)—5
|z —y|?

Yy—=z
- m(|z—y\2+2(2-y_\yy2))
= oy el =2y = 2 22 =0

onde usamos que |z| = |y|. Assim,

v(y) = v(y™*) = v(z).
N

De agora em diante sempre que quisermos provar a simetria radial de uma fun¢do v basta

provar entdo que u(x**) = u(x) para todo vetor k unitario.

Teorema 2.1. Seja u € C?(2), u > 0 solugdo da equagdo (2.2), onde f : R — R é de classe

C1. Entdo u é radialmente simétrica, isto é
u(z) =v(r), (r=lz|)
para alguma fungdo decrescente v : [0, 1] — [0, 00).

Demonstragdo. Para todo z € E), vale |z — 2| = 2|\ — 21| — 0se A — 1. Ainda, pelo
Lema 2.2, u é decrescente préximo de qualquer ponto o € 9 N {x; > 0} na dire¢do x;.

Logo, para 0 < )\ < 1 suficientemente proximo de 1, vale a seguinte desigualdade
u(r) < u(z?), paracadax € Ey, (2.11)
pois 2\ — x; < x;. Defina
Ao = inf {0 < X\ < 1; (2.11) vale para cada pu € [\, 1)}.
Vamos mostrar que Ay = 0. Suponha por absurdo que )y > 0. Escreva

w(r) = u(2™) —u(x), (x € Ey,).
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Entao,

—Aw = f(u(z™)) = f((u(@)) = —cw, em By,

onde
1
c(z) = —/ f(su(z?) + (1 — s)u(x))ds.
0
Pela defini¢do de A\, temos w > 0 em E),. Assim, podemos aplicar o Lema 2.1 com V' = £},

para concluir que w > 0 em E), e w,, > 0 em T, N €2. Entdo,

u(z) < u(z™) em Ej,

Uy, <0 em Ty, NQ,

visto que w,, = —2u,, em T\, N 2. Um vez que estamos supondo )y > 0, podemos escolher
eo > 0 suficientemente pequeno tal que Ao — € > 0, para 0 < € < €. Assim, diminuindo €, se

necessario, podemos utilizar o Lema 2.2 para concluir que
u(z) < u(z* %) em Ey,_., V0 <e < e, (2.12)

visto que poderemos assumir u decrescente em (\g — €, A\g + €) na varidvel x;. Isso contradiz

a definicdo de \y. Logo Ay = 0 e vale
u(—x1,To, .., Tn) > u(xy, 29, ...,2,), paratodo z € QN {x; > 0}.

Aplicando um argumento semelhante ao anterior ao conjunto 2 N {x; < 0} conseguimos mos-
trar que u(—x1, Ta, ..., Ty) < (1, Ta, ..., x,) parax € QN {x; > 0}. Concluindo assim que
u € simétrica com relacdo ao plano 7j e u,, = 0 em 7j,.

Pela invariincia do Laplaciano por rotagdo esse argumento pode ser aplicado em qualquer
direcdo, assim utilizando o Lema 2.3 garantimos que u € simétrica. Visto que u,, < 0 em 7\N{2
0 < X < 1,entdo paray comy = (A,0,...,0) e temos u,, (y) < 0 e assim u é decrescente na

direcdo 1, pela simetria de u obtemos que u € radialmente decrescente. [

2.3 Problema classico de simetria de Serrin

Nessa sessdo apresentaremos o resultado obtido por Serrin em [14] que utilizou o método dos
planos mdveis para mostrar que o dominio de solucdo do problema (2.1) € necessariamente uma

bola e que a solucdo é radialmente simétrica.
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Teorema 2.2. Sejam ) C R"™ dominio limitado com fronteira suave e simplesmente conexo, e

v = v, o vetor normal unitdrio exterior em x € 0S). Se u é uma solucdo de (2.1), entdo () é

_ R2—faf?

uma bola de raio R centrada em algum ponto e u(x) o

Demonstracdo. Primeiramente, pelo Teorema 1.6 temos v > 0 em 2. Além disso, pelo Teo-

rema 1.4 segue-se

—Q] = Audx

Q

= %da
o2 avz

= C|8Q|n_1

Logo,
c#0.
T T
H,

Figura 2.2: Regido 3(€,).

Seja T algum hiperplano que ndo intersecta {2, com normal unitdrio v = v, para algum
x € 0f), vamos denotar por H, o semiespaco aberto determinado por 7' que ndo contém ().
Moveremos esse semiespaco perpendicularmente em relagdo a v na dire¢do de Q até QNH,, # (),
isto é, movemos o semiespaco até ele intersectar {2. Denotemos por €2, = QN H, e (£,) a
reflexdo de (2, com relag@o ao hiperplano 0H,,.

Iremos parar o movimento do semiespago H, quando um dos casos abaixo ocorrer:

A) 3(9,) se tornar internamente tangente a J§2 em um ponto P que ndo pertence a 0H,;

B) H, tomar uma posi¢do de modo que v seja tangente a J§2 em algum ponto Q).

Denotemos por H,, o semiespago em que ocorre A ou B e por 2, = H/, N Q. O objetivo agora
¢ mostrar que (2 é simétrico com relagdo ao hiperplano JH,. Como x € 0f) é arbitrario, isso

provard que (2 é simétrico em todas as dire¢des e consequentemente €2 é uma bola.
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Figura 2.3: Caso A. Figura 2.4: Caso B.

Seja 2 = x — 2(x - v)v + 2)\v, a reflexdo de um ponto x sobre o hiperplano dH’, que
satisfaz

OH, ={y e R™; y-v=\}

Denote por ¥(U) a reflexdo de um conjunto U com relagdo 0H],. Defina w : ¥(Q2),) — R, por
w(z) = u(z™).

Note que w é bem definida ja que por construgdo temos () C €.

A seguir destacamos algumas propriedades da fun¢do w:
o Aw = —1,em X().

De fato, denote = = (x1,...,2,) ev = (v1,...,V,), com |v| = 1. Segue

Y1 Yn

A A

w(z) = w(@™) = u(zy — 2z - vy + 2001, . Ty — 2z - 1)y + 2A0,)

e assim
n
2 Z
Wy, :uyi(l_QVi)+ uyj(_QViyj)>
j=1;
onde 7 significa que omitimos da soma a parcela com indice i. Segue

n

Wayz;, = Uy, (1 — W2 + (2 — 47 Z Uy (—20305) + Z Uy;yy, (47/12”16%')-
J=1 k=151
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Como |v|* = 1, temos

Waie; = Uyy ZV T+ (2-4) Zuyy —2vv5) + Z Uy (407 V10;)

j—]. 0 j—]. i 3 k=11

= Uy, Zl/ 2+ (2 —47) Zuyjyz —2v,1;)

+

Jrk=

Um vez que

(iyf—yf)Qz( 1/]2)2—421/121/]2: V?—4Zyi2

J=1; j=1:i
n n
2 2 9
Z uyjyk(4yi VkVj) + E Uy, (415 V).
Liisj#k k=13

S
<
3
]

Jj=Li J=1 Jj=Li J=1 Jj=Li

podemos escrever

n
E Weiz; =
i=1

Zuyzyz Z —1—2 2 — 47 Z Uy, (—20305) +

=1 j=1si
n n n n
2 2 2
Z Z Uyyp (4v;vpvy) + Z Z Uy, (45 V)
=1 j k=1;5;j#k i=1 k=1
n n
S (v -4 i) +22—4V >t
i=1 Jj=1 j=1;i j=1,
n n n n
2 2 92
Z Z Wy, (4v;vpv;) + Z Z Uy, (415 V).
=1 j k=1;i;j£k =1 k=15

2ViVj) —+

Zuyiyi(ZVf 421/1/ —I—Z2—41/ Zuyyl —2v,v;) +
i=1 j=1

=L j=1;

Z Z uyjyk(4yi2Vij) + Z Z uykyk(4yi2VI§>

i=1 jk:l;g;j;ﬁk i=1 k:l;;;

Zuyzyz Z Vi) + Z (2 — 4v7) Z Uy, y, (—2v375) +
j=1;i
Z Z Uyy (4Vi2Vij)

=1 jk=13i5#k
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usando |v|* = 1 segue

waixi = Zuyzyl—l—z (2 — 4v2) Zuvy 2141@)%—2 Z Uy, (407 V315
i=1

j=1;i =1 j k=1;5;j#k
n
_ 2
= Z Uy, + Z (2 — 4v?) Z Uy, (—2v305) + Z Uy, (40 1 15))
j=1i g, k=1;i;5#k
= -1+ Z(Z Uy, (87 vivy — dvivs] + Z Uy (407 1105) ).
=1 j=15 Jk=153j#k

Utilizando que uy,,, = uy,,,, segue

wam =1+ Z(Z Uy 8V VIV — A1) + Z Uy (BV7VRY;)). (2.13)
i=1

=1 j=15 Sk=Li;5<k
Dados I,m € {1,2,...,n}, vamos provar que as parcelas que possuem u,,,,  se anulam. Na

expressao
n

n
2
§ :E :uyiyi[gviyiyj_LLViij

=1 j=15

temos duas parcelas com indices [ e m, a saber
2 2
Uy BV ViV — A0V € Uy, 8V ViV — A1)

cuja soma é

Uy ym, [8(’/% + Vrzn)Vle — 8. (2.14)

Na expressao

Z Z Uy (SV7 V1)

i=1 jk=1;j<k

paraosindices ) =lek=me:=1,2,.... [ — 1,1+ 1,....m—1,m+1,... ntemos
Z uymyz<87/i2Vle>‘ (215)
i=1;l;m

Somando (2.14) e (2.15) temos

Z Uy (SVE V) + Uy, [B(VF + V2 )01V — 8111 (2.16)
i=1;l;m
= Uyym [8(Vl2 +ot VEL)VZVm - 8V1Vm] =0. 2.17)

Como [, m sdo arbitrarios, entao

e w=uemJX(2)NOH..
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Isso segue diretamente do fato de que esse conjunto € invariante pela reflexao.

e w=_0e 3712 = cem 0%()\0OH,,

Se x € 9X(2))\OH!, entdo 2™ € I onde w(z) = u(z*") = 0. Para a segunda igualdade

a reflexdo de um vetor k& = (ky,...,k,) é dada por k™ = k — 2(k - v)v. Assim, se x €
0% (2)\0H,,
_ AV A\
ow (x) = lim w(z + tv,) — w(zx) i — u((z + trg)™) — u(x™)
v, t—0— t t—0- t
_ lim u(x + tvy + 20\ — (z + tvg - v))V)ve) —u(x — 2N — (- v))v)
N t—0~ t
— i wx 420\ — (z-v))v + t(vy — 2(vp - v)V)) —u(x — 2(A — (2 - v))v)
N t—0— t '

Lembre que v, — 2(v, - v)v é a reflex@o do vetor normal de = € % (€2,)\OH! e como 2™ €

X(82,)\0H,, entdo
AV AV AV
gw r) = lim uz —|—tu$t ) — u@™) =c.
Vg t—0—

Ja que v, — 2(v, - ¥)v é normal exterior com relagdo a 9, em 2",

Observando que X(€2,) C €, podemos considerar a fungio u — w definida em X(€2/,). Além

disso, temos
1. A(u—w)=0em X(Q2);
2. u—w=0emIX(Q2,)NOH],;

3. u—w > 0emdX(Q)\0H,, pois como 0%(£2,) C €, entdo para x € 9%(2,)\0H,, temos

que u(x) > 0, ja que as solugdes de u sdo estritamente positivas e w(z) = 0.
O Teorema 1.6 fornece
I. w—w>0emX(§2) ou
Il w=wem ().

Suponha que ocorra o caso A), isto é, X(§2) € internamente tangente ao ponto P que nao

pertence a 0H,. Além disso, suponha que ocorra /, o Lema 1.5 fornece

0
—(u — 0
. (u—w) <
o que contradiz
ou ow

an - 8Vp
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Assim, I ndo pode ocorrer no caso A).
Portanto, no caso caso A) s6 é possivel ocorrer o caso 1, isto é , u = w em %(2)). Como

2() C Q, entdo OX () \OH! C Q. Assim, temos as opgdes:
a) OX(QU)\OH! C 9 ou
b) OX(QU)\OH! ¢ 0.

Caso a) ocorra, {2 é simétrica com relagdo a JH/,. De fato, suponha que existe xy €
OQ\X(£2) tal que x( pertenga ao semiespaco que ndo contém 2. Tomemos yy € X(Q2)) e
seja § : I — 2 caminho continuo ligando z( a y,. Pelo Teorema da Alfandega devemos ter
B(I)NIX(Q) # 0 o que contradiz S(I) C Qe IX(2)\OH!, C I90.

Caso b) ocorra existird um ponto p € 9%(€2,)\0H, tal que p ¢ 0N e assim p € ). Note
que temos w(p) = 0, e portanto, teriamos que u(p) = 0 o que é um absurdo ja que v > 0 em
2. Logo, s6 é possivel ocorrer o caso a).

Assim, 2 é simétrico com relacdo a H,. Isso vale para todos os pontos de 0f). Portanto, €2
¢ simétrico em todas as direcdes. Segue que {2 é uma bola centrada em algum ponto.

Analisemos agora o caso B). Fixemos um sistema de coordenadas com origem em () e x,,
na dire¢do normal interior do ponto () (i.e, na direcdo —1/) e x; na direcdo normal a 0H,, i.e
na dire¢do v. Como z,, estd na dire¢do de —v, entdo % # 0 em 0f). Sendo u = 0 em 02

entdo O é uma hiperficie de classe C2, assim 9 é localmente o grafico de uma fungdo e daf
Ty = G(a1, 20, ,Tp_1), ¢ EC?
onde 0 = ¢(0), Q = (0/,¢(0')) e 0’ = (0,0,...,0) € R"1.
Como u = 0 em 0f2, segue que
w(xy, -, Tpo1, @) = 0 em 0N (2.18)

Uma parametrizagdo de 02 é dada por

¢($1,[L’27 e ,l‘n_1> = (1’1,[[‘27 ey ¢($1,I2, e 71771—1))

e o normal unitdrio exterior ¢ dado pela seguinte expressao

1
v=———(-Vo,1). (2.19)
(woprnr oY
Utilizando que % = c em 0f) temos

c—%—Vu-y— ou ou  Ou . _% B e 1 1
v N oxy " Ox,_q Ox, oxy 7 Oxp_qi’ (|V¢|2+1)%.
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Dai,
n—1 n—1 a¢ 2 %
ou ou 0¢
— ——=c|1 — . 2.20
ox, gﬁxkaxk c( +;(8ajk) > (2.20)
Derivando (2.18) com respeito a x; para: = 1,2,...,n — 1

ou n ou 0¢
ox; Ox,Or;

0. (2.21)

Visto que v estd na dire¢do de x,, as n — 1 primeiras coordenadas de (2.19) sdo nulas quando

avaliadas em (). Logo, em () temos

9, .
8@(0)_0’ parai=1,2,...,n— 1. (2.22)
Utilizando (2.22) em (2.21)
Oy =0 e 2@ = ¢, parai=1,2,....n—1. (2.23)

ox; ox,

Derivando (2.21) com respeito a x;, temos

0%u N 0%u 8¢+% 0%¢
O0x;0x;  O0x,0x; 0x;  Ox, 0x;0x;

=0 Vi,j=1,2,--,n—1.

Avaliando em () tem-se

0%u 9%
0" = 0. 2.24
Derivando (2.20) com respeito a x; com i = 1,2,...,n — 1 e avaliando em (), utilizando (2.22)
e (2.23), temos
0*u
Como Au = —1em Qeu € C*Q) temos Au(Q) = —1. Dai
0%u 2 Qu
= -1
7z (@ =~ 255
De (2.24) tomando ¢ = j
0*u

(Q) = cAg(0') - 1.

2
0x2

9¢

Por construgéo Y(€2),) C (2 e todas as derivadas %g;j(o’) =Oparaj=2,...,n— 1, pois 3=

tem valor critico em () para todas as coordenadas exceto a x;. Defina
w(Ty,. .., Ty) = u(—x1, 20, ..., T,)

a funcdo w acima € a fun¢do w original nesse novo sistema que estamos trabalhando. Na base

que estamos trabalhando temos ) = 0xy + 0zg + - - - + Ox,,.
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.8_w = _8_u e avaliando em ()
0, 1
ow ow ou ou
ow ow ou ou 0,se2<j<n-1
o—(Q)=—(0,...,0) = —=—(0,...,0) = =—(Q) =
633]' aﬂf]’ 83:]- 823]' c, sej =n
ePor (22])temosparai =1e2<j3<n—1
0%u Pu dp  Ou o 0

010 + 0x,0x; 011 + 0z, 0x,0x;

Em () temos, utilizando que afaﬂ; (0)=0para2 < j <n-—1,tem-se
0w 0?u
= — =0.
8.7}18.73]' Q 8x18xj (Q)

eParai =7 =1

aQ_M()_i _%(_ ) —@(_ )
am%x—axl 1 T,y T = o TlyeeeyTp).

Em @, temos

0*w 0*u
3—95%(@) = 8_x§<Q)
eParai=1lej=n
0w 0%*u
0x10z,, @) = 01,0z, (@) =0.
e Parai # 1le j # 1 temos
0*w 9%u
DT, (T1,... @) = i, (=21, .., xp)
e assim,
0*w 0*u

Isto é, todas as primeiras e segundas derivadas de w e u coincidem em (). A fun¢do h = u — w
satisfaz

Ah=0emX(Q) e h >0 em %(Q)

e h(Q) = 0. Se y é uma dire¢do ndo tangencial entrando em 3(€2)) a partir de (), o Teorema

1.8 nos garante que

ou a(ua—;w)(Q) >0 ou

o que contradiz o fato das primeiras e segundas derivadas coincidirem em (). Dai, / também

ndo ocorre no caso B).
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Assim, €2 é simétrico com relagdo a 0H,,. Sendo v € arbitrdrio, entdo {2 é uma bola centrada
em algum ponto.

Pelo principio do maximo se u, h sdo solucdes de (2.1), entdo v = h em (2. Digamos que {2

¢ uma bola de raio b centrada na origem e seja h(z) = %, temos
1. Ah=-1
2. h=0em 9N
3. Vh(z) = (_—”’1 . _33”)
n n
Como €2 € uma bola, entdo o vetor normal unitdrio em cada ponto € dado por v(z) = (%, ..., %),
assim
Oh b
L Vhev = —.
v YT

Segue da unicidade que a tnica solu¢d@o para o problema é h.



Capitulo 3

Simetria para a equacao de Laplace em

um anel rigido

Nesse capitulo vamos estudar um resultado de simetria devido Reichel [12] para de solucdo da

equacdo de Laplace (1-Hessiano) em um dominio em forma de anel rigido.

3.1 Notacoes e resultados preliminares

Sejam 0 < Ry < Rye A = {z € R"; R, < |z| < Ry } o anel rigido determinado por Ry, Rs.
O objetivo dessa secdo é discutir simetria radial e monotonicidade para uma solu¢io C%(A) do

seguinte problema para o operador Laplaciano no anel A

Au+ f(|z],u, |[Vul]) =0, 0 <u<a, sexe€A
u =0, se |r| = Ry » (3.1)

u=a, se |x| = Ry
onde a > 0 é uma constante e f : [Ry, R x R x [0,00) — Re f satisfaz
A) f = f(r,p,q) é decrescente em 7
B) f(r,p,q) = fi(r,p,q) + fo(r,p) com f; Lipschitz continua em p, ¢, f, crescente em p.

Para \ € (0, Ry), vamos introduzir a seguir algumas notacdes e fatos que serdo necessarios no

que se segue.
1. T\ ={z €eR” 2, =\};
2. 2 = (2\ — 11, 2') reflexdo de x em relagdo a Ty, onde 2’ = (12, 23, ..., Ty);

31
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3. B* = {2*;x € B} reflexdo do conjunto B em relagio a T};

—~—

4. X(N) ={(z1,2") € A; 1 > \};

— A

5. B(A) = Z(M)\Bkg, (0) -

Figura 3.1: Alguns exemplos para a regido () no caso de um anel rigido.

Lema 3.1. Se Z é uma componente conexa qualquer de ¥(\), entdo
E:=0Zn{z: |z| = Ry, x1 > A} # 0.

Em particular; existe uma sequéncia {xy}; > C E tal que x1; \y \ quando k — 400, onde

estamos denotando vy = (T1, ..., Tnk)-

Demonstragdo. Considere inicialmente o caso n = 2 e suponha T(O)/\ C X(A). Sejam « tal
que0 < A< a< Ryex €T,,digamos que x = (o, &) onde £ € tal que \/oz27+§'2 = R,. Logo
T, N OBgr, # (. Afirmamos que (a, &) € 0Z. De fato, seja x,, — £ com z,, < { e y, — & com
€ < Yn. Como |(cv, x,)| — R, entdo existe um n tal que |(a, z,)| > Ry, assim (o, x,) € Z.
Como |(a, y,)| > Ra, entdo («, &) é limite de uma sequéncia de pontos que pertence a Z é de

uma sequéncia de pontos que ndo pertence a Z. Portanto, (o, &) € 0Z e além disso

(a,&) € 0Z N{x;|x| = Re,x1 > A}

Caso B1(0) NS(\) # 0 mas B1(0) ¢ £(N), tome p = (p1,p2) € Bi(0) N E(N), € tal que
P} + &2 = R, e aplique a argumentagdo anterior.

Caso B (O)AHE(/\) = () tome « € (), Ry) e novamente aplique a argumentagdo do primeiro

caso.
Agora, suponhamos n > 3 e argumentaremos por inducdo. Considere a restricio de 07 e A

ao plano z = 0 podemos aplicar o caso n = 2 e garantir que 9Z N {x; |x| = Ry, 21 > \} # 0
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e que existe uma sequéncia (zy) tal que x;; — A. Suponha o resultado valido paran — 1 e
considere a restri¢do de 0Z e A ao plano z,, = 0. Podemos aplicar o caso n — 1 para garantir
que 0Z N {x; |x| = Ry, x1 > A} # (). Assim, para obter a sequéncia basta tomar uma x; € E

tal que z; — A. ]

Exemplo 3.1. Considere Ry = 1e Ry =4, A = {z € R,1 < |z| < 4} e tome X = 2 temos
YN ={z eR,2<z<3},0Z ={2,3} edai E = (). Isso mostra que o Lema 3.1 ndo é
vdlido paran = 1.

Lema 3.2. Seja u € C?*(A) uma solugdo do problema (3.1). Para z € OA sejam € R™ um
vetor unitdrio tal que y(z) - m > 0, onde v(z) é 0 normal unitdrio interior com relagdo A em
z. Entdo, existe um p tal que 9% > 0 em B,(z) N A se |z| = Ry e 2% < 0 em B,(z) N A se

|z| = Ry

Demonstracdo. A prova desse resultado é andloga aquela do Lema 4.1 e omitida. [

3.2 Simetria radial e monotonicidade de solucoes

Nessa secdo vamos discutir a monotonicidade e a simetria radial para solucdes da equagdo (3.1).

Teorema 3.1. Seja f = f(r,p,q) decrescente emr e f(r,p,q) = fi1(r,p,q) + f2(r,p) satisfa-
zendo, f1 Lipschitz continua em p, q e f5 crescente em p. Entdo, toda solu¢do u de (3.1) com

0 < u < aem A é radialmente simétrica e decrescente.

Demonstracdo. Vamos inicialmente mostrar que o problema (3.1) € invariante por rotagdes.

Para isso, seja R € O(n) e h(z) = (uo R)(z). Escreva

n n
sz(E aklxk,...,g a;mxk>, x=(21,...,T,)

k=1 k=1

onde {a;;} € a matriz de R na base candnica de R". Um cdlculo direto mostra que

n n n a
Vh(z) = <z; akla Z kQay -,;akna—;>

& k

[Vh(z)| = [Vu(Rz)|,

pois Y p_,aZ = lparai=1,....,ne > iy @ijag, = 0sed # k. Além disso, |Rz| = |z] e
assim (u o R)(z) = u(Rz) = 0se |Rx| = Ry e (uo R)(z) = u(Rz) = ase |Rx| = R,. Por
fim, pelo Coroldrio 1.1 com k = 1, temos Ah(z) = (Au)(Rx) e portanto

Ah(z) + f(|z], h(z), Vh(z)) = Au(Rz) + f(|Rz|, u(Rz),|Vu(Rz)|) = 0.
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Sendo assim, (3.1) é invariante por rotagdes, para concluir que u € radialmente simétrica é

suficiente mostrar
u(xy,2') <u(—mz,2"), Vo= (21,2") € A, 21 > 0. (3.2)
Como A € (0, Ry) podemos definir a seguinte fungéo
w(z, \) = u(z?) — u(z), paraz € B(N),

Uma vez que X(A\)* C A, temos que w é bem definida. Provemos que w satisfaz as seguintes

propriedades:

(1) w(z, ) > 0em X(N);

(i) 2% (2 0) > 0em ANT
i e x, em A

Fazendo A — 0 em (7), obtemos (3.2).

Etapa A: Primeiramente provemos que existe £ > 0 tal que para qualquer A € (Ry — ¢, Rs)
(1), (i7) sdo validos.
Podemos aplicar Lema 3.2 com z = © = (Ry,0,...,0)em = (—1,0,...,0) para garantir

a existéncia p > 0 tal que g—; < 0em B,(z) N A. Afirmamos que

E(AN)UX(A)A C By(x), paratodo A € (Ry —¢, Ry)

7z . 2 _
se € > 0 € suficientemente pequeno. De fato, tome ¢ < J=-. Paray = (y1,...,yn) € E(N),
temos
‘y - $‘2 = |(Z/1792> LR 7yn) - (R2707 s 70)‘2 = ‘(yl - R2ay27 v >yn)‘2
= =R+t =yt Y, 2R+ B
<R?

< R —2R;+p°+R3=p",

donde segue que y € B,(x).

Agora, tome y = (y1,...,Yn) € X(A). Por defini¢do, a reflexdo em torno do hiperplano T

édadapory = (Y1,Y2,---,Un) = ¥ = (2N — Y1, Y2, - - -, Yn), asSim

’y/\_l,‘2 = ’(2>\_ylay2>ayn)_(R270770)|2:(2)\_y1_R2)2+y§++yi

= A= Ry)? =212\ — Ry) + 2 + -+ 32
2
<R3

< (2= Ry)(2A — Ry — 2y1) + R3.
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2

Usandoque A < Ryequey; > A > Ry — 2/)?2’ segue

2
v — x> < Ry <R2+%—2R2> + R3 = p*.

2

Assim, se \ € (32 -2 Rz) segue SOV US(W? € B,(z). Se A € (Ry— 5, Ro) ez € B(N),
como X(A\) C B, e X(\) C B,(x), entdo pela convexidade de B,(z) o segmento de reta
(2%, z] C B,(x). Seja g(t) = u(xy + t,2') definida em 2\ — 221 < ¢t < 0 temos

2\—2x au 0 au
A / /
w(x”) —u(x) = —(z +t,x dt:/ ———(x1 +t, 2" )dt > 0.
@ -uw= [ Srmernad= [ )
Assim, () é valido para A € (R — £, Ry). Com 0 mesmo A, nos utilizando do fato de z* = =

em 1), segue

a_w@’ N = lim w(x +tey) — w(x)

8371 t—0 t
lim — w(2A — 1 — t, ") —u(xy + t,2") + u(2\ — zq,2") — u(xzy, 2')
50 t

e visto que r; = A

8_w($7)\) :hmu()\—t,m)—u(/\,x) —u(A+t,2") + ul\ ) _ _2%@).
0xq t—0 t 0xy
Assim,
ow ou
— =—-2— ANT
o (x,\) . () >0 em ANT),

para \ € (Rg — %,Rg).

Etapa B: Na Etapa A foi mostrado a existéncia de um A € (0, Ry), com \ suficientemente
préximo de Ry, tal que w(z, A) > 0. O objetivo nessa etapa é mostrar que w > 0 em qualquer
componente conexa de Z de ().

A fungdo v(z, \) = u(x?) satisfaz
Auv(z) + f(|2*], v(@), [Vo(z)]) = 0 em B(N),
Jja que
Av(z) + f(j2*], v(@), [Vo(@)]) = Au(a®) + (o], u@?), [Vu(z)]).

Portanto,

0 = Aw+ f(|2],v,[Vo]) = f(la],u, [Vu])

v

Aw + f(|$|,?), |VUD - f(’x‘vuv |VUD

> Aw+ fi(lz], v, [Vo]) = fillz], u, [Vul)
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onde na primeira desigualdade utilizamos que |z| > |z*| e 0 que f = f(r,p, q) é decrescente
em r, na segunda desigualdade o fato de f, = (r, p) é crescente em p juntamente com v(x, A) >

Por simplicidade, denotamos momentaneamente u; = u,,. Sejam
fl(!a:\, u, ’UZD — fl(‘l", u, |V1D

0, se u;(z) = v;(z)

. se ui(x) # ()

OHdCUZ’: (ul,...,ui_l,vi,...,vn)e‘/;: (ul,...,ui,viﬂ,...,vn)e

fillz], v, [Vo]) = fillz], u, [Vol)

v—1Uu

, o se u;(x) # vi(x)

0, se u(z) =v(x)

[f1(lzl, v, [Vo]) = Ai(lz], u, [Vo])]

le(z)] =

v —ul
< K|(|U7|VU|)_(U'7|VU|)| - K
v —ul
e
|b(x)’ _ |f1(|x|,u, ’(Ul, ey Ui, Vg .. ,’Un)|) — f1(|:v|,u, |(U1, ey Uiy Uity - - ,UH)D|
Z |vi — wil
< K‘(”? ’(ula' <oy Ui—1, Uiy - ,’Un)| B (U, ‘(ula ey Uiy Vi, - - 7U7L)|)‘ _ [(—7
|ui — v
onde K € a constante de Lipschitz da funcdo f;.
Note
" ow
S 62 4w
=1
n
= > Alalu |(ur, o)) = Al (v, o))
i=1

- fl |$|7U, (U17U27"'7Ui—17vi7"‘7Un)|)_f1(|x|7u7|(u17v27"‘7Ui7vi+1)-"7vn)|>

’ZC|,U, |(U1,"U2, ey U1, Vg e e 7vn>’) - f1<|.’1§",u, |(U1,U,2, e Uy Ui,y - e 7Un)‘)

f1(|l‘|7ua |(U,1,U27 vy Uj—1,y gy - e ,Un)|) - f1(|:1c|,u, |(U1,U2, vy Uy Uig 1y - - aun)l)

fillel, v, [Vol) = fillz], w, [Vol) = file], v, [Vo]) = fi(lz], w, [Val).
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Assim,

b+cw

O>Aw+z

onde ¢~ = min{c(z),0}.

Seja Z alguma componente conexa de ¥(\). Pelo principio do maximo (ver Teorema 1.6)
aplicado a Z, se w = 0 em algum ponto de Z, entdo w = (0. Suponhamos que w = 0 em Z.
Pelo Lema 3.1 existe uma sequéncia x; em 0Z com |zx| = Ry e x1; \, A. Pela condicdo de
fronteira u(z)) = 0 e pela hipétese w(zy, \) = 0 temos, u(z;) = 0. Como 0 < u < a, se

v € Aeu=0se|z| = Ry, entdo |13| = Ry. Assim

|22 * = [k
= (2A— ka)Q = x%k

= 4N —dx1 = 0 < AN —214)

e como z; ; > A temos A = 0 o que contradiz A > 0. Portanto w > 0 em Z. Fazendo isso para

todas as componentes conexas de 3(\) temos w > 0 em ().

Etapa C: Defina
= inf{a > 0; (¢) é vélido para todo VX € («, R2)}. (3.3)

O objetivo agora € mostrar que . = 0. Suponha por contradi¢do que p > 0, entdo existe um
sequéncia {\ }72; tal que Ay 7 e uma sequéncia x = (T1,...,2Tnk) € L(Ax) tal que (7)
ndo vale, isto é, w(xg, A\x) < 0. Vamos escolher x; de modo que w(xy, \x) assuma seu minimo

negativo sobre () em x. Para x € 0% (\g)

0, T € 82()%) N TAk
w(w, \p) = ¢ u(z™) -0, x€IS(\)N{x:|z| =Ry}
a—u(x), x € 0X(\) N {aM : |2 = Ry}

como u(z*) > 0 e a — u(xr) > 0 segue que w > 0 em I%();,). Portanto, 7, € X()\;), por
x) ser ponto de minimo temos Vw(zy, \x) = 0. A sequéncia zj por ser limitada tem uma
subsequéncia que converge para T € Y (y), pois como zj, € X(\) = Z/(\/)\BRI( )/\ , entdo
Ty ¢ BRl(O))\ e 1k > Ak, daf tomando a subsequéncia temos T ¢ Bg, (0)" e T1 < u. Portanto
T € Y(pu) onde T = (77,73, . . . , Tp,) dai

Vw(Z, 1) = lim V(u(z}*) —u(rg)) =0 e (3.4)

k—oo
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w(Z, 1) = kh_g)lo WAL = T1gy -y Tng) — W T g, -, Tiy) < 0.

Afirmamos que (7) vale em . De fato, caso contrario existiriaum y € X (u) tal que w(y, 1) < 0,
isto &, u(2pu — y1,y’) < u(y) = 0. Pela continuidade de u existe um ¢ > 0 tal que u(2(u +¢) —
y1,y') < u(y)eexisteum a € (u, pn+ 5) tal que (4) vale paratodo € € (a, Ry). Ora, a < pi+¢
0 que gera um absurdo, provando a afirmacao.

Como temos w(Z, 1) < 0 e (i) vale, entdo w(T, 1) = 0. Pelo que obtemos na etapa B, isto
é, w > 0em X(\) segue que T € 9%(u). Por (3.4) e o Teorema 1.7 temos que T ndo pertence a

parte suave de 93(11). Portanto,
T € (0ANT,) U(0Bg, (0)* N0OA\T,), (3.5)

se T € 0Bg, (0)* N 0A\T,, isto é, T € 0Bg,(0)* e T € 0A\T,, dai T € O0Bg,(0) ja que
Z € 0Bg, (0) ndo € possivel, pois isso implicaria que € 7,. Assim, no segundo conjunto de
(3.5) temos w(T, 1) = a— 0> 0. LogoT € ANT,.

Denotemos a reflexdo de xj, em relacdo a 7T)\, por y, como = € 1), entdo y, — 1, pois,
de (x14,...,Znk) = (T1,...,T,) onde Ty = p segue daf y, = (2N, — T1k,. .., Tng) —> .
Se T € 0Bg,(0) tomando m = e; no Lema 3.2, jd que 1 > 0 o vetor normal que aponta
para dentro em T tem primeira coordenada positiva, existe uma bola B,(7) tal que % < 0Oem
AN B,. CasoT € 0Bg,(0) tomando m = —e; no Lema 3.2, pois o vetor normal tem primeira
coordenada negativa, existe uma bola B,(Z) tal que 88—;‘1 < 0em AN B,(Z). Assim, existe uma
bola B,(7) tal que g—;l < 0em AN B,(T) para k suficientemente grande temos xy, v, € B,(T)
portanto

Z1,k au

—wlon ) = ulan) — u() = | (t,2¢')dt < 0 (3.6)

22X, —21 & dzy
uma contradi¢do com o fato de w(z, A\x) < 0. Logo temos i = 0. E portanto para A = 0 temos
u(zy,2’) < u(—z1,2"). Aplicando um argumento semelhante para A\ € (— Rz, 0) concluimos
que

u(—xy,2") < ulxy, o), Vo = (z1,2') € A,z > 0.
o que implica
u(zy, 2") = u(—x1, 7).
Assim, u € simétrica na direcdo z;. Pela invariincia da rotagdo e do Lema 2.3 segue que u é

radialmente simétrica.
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Tome \ € (Ry, Rz) ey = (),0,...,0) pelo lema de Hopf

x—l(y) >0,

como w,, = —2u,,, entdo para todo A € (R, Rs) temos

u

x_l(y) <0

dai u € decrescente na direcdo e; e pela simetria u € radialmente simétrica.



Capitulo 4

Simetria para o operador k£-Hessiano: caso

nao-linear

Nesse capitulo vamos estender para o caso ndo-linear (¢ > 1) do operador k-Hessiano os
resultados de simetria de solu¢@o e de dominio dos capitulos anteriores. Esses resultados foram

obtidos por Bo Wang, Jiguang Bao [16].

4.1 Operador k-Hessiano em um anel rigido

Vamos considerar o seguinte problema,

or(MN(D*u)) = f(|x|,u, |Du|); a1 < u < as, se z€ A
u=a, se |z| = Ry (4.1)
U = ag, se |z| = Ry
onde 0 < Ry < Ry, A :={x € R";R; < |z| < Ry}, a1, ay sdo constantes reais e f :

[R1, Rs] X [a1,as] X (0,400) — R satisfaz as seguintes condigdes:
f(r, z,q) é positiva e decrescente em r; 4.2)

flr,z,q) = fi(r,z,q) + fa(r, z) com f; lipschitz continua em z, g e f» decrescente em 2.
4.3)
Seja ®2(A) = {v € C*(A);0:(\(D*v(x))) > 0,2 € A,i = 1,2+ ,k — 1,k}. Vamos

introduzir algumas notagdes e resultados que serdo utilizados. Seja A € (0, R)

1. T\ ={z €eR", 2, = \};

40
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2. 2% = (2)\ — 11, 2') reflexdo de x sobre Ty, 2’ = (w2, T3, -+ , Tp);

3. B = {2*;x € B} reflexdo do conjunto B sobre T};

—_—~—

4. X(\) = {(z1,2") € A; 1 > N}

5. %(\) = S0\ B, (0) -

O resultado a seguir ¢ a versio do Lema 3.2 para ®2(A) em vez de C?(A). A prova que daremos

aqui se aplica, com as devidas adaptacdes, ao caso C2(A).

Lema 4.1. Suponha que u € ®3(A). Para x € 0A, sejan € R" tal que () - n > 0. Entdo,
existeumabolaB()talque <OemB()ﬂA,se|x| Rge . > 0em By(z) N A se

|z| = Ry. Onde y(x) é a normal unitdria que aponta para dentro.

Demonstragdo. Sejax € dA e |r| = Ry. Como u € ®2(A) para k = 1 temos Au > 0 em A.
Pelo lema de Hopf temos g“( ) <0ewu < ay em A. Pela continuidade de em x, existe uma
bola B, (x) tal que 3 . < 0em By(z) N A. Assim o resultado segue da contlnuldade de 2u 5y em .

Sejax € 0Ae ]x\ = R;. Pela defini¢do de 8—;(1‘) e como u > a; em A como y(x) -1 >0
entdo 7) aponta para o interior de A, assim x +tn € A para t suficientemente pequeno e positivo

ou - u(z +tn) — u(z) — bm u(z +tn) —ay >0 44)
on t—0+ t t—0+ t

* Se g—;;( x) > 0 a continuidade de em x nos d4 a conclusao.

» Se g—:}‘(x) = 0, pelo Lema 1.1 temos

d%u

Gt = dul@) (1) 1) > 0.

Pela continuidade em z de 2-%, existe uma bola B, () tal que 2 > (0 em B,(x) N A. Tomando

8 2 ’
p1 menor do que p, para qualquer y € B, (z) N A como y € A, entdo |y| > R;. Defina
v : R — Rdadaporv(t) =y — tn e tome ty > 0, tal que |v(ty)| = Ry. Sejayo =y — ton, pela
mesma argumentacio apresentada em (4.4), temos 2% (yo) >0ey—yo=ton (ty > 0). Vamos

definir

ou
= (g — <t <t
g(t) 877(y tn), 0 <t <t

Pelo teorema fundamental do calculo
ou ou to 0 9%y
— () = alta) — a(0) = "(t)dt = — —(y — tn)dt < 0.
87](%) 877(1/) g(to) — g(0) /0 g'(t) /0 o (y —tn)

Assim 8—Z(y) (yo) > 0. E portanto temos 5% . > 0em B, (z) N A. O
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Teorema 4.1. Seja u € ®2(A) uma solugéo de (4.1) e f satisfazendo (4.2), (4.3). Entdo u é

radialmente simétrica e crescente em |z|.

Demonstragdo. Inicialmente, argumentando como no Capitulo 3, usando o Coroldario 1.1 pode-

mos verificar que o problema (4.1) € invariante por rotacdes. Assim, como antes, basta verificar
u(zy, ') > u(—z1,2"), Vo = (21,2") € A, 1 > 0. 4.5)
Para \ € (0, Ry), vamos definir a fungio

w(z, ) == v(z,\) —u(z) = u(z?) —u(z), € B(N).

~—

Afim de provar (4.5), é necessario provar as duas seguintes propriedades de w(x, \), para qual-

quer A € (0, Ry)
(1) w(z,\) <0em 3(N);

(i4) g—w(ac, \) < 0em ANTy.

X1

Quando fazemos A — 0 em (i), podemos obter (4.5).

Etapa A: Provemos que existe € > 0 tal que para qualquer \ € (Ry — ¢, Ry) (i), (i7) valem.
Escolhendo z = z = (R»,0,...,0)en = (—1,0,...,0), pelo Lema 4.1 existe p > 0 tal que
aa—;l > 0em B,(z) N A.

Como antes, para ¢ < £ e A € <R2 — £ R2> vale ¥(\) UX(A\)A C B,(x) e entdo

2R, 2Ry
88—;‘1 > 0em X(N). Se A € (Ry — 5, R2) e € X(A), como X(A) C By(z) e ()\)A C B,(z),

entdo pela convexidade de B,(x) o segmento de reta (2%, z] C B,(z). Note que 2\ — 2z; < 0

esejag(t) = u(zry +t,2') com 2\ — 2z; <t < 0. Entdo

22A—211 2A—2z1 au
(@) — u(x) = g(2) — 221) — g(0) = / §(t)dt = / S+ e
0 0 T

0
0
= / ——u(l'l +t,2")dt <0
2

A—2x1 axl
isto €,
w(z,\) <0em X(A).
Se x € TN A, entdo = 2 e dai

O_w(x) — lim w(x +tey) — w(x)
8w1 t—0 t
— lim w(2A — 1 — t,2") —u(xy + 6, 2") + u(2A — zq,2") — (g, 2')

t—0 t
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Utilizando que x; = A, pelo mesmo célculo do capitulo anterior

ow ou
_—=—2— ANT
T Ay <0 em N T

para \ € (Rg — %,Rg).

Etapa B: Pela etapa A, existe A > 0 proximo de R, tal que (i), (¢¢) sdo vélidas. Nessa etapa
provaremos a desigualdade estrita em (i).

Sendo v(z, \) = u(z?) = u(2\ — 1, 2’'), temos

Ugizr  Uzizs °°° VUzz,
DQU(:B) _ VUzoxy Vaozg *°° Vzgay
Vipnzy Vzpza 0 Vzpan,
Ugyzq —Ugyzy 7 Uz,
_uIQxl uIQxQ e ux2xn S T,
- = D?u(x?)
_uacnacl uacnacz T ua:n;vn

e assim, por (1.7) temos
ar(A(D*u())) = ox(M(D*u(2))) = f(|z*], u(z?), | D(u(@))]) = f(|2*], v, |Dv])

em ().

Denote u; = u,, e defina

a’(r) = /0 Sy (sD*u(z) + (1 — s)D%v(x))ds

f1(|$‘>ua’Ui|)_f1(|x|7u’|vi‘) se ul(x)#w@)

bi(z) = v; — U
0, se w;(z) = v;(x)
ondeUi: (ul,...,ui_l,vi,...,vn)e‘/;: (ul,...,ui,viﬂ,...,vn)e
f1(|x|,v,|Vv])—f1(|x|,u,|Vv])’ se u(aj)gév(a:)
c(zr) = v—u :
0, se u(z) =v(x)

Como u e v sdo k-admissiveis, entdo su + (1 — s)v € gbi(ﬁ), para 0 < s < 1. Assim, pela

elipticidade de Sy, existe A > 0 tal que

la”| < /0 1S/ (sD*u(x) + (1 — s)D*v(x))|ds < A.
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Por outro lado, como f;(r, z, ¢) é lipschitz continua em z, ¢

|bl($)’ _ |f1(|x|7u7|(u17"'7ui—1yvia"'7?}n)|)_f1(|m|au7|(u1a"'7uiavi+17"-avn)|)|
|vi — i
KH(ul, e Wi, Vg e )| = (U e U Vi, e )|
N |vi — ]
< K|<U1,...,’U,i,h'l)i,...,vn) — (Ul,...,ui7’lji+1,...,?}n)| _ K
v — i
Ainda,

|f1(lz], v, [Do]) = fi[z],u, [Do])] _ K|(v, [ Dv]) = (u, |Dv))|

v — ul - v — ul

= K.

le(@)] =

Seja M = [my;], com my; = SUg,e; + (1 — 5)vs,,,. Uma vez que SP(M) = 2-(Si(M)),

omI

temos

d

7 —(Sk(D*(su+(1—5)v))ds

F(la*, v, [Do]) = f(J2], u, [ Dul) = Sp(D*v) — Sp(D*u) = —/
0

pela regra da cadeia

_/Olci(Sk(DQ(su—i—(l—s) ))ds = / Zﬁmmsk 2ou+ (1 — 5) )dds ds
- _/0 > SHD*su+ (1= 5)0)(ty,e; — Vo, )ds
— _/1Zs,§f(D2su+(1—s)v)(—wmj)ds
= / D SHDsu A+ (1= 5)v)(waya,)ds.

Agora usando que |7*| < |z] e (4.3),

> aw., = f(l2],v,|Do]) = (|2l u, | Dul)

1,j=1

> [zl v,[Dv]) = f(la], u, [Dul)
= f1(|x|,v,|Dv|)—f1(|x,u,|Du|)+f2(|x|,v)—f2(|x|,u)
> fl(lxl,ulel)—fl(\l‘l,ualDUD

— Zbl )Wy, + c(x)w

onde usamos que f>(|x|,v) — fa(|x|,u) > 0, pois f» é decrescente em z. Sabe-se que ¢ (x) =
max{c(z),0}, entdo

n

Z T)Wayz; — Zbl T)w,, — 't (x)w > i a (2) w0, — Zb’ T)w,, — c(z)w >0,

ij=1 ij=1



Capitulo 4. Simetria para o operador k-Hessiano: caso nao-linear 45

se z € ¥()\). Como Sy é eliptico, segue
n 1
0<oeP <y / SUeE; < Mgl
ij=170

para constantes ¢, A > 0.

Da Etapa A temos w < 0. Seja Z alguma componente conexa de ¥(\), pelo principio
do maximo Teoremal.6 aplicado a Z, se w = 0 em algum ponto de Z teriamos que w = 0.
Suponhamos que w = 0 em Z, pelo Lema 3.1 existe uma sequéncia x; em 0Z com |z)| = Ry
e 1, \¢ A. Pela condi¢do de fronteira u(zy) = ao e pela hipdtese w(zg, A) = 0 temos

u(zy) = az. Comoa; < u < agse x € Aeu = ayse |r| = Ry, entdo |1}| = Ry. Assim

= |zl = |zl
= (2A— m17k)2 = x%k

= 4N — 4)\.%1& =0«& 4)\()\ — xl,k)-

Como z; ; > A temos A = 0, o que contraria A > (. Portanto w < 0 em Z. Fazendo isso para

todas as componentes conexas de X (), temos w < 0 em X(\).

Etapa C: Defina
p = inf{a > 0; (¢) é vdlido para todo Y\ € (o, Ry)} (4.6)

o0 objetivo é mostrar que 1 = 0. Da etapa B temos que (i), (77) sdo validas para A € (i, Ry).
Suponha por contradi¢do que x> 0, entdo existem uma sequéncia {\;}72, tal que A\ pe
uma sequéncia x; € X(A) onde (i) ndo vale, dai w(zg, A\y) > 0. Vamos escolher x;, de modo

que w(xzk, \x) assuma seu maximo positivo sobre 3(\;) em xy. Para x € 03 ()

0, xr € 0X(\g) Ny,
w(z, Ae) = u(z™) —ay, x€IXN\)N{x:|z| = Ry}
a; — u(z), x € 0X(\) N{z: |2™| = Ry}

como a; < u < ag, entdo temos w < 0 em OX()\;). Dai, por w(zg, A\p) > 0 temos que
z € X(\g) e sendo xj ponto de maximo temos Dw(xy, A\r) = 0. Como {z4}%2; é limitado
existe uma subsequéncia, ainda denotada por zy, convergindo para T = (71,...,T,) € m
tal que

Dw(Z, pu) =0e w(T,p) > 0.
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Como (i) valeem A\ = pe w(T,p) > 0, entdo w(T, u) = 0. Pela etapa B, w < 0 em X(u) e

assimT € 0% (u). Pelo Teorema 1.7 temos que T ndo pertence a parte suave de 0% (y1). Portanto
Z € (0ANT,) U (0Bg,(0) NOA\T,). 4.7)

SeZ € 0Bg, (0)* N OA\T,, isto é, T € 0Bg, (0)" e T € OA\T), temos que T € 0Bg,(0) ja que
T € 0Bg,(0) ndo é possivel. Assim, no segundo conjunto de (4.7) temos w (T, pt) = a;—ag < 0.
Logo7 € 0ANT,.

Pelo Lema 4.1 com x = 7, existe uma bola B,(Z) tal que g—’; > 0em B, N A. Para k
suficientemente grande temos x, ;¢ € B,(T). Entdo

(e M) = ulug) — u(z) = / %“(t, 2)dt > 0.
22—y, 911
Assim w(zg, A) < 0 o que contradiz o fato de w(xy, \x) > 0. Portanto 4 = 0. Novamente
com mesma argumentacdo do capitulo anterior conclui-se que u € radialmente simétrica. Seja
A € (Ry, Ry) novamente pelo Lema de Hopf, para y = (), 0,...,0) temos
ow

—(y) <0
9e, W)
€ consequentemente
ou
—(w) >0
ae, W)
isto é, u € crescente na direcdo e; pela simetria radial segue o resultado. 0

4.2 Operador k-Hessiano em regiao anelar

Sejam €2y, €2, dois dominios simplesmente conexos de classe C? tais que ©; C €, 0 subcon-
junto = Q,\Q; é chamado de regidio (dominio) anelar, caso €; para i = {1, 2} sejam iguais
a uma bola, €2 serd chamado de anel rigido.

Vamos estudar propriedades de simetria para o seguinte problema envolvendo o operador

k-Hessiano em uma regido anelar €2

ox(A(D?*u)) = f(|z],u,|Dul); a1 <u < ag, v € Q
u=a F=c#0, xedh : (4.8)
U = ay g_::CQ#O, J:G(?Qz

~(z) denota o normal unitdrio interior em = € Jf) e ay, as, ¢, o s30 constantes e f satisfaz

(4.3), (4.2). Seja

@i’l(ﬁ) ={ve 02’1(5); Ui(/\(DQ"U(ZB))) >0,2eQ,i=1,2--,k—1, k}.
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Como antes, vamos introduzir algumas notagdes preliminares:

T/\:{ZL'ERR;.Tl :)\}

2= 2\ — 1, 2)
L 21<)\) = {(J]l,l'l) € Ql x> /\}
i EQ(}\) = {(l’l,flf/) c QQ x> /\}

o I(N) = {(x1,2") € 0Qy; 20 > A} parai = 1,2

M; = sup{z; : (x1,2") € Q;}

Parai = 1,2 se \ est4 suficientemente proximo de M;, 3;(A)* C €; e o vetor +; normal em
cada ponto de I'; tem coordenada x; # 0. Além disso §2; contém Ei()\)A até um dos seguintes

casos ocorrer
A) 0%;(\)* se tornar internamente tangente a 9€); em P € Ty;

B) T) atingir uma posicdo onde é ortogonal a J€); em algum ponto @ € Ty N T;(\).

Figura4.1: Caso A, i = 1. Figura 4.2: Caso B. Figura 4.3: Caso A, i = 2.

Denotaremos o valor de A onde ocorre um dos casos criticos em 1 e 2 por m; e seja m =

max{my, my}. Para A\ € (m, M;) sejam
——A
N(A) = Za(M\Q2r

Lema 4.2. Suponha que u € @i’l(ﬁ). Para x € 05, sejan € R™ tal que ~(x).n > 0. Entdo
existe uma bola B,(x) tal que g—’; > 0em B,(x) N Qsex € (e g—z < 0 em B,(z) N Q se

I’GQQ.

Demonstracdo. A prova desse resultado € similar ao Lema 4.1 e omitiremos. [
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Teorema 4.2. Seja u € q)i’l (Q) é uma solugdo do problema (4.8) e f satisfaz (4.2), (4.3). Entdo

Q é um anel rigido e u é radialmente simétrico e crescente em |z|.

Demonstragcdo. O problema (4.8) € invariante por rotagdo. Inicialmente provemos que u é

simétrica somente na direcdo x| para A € (m, M) definamos

w(z, ) = v(z,\) —u(z) = u(z?) —u(z), € Z(N).
Como nos problemas anteriores o intuito € mostrar que w ird satisfazer
i) w(z,A) <0em X(N);

i1) g—Z<OemQﬂT,\.

Etapa A: Provemos que existe ¢ > 0 tal que para qualquer \ € (M, — &, Ms) valem (3), (7).

Seja K = {x = (21,2") € Qo; x; = My}. Para qualquer x € K, tem-se que o plano

Ou_

tangente em « € T)y,. Pelo Lema 4.2 tomando 1 = —e; existe p > 0 tal que 5= > 0 em

B,(z) N2 Note que K € limitado, pois €25 0 é. Seja xj, = (214, ..., 2nk) € K, k € Ntal que
xy, — T = (T1, T2, ..., Ty). Visto que x; ; = M, para todo k, entdo T; = M,. Como z, € 0€),

entdo T € 0{); edaiz € K. Assim, K é fechado e consequentemente compacto.

Ou

Para cada © € K existe um p, tal que 7> > 0 em B, (z) N . Afirmamos que existe

0“1 > 0 em B,(z) N ). De fato, suponha que

um o > 0 independente de x € K tal que
para nenhum o tenhamos > 0 em B,(x) N Q. Tomando o, = l existem z,, € K tal que
8961 % (y,) < 0, para algum Yn € By, (z,) N . Temos |acn — yn| < - e K é compacto, entdo
T, — To para alguma subsequéncia, e assim |z, — y,| < =+ :> Yn — xo € K. Existem um p,,,

Ou_

5o > Oeumm tal que n > 7o tem-se |z, — x| < 220 Tome n tal

tal que em B,, M (2 temos
que ]yn T | < < p““ ,daf |y, — zo| < py,, 0quenosddy, € B,, , N . Logo —(yn) > 0,
mas 5 - (yn) < 0 para todo n suficientemente grande.

Seja K, := U,ei By (x) N Q. Existe € > 0 tal que para qualquer A € (M, — €, Ms), tem-se
WUZ()\) C K, eentdo 2- > 0 em S(\).

Sede (My—5,My)ex € E()\) como L(\) UX(M\)* € K, entdo [z, 2] C Z(My — ¢).
Seja g(t) = u(xy +t,2'), 2\ — 2z <t <0, entdo

22—2x1 2\—2x, au
u(z?) — u(z) = g(2\ — 21) — g(0) = / g'(t)dt = / 8—(x1 +t,2")dt <0,
0 0

X1

isto €

w(z,\) <0 em X(\)



Capitulo 4. Simetria para o operador k-Hessiano: caso nao-linear 49

com a mesma argumentacdo apresentada no Teorema 4.1

ow ou
_—=—2— QNT
s Py <0 em QN7

para A € (M, — 5, My).

Etapa B: Mostremos que se w = 0 em alguma componente conexa de () entdo Z U Z* =
Q. Seja Z uma componente conexa de Y (A). Decompomos 07 em trés subconjuntos

Zy ={x = (11,2") € 0Z : &1 = N\, x € Q};

Zy={x = (v1,2") €07 : 11 > \,x € 00y };

Zy ={x = (21,2') €07 : x1 > N\, x € O}
Se w = 0, isto é, u(z*) = u(x) em Z, temos u = ay em Z3 e u = a; em Zs. Dai Z3 C 982 e
Zs C 0, pois a; < u < ap em 2. Vamos analisar o que ocorre quando Z; = () ou Z; # (.

Definamos

X=2ZUzZ U (0ZnQ)u(02*NQ).

I- Caso Z; = (). Temos 0Z C 9Q e 0Z* C 05, ja que Z; = (). Sendo € aberto X pode ser
escrito como X = Z U Z* e dai 0X C 0. Se X é aberto, entdo a conexidade de 2
implica em X = Q. De fato, dado y € Q\ X existe ¢ > 0 tal que B.(y) C 2. Afirmamos
que B.(y) N X = (), pois, caso contrdrio, existiria um y; € X e dai o segmento que liga
y1 ay passa por X o que contraria 0X C 0. Assim, 2\ X é aberto e como (2 é conexo
entdo X ou Q\X é vazio. Sendo X = Z U Z* entdo Q\ X = (). Como Z € aberto € a
aplicacdo o : Z — Z* dado por p(x1,2") = (2\ — 21, 2’) € um homomorfismo entio Z*

também é aberto. Portanto, temos Q = X = Z U Z*.

I1- Caso Z; # (). Nesse caso temos 0Z\Ty C Qe 0ZM\Ty C 2. Segue-se
0X C (0ZU0ZM\(0Z N Q\(0Z2* N Q) C 0N,

Provemos que X é aberto. Sejay € X entdoy € ZU ZA U (0Z N Q) U (02> N Q). Se

y € Z U Z* que € aberto, entdo temos que y € intX

a) Parax € 0Z N, segue que x € Z; dai z € T\ N Q pois 0Z\T\ C 0f2. Como 2 é
aberto, existe uma bola B,(z) C 2. Denotemos
B. = B,(x) N{z1 > A},
B. = B,(x) N {z1 < A},

B_ = B,(x) N {z1 = A}
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Como z € Z,entdo Z N Bs # 0, se Z° N B~ # () e dai, como B- € conexo, pela

teorema da alfindega temos que 9Z N B~ # (). Note que 9Z N B C

OQUTY) N

B. = ( pois B. C B,(x), B,(x)N9Q = 0 eTyN B, = (. Portanto By, C Z e

B. C Z*segue B C QN (ZNT)),edai B,(z) C X eassimz €

ntX.

b) Para x € 9Z* N, tem-se x € T), pois 0Z*\Ty C €. Existe uma sequéncia

{z1}22, € Z* N Q tal que 7 — x e temos {x)}2°, C Z converge para x

)‘:ZE.

Assimz € ZNT\NQ C 0Z N Q. Entdo, podemos aplicar o argumento utilizado

em a) para garantir que = € int.X.

Etapa C: Na etapa A mostramos que existe um A > m tal que (i) e (¢7) sdo validos. Nessa

etapa desejamos mostrar que a desigualdade em (7) € estrita para tal A. Como u é solugdo de

(4.8), temos o seguinte

ox(A(D*u(a))) = f(|2*], u(@?), [Du(a)]) = o(A(D*v)) = f(|2*], v, | Dv]) @ € B(N).

Sejam .
@(a) = [ SPsDu(a) + (1= 5)DAo(a))ds
0
fillelw U] = fill2lw Vi) wi(z) £ vi()
bi(z) = R |
0, se w;(z) = v;(z)
onde Ui = (us, ..., Ui—1, Vi, -, 0n) € Vi = (ur, .. Us, Uiy, o vp) @
Azl v, [Vol) = Azl w [Vol) u(z) # v(x)
o(z) = v—u 7 .
0, se u(z) =v(x)

Uma vez |z| > |27

Zaij = f(\xA\,v,\Dv\)—f(\x],u,\Du])
[zl v, [ Do) = f(lx], u, [Dul)

Vv

v

Tem-se

Z aiijixj — Z bz(m)wxz - C+($)w > Z a’iijil'j - Z bl(x>wl“z - c(x

para z € Y()). Por hipétese u € @' (Q) e temos L()), ¥

isto é, u € C*'(L(N)). De v(x) = u(z) segue v € C*1(S(N)) pois u(x?) € Z()\)

sD?u(z) + (1 — 5)D*(x) € ®X'(E(V)).

f1(|I|,U, |DU|) - f1(|x|,u, |Du|) = sz(x)wwz + C(ZL‘

Jw

Jw >0

A)> C Qentdo u € O

4.9)

EOIEY)
. Dai
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Logo operador (4.9) € eliptico. Seja Z uma componente conexa de de ¥(\) pelo principio do
maximo (Teorema 1.6) aplicado a Z, temos w < 0 ou w = 0 em Z. Suponha que ocorre o
ultimo caso. Pela Etapa B, (2 é simétrico com relacdo a 7. O que ndo ocorre ja que A > m

implica que L(\)* C Q.

Etapa D: Pela Etapa A podemos definir
p = inf{a > m : (i) é valido para A € (a, Ms)}.

O objetivo € mostrar que (. = m.

Suponha que ;1 > m, entdo existem sequéncias {\;}72, e {x}p2, tais que A\, 7 p, ) €

Y(Ak) e w(xg, Ax) > 0. Escolha xy, tal que w(xy, Ax) atinja seu maximo positivo sobre ()

em . Para z € 0X(\)

O, X € GE(Ak) N T)\k
w(w, A\p) = Q u(z™) —ag, x € IX(\) NIy
a; — u(x), z € 9X(\) N O™

Entdo, w(z, \p) < 0 em 0X(\g). Assim zp € X(Ag) e por 2 ser um ponto de maximo no
interior de () temos Dw(zg, A) = 0. Como {z}72, é limitada, existe uma subsequéncia

convergindo para T € X(u). Sendo u € C?, temos

Dw (T, p) = lim Du(2\, — x1 4, x},) — u(z1 g, 25)] =0

k—o0

w(T, p) = ]}1_{{)10 w2\, — x1k, x),) — u(T1p, x),) > 0.

Uma vez que (i) é vdlido para A = u devemos ter w(Z, u) = 0. Pela Etapa C, T € 9% (). Pelo

Teorema 1.7, T ndo pertence a parte suave de 93(y). Portanto
T € (0QNT,) U (09 N (0AT),)).

Caso T € (0Q) N (0Q\T),), como T € 0Qf entdo T ¢ 0L pois 0 N 0 C T, quando
p > m. Entdo, T € 00 e T € Q. Logo w(T) = u(z) — u(T) = a1 — az < 0 assim,
7 € 0QNT),. Pelo Lema 4.2 com = = T, existe uma bola B,(7) tal que g—; > 0em B,(T) N1,
pois temos o seguinte, como 4 > m entdo, o normal da fronteira ndo € perpendicular a e;, caso

T € )y o vetor normal interno tem coordenada x; > 0 e caso T € 02y o vetor normal tem
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coordenada ;1 < 0. Como ¥ € T}, para k suficientemente grande temos xj, € :cz" € B,(7).

Entao,

o ou (
Ile aﬂfl
isto é, w(z*, \y) < 0 0 que contradiz w(x*, \;) > 0. Isto mostra que ;1 = m. Isto prova a Etapa

D.

u(zy) — u(z)k) = /2 t,a*)dt > 0, (4.10)

A —

Até agora foi mostrado que w(x,m) < 0 em X(m). E pelo principio do méximo foi veri-
ficado que para qualquer componente Z de ¥(m), temos w < 0 ou w = 0. Pela Etapa B, se o

ultimo caso ocorre obtemos que €2 € simétrico. Mostremos que w < 0 é impossivel nos casos

1) 9%;(\)* se tornar internamente tangente a 9§2; em P € Ty;

2) T) atingir uma posi¢do onde é ortogonal a 0€2; em algum ponto @) € T\ N (I';(A)).

EtapaE: Vamos considerar o caso critico 1), isto é, 0%;(m)™ se tornar internamente tangente
adQ;em P ¢ T,,. Como P € 0); N 9%;(m)™, P™ € 0%;(m) e do fato de P ¢ T,, temos
que P™ € I';(m). Dai temos u(P) = u(P™) e assim u(P™) = v(P™,m) = u(P) = a;. Logo

w(P™,m) =v(P™ m)—u(P™) = 0 e utilizando g—: = ¢; em 0f); temos

ow, .. _ov, ou, ..
Pois,
oy t—0+ t t—0+ t

onde 7" € a reflexdo do vetor vy, v € o normal com relagdo a P.
Mas pelo Teorema de Hopf 1.5 aplicado a (4.9), temos

ow

(P™,m) <0se P e oy
Iy
o que € uma contradi¢do. Portanto w < 0 em Z € impossivel ocorrer no primeiro caso critico.

Verifiquemos agora o que ocorre no caso critico 2).

Etapa F: Nesse etapa temos como objetivo provar que Dw(Q) = 0 e D?*w(Q) = 0. Utili-
zando que w(z) = u(z™) — u(x) = u(2m — x1,2") — u(xy,2’), para 2 < [ < n temos

8_w( - du(z™)  Ou(z)
(9331 ¥ = a.%‘l axl '

Para z = () temos QQ = Q*, entdo

ow Q) = u(@™)  Ou(@)
8$l< - 8x, B 8xl

= 0.
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Como @) € T,,, ja vimos que
ov ou
6_x1(Q) = _8_x1<Q>
e
ow ou
~(Q) = —2—(Q).
Q) = ~25-(@)
Para [, k # 1, temos
0*w o) D?*u A 0*u .
axlﬁxk N axlaxk &mﬁxk
e usando @ = Q*
0*w Pu 0*u
= — = 0. 4.11
Além disso,
*w
a_l’% — 0.
Para [ > 2, utilizando @) = (@1, Q') onde Q1 = m, temos
ow _Ou, y Ou
o™ = o) "o ™
(4.12)
e assim, para k,l = 2,...,n.
0%w [ Ow ow 1
pr— 1. — —_— — —
8x18xl tl—r>% _aﬂfl (Q + tel) 813[ (Q):| t
[ Ou ou 1
— 1 = _ _ / = / -
iy | 9% 2m - @ —1.@) - S +1.Q) 5
. To ~ Ou ou N Ou 1
= lim _8_:1;1(m t,Q") 3_171<Q) 8_:m(m+t’Q>+ 8_9@(@} n
ou
= -2
8$18$l(
Resta provar que em () temos
ow
8—%(@ =0
e
*w
9110, Q)=0,1=23...,n—1,n.

Como 02 € C?, vamos considerar um novo sistema de coordenadas em R" de modo que a

origem seja (), x,, o normal interior em () e x; 0 vetor normal com relagdo ao plano 7;,. Nessas

coordenadas tem-se

Ty = q)(:El;an s 7xn—1)7 S 02
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onde utiliza-se o fato de 0¢2; ser localmente o grafico de uma fungdo pois u = a; em 0€2;. Como

() € a origem do sistema tem-se localmente
®(0") = 0.
Uma parametrizagio da superficie 0€2; é dada por 1) definida por
(T, 1) = (21,00, T, P21, -0, Tp1)).

Assim, o vetor normal unitdrio apontando para dentro de 0f2; € dada por

1
(1D'®()|? + 1)

v = (D'®(z),—1). (4.13)

Por construc@o nesse novo sistema de coordenadas +y estd na dire¢do x,,, dai as (n— 1) primeiras

coordenadas em (4.13) sdo nulas. Entao,

D'®(0") =0 (4.14)
onde D' = (32, 2%, ..., 5z2=, 5= )- Como u € C*'(Q) e u = a; em I
U($1,$2> <oy Tn—1, ¢($17 e 75L’n71)> = Q;.
Derivando com respeito a x1, X2, ..., Ty 1
8u ou 0 _0

Como D'®(0') = 0, temos

ou

—(0)=0, k=1,...,n—1. 4.15

8$k( ) ) ) 7n ( )

Em particular
—(0) =—-2-—(0) =0.
2,0 72,0

Utilizando que g—: = ¢; em 0§2;

ou 1 ou Ou ou
P = = - , e (D'®,-1).
¢ 0y (|D'®]2+ 1)z (8901 0xo axn) ( )
Logo
ou 0b  Ou < [ 0P
Z oxy, 0xy, 83}n -G (1 * — (8%) > ' (4.16)

Derivando (4.16) com relagao az;

”1( Pu 00  ou PP ) Pu ou0d 1 [ 0d 5
- + - = ¢ Z— :
- 0x,0x1 0%, Oxi 011011 0x,0xry Ox, 011 pet Oxy 01,01,

k=
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Avaliando em x = 0, temos

0%u

— 0)=0
637161‘” )
no qual utilizamos ainda (4.14) e (4.11). Entao
0w 0%u
= 2 (0) =
0x10x, 0x10x,
Resta provar
0w
0)=0,{=2,...,n— 1.
81’181’1 ) ’ ’ !
Pela expansido de Taylor de w em 0, para ¢ € ¥(0) proximo de 0 vale
"L ow 1 & Pw
wE) = w0)+ GR35 G 0066+ (O
n—1
0w
= 0)&1&;
axlax,( ISEREID

onde r(£)\|¢|*> — 0 quando £ — 0.
Fixel € {2,...,n — 1}, defina £(0) = 6(1,0,0,...,£1,0,...,0,1) parad > 0, onde £+1 é

a [-ésima entrada de £ é —1 se 882(;” (0) <0else %(0) > 0. Tomando ¢ suficientemente
r10T] 107

pequeno, de modo que £(J) € 3(0), temos

w((@) = | 220 4 r(e(o)
| 91101 ’
e daf
w(£(9)) Pw r(£(9)) Pw r(£(9))
52 gm0~ [aman V| T 2 o)
Como Tf(fgl)g — 0 quando 6 — 0, para ¢ suficientemente pequeno 651218"“ (O)‘ + 2&(%;)2) > 0.
Mas w < 0 em 3(0) nos dd 6312(;”:61 (0) = 0. Isso prova que Dw(0) = 0 e D*w(0) = 0.

Etapa G: Nessa etapa vamos mostrar que na situacio do segundo caso obteremos uma contra-
di¢do com relagio ao Teorema 1.9. Voltando as coordenadas usuais. Como u,v € C*!(3(m))

sdo k-convexas entdo w satisfaz a condic¢do (1.2) pois a matriz a;; € positiva definida. Vamos ve-

rificar que a condigdo (1.3) também € satisfeita. Se x € ¥X(m) N T}, como v(z1, Ta, ..., T,) =
v(z) = u(z™) = u(2m — x1, x9, ..., z,) vale
Uz, (ZL’) = —Us (ZL’)

Vzyzy (I) = Ugyay (ZL’)

Vaye; (T) = Ugyy, (z) para2 < [k < n.
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—_—

Assim, segundo a notagéo em (1.6), D*v(z) = D?u(x) e D*u(z) = D?v(z). Logo

sD*v(x) + (1 — s)D*u(x) = sD?u(x) —i—/@/— s)D?v(z), s € [0,1] 4.17)
Ainda
2 (z) = 2 /0 S (sD%u(x) + (1 — s)D(x))ds

= /0 Sit(sD*u(x) + (1 — s)D*v(x))ds —{—/0 Sit(sD*u(x) + (1 — s)D*v(x))ds.

Fazendo amudancal — ¢t = s

/0 Sit(sD*u(x) + (1 — s)D*v(x))ds = —/ St (tD*v(z) + (1 — t)D*u(x))dt

1

= /1 St (tD*v(x) + (1 — t)D*u(z))dt.
0
Como a integral independe da varidvel podemos devolver a integral para varidvel s, temos
20" (z) = /1 St (sD*u(z) + (1 — s)D*v(x))ds + /1 Sit(sD*v(z) + (1 — s)D*u(x))ds.
0 0
Utilizando de (1.8) e (4.17), segue

2w=Asﬁwwm+u—ﬁwwm%+lSﬁw%w+u—ﬁﬁwm@

/0 Sit(sD*u(z) + (1 — s)D*v(x))ds + /0 Sit(sD2u(w) +/(Ti s)D?v(x))ds = 0.

Entao,
a’ = 0.

Como u,v € C*!(X(m)), isto € as segundas derivadas s3o Lipschitz continuas, e da defini¢do

de a''(z), temos que a*(z) € Lipschitz continua em Y(m), existe uma constante L > 0 tal que,

parax = (z1,2') € X(m) e xg = (m,2') € X(m) N1,

0" = la'(2) = ¥ ()| < Llz — 20| = Ld(2)

onde d(x) é a distancia de = a T,,. Sabemos que o vetor unitdrio normal a 7,,, é n = (1,0,...,0)
e dado um vetor arbitrdrio £ = (£,&s, ..., &,), temos

Yo al@em) = | @)

ij=1 i=1

IN

Y la @)ll&] + [a I
=2

(n = 1) Ld(2) ] + Kal€ - 1]
K([¢]d(x) + |& - )

IN

IN
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onde utilizamos (1.2) e K = max{(n — 1)L, K,}. Como w < 0 em Z e w(Q) = 0 podemos
aplicar o Teorema 1.9 para garantir
2

oua—w<00u—w<0
0 07y?

o que contradiz o fato de Dw(Q) = 0 e D*w(Q) = 0. Portanto w < 0 em Z e o segundo caso
ndo ocorre. Isso prova a Etapa G'.

Assim, para qualquer componente conexa de (m) temos w = 0 e pela Etapa B, 2 é simé-
trico com relacdo a 7T, na direcdo z;. Pela invaridncia da rotacdo temos que €2 serd simétrica

em todas direcoes. [
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