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Resumo

Neste trabalho estudamos o método da decomposicao de Douglas-Rachford para en-
contrar zero na soma de dois operadores monotonos maximais. Mostramos que tal método
¢ um caso especial do método do ponto proximal (MPP) usando um operador chamado
operador decomposicao. Além disso, apresentamos uma versao modificada do MPP, de-
rivando um outro método chamado de método de direcao alternada dos multiplicadores
para programacao convexa. Também mostramos a relacao entre o problema da viabili-
dade convexa e o problema de encontrar um zero na soma de operadores. Avancos desse
tipo ilustram o poder e a generalidade obtidos pela adocao da teoria do operador mo-
nétono como uma estrutura conceitual. Finalmente, apresentamos algumas ilustragoes
numeéricas.

Palavras-chave: Método de Douglas-Rachford; direcao alternada dos multiplicadores;

problema de viabilidade convexa; soma de operadores mondétonos.
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Abstract

In this work we study the Douglas-Rachford splitting method for finding a zero of
the sum of two monotone operators. We show that such a method is a special case
of the proximal point method (PPM) by using an operator called splitting operator.
Furthermore, we present a modified version of the PPM deriving another method called
generalized alternating direction method of multipliers for convex programming. Also,
we show the relation between the convex feasibility problem and the problem of finding
a zero of the sum of operators. Advances of this type illustrate the power and generality
achieved by adopting the theory of the monotone operator as a conceptual framework.
Finally, we present some numerical illustrations.

Key-words: Douglas-Rachford method; alternating direction of multipliers; feasibility

convex problem; sum of monotone operators.
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Introducao

Dado um operador moné6tono maximal 7', um algoritmo fundamental para encontrar
uma raiz ou zero de um operador monétono é o algoritmo do ponto proximal proposto
em Rockafellar [63]. O conhecido método dos multiplicadores |58 [41] para programagao
convexa restrita é conhecido por ser um caso especial do algoritmo do ponto proximal. O
algoritmo do ponto proximal para operadores requer a avaliacao de operadores resolventes
da forma (I + AT)~! , onde A é um escalar positivo, e I denota o operador identidade.
A maior dificuldade do método é que I + AT pode ser muito dificil inverter, dependendo
da natureza de T, pois o algoritmo gera uma sequéncia z* € H, sendo H um espaco de
Hilbert, de forma que:

l,k—i—l c ([+/\T)_1($k)

provando-se que, sob certas condicoes, 2¥ — 7 € H onde 0 € Tz . Uma alternativa para
tal dificuldade é encontrar operadores monétonos maximais A e B tal que A+ B =T,
mas [ + A\A e [ + AB sao mais faceis de inverter do que I + AT. Pode-se entao criar

L em vez de

um algoritmo que use apenas operadores da forma (I + AA)™' e (I + AB)~
(I+A\(A+B))~!. Essa abordagem é chamada de método de decomposigao e é inspirada em
técnicas bem estabelecidas da algebra linear numérica. Em Marchuck [48], os métodos de
decomposicao de operadores mondtonos, se dividem basicamente em 4 principais classes:
Forward-Backward |35, b4, [73], Double-Backward |54l 46|, Peaceman-Rachford [46] e
Douglas-Rachford [46]. Vamos nos concentrar na classe "Douglas-Rachford"que parece

ter as propriedades de convergéncia mais gerais.

Gabay [35] mostrou que o método de dire¢ao alternada dos multiplicadores (alter-
nating direction method), uma variacdo no método de multiplicadores concebidos para
serem mais propicios & decomposicao, é um caso particular de Douglas-Rachford splitting

ou decomposicao de Douglas-Rachford. O método de direcao alternada dos multiplicado-
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res foi introduzido pela primeira vez em [34] [36]; veja também [33]. Apesar dos resultados
em [35], a maioria dos desenvolvimentos de métodos de dire¢ao alternada de multiplica-
dores baseiam-se em uma analise demorada dos primeiros principios. Aqui procuramos

demonstrar o beneficio de usar a abordagem teérica de operadores.

Este trabalho baseia-se principalmente no artigo de Eckstein e Bertsekas [17], que
nos d4 uma demonstracao de que a decomposicao de Douglas-Rachford é uma aplicacao
do algoritmo do ponto proximal. Como consequéncia, grande parte da teoria do ponto
proximal e dos algoritmos relacionados pode ser transportada para o contexto da de-
composi¢ao de Douglas-Rachford e seus casos especiais, incluindo o método de direcao
alternada dos multiplicadores. Como um exemplo dessa transicao, apresentamos uma
forma generalizado do algoritmo do ponto proximal e mostramos como ele d& origem ao
método conhecido como decomposicao generalizada de Douglas-Rachford. Isso, por sua
vez, permite a derivacao de um novo método Lagrangiano aumentado para programacao
convexa, o método generalizado de direcao alternada dos multiplicadores. Este resultado
ilustra os beneficios da adogao da abordagem analitica de operadores mono6tonos, porque
permite fatores de relaxamento excessivo, que geralmente aceleram métodos baseado no
ponto proximal. Na prética, o método generalizado de direcao alternada dos multiplica-
dores pode ser mais rapido que o método de direcao alternada dos multiplicadores em
algumas aplicagoes. Além disso, por permitir computagao aproximada, também pode ser

mais amplamente aplicavel.

Também utilizaremos o algoritmo Douglas-Rachford no problema de viabilidade con-
vexa utilizando projecoes. Este método é citado para solucionar problemas de viabilidade
devido ao seu bom desempenho, mesmo em configuragoes nao-convexas. O método tam-
bém foi aplicado com éxito & problemas combinatorios NP-completos como o Sudoku (ver
[28, 26]). Recentemente, surgiram novos resultados tentando justificar por qué Douglas-
Rachford funciona tao bem em casos nao convexos. Para a aplicacao envolvendo n > 2
conjuntos, transformaremos em um problema de viabilidade equivalente a 2 conjuntos
utilizando o espago de produtos de Pierra [56].

A dissertacao estd organizada da seguinte forma. No Capitulo 1 trataremos das
definicoes bésicas de andlise convexa e resultados preliminares. O Capitulo 2 apresenta
a teoria basica dos operadores mondtonos no espaco de Hilbert. O Capitulo 3 prova a

convergéncia de uma forma generalizada do algoritmo de ponto proximal. O Capitulo
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4 discute a decomposicao de Douglas-Rachford, mostrando que é um caso especial do
algoritmo de ponto proximal por meio de um operador de decomposicao especialmente
construido. Essa nocao é combinada com o resultado do capitulo 3 para produzir uma
decomposicao generalizada de Douglas-Rachford. No Capitulo 5 introduziremos alguns
casos especiais que sao eles: método das inversas parciais, generalizacao do método de
direcao alternada dos multiplicadores e o problema da viabilidade convexa. O Capitulo 6
apresenta brevemente um resultado negativo referente a terminacao finita dos métodos da
decomposicao de Douglas-Rachford. No Capitulo 7 apresentaremos algumas ilustracoes

numeéricas e seus resultados satisfatorios.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo serao colocadas algumas definicoes e resultados basicos de anélise con-
vexa, onde em suma foram retiradas dos livros de Rockafellar [61], Izmailov e Solodov
[42] e Bauschke e Combettes [10]. Ao longo deste trabalho H ¢ um espaco real de Hilbert

com norma ||.|| induzida pela produto interno (., .).

Definicao 1.1. Um conjunto D C H € dito ser um conjunto convero se para todo

z, y € D e todo a € [0,1] o ponto ax + (1 — a))y também for elemento de D.
Definicao 1.2. O epigrafo de uma funcao f : D — R € o conjunto
Ef={(z,c) e DxR| f(x) <c}.

Definicao 1.3. O conjunto de nivel de uma funcao f: D C H — R associado a ¢ € R,

€ o conjunto dado por

Lyp(c) ={x e D] f(z) < c}.

Definicao 1.4. Seja D C H um conjunto convexo. Diz-se que a funcao f : D — R €

convexa em D quando para quaisquer x, y € D e a € [0, 1] tem-se:

flax+ (1 —a)y) < af(z) + (1 —a)f(y).

Proposigao 1.1. Seja D C H um conjunto convexo. Uma funcao f: D — R € convexa

em D se, e seomente se, o epigrafo de f é um conjunto convexro em H x R.

Demonstragao. Suponhamos primeiro que Ey seja convexo. Sejam x € D, ey € D

quaisquer. Obviamente, (z, f(z)) € Ef e (y, f(y)) € E;. Pela convexidade de Ey, para



todo a € [0, 1] temos
(ax+ (1 —a)y,af(r) +(1—-a)f(y) = alz, f(z) + (1 —a)(y, f(y)) € Ef.
Pela definicao do epigrafo, isto é equivalente a dizer que

flaz + (1 —a)y) < af(z)+ (1 —a)f(y),

isto é, f é convexa.

Suponhamos agora que f seja convexa. Sejam (x,¢1) € Ef e (y,c2) € Ey. Como

f(z) < e e f(y) < g, pela convexidade de f, para todo « € [0, 1] tem-se

flaz+ (1 —a)y) < af(z)+(1-a)f(y)
< ac + (1 — a)cy,
o que significa que
a(z,c1) + (1 —a)(y,c2) = (ax+ (1 — )y, a1 + (1 — a)cz) € EY,

isto é, By é convexo. ]

Defini¢ao 1.5. Sejam D C H um conjunto convero e & € D. O cone normal (cone de

diregoes normais) no ponto T em relagao ao conjunto D é dado por
Np(Z)={deH|{(d,x—17) <0, Vx € D}.

Definicao 1.6. Seja f : H — H € dita Lipschitz continua se, existe X tal que, para todo
x,y € H tem-se:

1f(x) = fW)Il < Allz —yl].

O ndmero \ é chamado constante de Lipschitz.

Definicao 1.7. Seja f : H — R wma funcio convexa. Dizemos que y € H € um

subgradiente de f no ponto x € H se
f(z) = f(@)+ (y,z —x), VzeN.

O conjunto de todos os subgradientes de f em x se chama o subdiferencial de f em

x, o denotamos por Jf(x).



Definicao 1.8. A reta estendida € o conjunto
R=RU{co}U{-00} =RU{£cc}

também denotado por [—oo, 0], onde 0o e —o00 sao simbolos que tém as propriedades que

intuitivamente deles esperamos, isto €,
—oc0o < x <00 paratodo xr € R.
Operamos aritmeticamente com os simbolos oo e —oo da sequinte forma: dado a € R,
e 0+00=00+0a=00
¢ 0—00=—-00+0a=—

® 00+ 00 =00

—00 + (—00) = —0.

oo, sea>0
® 1-00=00-a=
—00, sea <0

—o0, sea >0

[ J
S
n
8
~
Il
n
3
~
IS
I

oo, sea<0

e 0-00=0-(—00)=00-0=(—00)-0=0.

Defini¢ao 1.9. Uma funcdo f : H — RU{+o0}, ndo identicamente +o00 € dita conveza

se, para todo x,y € H e todo a € (0, 1), tem-se:

flaz+ (1 —a)y) < af(z)+ (1 —a)f(y).

Com desigualdade em R U {+o0}.

Logo podemos estender uma funcgao convexa f : D C ‘H — R onde D é convexo, a

uma funcao convexa como na Defini¢ao da seguinte forma f : H — R U {400},

- ) f(@), sexeD,
Je) = +oo, sex ¢ D. (1)



Defini¢ao 1.10. O dominio de uma funcio f : H — R U {oco} € o conjunto onde a

imagem de f € um valor finito, isto é,
dom(f) ={z e H; f(z) < oco}.

Uma funcao é dita propria se seu dominio € nao vazio, ou seja, existe v € H tal que

f(z) < oco.

Definicao 1.11. Uma funcdo f : H — RU{+o00} é chamada fechada quando seu epigrafo

¢ fechado em H X R ou equivalentemente se seus conjuntos de nivel sao fechados.

Definigdo 1.12. Seja f : H — R U {+oo} uma funcio convera. O subdiferencial de f
em x € H ¢ o conjunto Of(x) definido por

o () = {seH: fly)>Ffl@)+ s,y —x2), VyeH}, sexc dom(]i), (12)
o, se x & dom(f).

Defini¢ao 1.13. A funcao indicadora d¢ : H — R U {+o0} de um conjunto C C H €
dada por:

0, zed(,
+o0, x & C.

dc =
Proposicao 1.2. A funcao indicadora ¢ : H — R U {400} de um conjunto C C H é

convexa se, e somente se, C' € um conjunto convexo.

Demonstracao. Note que, se x ¢ C obtém-se 0c(z) = +o0o0. Assim, para todo d €
R, d < 400 = d¢(x). Dai (z,d) ¢ Es.. Se x € C, obtém-se dc(x) = 0. Entao,
de(x) < d, Vd € [0, +00). Logo, se d¢c é convexa temos que Ej,, é convexo, dai C'x [0, +00)
é convexo. O que nos leva a C ser convexo. Reciprocamente, se C' é convexo, temos que

Es. é convexo, o que nos da que d¢ é uma fungao convexa. O

Teorema 1.1. (Teorema da minimizagao convexa) Sejam D C H um conjunto convexo
e f: D — R uma funcao convexa em D. Entao todo minimizador local é minimizador
global. Além disso, o conjunto de minimizadores é convexo. Se [ € estritamente convexa,

nao pode haver mais de um minimizador.



Demonstrag¢ao. Suponhamos que z € D seja um minimizador local que nao é global.
Entao existe y € D tal que f(y) < f(z). Como D é convexo, temos que z = ay + (1 —

a)z, z € Dea€l0,1]. E ainda, como f é convexa, temos que

fz) < af(y)+ (1 -a)f(7)
= af(y) + f(7) - af(7)
= f@) +alfly) - f(2))
< [f(z)

Se considerarmos « > 0 suficientemente pequeno, podemos afirmar que z é arbitraria-
mente proximo a z, e como f(z) < f(Z) e z € D, temos uma contradi¢do na hipotese de
Z ser minimizador local que nao seja global. Portanto, toda solucao local deve ser global.

Agora, consideremos S C D o conjunto dos minimizadores globais e v € R o valor
6timo do problema, ou seja, f(z) = v, Vo € S. Utilizando da convexidade de f temos

que Vz,z € Se a € [0,1]

flax+(1-)z) < af(z)+(1-a)f(2)

= av+ (1 —a)v =1,

0 que prova que S é convexo, pois f(azr+ (1 —a)z) <o
Suponha agora que f seja estritamente convexa e que existam z,7 € S com = # T
e a € (0,1). Como z e T sdo minimizadores globais e az + (1 — a)z € D, por D ser

convexo, obtemos

flaz+(1 - a)z) > f(x) = f(z) = 0.

Mas, se for estritamente convexa temos

flar+ (1 —a)r) < af(@)+(1-a)f(7)

= av+ (1 —a)v =1,
o que seria uma contradicao. Portanto, o minimizador é tnico. O

Definicao 1.14. Uma sequéncia {z"} C H converge fortemente (ou converge na norma)
se existe x € ‘H tal que:

lim ||z" —z|| = 0.
n—oo



Isso pode ser escrito como

lim 2" = z,
n—oo

ou simplesmente

n

" —=x, n— 0.

Definigao 1.15. Uma sequéncia {x"} C H converge fracamente se existe x € H tal que

para todo L funcional linear

lim L(z") = L(z).

n—oo
Podemos escrever também

n w
T —x, mn— o0.

Defini¢ao 1.16. Dizemos que a fun¢ao f : D C H — R é semicontinua (resp. fra-
camente semicontinua) inferiormente no ponto x € D, quando para qualquer sequéncia

{x*¥} C D tal que 2% — x (k — 00) (resp. a* = x), tem-se:

lim inf f(2*) > f(x).

k—o00

Considere a funcao f : H — R convexa, propria e semicontinua inferiormente e

xo € H. Tomemos a regularizacao de f dada por
1
F(z):= f(z)+ §Hx — x0]|?, Vo € H.

Notemos que F' é estritamente convexa em H, e pelo Teorema da minimizacao convexa,

segue que F' possui um Unico minimizador global.

Defini¢ao 1.17. Seja f : H — R U {+o0} uma funcdo convera propria. A funcgao
[*:H — RU{+o0} definida por

f*(u) = sup{(z,u) — f(z)}
TEH
para todo uw € H, é chamada a fun¢ao conjugada da funcao f.

Observacao 1.1. f** € a funcao conjugada de f*, chamada ainda de biconjugada.

A Figura[L.]]ilustra a defini¢do acima.

Teorema 1.2. Seja f: H — RU{+o0} uma fungao propria, onde f € finita em x € H,

entao, u € Of(x) se, e somente se, f*(u) = (z,u) — f(z).



—X

Figura 1.1: f*(u) é o supremo da diferencga vertical sinalizada entre o gréfico de f e o do

funcional linear continuo (., u)

Demonstracao. Seja u € 0f(x). Entao

(u, 2 — ) < f(2) = f(x),
isto é,
(u,2) = f(2) < (u,2) — f(=),

para todo z € ‘H. Pontanto,

[ (u) =sup{(u, z) — f(2)} < (u,z) — f(x).

z€H
Logo, f*(u) = (u,z)— f(x), pois f(x) < +00. Reciprocamente, se f*(u) = sup,4{(u, 2)—
f(2)} = (u,z) — f(z), tem-se f*(u) < +00. Assim,

(u,2) = f(2) < (u,z) = f(2),

Portanto,
(u, 2 —x) < f(2) — f(2).
Logo, u € 0f(z).

Lema 1.1. Seja f: H — RU{£o00}. Entdo seque que:

(i) f*(0) = —inf f(H);



(i) —00 € [*(H) <= f =400 = [* = —0c0.
Demonstrag¢ao. Veja [10, Proposi¢ao 13.9]. O

Lema 1.2. (Desigualdade de Fenchel-Young) Seja f : H — RU{+o00} prdpria e conveza.
Entao,

flz)+ f (u) > (r,u), Vr,uecH.

Demonstracao. Fixe x e u em H. Como f é propria, segue do Lema (i) que —oo ¢
f*(H). Assim, se f(z) = 400, a desigualdade se mantém trivialmente. Por outro lado,

se f(xz) < 400, entdo a Defini¢do retorna f*(u) > (x,u) — f(z) e a desigualdade

segue. O

Lema 1.3. Seja f : H — RU {+oc0} uma fungao convexa. Entao f** é o supremo do

conjunto de todas as funcoes afins que minoram f.

Demonstracao. Seja A o conjunto de todas as fungoes afins que minoram f. Considere-
mos p = sup{g; g € A}, provaremos que pu = f**.
De fato, para cada u € H, a fun¢do g(z) = (z,u) — f*(u) é uma funcao afim. Notemos

que da defini¢ao de conjugada de uma fungao convexa podemos tirar que
Fla)+ fr(u) = (wu), VYo e,

Segue que,
g9(x) = (z,u) — f*(u) < f(2).

Assim, a funcdo ¢g minora a funcao f. Entao, g € A, e ainda

S (@) = sup{(z,u) — f*(u)} = sup g(x) < f(x).
u€H u€H

Logo,
() < p(x), Vo € H. (1.3)

Se h € A entdo h é da forma h(x) = (x,u) — a, onde u € H, a € R, que implica que,

para x € H, temos (z,u) — a < f(x), ou seja,

(z,u) = f(z) <a



Entao,

J*(u) = sup{{z, u) — f(x)} <,

zeH
dai,

portanto,

h(iE) = <QS,U> —a< <ZE,U> - f*(u)’

segue, que para cada x € H
p(x) = sup h(z) < sup{{z,u) — f*(u)} = [ (x),
zeH zeH
logo,
p(x) < f*(x), Ve e H (1.4)

de (1.3)) e (L.4), obtemos u = f**. O

Proposicao 1.3. Seja f: H — RU{+o0} uma funcao propria, semicontinua inferior-

mente e convera. Entao f = f**.

Demonstracao. Dividiremos em duas partes a demonstracao. Primeiro mostraremos que
f < f e, em seguida, que f < f**.
Por definicao
f7 (W) == sup{{w, y) — f*(y)}. (1.5)

yeEH

Por outro lado,

F(y) = sup{{y,w) = f(w)} = (y,w) = f(w),

weH
para todo w € H. Dai

(y,w) = [*(y) < f(w), Vw e H. (1.6)
Logo, de e (L.6), tem-se f**(w) < f(w), para todo w € H.

Suponhamos agora que nao ocorra f < f**) ou seja, existe wy € H tal que f**(wy) <

f(wo). Assim, existe o € R de forma que

™ (wo) < a < fw). (1.7)

Da convexidade de f, existe uma fun¢do afim h minorando f dada por h(x) = a— (s, z —

wo), onde h(wy) = a.



Como h(z) < f(x), utillizando o Lema [1.3| temos que h(z) < f**(x), em particular
para r = wy, tem-se h(wg) < f*™*(wo) que implica o < f**(wp), o que iria contradizer
(1.7). Dai, f < f**. Portanto, f = f**. O
Proposicao 1.4. Seja f: H — RU{+oc0} uma func¢ao propria, semicontinua inferior-

mente e convexa e x,u € H. Entao sao equivalentes as afirmacoes abaizro:
(i) u e df(x);
(ii) f(x)+ f*(u) = (z,u);
(111) x € Of*(u).
Demonstracao.
(i) <= (ii). Usando e a Proposicao [1.3] temos

wedf(zr) = (zedomfVyeH) (y,u) - fly) < (r,u) = f(z) < [ (u)
= [(u)= S;lpf{@,w — S} < (wu) = f2) < fH(u)
yeaom
= fl)+ [ (u) = (z,u).
(11) = (#ii). Usando a desigualdade de Fenchel-Young (Lema e a Proposicao
obtemos que u € df(x) implica em (u,z) < f*(u) + f*(z) = f*(u) + f(z) = (u, ).
Logo, f*(u) + f**(x) = (u,x) que implica em = € Jf*(u).

(7i1) = (i) Usando a equivaléncia que acabamos de demonstrar (i) <= (i7) e a Propo-
sicdo [L.3] temos © € Of*(u) = (u,x) = f*(u) + f*(z) = f*(u) + f(z).
[

Corolario 1.1. Seja f : H — RU{+o0} uma funcao pripria, semicontinua inferiormente

e conveza. Entio (0f)~' = df*.

Demonstragdo. Devemos mostrar que (0f)~! C 9f* e df* C (9f)~'. Dai, tomemos
x € (0f)" (u) => u € Of(x) portanto, pela Proposigio [L.4] temos que = € 8f*(u) o que
prova a primeira inclusao.
Agora tomemos x € Jf*(u). Novamente pela Proposigao u € Of(r) = z €
(0f)!(w), logo
@)~ =of", (1.8)
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0 que prova a segunda inclusao. O

Definicao 1.18. Chamaremos prox; a aplicagcao de prozimidade com respeito a f dada
por

proz¢(zg) = arggféig {f(x) + %Hx — x0||2} :
De forma andloga define-se
. _— Lo, 2
prox-(zo) := argmin {f (&%) + S ll2" = ol } :
onde proxys- € a aplicacao de prozimidade com respeito a f*.

Lema 1.4. Sejam f : H — R wma funcao convera e semicontinua inferiormente e

x,y,z € H. As sequintes condi¢oes sao equivalentes.

i) z=z+yef(z)+ [ (y) = (x,9);
i) x = proxs(z) ey = prox(z).

Demonstragao. Considere h(z) = ||z — z||* e denote por F = f 4+ h. Fazendo z =

prox¢(z), temos que x é um minimizador da funcao F' se, e somente se, 0 € 0F(x), o que

¢ equivalente a 0 € (0f(x) + Oh(x)). Mas, Oh(x) = x — z, isto implica que
r =prors(z) <=0 € d(f(zx) + {zr — z}), (1.9)
ou seja, existe y € df(z) tal que z = x + y. Analogamente, podemos mostrar que
y = proxy-(2) (1.10)

se, e somente se, existe x € J0f*(y) tal que z = x + y. Dai, o resultado segue da

Proposicao (1.4 O
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Capitulo 2

Operadores Mono6tonos

Neste capitulo exibiremos algumas defini¢oes e resultados sobre os operadores mono-
tonos maximais, imprescindivel para o nosso estudo, retiradas dos trabalhos de Rocka-
fellar [61], 64], Bauschke e Combettes [10] e do artigo, principal referéncia deste trabalho,
Eckstein e Bertsekas [17].

Definicao 2.1. Diz-se que T é uma aplicacao multivalorada em H se para todo x € H,
T(x) C H. Estes tipos de aplicagoes sao denotadas como T : H — 2", onde 2% denota a

familia de todos os subconjuntos nao vazios de H, ou também, T : H = H.

Observacao 2.1. Significa que T € um operador ponto-conjunto de H em H, isto €, T
associa para cada ponto x € H um subconjunto T(x) C H. Nao faremos distingdo entre
um operador T e seu grdfico, que é o conjunto {(z,y) | y € T(x)}. Assim, podemos

simplesmente dizer que um operador € qualquer subconjunto T de H X H e definimos

T(x)=Tr={y|yeT(x)}.

Se T é de valor tnico, ou seja, a cardinalidade de T'(z) é no méaximo 1 para todo
x € H, permitiremos por leve abuso de notacdo que Tz e T'(x) representem o tnico
y € H tal que y € T'(x), em vez do conjunto unitario {y}. O significado pretendido deve

ser claro a partir do contexto.

Definicao 2.2. O dominio de T € dado por:
DomT={zeH|JyeH yeT(x)}={recH|T(x)+# &}

Dizemos que T tem dominio completo se DomT = H.

12



Definicao 2.3. A imagem de T' € dada por
imT={yeH|IxecH : yeT(x)}.
Definicao 2.4. A inversa T—' de T ¢ dada por

T ={(y,2) | y € T(x)}.

Definicao 2.5. Para qualquer nimero real ¢ e operador T, definimos ¢TI’ como o operador

' ={(z,cy) |y € T(x)}.
Definicao 2.6. Se A e B sao operadores quaisquer, o operador soma € definido como
A+B={(z,y+2) |y € A(z), z € B(z)}.
Definicao 2.7. Usaremos o simbolo I para indicar o operador de identidade, dado por
I={(x,z) |z € H}.
Definicao 2.8. Um operador T é mondtono se
(@' —z,y —y) >0, VyeT(x),y eT().

Defini¢ao 2.9. Um operador mondtono é mazimal se (considerado um grdfico) nao es-
tiver estritamente contido em nenhum outro operador mondtono em H. Em outras pala-
vras, T" é mondtono mazimal se para todo operador mondtono K tal que T(x) C K(z),

para todo x, tem-se T'(x) = K(x).

Observe que um operador ¢ mono6tono (maximal) se, e somente se, seu inverso for
mond6tono (maximal). Com efeito, a parte da monotonicidade é dada direta pela definigao
de operadores monotonos. Agora a parte da maximalidade, suponha que 77! Cc K1 e
Jy € H tal que T~ (y) # K~'(y), assim deveria existir um w € K~ '(y) ; w ¢ T (y),
logo y € K(w) enquanto y ¢ T'(w) contrariando a maximalidade de 7.

Um exemplo conhecido de operador monétono maximo é o subdiferencial 0f de uma
fungdo semicontinua, propria e convexa f : H — R U {+oo} (ver |60, 611 [64]).

O seguinte teorema, originalmente devido a Minty [51} 52], fornece uma caracterizacio

crucial dos operadores monotoénos maximais.
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Teorema 2.1. Um operador mondtono T em H € maximal se, e somente se a imagem

do operador I + T seja todo o espago de Hilbert, ou seja, im(I +T) = H.

Demonstracao. Veja [10, pagina 311].
]

Definigao 2.10. Dado um operador T, Jr denotard o operador (I + T)™'. Dado um

escalar positivo ¢ e um operador T, Jop = (I +T)™! é chamado resolvente de T.

Definicao 2.11. Um operador T em H € dito nao expansivo se:
1y —yll <2’ ==, VyeT(z), y €T().

Note que operadores nao expansivos sao necessariamente valor inico, ou seja, ponto-

ponto e Lipschitz continuos.

Definicao 2.12. Um operador T' é dito firmemente nao expansivo se:
Iy —ylI* < (&' — 2,y —y), VyeT(x),y €T().

O lema a seguir resume algumas propriedades conhecidas de operadores firmemente

nao expansivos.
Lema 2.1. As sequintes afirmacoes se verificam:
(i) Todo operador firmemente nao erpansivo é nao erpansivo.
(11) Um operador J € firmemente nao expansivo se, e somente se, 2J—1I é ndo expansivo.

1
(11i) Um operador J € firmemente nao expansivo se, e somente se, for da forma §(T+I)7

onde T € nao expansivo.

(iv) Um operador T € firmemente nao expansivo se, e somente se, [ — T é firmemente

nao erpansivo.

Demonstracao. (i) Segue diretamente da desigualdade de Cauchy-Schwartz. Com efeito,

seja T'um operador firmemente ndo expansivo, y € T'(z) e ¥’ € T'(2'). Entao, temos que

Iy —ylI’ < (&' —z,y' —y) < |2’ —z||||y —yl|.
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Logo,
1y —yll < [l2" — x|

(i) Seja J firmemente nao expansivo. Entao para todo x,y € H temos

127 = Do — 2] = Dyl* = [I(2Jz - 2Jy) +y — |
= A|Jz = Jy|* = A(Jz = Jy,x —y) + ]z — yl*.

Como J é firmemente nao expansivo vale 4(||Jz — Jy||* — (Jz — Jy,z —y)) < 0. Disso
deduzimos que

127 = D — (27 = Dyl < [lz — 1
Logo, 2J — I é nao expansivo. Agora supondo C' = 2J — [ nao expansivo entao J =
1
5(0 + I) e para todo =,y € H,
1
1Tz =Tyl = ZI(C+ De = (C+ Dyl
1
= ZHCx ~Cy+a—yl|?

1 1 1
= ICx = CylPP + 5(Co = Cy,x —y) + Zllw =yl

1 1
< §|’~’U—y|’2 + §<CSU— Cy,z —vy)
1 1
= <§(C+I)$—§(C+I)y>$—y>
= <Jx_<]yal‘_y>7

onde na desigualdade usamos que C é nao expansivo. Portanto, J = %(C’ + I) é firme-
mente nao expansivo.

(iii) Se J é firmemente ndo expansivo entdo pela afirmacao (ii) temos que T'=2J — I
¢ nao expansivo, o que implica que J = %(T + I). Agora tomando J = %(T + 1), onde
T é nao expansivo temos que T' = 2J — [ e pela afirmacao (ii) temos que J é firmemente

nao expansivo.
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(iv) De (ii) temos que

I — J é firmemente nao expansivo
2(I — J) — I ¢énao expansivo
—(2J —I) é nao expansivo

(2J —I) ¢é nao expansivo

ety

J ¢é firmemente ndao expansivo.

]

Observacao 2.2. A Figura [2.1] ilustra o Lema acima. Se J ndo é expansivo, entao
J(z") — J(z) deve estar na bola maior, que tem raio ||z’ — x| e estd centrada em 0. Se
J for firmemente ndao expansivo, entdo J(z') — J(x) deve estar na bola menor, que tem
raio ||z' — z|| e estd centrada em 3(z' — x). Esta caracterizagio seque diretamente de
J ser da forma 31 + 5(2/ — x)C, onde C € nao expansivo. Observe que se J(z') — J(z)
reside na esfera menor, entao (I —J)(x') — (I — J)(x) também reside, ilustrando o Lema

(i),

Iy - Ix)

-Di) - A-Dix)

Figura 2.1: Ilustracao do Lema [2.1}

Proposicao 2.1. A composicio de operadores nao erpansivos € nao erpansivo.

Demonstracao. Sejam Ty e T, nao expansivos, e sejam x e y em H, entao

T3 (Tox) — Ti(Toy)|| < [[Tox — Toyl| < [l —y].
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Teorema 2.2. Seja ¢ um escalar positivo. Um operador T em H é mondtono se, e
somente se, J.p € firmemente nao expansivo. Além disso, T é mondtono mazximal se, e

somente se, Jor € firmemente nao expansivo e Dom(J.r) = H.
Demonstracao. Sejam x,y € H, usando as defini¢coes basicas de operadores, temos que

yeT(r) <= cyed(z)
<~ w+cye (l+D)()
= z € Jo(z+cy). (2.1)
Portanto,
VyeT(x), y e€T(a)

T ¢ monotono <= (' —xz,9y/ —y) >

~

0,
g —xcy —cy) >0, VyeT(x),y €T()

(@' +ey) = (z+ey),a’ —2) > |2’ — 2", VyeT(r), y €T()

(
(

= (@ -z —ey)+ |l =P > —z|?, VyeT(x),y eT()
(

—

I+ cT)_1 = Jqr é firmemente nao expansivo.

Claramente, T' é maximal se e somente se ¢I’ for maximal. Entao, pelo Teorema 2.1 T
¢ maximal se e somente se, im(I + ¢T') = H. Isso é verdade se, e somente se, (I + ¢T')~*

tem dominio igual a H, estabelecendo assim a segunda afirmacao. O]

Corolario 2.1. Um operador T € firmemente ndo expansivo se, e somente se, T~' — I
€ mondtono. Além disso, T € firmemente nao expansivo com DomT = H se, e somente

se, Tt — I é mondtono mazimal.

Corolario 2.2. Para todo ¢ > 0, o resolvente J.o de um operador mondtono T tem

valor unico ou seja, € ponto-ponto. Além disso, se adicionalmente T for mazximal, entdo

Dom J.o =H.

Corolario 2.3. Seja ¢ > 0 e T mondtono em H, entao todo elemento z € H pode ser
escrito no mdximo de uma maneira como x + cy, onde y € T(x). Se T for mazimal,

todo elemento z de H pode ser escrito exatamente de wma maneira como x + cy, onde

y € T(x).
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Corolério 2.4. A aplicacio que associa cada operador T em (I+T)~" é uma bijecdo entre
a colecao de operadores mondtonos mazimais em H e a colegao de operadores firmemente

nao erpansivos em H.

Observacao 2.3. O Coroldrio (2.1 simplesmente reafirma o caso ¢ = 1 do teorema, en-
quanto o Coroldrio seque diretamente do fato que operadores firmemente nao expan-

sivos tém valor inico (ponto-ponto). O Coroldrio ¢ essencialmente uma reformulacao

do Coroldrio[2.4 O Coroldrio prova-se aplicando o Coroldrio para J =T ' —1.

Uma raiz ou zero de um operador T° é um ponto z tal que 0 € Tx. Deixamos
zer(T) = T7'(0) denotar o conjunto de todos esses pontos. No caso em que T é o
subdiferencial df de uma funcao convexa f, zer(T) é o conjunto de todos os minimos
globais de f. Os zeros de um operador monétono coincidem precisamente com os pontos
fixos de seus resolventes, como mostraremos no Lema no final do capitulo. Antes,

vejamos alguns conceitos e resultados sobre subdiferencial.

Definicao 2.13. Sejam C' C H um conjunto convexo. O operador cone normal de C é

dado por

{deH |{d,y—2z) <0, Vyel}, se xzeC,

N, =
ol) , se v ¢ C.

(2.2)

Proposicao 2.2. O subdiferencial da funcao indicadora de um conjunto convexro C é

igual ao operador cone normal de C, ou seja, ddc = Ne.

Demonstracao. Vamos construir o dd¢c e chegar que ele é exatamente o Ng. Vamos

dividir em duas partes. Seja d € dc(x), entdo,

i) Se x ¢ C, temos dc(x) = +00, dai ndo existe d € H satisfazendo dc(y) > deo(x) +
(d,y — ), para todo y € C, o que nos da que dic(z) = .

ii) Se x € C, temos dc(x) = 0 e, consequentemente, doc(z) = {d € H ; (d,y — x) <
0,VyeC}.

Logo chegamos que

deH|{d,y—x) <0Vy e C}, eC,
Do) = { [ {d,y—2) <OVyeC}, se x (2.3)
, se x ¢ C,

ou seja, 00c = N¢. O
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Exemplo 2.1. Se f: H — RU {400} € uma fun¢io convexa e semicontinua inferior-

mente, entio Of : H — 27 € um operador mondtono mazimal.

Com efeito, primeiro notemos que 0f é nao vazio; veja Rockafellar [61]. Provaremos
que Jf é mondtono. De fato, sejam x,y € H, £ € 0f(x) en € df(y). Por definicao,

temos

<€,Z—£L’>§

(2) = f(x), VzeH, (2.4)

f
f fly), VzeH, (2.5)
respectivamente. Somando (2.4) com z =y e (2.5) com z = z, temos

&y —x)+ (n,x—y) <O0.

Logo,
<€_777x_y> ZOJ
ou seja, df é um operador mondtono.

Agora provaremos que df ¢ maximal. Seja T : H — 2 um operador monétono tal
que Of C T. Dados zg,yo € H, com yg € T(zo), y € T(x), pela monotonicidade de T
temos

(x — x0,y — yo) > 0, Y,y € H. (2.6)

Consideremos ;1 = proxs(xzo + yo) € y1 = proxs(xo + yo). Pelo Lema To + Yo =

14+ y1 e f(z1) + f*(y1) = (x1,91). Entdo, pelo Teorema[L.2] y; € df(x1) C T(z1). Dal,
tomando x =z, y = y; em (2.6)) teremos

(21— 20,y1 — Yo) = 0. (2.7)
Portanto, como zg + yg = x1 + y; podemos escrever y; — Yo = xo — X1, dai
0 < (z1 — @0, T — 1) = — (1 — T, 21 — To) = — |1 — 20]|*.

Segue portanto que, 7 = x, dai y; = yo € 9f(r1) = If(xp). Como z( e yog sdo
quaisquer, temos T'(z) C 0f(x), Yo € H. Entao, 0f(z) = T(z), Vo € H, dai Of é um

operador monétono maximal.

Proposic¢ao 2.3. Dado qualquer conjunto C' C H. Se C' é convexo, entao N é mond-

tono. Se C' € nao vazio, fechado e convezo, entao No é mondtono mazimal.
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Demonstracao. Pela Proposicao temos que J(d¢) é uma fungao convexa, usando a

Proposicao Ne = 8(d¢), o restante da prova ¢ direta pelo exemplo 2.1} O

Lema 2.2. Dado um operador mondtono mazximal T qualquer, um nimero real ¢ > 0 e

x € H, temos que 0 € T'(x) se, e somente se, Jor(z) = .
Demonstragao. De (2.1)) temos J.or = {(x + cy,z) | y € T'(x)}. Portanto,
0€T(x) <= z€Jo(v+c-0) <= z € Jo(z).

Como J.r é valor unico (ponto-ponto) pelo Corolario o lema esta provado. O
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Capitulo 3

Algoritmo do ponto proximal

generalizado

O Lemma [2.2| sugere que uma maneira de encontrar o zero de um operador mondtono
maximal T pode ser executar a iteracao 2**! = Jr(z*), iniciando a partir de algum ponto

arbitrario 2°

. Este procedimento é a esséncia do algoritmo de ponto proximal, como
nomeado por Rockafellar [63]. Versoes especializadas desse método eram conhecidas
anteriormente por Martinet [49, b0]. A andlise de Rockafellar permite que c¢ varie de
uma iteracao para a seguinte, ou seja, dado um operador monétono maximal 7' e uma
sequéncia de escalares positivos {c; }, denominados tamanho dos passos, dizemos que (2*)
¢ gerado pelo algoritmo de ponto proximal se zFt1 = J, 7(z¥) para todos os k > 0. O
teorema da convergéncia de Rockafellar também permite que os resolventes J., r sejam

avaliados aproximadamente, desde que a soma de todos os erros seja finita. Um resultado

relacionado devido a Gol’shtein e Tret’yakov [38] considera iteragoes da forma
= (1= pr) 2" + prder ("),

onde {px}2, C (0,2) é uma sequéncia de fatores de super ou sub-relaxamento. Em pelo
menos uma aplicagao importante do algoritmo do ponto proximal, sabe-se que o método
de multiplicadores para programacao convexa, usando fatores de relaxamento p, maiores
que 1, acelera a convergéncia; veja [I5, pagina 129]. Gol’shtein e Tret’yakov também
permitem que os resolventes sejam avaliados aproximadamente, mas, diferentemente de

Rockafellar, nao permitem que o tamanho da etapa c¢ varie com k, restringem H para
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ser de dimensao finita e ndo consideram o caso em que zer(T) = @. O teorema a seguir

combina efetivamente os resultados de Rockafellar e Gol’shtein-Tret’yakov.

Teorema 3.1. Seja T um operador mondtono mazimal no espaco de Hilbert H, e seja

{2*} wma sequéncia tal que
= (1 — pp)2* + ppw® VE >0,

onde

Hwk — (I + ckT)_l(Zk)H <e VE>0,

e {ex}io, {prtele, {cr} C10,00) sao sequéncias tais que

oo
E, = €, < oo, Ay=1infp, >0, Ay,=su <2 c¢c=infc, > 0.
1 % k ) 1 kzo/)k ) 2 kzgpk ) a0 k

A sequéncia {z*} € dita estar de acordo com o algoritmo do ponto proximal generalizado.
Entao se T possui algum zero, {z*} converge fracamente para um zero de T. Se T ndao

POSSuL 2eros, entao {zk} € uma sequéncia ilimitada.
Demonstracao. Suponhamos primeiro que 7' possui algum zero. Para todo k, definimos
Qe=1-— Jor=1— (I+CkT)_1.

Sabemos que () é firmemente nao expansivo pelo Lema (1v). Note também que
qualquer zero de 1" é ponto fixo de J., 1 pelo Lema e portanto um zero de () para

qualquer k. Assim, para todo k, definimos
= (1= p)2" + prdor (25) = (I = Qi) (2F).
Para algum zero z* de T,

12547 =277 = 1I2* = pQu(2") — 27|

= 2" =21 = 200(=" — 27, Qu(=")) + PRl Qu(M)I%.

De 0 € Qp(z*) e Qx ser firmemente ndo expansivo, temos

12550 =22 <l = 2017 = 20wl Qu(P) 1P + Rl Qu (M)
< 12 =20 = w2 = o) IlQu (M)
< 12 = 2P = A2 = D)l Qw2 (3.1)
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Como A;(2 — Ay) > 0, temos que |25 — 2*|| < ||z — 2*||. Agora,

|5 = ZFH = (1 = )2 + prw® — (1= pi)2" — prdepr(27) ||
prel[w* = Jo, (27

< Pk€k (3.2)

Entao,

[0 = 2t < [ = 2 A = B < e (33)

Combinando as inequacoes para todo k,

I8 = 2"l < 12" = 2"[| + poco.

12* = 2"l < llz" = 2"[ + pren.

e I N R

e realizando a soma termo a termo das desigualdades obtemos
k
15— 2| < 0 = 2l + D e < (120 — 27|+ 2B, (3.4)
i=0

e, com isso, {z¥} é limitada. Além disso,
||Zk+1 . Z*”Q — ||Zk+1 — + (zk-i-l o Zk+1)||2

_ ||2k+1 o Z*HQ + 2<2k+1 . Z*,Zk+1 o 2k+1> + sz—i-l o 2k+1||2

S H2k+1 . Z*HZ + 2”2k+1 . Z*HszJrl o ZkJrl” + HZkJrl o 2k+1H2

usando as desigualdades 8.2 3.3 e [3.4] temos,

1A =22 <l = 27 = Au(2 = Al Qu(P) 1P + pren(2]12" — 27| + prex)
< 2 = 2P = A2 = Do) Qi) 1? + 2pwen(ll2” — 2°] + 2E1) + pe;.

De {e;,} ser somavel, {e;} também o &, portanto Ey = Y ;7 €} < 0. Segue que para

todo k,

k
15 = 2P < (120 = 2P+ 4B ([12° = 27| 4 2B0) + 4By — Au(2 = A2) Y Qi
1=0
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note que |20 — 2*[|2 + 4B, (||20 — 2*|| + 2E)) +4F, > 0, Ay(2— Ag) S8 1Qi(2)]> > 0

e |[2F — 2*||2 > 0 dai,
k
A2 = 29) Y 1Qi(NIP < 112° = 27 IP + 4B (|2° = 27|| + 2B1) + 4B,
i=0
Fazendo k — oo, temos que
SR <00 = lim Qu(=H) = 0.
i=0

Definimos (2%, y*) como sendo o tinico ponto em T tal que 2* + ¢,y* = 2* (aqui usamos
o Corolario 2.3). Entao Qx(z*) — 0 implica que z¥ — 2¥ — 0. Além disso, de {c;} ser
limitado por zero, também temos que c;, ' Qr(2*) = y* — 0.

Agora, {2*} é limitada, e portanto, possui pelo menos um ponto de acumulagao fraco.
Seja 2°° um ponto de acumulagio fraco de {z*} e considere {29} a subsequéncia tal

k— 2k — 0, também temos que zF0) 5 2%,

que 20 25 22 Como 2z

Seja (x,%) um ponto qualquer em 7. Da monotonicidade de T, temos que (x — 2%,y —
y*) > 0 para todo k. Tomando o limite da subsequéncia k(j) e usando que xF0) = 2
e y* — 0, obtemos (z — 2,y — 0) > 0. Como (z,y) foi escolhido arbitrariamente,
concluimos da maximalidade de T" que 0 € T'(2*), isto ¢, 2> € zer(T).

Resta mostrar que {z*} possui um tnico ponto de acumulacdo fraco. Considere algum

zero z* de T. Como [|zF — z*|| < ||2° — 2*|| + 2E; para todo k,
o = lim inf [|2* — 27|
k—o0

é finito e nao negativo, e pode-se mostrar que ||z* — 2*|| — a*. Agora pegue qualquer
dois pontos de acumulagao 2{° e 25° de {z¥}. Pelo raciocinio acima ambos sao zeros de

T e portanto existem e sao finitos

ap = lim |28 = 2°||, g = lim ||2F — 25°||.
k—o0 k—o0
Escrevendo
125 = 259017 = []2" — 2711 + 22" — 27, 27° — 25°) + |27 — 25°)1%,

conclui-se que

1
lim (2% — 27, 20° — 25°) = S (a3 — af — [|27° — 25°|%).
k—o0 2

24



Como z{° é um ponto de acumulagao fraco de {z*}, este limite deve ser zero. Consequen-

temente

az = of + |27 — 257

Invertendo os papéis de z{° e 25°, também obtemos que

af = a5 + [|27° — 25

Entdo, somos for¢ados a concluir que ||25° — 25°|| = 0, isto é, 2§° = 25°. Portanto, {2*}

possui exatamente um ponto de acumulacao. Isso conclue a prova no caso em que T

possui pelo menos um zero.

Agora consideremos o caso em que T nao possui zero. Vamos mostrar por contradicao

que {z*} ¢ ilimitada. Suponhamos que {z*} é limitada, isto ¢, existe algum S > 0 finito

tal que ||2*|| < S para todo k. Seja

k

€ = sup{e}-
k>0

Entao, considere

25 e

r= €+ 1.

min{l, A}
Afirmarmos que para todo k, ||2"] < r — 1, ||w*|| < r—1e|J ("] < r -1
Claramente, ||z*|| < S < r — 1, portanto a afirmagao é vélida para z*. Agora, w

pr (2 — (1= pg)z"), entdo

1 2
—(S+S):—S§T—1.

1
[l < (1 + (1 = p)ll2*]) < A

Pk Ay
Finalmente,

25 _
[w* = Jer (G < e = [Jar GO < wfl + o < T +E<r 1.
1

Agora, seja h : R™ — [0, 00] a fungdo convexa dada por

0, z|| <r
WD N EE
+oo, |z >
e seja T" =T + Oh, ou seja,
T(x), ]| <,
T'(x) = {y+az |y € T(x),a >0}, |zl =r
, ||| > r.
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Como DomT N int(Domdoh) = DomT N{z | ||z]] < r} # @, entdo T" & mondtono
maximal; veja [62]. Mais ainda, DomT” ¢ limitado, entao zer(1") # @; veja [65]. Como
12%]], |w*|, e [|Je,7(2%)]| sdo todos menores que r para todo k, a sequéncia {z*} obedece

a iteracao do ponto proximal generalizado para 7', bem como para T'. Logo,
= (1= pp) 2" + ppw® V>0,
onde
|w* — (I + )12 < e

Pela logica da primeira parte do Teorema, {z*} converge fracamente para algum zero
2% de T'. Além disso, como [|2¥|| < r — 1 para todo k, ||2®°]] < r —1 < r, e entdo
T'(2°) =T (2), e 2 ¢é também zero de T'. Isto é uma contradi¢do pois supomos que T

nao possui zero, e portanto concluimos que {z*} nao pode ser limitada. ]

Possivel intervalo de 27! &)

-

Figura 3.1: Tlustracao do uso dos parametros de relaxamento.

Observagao 3.1. Aqui, com p = 1 temos, w* = 2*1(1) ~ (I + ¢, T)7(2%), e 2* ¢ um
ponto arbitrdario de zerT. O dngulo 6 deve ser de pelo menos 90 graus pela monotoni-
cidade de T. A Figura pretende esclarecer o papel do fator de relaxamento pp na
convergéncia do método. FEla ilustra o caso em que €, = 0, forcando a avaliagao exata do

resolvente. Para p € (0,2), seja

Y p) = (1= p)z" + p(I + & T) (") = (1= p)z" + pu®.
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Da figura, fica claro que
12571 (1) = 2%l = [lw* = 2| < (|25 (p) — 27|

para todo p < 1 e z* € zerT, portanto, € imporvdvel que escolher p < 1 seja benéfico.

Por outro lado, pode haver um intervalo (1,p) C (1,2) em que p € (1,p) implica
dist(*T1(p), zerT) < dist(z" (1), zerT).

Assim deve ser possivel que o relaxamento excessivo acelere a convergéncia. Em pelo
menos uma aplicacao importante do algoritmo de ponto prorimal, o método de multipli-

cadores para programac¢ao convera, essa aceleracao foi confirmada experimentalmente;

veja [15, paginas 129-131].

27



Capitulo 4

Método da decomposicao de

Douglas-Rachford

A principal dificuldade na aplicagdo do algoritmo de ponto proximal e métodos re-
lacionados é a avaliacao de inversos de operadores da forma I + AT, onde A > 0. Para
muitos operadores mondtonos maximais 7', essas operacoes de inversao podem ser proi-
bitivamente dificeis. Agora suponha que possamos escolher dois operadores monétonos
maximais A e B, de modo que A+ B =T, mas Jy4 e Jyg sejam mais faceis de avaliar que
Jyr. Um algoritmo de decomposi¢ao é um método que emprega os resolventes Jy4 e Jyp
de A e B, mas nao usa o Jyr resolvente do operador original 7. O algoritmo é conhecido
como algoritmo de Douglas-Rachford porque, em um caso linear especial (equagao do
calor discretizada), é semelhante a um método proposto por Douglas e Rachford [25]
para resolver certas equagoes matriciais, que foi estendido para operadores por Lions e
Mercier [45].

Considere A > 0 fixo e dois operadores mondtonos maximais A e B. A sequéncia

{zk}zio é dita obedecer ao recurso de Douglas-Rachford para todo A\, A e B se
Zk+1 =Ju ((QJAB — I) (Zk)) + (] — J)\B) (Zk) . (41)

Dada qualquer sequéncia que obedeca a essa recorréncia, seja (x’“, bk), para todo k > 0,
o tnico elemento de B de modo que ¥ + A\o* = 2* (novamente usando o Lema de

Representacao, Corolério , que equivale a Jyp(z¥) = 2*. Entdo, para todo k, tem-se

(I = Jag) (2%) = a* + X" — 2* = \b* (4.2)
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2 — 1) (%) = 22" — (&" + \*) = 2* — \*. (4.3)

Similarmente, se (yk, ak) € A, entao Jyy (yk + )\ak) = y*. Em vista dessas identidades,

k

pode-se encontrar z**! a partir de z*:

k

seja zF conhecido, vamos encontrar 25t que é dado por

Zk+1 = J)\A (<2JAB — I) (Zk)) + ([ - J)\B> (Zk)
= D (20 —I) (z) + A", por 7]
= Jua(@® — \0F) + \*. | por @3]

Como (2% — \b*) € H, pelo Corolério existe (y**1 a**1) com A(aF1) = y* ! tal
que x% — A0F = yFT 4 XaF e Jya(aF — NF) = Tha (vt + Aab ) = ¢F L retornando a

2kt temos:

Zk-i-l — yk-‘rl + /\bk (44)

Como podemos achar (zF*!, b"1) € B tal que y**! + Ab* = ¥ + A\F*1. e temos em

[4.4] agora:

SR gkl o pktL

k+2

dai para encontrarmos z repetimos o processo. Podemos resumir esse processo de

k+1

encontrar 2! a partir de z* pela forma alternativa abaixo:

(a) encontre o tnico (y**!, a"™) € A tal que yF* + Aa*t! = 2k — N

(b) encontre o tnico (2", 0F) € B tal que a4+ ABFTE = yF T 4 AP

A anélise original de Lions e Mercier sobre a decomposicao de Douglas-Rachford [45]

centrou-se no operador
Grap=dJwuo2hp—I1)+(I—Js),

onde “o” denota composigao de funcoes. O método de Douglas-Rachford pode ser escrita
da forma

Zk+1 = G)\,A,B (Zk) . (45)

Lions e Mercier mostraram que G 4 g ¢ firmemente nao expansivo, do qual obtiveram
convergéncia de {zk } Nosso objetivo é estudar a conexao entre firmemente nao expansivo

e a maximal monotonicidade.
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Considere o operador

Saap = (Gaap) ' —1.

Primeiro, buscamos uma expressao tedrica definida para o Sy 4,5. Seguindo a descricao

algoritmica (a)-(b) acima, chegamos a seguinte expressao para G 4 p a partir de

G)\,A,B (Zk) — ZkJrl

= Yy \bF | por @]
escrevendo z* = u + \b onde v = z¥, b = V¥, y**!' = v e a = a**! temos que:
Grap(u+Ab)=v+Xb; be Bu), ac Alv), v+Aa=u— b
Uma manipulagao simples fornece uma expressao para Sy 4.5 = (G,\’A7B)71 —I:

Saap(+ M) = ((Gaap) ' —1)(v+ D)
= u—v;be B(u), a € Alw), v+ Aa=u— b

Dado qualquer espaco de Hilbert H, A > 0, e operadores A e B em H, definimos Sy 4 p
como o operador de decomposicao de A e B em relacdo a A. Agora, estabelecemos

diretamente a maximal monotonicidade de Sy 4 5.

Teorema 4.1. Se A e B sao mondtonos entao Sy ap também o é. Se A e B sao

mondtonos mazimais, entao Sy ap também o é.

Demonstragao. Primeiro vamos mostrar que Sy 4 p € mondtono. Sejam u, v, b, a, v/,
b, v, a € H tal que b € B(u), t/ € B(u), a € A(v), d € AW'), v+ Xa =u— b e
v+ Aa’ =u' — A\, Entao,

(V' + X)) — (v +AD), (v — ') — (u—))
(0 4+ M) — (04 AN =) = = A= v) + )
+A{(v' + )\b’) (v + Ab), b —b)
= AV — v, A7 =) =0 — AN u—v)+b)
X — b AT (W — ) — U — A (= v) + b + A — v, — b + N2(H — b, b — b)
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= ANv —v,d —a) + MV —b,u/ —u) — ANV —b,v" —v) — N2 — b,V — )

AW — v, 0 —b) + N2V — b, b — b)

=NV —v,d —a) + AV — b, —u).

Pela monotonicidade de A e B, os dois termos na linha final nao sao negativos, entao
obtemos que ((v' + \') — (v 4+ Ab), (v — V') — (u—v)) > 0 e Sy ap ¢ mondtono. Resta
mostrar que Sy 4 p € maximal no caso em que A e B também o sao. Pelo Teorema
precisamos apenas mostrar que (I — Sy ap) ' = Gyap = Jaao (2xg —I)+ (I — Jyp)
tem dominio completo. Este é realmente o caso, pois Jy4 € Jypg sao definidos em todo o

espaco. ]
Combinando os Teoremas [4.1] e temos o principal resultado do Lions-Mercier:

Corolario 4.1. Se A e B siao mondtonos mazimais, entao Gxap = (I + Sxap)™* €

firmemente nao expansivo e tem dominio completo.
Demonstragao. Segue diretamente do Teorema [2.2] O

H4 também uma relagio importante entre os zeros de (S a5)' e os de (A + B),

conforme o resultado abaixo.
Teorema 4.2. Dados A > 0 e operadores A e B C H,

zer(Saxap) =2y C{u+Xb|u € zer(A+ B), be B(u)},
onde Z3 = {u+ b |be B(u),—b e A(u)}.

Demonstragao. Seja S = Sy ap. Queremos mostrar que zer(S) ¢ igual a Z5. Seja
z € zer(S). Entao, existem wu, b, a € H tais que v+ Ab = z, u —v =0, b € B(u) e
a € A(v). Entao,

u—v=0 = wu=v = dla=-Nb=a=-b.

Assim, temos que u+ \b = z, b € B(u), e —b € A(u) e consequentemente z € Z5. Por
outro lado, se z € Z3, entdo z = u+Ab, b € B(u) e —b € A(u). Definindou =vea = —b
vemos que 0 € S(z). Finalmente, a inclusdo Z; C {u+ A\b | u € zer(A+ B), b € B(u)}
segue porque b € B(u) e —b € A(u) implica que u € zer(A + B). O
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Assim, dado qualquer zero z de Sy a5, Jap(2) é zero de A+ B. Noutras palavras,
pode-se encontrar o zero de A + B aplicando o resolvente Jyp(;), onde z é um zero de
Sx,4,B; que pode ser encontrado usando o algoritmo do ponto proximal em Sy 4 5. Que

é exatamente o que o método de decomposicao de Douglas-Rachford faz.

Teorema 4.3. A iteracao Douglas-Rachford
Zk+1 = [J/\A o) (QJ)\B — I) + ([ - J,\B)] (Zk)

€ equivalente a aplicacao do algoritmo de ponto proximal ao operador mondtono mazrimal

Sx.A.B, com o pardmetro auziliar ¢ fivado em 1 e avaliagao exata dos resolventes.

Demonstragao. Segue de (£.5) que a iteragio Douglas-Rachford se resume em 2+ =

G,\AB(Z’“), que é exatamente o resolvente do operador Sy 4 p definido acima. Logo,
equivale a aplicar o algoritmo do ponto proximal ao operador Sy 4 g, onde os resolventes

de A e B sao calculados de forma exata. O

Em vista do Teorema Teorema [4.2] e a Lipschitz continuidade do operador J,g,
obtemos imediatamente o seguinte resultado da convergéncia Lions-Mercier; veja [453]

Proposigao 2|.

Corolario 4.2. Se A+ B possui um zero, entao o método da decomposicao de Douglas-
Rachford produz uma sequéncia {zk} fracamente convergente para um limite z da forma
u—+ A\b, onde u € zer(A+ B), b € B(u) e —b € A(u). Se o procedimento (a)-(b) € usado
para implementar o iteracao Douglas-Rachford, entdo {uk} = {JAB(zk)} converge para

algum zero de A+ B.

O Teorema também afirma que, no espago geral de Hilbert, o algoritmo do ponto
proximal produz uma sequéncia ilimitada quando aplicado a um operador monoétono ma-
ximal que ndo possui zeros. Assim, Eckstein e Bertsekas [17] apresentam outro resultado

aparentemente desconhecido para Lions e Mercier:

Corolario 4.3. Suponha que A e B sejam mondtonos mazimais e zer(A + B) = &.
Entao a sequéncia {zk} produzida pela decomposicao de Douglas-Rachford é ilimitada.
Se o procedimento (a)-(b) for usado, pelo menos uma das seqiiéncias {z*} ou {b¥} serd

ilimitada.
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Observe que nao é necessario assumir que A+ B é maximal. Somente A e B precisam
ser maximais.

Como o método da decomposi¢ao de Douglas-Rachford é um caso especial do algo-
ritmo de ponto proximal aplicado ao operador de decomposi¢do Sy 4 g, varias genera-
lizagoes da decomposicao de Douglas-Rachford agora se sugerem: pode-se imaginar a
aplicacao do algoritmo de ponto proximal generalizado a Sy 4 p com tamanhos de passo
ci diferentes de 1, com fatores de relaxamento p; diferentes de 1 ou com uma avaliacao
aproximada do resolvente G\ 4 . Mostraremos que, embora a primeira dessas opgoes
nao seja pratica, as duas tdltimas sao.

Considere, para todo ¢ > 0, calcular (I + ¢Sy a5) ' (z). Agora,
(I+cSyap) ™ ={((1 —c)v+cu+ Ab,v+Ab) | b€ B(u),a € A(v),v+ Aa = u — \b}.

Portanto, para calcular (I + ¢Sy a5) !(z), é preciso encontrar b € B(u) e a € A(v) tais
que
1

(I1—c)v+cu+ b=z, a:X(u—v)—b.

Como alternativa, podemos declarar o problema como o de encontrar u,v € H tal que:
z=—(cu+ (1 —c)v) € AB(u), —z+((1+c)u—cv)e \A(v).

Este nao parece ser um problema particularmente facil. Especificamente, nao parece ser
menos dificil do que o calculo de Jy44p) em um ponto arbitrario z, que, ao usar um
algoritmo de decomposigao, estamos expressamente tentando evitar.

Esse calculo envolve encontrar b € B(u) tal que (u, \™*(z — u) — b) € A.

Considere, no entanto, o que acontece quando se fixa ¢ = 1. Entao, basta encontrar:

b € B(u) tal que u + A\b = z,
a € A(v) tal que v + Aa = u — Ab.

As condicoes b € B(u), u + Ab = z determinam exclusivamente u = Jyp(z) e b =
(z—u)/X independentemente de v. Uma vez que u é conhecido, v também é determinado
exclusivamente por v = Jya(u — Ab). Conseguimos, assim, uma decomposigao na qual o
calculo de J,, , , = (I + Sx.a.p)"" € substituido por avaliagdes sequenciais separadas de

Jaa = (I+XA)"'e Jygp = (1+AB) L. Este procedimento é essencialmente o procedimento
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(a) — (b) dado acima. Parece que manter ¢ = 1 em todos os momentos é fundamental
para a decomposicao.

Spingarn [69] ja comentou esse fenémeno no contexto mais restritivo do método das
inversas parciais.

A formulagao do operador de decomposi¢ao Sy 45 € uma maneira de combinar A
e B com a propriedade especial de avaliar o Gy a5 = (I + Sxa)"' decomposto em
avaliacoes sequenciais de Jy4 e Jyg. A adicao simples de operadores nao possui essa
propriedade de decomposicdo. Além disso, a estreita relagdo entre zer(Sy ap5) e zer(A+
B) torna Sy 4 p util para encontrar zeros de A+ B. Apesar da impraticabilidade de usar
tamanhos de passos diferentes de 1, é possivel usar diferentes fatores de relaxamento para
avaliar Gy ap = (I + Syap)”! aproximadamente, obtendo um método generalizado da
decomposicao de Douglas-Rachford. As propriedades de tal método sao resumidas pelo

seguinte teorema:

Teorema 4.4. Dado um espaco de Hilbert H, algum 2° € H,\ > 0, e operadores mo-

s ; ; . ko n k1 ° n k1 *° n
ndtonos mazimais A e B em H, seja {z }k:O C R7, {u }k:O C R7, {v }k:O C R”,
{ar}isy €10,00), {Brtrey C[0,00) e {pr}trey C (0,2) em conformidade com as seguin-

tes condicoes:
(T1) [[u* = Jyp(z5)]| < B, para todo k> 0;

(T2) Para todo k > 0, ||o*T1 — Loa(2uF — 29)|| < ag, 21 = 2% + pp(oFTL — uF) e

Yoo Qe < 00, D1l B < 00, 0 < infrsg pr < supgso pr < 2.

Se zer(A + B) # O, entao {zk} converge fracamente para algum elemento de Z =

{u+Xb|be B(u),—bec A(u)}. Se zer(A+ B) = @, entio {2*} ¢ ilimitada.

Demonstracdo. Fixe k > 0 qualquer. Entdo ||[u* — Jyp(2*)|| < Bi implica que
12u* = 2%) = (235 — D (M) < 28

Como Jy4 é nao expansivo, temos que

[ Jaa(2u® — 2%) = Ja(2das — 1)(2%)|| < 284,
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e entao

Hvk+1 — J,\A(QJ)\B — I)(Zk>|| S 25k + .,

[0 + 2% —u?) = [a(20as — 1) + (I = JaB)](z") ]| < 3Bk + o

Para todo k, faca ¢, = 30, + i, entao

(e 9]

ZEk:?)Zﬁk—l-Zak < 00.
k=0 k=0

k=0

Também temos
Zk—l—l — Zk + pk(Uk+1 _ uk) — (1 _ Pk)Zk +pk(Uk+1 + Zk- _ uk)

Portanto, tomando y* = v**! + 2F — 4*, temos

0 < inf p, < <2 <
inf pi. < sup py ;ek +00,

Iy = Cras() < s 21 = (1= o) + puyf, Vi 2 0.

A conclusao segue a partir dos Teoremas e[d.2

]

Em pelo menos um exemplo real (veja [28, Segao 7.2.3]), o uso do método de de-

composicao generalizado de Douglas-Rachford com fatores de relaxamento p; diferentes

de 1 demonstrou convergir mais rapidamente que a decomposicao regular de Douglas-

Rachford. Este exemplo envolveu um algoritmo altamente paralelo para programacao

linear. L&, uma escolha de pp = 1.5 para todo k parecia convergir para uma determi-

nada precisdo cerca de 15% mais rapida que a escolha p, = 1 para todo k. Assim, a

inclusao de fatores de excesso de relaxamento é de alguma importancia pratica. Além

disso, a convergéncia da decomposicao Douglas-Rachford com o calculo aproximado dos

resolventes nao havia sido estabelecida anteriormente.
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Capitulo 5
Alguns casos especiais interessantes

Consideramos agora algumas aplicagoes interessantes da teoria do operador de de-
composigao, a saber, o método de inversos parciais (veja Spingarn [69, [70]), o método
generalizado de diregao alternada dos multiplicadores (veja Eckstein e Bertsekas [17]) e
o problema da viabilidade convexa; veja [7, [66]. Come¢amos com uma breve discussao

do método das inversas parciais.

5.1 Meétodo das inversas parciais

Seja T um operador em um espaco de Hilbert H e seja V' qualquer subespaco linear
de H, V+ denotando seu complemento ortogonal. Entdo a inversa parcial T, de T em

relacdio a V é o operador obtido trocando os componentes V* de cada par em 7"

Ty = {(zv + yyr, yv +aye) |y € T(x)}.

Aqui, usamos a notacao de que, para qualquer vetor z, zy denota a projecao de z em V,
e zy. sua projecio em V't
Spingarn [69, [70] sugeriu a aplicacdo do algoritmo de ponto proximal a Ty para

resolver o problema:
(ZV) encontrar y € T(z) tal que z € V ey € V*,

onde T" é mondétono maximal. Em particular, se T' = Jf, onde f é uma fungao pro-

pria, semicontinua e convexa, esse problema se reduz ao de minimizar f sobre V. Uma
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aplicagao desse método é o método de programagao estocastica de cobertura progressiva

(progressive hedging) de Rockafellar e Wets [59], que nao sera abordada neste trabalho.

Considere agora o operador
Ny =V xVt={(z,y) |z eV, yeV'}

Vé-se facilmente que Ny é o subdiferencial d(dy) da fun¢ao propria, semicontinua e
convexa:;
0, zxze€V,
+oo, z ¢ V.

oy =

Com efeito, para x € V

y€d(dy)(r) <= dv(z) >dy(x)+ (y,z—x), VzeH
— O0y(2) >0+ (y,z—1xz), VzeH

—= yecVt
e, portanto, temos que 9(dy) = Ny é mon6tono maximal. Agora considere o problema:
(ZV’) encontrar x tal que 0 € (T + Ny )(x),

que é equivalente a (ZV). Se formarmos o operador de decomposicao Sy 4 p com A =

1, A= Ny =V x V+te B =T, obtém-se:
Sivevir = {(w+bu—v)|beT(u), veEV,a€V v+a=u-—Db}.
= {((u=by+bu—(u—=>)y)|beT(u}
= {(uy +byr,by +uyr)|beT(u)}
= Ty.

Assim, a inversa parcial T}, é um tipo especial de operador de decomposicao, e a aplicacao
do algoritmo de ponto proximal a Ty é uma forma especializada da decomposicao de
Douglas-Rachford. Com isso, obtém-se o seguinte algoritmo para (ZV):

Passo 1: Comece com qualquer 2° € V,y" € V*.

Passo 2: Suponha que a iteragao k foi obtida, entdo encontre ¥ € H tal que ||7* —
Jr(z® +yF)|| < B* e denote TF = (2% + ¢*) — .

Passo 3: Calcule 251 = (1 — pp)a* + pr(Z%)v e v** = (1 — pr)y® + pr(7%) 1 1.

Aqui {px}32, e {8k}, sao seqiiéncias que atendem as hipoteses do Teorema
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5.2 Generalizacao do método de direcao alternada dos

multiplicadores

Passamos agora ao nosso segundo exemplo de aplicagao da teoria dos operadores de
decomposicao, a derivacao de um método Lagrangiano aumentado chamado de Método

de Direcio Alternada dos Multiplicadores.

Considere um problema geral de otimizacao de dimensao finita da forma
(P) minirlgizar f(z)+g(Mz),
TER™

onde f : R" = RU {400} e g : R™ — RU{+o00} sdo proprias, semicontinuas e convexas,

e M é uma matriz m x n. Escrevendo (P) da forma
(P') minimizar f(z) + g(w), sujeito a Mx =w
e anexando um vetor multiplicador p € R™ as restricoes Mz = w, temos

(P = inf£&(z,p)
= inf{f(z) + g(w) + (p, Mz — w)}
= inf{f(z) + g(w) + (p, Mz) — {p,w)}
= inf{f(z) + (p, Mz) + g(w) — (p,w)}
= inf{f(z) + (p, Mz)} + inf{g(w) — (p,w)}
= — (/" (-M"p) +g"(p)).

Obtém-se assim um problema dual equivalente

(D) maximizar — (f*(—M "p) + ¢*(p)),

peR™

onde * denota a operagao de conjugacao convexa. Uma maneira de resolver o pro-
blema (P) — (D) & fazer A = 9[f* o (=M ")] e B = dg*, e aplicar a decomposicio de
Douglas-Rachford a A e B. Essa abordagem foi mostrada por Gabay [35] para obter o
método de diregao alternada dos multiplicadores [34] [35] 36], 37],

1
xk—"_l = arg mln{f(l’) + <pk7 Mx> + 5)\”M$ o wkH2}7

1
wh™ = arg min{g(w) — (p*, w) + 5)\“]\4karl - wlf*},

w
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pk+1 — pk T /\(Mkarl _ warl).

Esse método se assemelha ao método convencional de multiplicadores Hestenes-Powell

para (P'), exceto pelo fato de minimizar a fun¢ao Lagrangiana aumentada
1

primeiro em relacao a x, e depois em relacao a w, em vez de em relagao a x e w simul-

taneamente. Observe também que o parametro de penalidade A nao pode variar com
k.

Proposicao 5.1. (Dualidade fraca) Para todo z, y € H, temos que

f@) + g(Mz) > = (f*(=M"p) + ¢*(p))
Demonstragao. Pela Desigualdade de Fenchel-Young (Lema [1.2)), temos que
f@)+f(=M'p) > (z,~M'p)=—(Muz,p)
g(Mz)+ g*(p) = (Ma,p).

E portanto
fl@)+ f(=MTp) = —(Mz,p) > — (9(Mz) + g"(p)) -

Reorganizando f(x) + f*(—=MTp) > — (9(M=x) + g*(p)), obtém-se
f(@) +g(Mz) > = (f*(=M"p) + " () -
0

Lema 5.1. Seja h(z) = g(Mx), onde g é uma fun¢do convexa propria em R™ e M uma

transformacao linear de R™ em R™. Entao,
M"odgo M C Oh=0[go M]|. (5.1)
Demonstragao. Veja Rockafellar [61]. O

Proposicao 5.2. (Teorema de Kuhn-Tucker) As quatro condicdes a sequir sio equi-
valentes umas as outras, e cada uma implica que x € dtimo para (P) enquanto p €

simultaneamente dtimo para (D):
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(i) © ¢ 6timo para (P) e p é tal que p € dg(Mz) e —M p € Of (x);
(ii) p é otimo para (D) e z ¢ tal que x € Of*(—M T p) e Mz € dg*(p);
(iii) —M"p € Of(x) e p € g(Mzx);

(iv) f(z)+g(Mz) = —(f*(=M"p) + g*(p)).

Demonstra¢ao. Mostraremos que (i) — (iv) sdo equivalentes entre si. Primeiro, (iii) é
apenas uma reformulagao de () sem a suposi¢ao de que z seja o0timo, entdo (i) = (7i1).
Para mostrar (ii1) = (i), precisamos mostrar que x deve ser 6timo para (P). Por (5.1)),

temos
M'pedlgoM|(x) =>0=~M'"p+ M'pecdf(x)+9[go M](z) CIf +go Mz,

e entdo x é 6timo para (P). Uma vez que Oh* = (Oh)~! para qualquer fungao propria,

semicontinua e convexa h, notamos que (7ii) é equivalente a
(i43') x € Of* (—M"p) e Mx € dg*(p).

A prova de que (i7i') <= (ii) pode agora proceder de forma anéloga a (iii) <= (7).
Agora mostramos que (i74) <= (iv). Pela Proposi¢ao temos que (ii7) é equiva-

lente a

f@)+ f(=M"p) = (z,—M'p) = —(Mz,p)
g(Mzx) + g*(p) = (Mz,p).

Somando essas duas equagdes e reorganizando, obtém-se (iv). Por outro lado, (iv) implica
fla) + f*(=MTp) = = (9(Mz) + g"(p)) ,
o que, em vista de f(z) + f*(=M "p) > —(Mz,p) > — (9(Mzx) + g*(p)), significa que

fl@)+ f{(-M"p) = —(Muz,p)
g(Mzx)+g*(p) = (Mz,p).

Com isso, pela Proposicao obtemos (ii7). ]
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Defini¢ao 5.1. Diz-se que um par (x,p) é um par de Kuhn-Tucker para (P) se
—~M"pedf(z) e pedg(Mz).

Corolario 5.1. A existéncia de um par de Kuhn-Tucker (x,p) € suficiente para implicar

que zer(Of + 0lg o M]) e zer(9[f* o (=M )] + dg*) sao diferentes do vazio.

Agora, mostramos como o Teorema (4.4) produz uma versao generalizada desse algo-

ritmo. Seja os operadores mon6tonos maximais A = 9[f*o (=M ")] e B = 0g*.

Teorema 5.1. (O método generalizado de direcao alternada dos multiplicadores). Con-
sidere um problema convexo no formato (P), onde M tem posto completo. Seja p°, 2°

€ R™ e suponha que seja dado X >0 e

{1370 € [0,00), D232y ik < 00,
{m}izo € [0,00), 2oplovk < o0,
{or}izo € (0,2), 0 <infrsopr < supgsg P < 2.

Suponha que, para todo k, {xk};"zl, {wk}iozo e {pk}zozo satisfazem:
[+t — argmin{f () + (p*, M) + gA[Ma — w*|P}H]| < pp,
k! — argmin{g(w) — (p*,w) + LAIM2H — wlP}H] < .
P = gk N M2 4 (1 — p)wk — wh ).

Entao, se (P) possui um par Kuhn-Tucker, {x*} converge para uma solucao de (P) e
{p*} converge para uma solucio para o problema duplo (D). Além disso, {w*} converge
para Mx*, onde x* € o limite de {z*}. Se (D) nao tiver uma solugdo, pelo menos uma

das segiiencias {p*} ou {w*} serd ilimitada.
Demonstracao. Para todo k > 0, tomemos:
2P = pF + Aw*
¢* = pF + A(Mz*+ — wh)

ap = Al M|

41



= [[p° = s + Auw?)]|

Br = Avg, onde ||M|| denota a norma l, da matrix M, ou seja,

I = sup { 15l

Desejamos estabelecer que o seguinte seja valido para todos os & > 0:

(YD) |Ip* = Jap(ZP)|| < B
(Y2) |l¢" — Jaa(2p" — 27)|| < s
(Y3) 251 = 2% + py(g* — p").

Para k =0, (Y1) é valido com a escolha de ). Agora, suponha que (Y1) vale para algum
k. Mostramos que (Y2) também vale para k. Seja

% = arg min{ f(z) + (p*, Mz) + $A|| Mz — w"||*},
pk — (pk — )\wk) + AMZF.

A existéncia de um tnico z¥ ¢ garantida porque f é propria, semicontinua inferiormente

e convexa e M possui posto completo. Entao

0 € Oulf(e) + (M) + SAIME — P,
= 0caf(@") +M"pF + \MT(Mz* — w")
= 0¢ 6f( M+ M
= e af(T")
= 7'¢ af*(—MTp’“)
= —Mz* € J[f* o (=M "))(p") = Ap".
Além disso,
P+ AM=MzF) = pF — A
Assim

T (I + )\A)_l(pk — )\wk) = JAA(ka — zk)

Portanto, de
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|lo*+1 — arg min{ f () + (p*, M) + §A|Mx — wb|?}] < g,
¢* = pF+ N Mak+t — k),
obtemos
2" = 2 < puw Mlg® = DI < NIM |,

estabelecendo (Y2) para k.

Suponha que (Y1) e (Y2) valem para algum k. Agora mostramos que (Y'3) vale para
ke (Y1) vale para k + 1. Seja
st = (et ")
= pF A" 4+ Ao (Mo — W)
= PP+ MM+ (1= pr)w®) (5.2)
e também
_ . 1
" = arg min{g(w) — (p", w) + A (peMz* + (1 = pr)u’) —wl},
5" = p" + MppM2" + (1 — pp)w® — a"). (5.3)
A existencia de w* é garantida pois g é propria e convexa. Entdo, temos que
1
0 € dulg(w) = " w) + A (peM2 + (1 = pr)w® — w]|*l
0 € dg(@") — p* + M@ — (R M* + (1 pyJu))
P+ AMpe Ma"™ + (1 — pp)w® — @%) = 5% € dg(w")
w® € dg*(5") = Bs*.

R

Como
5 A" = pF + Mo M2 4 (1 — pp)w®) = 5",
temos que 5° = Jyg(s").

k+1

A condigdo em w**! & apenas |[wft! — w*|| < vy, entdo ||pFTt — 5| < Ay, Temos

também
S
= PP MMz (1 — po)w® — wht) 4+ Akt
= "+ MM+ (1 = )
= s" por[p.Z
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kg% < Ag. Por indugdo, entdo,

Assim, (Y'3) vale para k, e (Y'1) vale para k+1 por ||p
(Y1) —(Y3) vale para todo k. O fato de {p} e {vi} ser somavel, implica que {fx} e {ax}
também o é. Suponha que (P) tenha um par Kuhn-Tucker e, em seguida, pelo Teorema
{2*} converge para algum elemento z* de {p+ w | w € B(p), —w € A(p)}. Aplicando

o operador continuo Jyg a {z*} e usando (Y1), obtemos p*¥ — p* e w*

— w*, onde
w* € B(p*) e p* + Mw* = z*. Ao reorganizar a férmula de atualizagdo do multiplicador,
temos

(P — pF) + AWt — ) = App (Mt — wh).

k+1

Tomando limite e usando que 0 < p, < 2, obtemos que (Mz**1 — w*) — 0, portanto

k' — 2*, onde x* é tal que Mx* = w*.

Mz* — w*. Como M tem posto completo,
Temos, portanto, (p*,w*) = (p*, Mz*) € B = Jg*, e assim (Mz* p*) € dg. Agora,
também temos que —M "p* € Of(z*), ou, equivalentemente, (—M 'p*, 7*) € Of, para

todo k. Usando
0 < [lg" = p*[| = Ip* + MMz — 2%) — p*|| < A M| — O,

temos passando o limite que p* — p* e, de ||2F — Z*%||ux — 0, também temos z° —
x* portanto, z* € 9f(M"p*) pela propriedade de limite para operadores mondtonos
maximais (por exemplo, [22]). Concluimos que (z*,p*) é¢ um par de Kuhn-Tucker de (P)

e obtemos a convergéncia indicada de {z*}, {p*} e {w*}.

Agora, suponha que (D) nao tenha solucao ideal. Entao, zer(A+ B) deve estar vazio
e, pelo Teorema , {2*} deve ser uma sequéncia ilimitada, pela defini¢ao de {2z}, {p*}

ou {w"*} deve ser ilimitado. O

A convergéncia do método de direcao alternada dos multiplicadores com fatores apro-
ximados de minimizacao ou relaxamento era anteriormente desconhecida e, devido as
complexidades das provas de convergéncia, teria sido dificil derivar dos primeiros prin-
cipios. Assim, o Teorema demonstra o poder do arcaboucgo teodrico do operador

mono6tono.
Em uma sub-rotina de otimizacao iterativa pratica, pode ser dificil determinar se a
condicao

1
o4 — arg min{ f(x) -, Ma) + S| M — |}

‘S:uku
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foi satisfeito. Para critérios de parada mais implementaveis, que, sob a devida suposi-
¢oes, implicam esses tipos de condigGes, referimos a Rockafellar [63]. Essencialmente,
se f é fortemente convexa, tal condicao estd implicita em um certo limite no subgra-

diente de menor magnitude do minimo e em x**!.

Assim, para qualquer x tal que
Op [f(z) + (P, Mz) + IX| Mz — w"||*] contenha um membro de norma suficientemente
pequena, pode-se interromper a minimizacao e definir "' = z. A idéia é adaptada de
uma regra de parada para o método de multiplicadores devido a Kort e Bertsekas [1§]

(veja também |15, pagina 329|) .Uma discussao semelhante se aplica ao calculo de w**!.

5.3 Problema de viabilidade convexa

Nesta secao, abordaremos o problema da viabilidade convexa por meio do método da
decomposicao de Douglas-Rachford. Para isso, apresentaremos os operadores de projecao
e refletores e em seguida vamos atras da relacao entre encontrar zero da soma de funcoes

e encontrar um ponto na intersecao de conjuntos convexos.

5.3.1 Projecao sobre um conjunto convexo
Definicao 5.2. Seja C C X, x € X e d € C. Entao, ¢ é a projecio de x em C se:
lz—dl < llz—cl, Veel.

Em outras palavras, ¢ € o ponto em C mais prorimo de x.

-

O operador Po : X — 2 tal que x € X — {c € C| ¢ € a projecio de x em C } ¢é

chamado de operador projecao se Po(x) = {c'}.

Definigao 5.3. dc(x) € a fungao distancia entre um ponto x € H e o conjunto & # C' C
H dada por:

o )
de(x) == cl/relfc |z — |

e ainda, sejam x,y € H entdo d(x,y) € a distancia enlre os pontos x e y.

Lema 5.2. Seja u e v em X. Entao o sequinte € vdlido:

(u,0) <0 = (Vo € Ry)[Jul| < [lu — aw]] <= (Ve € [0,1]) [lu]l < lu— av].
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Demonstracao. observe que:
lu = av]]* = [lull® = a(aljv]|* = 2(u,v)), Yo €R. (5.4)

Portanto, as implicacoes seguem imediatamente. Por outro lado, se para todo a €
10,1}, ||ul] < |lu — aw]|, entao 1) implica que (u,v) < %Hv||2. Como a — 0, obtemos
(u,v) <0. O

Teorema 5.2. Seja C' C H convexo, fechado e nao vazio. Entao, para todo x € H,
existe e € unico um ponto ¢ € C tal que |z — || = do(x). Além disso, ¢ = Po(x) €
caracterizado por

deC e (c—Cd,x—d)<0, VeeC.

Demonstracao. Fixe x € H e escolha uma sequéncia {c,} em C tal que ||z —c,| — dc(x).

Pela igualdade do paralelogramo temos

len —cml? = 2llea —2)* 4 2llem — 2)* = || (en + ) — 22
o+ 2
= 2llen —z||® +2||cm — x||* — 4 || —
< 2llen —2)* 4 2llem — 2))* — 4(de(x))?. (5.5)
Cn + Cm,

usando do(z) < ||z — . Agora fazendo n, m — oo temos

2

2(de(2))? +2(de(2))* = 4(de())* = 0,
portanto {c,} é de Cauchy e assim converge. Logo,
c, —c eH.

Como {c,} C C e C é fechado, entdo ¢ € C. Agora, como ¢, — ¢’ também temos que
x —c, = x—, e portanto |z — ¢,|| = ||z — ¢||. Por outro lado, ||z — ¢,|| — dc(x) por
suposi¢ao. Uma vez que os limites sdo tnicos ||z — || = de(x), entdao ¢ € Po(x). Isso
mostra a existéncia, agora vamos mostrar que € tnico.

Consideramos ¢* outro ponto mais proximo em Pg(x). Precisamos apenas mostrar
que ¢ = ¢*. Seja {c}} dada por ¢, = {c,c*,c,c*, ...}, entdo ||x — c}|| = dc(z). De (5.5)

deduzimos que || — ¢*||> =0, isto é, ¢ = ¢*.
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Agora, vamos provar a caracterizagao. Escolha ¢ € C e defina ¢, = ac+(1—a)d € C,
onde « € [0, 1]. Entao, usando o Lema acima com u =x — c e v = ¢ — ¢, para todo

ce Ceacl0,1] obtemos

|z =l =do(z) = llz—d| <llz—cal = ll(z =) —alc =)

— (z—(d,c—d)<0.
[

Exemplo 5.1. (Conjunto do produto de espag¢os) Vamos mostrar que a proje¢dao mno

conjunto C' := C; x Cy X ... x C, € dada por

Po(zy, 29, ...y xy) = (Pey (1), Poy(x2), ..., P, (7))

Claramente, Pg,(z;) € C;, entao (Pe,(x2), Po,(x2), ..., Po, (2,) € C1 x Cy x ... x Cy, = C.,

Seja ¢ = (c1,Ca, ..., Cn), com ¢; € C;, mostraremos que

(¢ — ((Pey(x1)y ey Po, (x0)), (1, T2y oony ) — (Pey (21), -, Po, (2))) < 0.

Com efeito,

((c1y ey en) — ((Pey(21), oo, Po, (z0)), (21, 22, ..y 2n) — (Poy (21), .., Po, (22)))
= ((ey — Poy(x1)y .oy — P, (x0)), (1 — Po,(21), ..,z — Po, (z5)))
= (c1 — Po,(x1), 21 — Po, (1)) + ... + {cn — Pe, (xn), 2n — Po, (x,)) < 0.

porque todo termo acima é menor ou igual a 0 pelo Teorema[5.2.

Exemplo 5.2. (Grupo Diagonal) Vamos mostrar que a projecao no grupo diagonal,

C:={(x,z,....,2)} € X" tal que X C H ¢ dada por

Po(xy, 29, . xy) = (2,2, ..., T),
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onde & = + 3" x;. Sendo C um conjunto convezo e fechado, claramente, (z,z,...,z) € C.

Seja c € C, com ¢ = (x,x,...,x) para algum x € X C H. Entdao

A conclusao seque do Teorema[5.9

Teorema 5.3. (Projecao é firmemente nao expansiva) Suponha que C C H é um con-
junto nao vazio, convexo e fechado entdo a projecao Po em C' € firmemente ndao expansiva,

isto €, para todo x,y € H temos:
|Pox — Peyll® < (v -y, Pex — Pey).

Demonstragao. Do Teorema temos que

|Pox — Poy|*> = (Pox — Poy, Pox — Poy)
< (Pex — Poy, Pcx — Poy) + (v — Pox, Pox — Poy)
= (v — Pey, Pox — Pey)
< (x— Pey, Pox — Pey) + (Pey — y, Pox — Poy)
= (z—vy, Pox — Poy).
Entao Pg é firmemente nao expansivo. O

Corolario 5.2. Suponha C' C H nao vazio, fechado e convero, entdo Po € nao expansiva.

Demonstracao. A prova segue direto pelo Lemma O]

Corolario 5.3. Seja C' C H nao vazio, fechado e convero, entio Po € o operador

resolvente de Ne.
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Demonstragao. Queremos mostrar que Jy,, = Po. Seja & € C tal que z = Jy. (), dai

z = (Ng +I)"!(z), ou ainda,
r = No(@)+7= No(z) =2 —1T.
Pela definicao do operador cone normal temos que
(x—z,y—7)<0; Yyel

e pelo Teorema ([5.2) obtemos que & = Po(x). O

5.3.2 O operador refletor

Definicao 5.4. Seja B C H nao vazio, fechado e convexo. O operador refletor é definido
como R :=2Pg — 1.

Proposicao 5.3. Seja B C H nao vazio, fechado e convexo, entao o refletor Rg € nao

ETPAnsIvVo.
Demonstragao. A demonstragao segue diretamente do item (ii) do Lemma [2.1] O
Proposicao 5.4. A composicio de refletores € nao erpansivo.

Demonstracao. Pela Proposicao [5.3, sabemos que o refletor é nao expansivo e pela Pro-

posicao temos que a composicao de operadores nao expansivos é nao expansivo. [

5.3.3 O método de Douglas-Rachford e o problema de viabilidade

convexa

Aqui, mostraremos a relacao entre achar um zero da soma de operadores e o de
resolver o problema de viabilidade convexa. Como vimos, o problema de achar zero de

operadores se resume em:

Problema 5.1. Sejam T, e Ty operadores em H mondtonos mazximais. O problema de

encontrar zero da soma de operadores mondtonos mazximais é dado por

Encontrar z € H tal que 0 € (11 + 1T3)(z2). (5.6)
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Problema 5.2. Sejam C; e Cy conjuntos nao vazios, convexos e fechados. O problema

da viabilidade convexa consiste em
Encontrar ¢ € H tal que: ¢ € C; N Cs. (5.7)

Observacao 5.1. Vamos mostrar a equivaléncia entre os Problemas e . Con-
sideremos o cone normal dos conjuntos Cy e Cy, isto é, T, = Ng, para i = 1,2, pela

Proposi¢ao [2.3. Dai basta mostrar que, se
re (<= T(r) # @ <0 € T;(v), (5.8)

entao

T resolve (5.7) <= 0 € (T + T»)(Z).

De fato, se T € solucao de , entao x € C1NCYy donde x € Cy, x € Cy. Dai, por (@),
temos que 0 € T1(Z) e 0 € To(Z). Notemos que T € C1NCy = Dom(Ng,) N Dom(Ng,) =
Dom(T\ + T3), que resulta

0 € (11 + Ts)(Z).

Reciprocamente, se T € tal que 0 € (T} + 13)(Z), logo T € Dom(Ty) e & € Dom(T5).
Dait, Ty (%) # @ e Tx(T) # @, e novamente por (5.8), temos que T € Cy e T € Cy. Logo,
T € solugcao de . O que nos dd a equivaléncia entre o problema e como

qUETiamos.

Temos entao que achar zero de soma de operadores é equivalente a encontrar um
ponto na intersecao de conjuntos convexos, ou seja, podemos aplicar o método de Douglas-
Rachford para o problema de viabilidade convexa. A seguir, apresentamos explicitamente

o método de Douglas-Rachford para o problema de viabilidade convexa.
Dados A, B C ‘H conjuntos fechados e convexos, o método de Douglas-Rachford para
problemas de viabilidade convexa se escreve da seguinte forma:

. [+RBRA

Zk:-H — TA,B(Zk) ;

().

Dessa forma, a sequéncia {2*} converge para algum 2* tal que Pa(z*) € AN B, se

AN B # @, caso contrario, ||2¥|| — oco.
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Observagao 5.2. Note que T4 (%) = Ga(2¥). Com efeito,

I
Tap = L hnlia };BRA
I+ (2Pg—1)(2Py— 1)
- 2
_ I+4PgPy—2Pg — 2Py +1
N 2
2] +4PpPy — 2P — 2Py
N 2

= 2PgPy—Pg—Pa+1
= Pg(2Ps—1)+1— Py
- GA,B-

Uma pergunta natural que surge é: e se quisermos a interse¢ao de 3 conjuntos convexos

ou mais, como procedemos? A primeira ideia que surge é tomar

I+ RcRpRy

TaBc:= 5

Para conjuntos fechados e convexos, como Ty g, a aplicacao T4 g é firmemente nao
expansiva e tem pelo menos um ponto fixo fornecido ANBNC # &. Segue de Opial [53]
Teorema 1| que {z*} converge fracamente para um ponto fixo. No entanto, as tentativas
de obter um ponto na intersecao utilizando o referido ponto fixo nao tiveram, até o
momento, éxito. A seguir, ilustramos esse fato com um exemplo onde é falho para trés

conjuntos.
Exemplo 5.3. Considere os subespacos bidimensionais A, B, C C R? definidos por
A ={\0,1) : X eR}

B :={\¥3,1) : A€R}
C ={\M—V3,1) : AR}

E facil notar que ANBNC = {(0,0)}. Sejaxzo = (—/3, —1), note que xy € Fix(RcRgR,),

pois, dadas as projegoes e refletores abaixo,

Pa(x) :=inf ds(x)

AR
Pg(x) = }\relﬂf{ dp(z)
Po(x) = }\Iel]fR de(x).
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portanteo,

RcRpRA(z9) = RcRp(Ra(zo))

RHR_-'H'H

R__{.I'[]

x/J'ﬂ-— ReRgRaxg .

L

Figura 5.1: Trajetoria do Exemplo [5.3

I+ ReRR
E ainda, x¢ € Fix (M), OIS

2

(I + RCRBRA> (z0) I(zo) + ReRpRa(z0)
2 0 2
To + o
2
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Por outro lado, Py(x0) = (0,—1), Pp(zo) = (—V3,—1) e Po(xy) = (—\/7?%) ¢
ANBNC.

A seguir, discutimos brevemente o problema de viabilidade convexa para n conjuntos.

Problema 5.3. Sejam C;, i = 1,...,n, conjuntos nao vazios, convexos e fechados de H.

O problema de viabilidade convexa € dado por

encontrar T € ‘H tal que T € m C;.
i=1
Aqui podemos nos perguntar, podemos aplicar o0 método de Douglas-Rachford para
n conjuntos? E a resposta é sim, existem muitas generalizagOes possiveis da iteragao
de Douglas-Rachford classica. Aqui usaremos a formulagao de espago produto de Pierra

[56, 57|. Para tanto, considere o espago produto de Hilbert H" e defina os conjuntos
C:= HCZ' e D:={(z,z,....,0) e H"; x € H}.
=1

Embora o conjunto D, as vezes chamado de diagonal, seja sempre um subespaco fechado,
as propriedades de C' sao amplamente herdadas. Por exemplo, C' é nao vazio se C1, ..., C,
nao sao disjuntos e se (1, ..., C, sao fechados e convexos, entao C' também o é. Assim,
o problema de viabilidade pode ser reformulado como um problema de dois conjuntos,

uma vez que

x € ﬂC’i<:> (x,z,..,2) € CND.
i=1

Além disso, conhecendo as projegoes em C4,...,C,, as projecoes em C' e D podem ser

facilmente calculadas. Como vimos nos Exemplos [b.1] e [5.2] tais projecdes sao dadas por

Pe( HPC z;) e Pp(x ( Zx)
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Capitulo 6

Terminacao finita: métodos do ponto

proximal e Douglas-Rachford

A natureza do operador de decomposicao permite que muitos resultados relacionados
ao algoritmo de ponto proximal sejam transferidos para a decomposicao de Douglas-
Rachford e seus casos especiais. Nesta secao, apresentamos brevemente um resultado
negativo que sugere que um aspecto da teoria do ponto proximal, o da terminacao finita,
serd dificil ou impossivel de transportar. Nos concentramos em uma certa propriedade

de “escada'"de operadores monotonos.

Definicao 6.1. Um operador mondtono T em um espaco de Hilbert é dito ser escada

(staircase) se para todo y € imT, existe algum 0(y) > 0 tal que
we T(2),[lw—yll <oly) = yeT(x).

Ainda, T é chamado localmente escada em zero (locally staircase) se 0 € imT e essa

condi¢ao € vdlida para o caso unico y =0, ou seja, existe §(0) > 0 tal que
w e T(x),||w|| <d0) = 0eT(x).

O termo “escada"é usado porque um operador em R com a propriedade escada tem
um gréafico que se assemelha a um lance de escada; veja a Figura A idéia de um
operador de escada estd intimamente relacionada & chamada propriedade “diff-max"das

fungoes convexas |29, 26| 27].
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Figura 6.1: Uma funcao escada em R

Defini¢ao 6.2. Uma fun¢do convexa h : R™ — R U {400} € diff-max se e somente se
(Oh)~t for escada.

Observacao 6.1. Em geral, se a funcao convexa fechada h € poliedral em R", tanto Oh
como (Oh)~' = Oh* sao escadas [27].

Luque [47], baseando-se em observagoes anteriores de Rockafellar [63], provou que o
algoritmo de ponto proximal exato, quando cada iteracao ¢ calculada de forma exata,
converge finitamente quando aplicado a qualquer operador T" que seja localmente uma
escada em zero. A prova ¢ bem simples: suponha que temos 2**! = (I + A\T)~1(2*) para
todo k > 0, X fixo. Entao (2*~! —2¥)/\ € T(2*) para todo k > 1. Para k suficientemente
grande, temos ||(z*7! — 2%)/A|| < §(0), implicando 0 € T'(2*) e zF™1 = 2*. Essa linha
de analise basica remonta aos resultados de terminacao finita de [I6] para o método de

multiplicadores.

Agora mostraremos, no entanto, que Sy 4 p nao precisa ser escada, mesmo que A e B

sejam escada.

Teorema 6.1. Ezistem operadores mondtonos mazximais A e B em R"™, ambos escada,
tal que Sx ap nao € escada para uma escolha de X > 0. Com isso, o algoritmo exato
do ponto prorimal, sem relaxamento excessivo ou insuficiente, nao converge finitamente

quando aplicado & Sx 4 .

Demonstracao. Precisamos considerar apenas o caso de R? e operadores da forma Ny =

V x V+, em que V & um subespaco linear, que foi visto como sendo monétono maximal
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na Se¢ao Todos os operadores dessa forma sdo escadas (na verdade, para qualquer
y € V+ 6(y) podem ser considerados arbitrariamente grandes). Defina os seguintes

subespacos lineares do R?
W = {<I1,$2>|Z‘2 = 0} = {(1’1,0)|$1 € R}

U = {(21,22)|2s = &1} = {(2, 2)|x € R}.
Entao,
W = {(z1,25)|11 = 0} = {(0,22)|z2 € R}
Ut = {(z1,29)|ze = —21} = {(—2, 2)|z € R}.

Apo6s a discussao de inversos parciais na Secao [5.1],

Sing. N = {lew +ywr,yw +awr)z e Uy € Ul}
= {((.CL', Z)v (-Z,%))|$,y € R}

Agora, (0,0) € St ny Ny ((T1,72)) se, e somente se, z1 = 2o = 0. Assim, Sy, n,, D8O é
uma escada local em zero e nao pode ser uma escada.
Seja S = Siny.ny- Entdo Jg = (I +S5) = {((z — z,2 + 2), (z,2)) |z, 2 € R}, ou

ainda, por mudanca de variaveis, fazendoa =z —ze b =x + 2,
1
Js = {((a,b), 5(@ +b,—a+0b))|a,b e R}.
Assim, a aplicagao do operador J, é equivalente & multiplicagao (a esquerda) pela matriz

111 1
J=-
21-1 1
Para obter convergéncia finita da iteragio 2*** = Jg(2*) a partir de qualquer ponto

inicial z° diferente de (0, 0), seria necessario que J fosse singular, o que nao é. O]

Lefebvre e Michelot [44] apresentam um resultado positivo leve em relagao a inversos
parciais (e, portanto, a decomposi¢ao de Douglas-Rachford), mas sob suposi¢oes bastante
rigorosas. Embora a teoria da convergéncia finita de Luque possa ser dificil de usar no
contexto da decomposicao de Douglas-Rachford, suas técnicas de taxa de convergéncia

tem aplicagao, tendo sido usadas no contexto de inversos parciais; veja [67, (69, [70].
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Capitulo 7

Experimentos numeéricos

Nesta secao serao apresentados algumas aplicagoes simples do algoritmo de Douglas-
Rachford. Todas as aplicagoes foram feitas em um computador com as seguintes es-
pecificacoes: Intel Core 15-8250u 1.6GHz, NVIDIA GeForce MX130 com 2GB VRAM,
Memdria 8GB DDR/J e 1TB de HDD. As Aplicacoes I e II foram desenvolvidas usando
MATLAB e a Aplicagao III foi feita em PHP baseado em Schaad [66].

A primeira aplicagao tem como objetivo encontrar o zero da soma de dois operadores
mono6tonos maximais. A segunda aplicagao veremos o algoritmo encontrando um ponto
na intersecao de trés conjuntos convexos no R%. E a terceira aplicacao, por sua vez, é a

tentativa de resolver um problema de viabilidade nao convexa.

O critério de parada para as Aplicagoes I e II serd dado por
12571 = 2F|| <,

onde ¢ = 1077 e como valor inicial usaremos um vetor z° tomado de forma de forma
aleatoria com coordenadas variando entre —100 e 100. J& para a aplicagao III, o critério

de parada serd nao ter mudanca nas dltimas 10 iteracoes.

7.1 Aplicacao I

Aqui buscaremos por meio do algoritmo resolver o problema que deu origem aos
estudos que é encontrar um zero de um operador 1" escrito como soma de dois operadores.

Neste exemplo tomaremos 7' : R" = R" dado por T'(z) = df(z) + dg(z), onde f(z) =
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122 + 4"|| e g(x) = ||z||, onde 4™ = (4,--- ,4) € R™ O problema acima é equivalente a

encontrar o minimo da fungao ¥ : R" — R dada por ¥(x) = |2z + 47| + ||=||.

Figura 7.1: Grafico e curvas de niveis da fungao W.

Cousideremos

GA,B = JA(QJB — ]) + 1 — JB,

onde J4 = (I + A)"'e Jg = (I + B)! sdo os resolventes dos operadores A e B respec-

tivamente. As iteragoes para encontrar o zero de T'= A + B sao dadas por
Zk+1 — GA,B(Zk>,

onde A = 0f(z) e B = 0g(x). Ambos sdo operadores mon6tonos maximais e seus
respectivos operadores resolventes sao dados por J4(z) := arg mingere { f(u) + 3 ||z +u|*}
e Jp(z) == argmingern{g(u) — ||z — u|*}. Em seguida, aplicamos o resolvente Jp ao
limite da sequéncia {z*} para obtemos o resultado.

A seguir, comparamos os resultados do método de Douglas-Rachford (MDR) com o

método do ponto proximal (MPP) aplicado diretamente & fungao ¥, ou seja, tomamos
2 = arg mﬁn{\ll(:v) + Xellz = 27|}
TER™

Consideramos os dois métodos partindo do mesmo ponto inicial e no MPP tomamos di-
ferentes valores para A\, porém sempre fixo em todas iteradas e usamos a rotina do MA-
TLAB “fminsearch"para resolver os subproblemas com “optimset(’TolX’,1e-7,”TolFun,le-
7)". Nos dois métodos, os pontos em que as fungées nao sao diferenciaveis o subgradiente

foi tomado aleatério no intervalo dado.
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8

Ponto inicial

(58.4415, 91.8985)

&
wo [vo |3

8

(31.1481, —92.8577,69.8259, 86.7986, 35.7470)

L7

(—44.6154, —90.7657, —80.5736, 64.6916, 38.9657, —36.5801, 90.0444)

Tabela 7.1: Pontos iniciais em cada dimensao.

Dimensao | z° | k | CPU time | |[zFT! — zF|| *
n=2 |a3| 52 | 0.37761 | 3.6886 10~ (—2,-2)
MDR n=5 || 58 | 16728 |9.6116%10°° (—2,-2,-2,-2,-2)
n=7 |a0| 72| 4154 [0.2388%10%] (—2,-2, -2 -2, -2, -2 —2)
n =2 9| 10 | 0.024193 | 4.8972 % 1078 (—2,-2)

MPP (A=0.1)| n=5 || 13 | 0.091282 0 (—2,-2,-2,-2,-2)
n=7 |a2| 14 | 013912 0 (—2,-2,-2,-2,-2,-2,-2)
n=2 |a3| 41 | 0.07863 0 (—2,-2)

MPP (A=05)| n=5 |2%] 56 | 036579 | 57818108 |  (-2,-2,-2,—2, —2)
n=7 |20| 65| 0.60751 0 (—2,-2,—2, -2, -2, -2, —2)
n=2 || 66 | 0.12906 0 (—2,-2)

MPP (A\=08) | n=5 |a20| 88 | 0.48808 |85459+10°° |  (-2,-2,—2 —2,—2)
n=T |a%|100| 0.88836 |8.1354%10°% | (-2,-2,-2,—2, -2, —2,—2)

Tabela 7.2: Método de Douglas-Rachford x método do ponto proximal.

Por uma questao de organizacao os resultados sao apresentados em duas tabelas: a
Tabela [7.1] ¢ formada pelos pontos iniciais em cada dimensdo e a Tabela apresenta
os resultados, onde a primeira coluna denotamos a dimensao n do espago, na segunda
coluna o ponto inicial aleatério 2° € [—100,100]", k denota a quantidade de iteragoes
até o método parar, tempo de CPU denota o tempo em segundos até o método parar, o

k+1

valor ||z z¥|| obtido nas duas tltimas iteragdes e z* ponto retornado pelos métodos.

Observa-se que o método do ponto proximal tem desempenho influenciado pelo pa-
rametro A; e que o método de Douglas-Rachford tem desempenho computacional em
niimero de iteradas melhor que o método do ponto proximal no caso Ay = 0.8 para esse
exemplo. Em tempo de CPU o método do ponto proximal obteve melhor desempenho

em todas as instancias.
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7.2 Aplicacao II

Essa aplicacao foi contextualizado no Exemplo Considere os subespacos bidimen-

sionais A, B, C' C R? definidos por
A ={X0,1) : XeR}
B :={\¥V3,1) : AR}
C :={\-V3,1) : A€ R},

Tomemos seus respectivos operadores projecoes que sao dados por

PA(x7y> = (O7y)

Pale.y) = <3x +4\/§y’ x/§a;*l+ y>

Poley) = (31: —4\/§y7 —\/§Z+y)‘

Aqui usaremos a formulagao de espaco produto de (Pierra [56], [57]). Dai os operador C'

e D serao dados por

C =AxBxC(C
D :=(z22); 2= (z,y) € R

As projecoes de C' e D foram descritas nos Exemplos [5.1] e e sao dadas por

PC I:PAXPBxpc,

1
Pp = ___'_:—g -
D (’27'272)72 n Z

as iteragoes aqui sdo dadas por zFt1 = T(2%), onde

1) = ()

com

Ro(z) = (2P0~ 1) (),
Rp(2) = (2Pp — 1) (2),

e em seguida aplicamos a projecio Pp ao limite da sequéncia {2*} e obtemos o resultado.
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Aplicando o algoritmo de Douglas-Rachford obtemos a Tabela [7.3

A Figura [7.2) mostra a convergéncia do método, onde os pontos azuis representam as
aproximacoes do conjunto A para a solucdo, os pontos vermelhos representam as aproxi-
macoes do conjunto B para a solugao e os pontos amarelos representam as aproximagoes

do conjunto C' para a solugao, e o ponto preto é o ponto inicial tomado.

Ponto inicial N? de iteradas Ponto limite
(64.6916 , 38.9657) 61 (-0.00000006025 , -0.00000000000)
(-36.5801, 90.0444) 62 (0.00000001703, 0.00000004193)
(-93.1108, -12.2511) 62 (1 0.00000004336 , -0.00000000570)
(-23.6883, 53.1034) 60 (0.00000002206 , -0.00000004946)

Tabela 7.3: Problema de viabilidade convexa para encontrar r € AN BNC.

Convergéncia do Algoritmo

60 T T T

50 |
40 &
0T
201
10

o 0 O

of o &o &
-10
20 @ s ] s A .

-40 -20 0 20 40 60 80

Figura 7.2: Tteradas do método de DR, para ponto inicial z = (64.6916, 38.9657).

7.3 Aplicacao III - Sudoku

Sudoku significa literalmente “ntimero tnico”. Foi derivado da frase japonesa “Suuji
wa dokushin ni kagiru”. Esta frase é traduzida como “os ntimeros devem ocorrer apenas

uma vez” ou “os nimeros devem ser unicos”. Sudoku é um quebra-cabeca de colocagao de
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ntmeros baseado em logica. O objetivo do Sudoku é preencher uma grade 9 x 9 de modo
que cada coluna, cada linha e cada uma das nove caixas 3 X 3 contenha os digitos de 1
a 9, apenas uma vez cada. Sudoku foi inventado por um arquiteto americano chamado
Howard Garns em 1979 (ele o chamou de “lugar numérico”). Sudoku agora é publicado e

registrado por Nikoli do Japao e recebeu seu nome em 1986.

A modelagem mateméatica do Sudoku é um caso de viabilidade nao convexa. Apesar
do fato de que a convergéncia do algoritmo geralmente s6 é garantida quando aplicado
a conjuntos convexos, o método tem sido empregado com sucesso para resolver uma
variedade de problemas de otimizagao nao convexa, especialmente aqueles de natureza
combinatoria. Exemplos de tais aplicagoes incluem preenchimento de matriz ([I]), de-
terminagdo de conformacado de proteina (|21]), recuperagao de fase e bit (|30]; [31], [9]),
equagoes diferenciais ([43]), coloragao de grafos (|5]), projetos combinatérios ([6]) e uma
ampla variedade de problemas NP-dificeis, como Sudoku ou 3-Satisfabilidade ( [32], [66]).
A teoria nao convexa para o algoritmo de Douglas-Rachford é muito menos desenvolvida.
Existem poucos resultados que explicam por qué o algoritmo funciona e menos ainda que
justifiquem seu bom desempenho global. O primeiro cenario nao convexo foi considerado
por Borwein e Sims ([20]), que estabeleceram a convergéncia local do método proximo
a cada um dos pontos de intersecao de uma linha e uma esfera em um espaco euclidi-
ano. Uma descrigao explicita das regides de convergéncia foi posteriormente fornecida
por Aragon e Borwein (|4]). Foi finalmente Benoist ([14]) que, por meio da construcdo
de uma funcao de Lyapunov, estabeleceu a convergéncia do algoritmo para todo ponto
de partida que nao se encontrasse no hiperplano de simetria. As funcoes de Lyapunov
sao uma ferramenta poderosa de inclusoes de diferencas cuja existéncia garante a conver-
géncia da iteracdo. Ao usar essa abordagem, Dao e Tam (|24]) provaram a convergéncia
global do algoritmo DR para encontrar o zero de uma funcao, com aplicacoes para va-
rios problemas de viabilidade nao convexa. De uma perspectiva diferente, Aragon et al.
(J3]) provou convergéncia global para o caso de um semi-espaco e um conjunto finito.
A convergéncia local do algoritmo (ou seja, convergéncia para pontos de partida sufi-
cientemente proximos de uma solu¢do) em configuragoes nao convexas foi estabelecida,
por exemplo, para o caso de uma linha e uma elipse ou uma esfera (|[19)), e para uniao
de conjuntos convexos ([13]; [71]; [72]). Outros resultados relativos a convergéncia local

sdo geralmente obtidos exigindo propriedades de regularidade dos conjuntos e/ou da sua
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intersecao, ver, por exemplo, Bauschke e Dao [12], Hesse e Luke [39], Phan [40].

7.3.1 Modelando o Sudoku

Comecamos considerando o Sudoku como uma matriz inteira 9 x 9 e em cada célula

como um poco de elevador, onde o nimero inteiro da célula é o piso.

5|3 7
6 1(9(|5
9|8 6
6 3
8 3 1
2 6
6 2|8
4 9
8 7

Figura 7.3: Exemplo de Sudoku.

Assim, se o nimero da célula for, por exemplo, 3 temos 0,0,1,0,0,0,0,0,0, ou seja, no
terceiro andar colocamos o ntimero 1 e nos demais andares o nimero 0. Se fizermos isso
para cada célula, adicionaremos outra dimensao a nossa matriz 9 X 9 tendo agora um
cubo 9 x 9 x 9 como na Figura|7.4]l Definimos todas as entradas em branco como 1, mas

a posicao inicial nao importa. Seja () um cubo em um espaco X descrito por

Q(i, j, k), onde i, 5,k C {1,...,9}.
Portanto, um eixo de elevador é Q(i, j,:) (ou seja, a terceira componente é livre usando
a notacao do MATLAB). Nosso objetivo é colocar vetores de unidades em cada pogo do
elevador. Nosso espaco X = R ou X = R™%. Agora descrevemos nossas restricoes.
7.3.2 Restricoes

Corredores norte-sul

Cada célula de cada coluna nao deve repetir nenhum dos nimeros de 1 a 9. Vamos

chamar esses corredores norte-sul, conforme Figura [7.5] Em cada corredor, apenas é
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Figura 7.4: Sudoku em formato de elevador.

permitido um 1 e o restante é zeros. Existem 81 corredores Norte-Sul, 9 por andar.

Portanto, nossa restricao se torna

C, = {Q eR” | Q(i,:, k) é um vetor unitario padrao Vi, k} )

Figura 7.5: corredores norte-sul.

Corredores leste-oeste

Cada célula de cada linha nao deve repetir nenhum dos nimeros de 1 a 9. Vamos
chamar esses corredores leste-oeste. Em cada corredor, apenas é permitido um 1 e o

restante é zeros. Existem 81 corredores leste-oeste, 9 por andar. Portanto, nossa restricao
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se torna

Cy = {Q c R | Q(:, j, k) é um vetor unitario padrao Vj, k} )

Sala de Reunioes

Cada quadrado 3 x 3 em cada andar nao deve repetir nenhum dos nimeros de 1 a 9;
chamamos essas de salas de reuniao. Em cada sala de reuniao, ¢ permitido no méximo

um 1, o restante ¢ zeros. Existem 81 salas de reuniao, 9 por andar. Definimos o seguinte
E = {A € R*? | Todas as entradas sdo zeros, exceto uma} ,

J =1{{1,2,3},{4,5,6},{7,8,9}} e para todo Q € R”, [, € J, L, € Je k € {1,...,9}.

Assim, defina
My, 5 1(Q) = {A € R¥? | Ajpmoas. jmoas = Q(i, 5, k) Vi € I,Vj € L1}
Portanto, nosso conjunto de restri¢coes é
Oy = {Q e R | Vk, VI, € JVIy € J, M, 10,,(Q) € E} .

A restricao C5 esta nos dizendo que em cada "sala de reuniao"do cubo 9 x 9 x 9 s6 pode
ter uma célula contendo 1, e as demais células da sala devem conter 0’s. Ainda sobre a
"sala de reunioces", ela esta definida de forma que a sala fique sempre nas posicoes I; x I,
onde I, I, € J. Mais especificamente tomemos dois exemplos, tomemos I; = {4,5,6} e
I, = {4,5,6} no primeiro exemplo e I} = {1,2,3}, I = {7,8,9} no segundo exemplo,
como mostra a figura

3 7 3 7
6 1 5 6 1 5
6 6
8 6 3118 6 3
3 3
7 7
6 8 6 8
411 5 4|1 5
7 7

Figura 7.6: Exemplo 1 e 2 da sala de reunioes.
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Dados a priori do Sudoku

Algumas vezes em um Sudoku alguns dados sao fornecidos a priori e com isso sao
fixos. Chamamos isso de restricao C4 que basicamente é para fixar os valores dados no
sudoku inicial. Esse é o conjunto de todos os cubos O € RQS, de modo que se a entrada
(i,7) for prescrita e igual a ~;; (aqui 7;; nada mais é do que um elemento no sudoku
inicial dado, ou seja, um valor fixo que nao pode ser mudado), entao Q(i, j,:) sera igual

ao vetor da unidade ~; ;. Caso contrario, Q(i, j,:) é qualquer vetor de unidade.

7.3.3 Iteracoes

Considere
I+ RsRp

2 Y
onde Ry e Rp sao refletores em seus respectivos conjuntos. A solucao para o nosso

T = (7.1)

problema de Sudoku esta em C;NCyNC3NCYy. Temos quatro restricoes e nosso algoritmo
pode lidar apenas com duas. Usaremos o espaco do produto e a diagonal, que definimos
anteriormente. Trabalhamos no espaco de produtos Hilbert X x X x X x X lembrando

que X = R, Assim, considere
C=Cy xCyxCyx Cy={(c1,0,03,c4) | ¢; € C;} € X*

e a diagonal
A= {(xl,x27x3,x4) ’ Tl =Tog =23 =4 € X},
entao
ANC ={(c1,¢2,¢3,¢1) | 1 = 3 = ¢35 = a4, ¢; € Cy}.
Nossa solucao exclusiva (supondo um quebra-cabega de Sudoku bem posicionado) esta
na intersecao das 4 restricoes. Logo,

T+ 22+ a3+ 24
4

PA(1, 29,23, 24) = (y,9,y,y), ondey=
A projecao nas restrigoes, descrita no Exemplo [5.3] é dada por
P = Poyxcyxcsxcy(T1, T, 13, 24) = (Pey w1, Poya, Poycs, Po,ca).
Por fim, definimos os refletores

Re=2Pc—1 e Ra=2Pxr—1.
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As iteragoes sao descritas como

(I+RCRA>
Tpy1l = T Ty

Aplicamos o algoritmo de Douglas-Rachford. Agora, escolhemos um cubo da nossa diago-
nal e convertemos o cubo em uma matriz, projetando-se no vetor unitario mais préoximo

de cada poco do elevador. A convergéncia é monitorada da mesma forma.

Deve-se notar que as iteracoes estao em nosso espaco de cubo e, para visualizd-las
em uma matriz 9 x 9 que é Sodoku, precisamos achatar o cubo. Ou seja, pegue o cubo
bindrio 9 x 9 X 9 e converta-o em uma matriz inteira 9 x 9 convertendo cada eixo do
elevador que contém um vetor de unidade padrao no seu nimero inteiro correspondente;

veja a Figura (7.4

Implementacao do algoritmo

A seguir, apresentamos os resultados para trés sudoku’s diferentes. No primeiro deles
(conforme Figura , os dados a priori foram escolhidos aleatorios. No segundo, (con-
forme Figura [7.8), escolhemos o sudoku dado em [66]. Finalmente, o terceiro (conforme
Figura foi retirado do site https://sudoku.com/pt/expert/ escolhido um de nivel
expert. Os resultados de cada sudoku sao dados na Tabela Em todos os casos, o

tempo necessario foi muito pequeno.

Sudoku | Quantidade de dados a priori | Niimero de iteracoes

1 10 151
2 17 200
3 22 004

Tabela 7.4: Algoritmo de Douglas-Rachford para resolver sudoku.
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2

B4

5

Figura 7.7: Sudoku 1: proposto e resolvido pelo método de Douglas-Rachford.

2

8 |2

3

6

7

3

814

9

Figura 7.8: Sudoku 2: proposto e resolvido pelo método de Douglas-Rachford.

9

8| &4

2

3

Figura 7.9: Sudoku 3: proposto e resolvido pelo método de Douglas-Rachford.
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Apéndice A
Codigos em MatLab

Aqui serao colocados os codigos em MatLab utilizados na programacao das aplicacoes

[ e II, os codigos da aplicagao III estdao em PHP, e podem ser encontrados em [66].

A.1 Aplicacao I

close all
clear

clc

bbbt llhhhhhthhhhiData to both methodshikhhhhhhhihh
global dim

dim = 7;

x0 = -100 + 200*rand(dim,1);

tol = le-7;
I e b hhInitial data DRALAGAGAAAALS LAY
xk = x0;

erro = inf;
k = 0;
Voo Toto TotoTo foto To o To ToTo Toto To foTo o To Fo o To Fo o Fo o To fo o Jo 1o Yo oo Fo o Yo o Fo Fo o Fo o Fo o o Fo o Fo o

oot el ot totots oot Initial data PPMAKK KA Idhhhhl
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options = optimset(’TolX’,le-7,’TolFun’,le-7);
lambda = 0.01;

xkPPM = x0;

erroPPM = inf;

kPPM = 0;

oo To o o Toto o Too 1o To 1o o o To 1o o To o o To 1o 1o o To Fo o To 1o o Jo 1o o o To 1o o To 1o o To o o Jo o 1o o Jo 1o o

Dotofoto o To o To o To o To o Jo o Jo /DR 1OOD Yo %o o fo o Joto o Jo oo Jo o o To oo o T Jo I o T Fo o
tic;

while (erro > tol)

xnew = G_AB(xk);

erro = norm(xnew - xk);

xk = xnew;

k = k+1;

end

xoptaux = xk;

xopt = J_B(xoptaux);

t = toc;

o JoTo o 1o o ToTo ToTo o ToTo Jo o o Jo o o To o Jo o o Jo o Jo o o Jo o Jo 7o o Jo o Jo o o Jo 1o o o o Jo 1o o 1o o Jo 1o o 1o o Jo 1o o 1o o Jo o

Tt oot o T ot To o To o S to o To o T To o kPPM. L0 0D Ya oo foa to o to ot to o To ot oo o o Fo Fo o To o Fo Fo o o
tic;

while (erroPPM > tol)

objprox = @(x) subdiff_f(x) + subdiff_g(x) + lambda*norm(x-xkPPM,2)"2;
xnewPPM = fminsearch(objprox,xkPPM,options);
erroPPM = norm(xnewPPM - xkPPM) ;

xkPPM = xnewPPM;

kPPM = kPPM+1;

end

xoptPPM = xkPPM;

tPPM = toc;

Yoo o ToTo 1o o 1o o oo ToToTo o o o o Jo ToTo o o o o o Jo o To o o o o o o ToFo oo oo o o o To oo oo o fo o Fo oo oo o o
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Tl lotototo ool o lotototo o totele PPM — output — %hstetslslotalololotststototaloototstssotolooelh

disp(’Método do Ponto Proximal - Aplicagdo I’)

disp(’Starting point: ’);

disp(x0);

disp([’Number of iterations until the stopping rule is satisfied: ’ num2str(kPPM)]);
disp([’CPU time until the stopping rule is satisfied: ’, num2str(tPPM),’ seconds’]);
disp([’Stopped with ||x~{k+1}-x"k||= > num2str(erroPPM)]);

disp(’Limit point found: ’);

disp (xoptPPM) ;

Yoo ToTo 1o o o o oo JoToTo o o o o o Jo ToTo o Fo o o o o o To oo o o o o o To T o o o o o o T o
T ol ToTototo oo ol JoTototo oo tode DR = output il etstslosolotoloodstototototoloetstooototoloe

disp(’Método de Douglas-Rachford - Aplicagdo I’)

disp(’Starting point: ’);

disp(x0);

disp([’Number of iterations until the stopping rule is satisfied: ’ num2str(k)]);
disp([’CPU time until the stopping rule is satisfied: ’, num2str(t),’ seconds’]);
disp([’Stopped with ||x~{k+1}-x"k||= > num2str(erro)]);

disp(’Limit point found: ’);

disp(xopt);

Yot ToTo o oo ToTo o oo ToTo o o ToToFo o o JoToJo o o To T o o o ToFo o o o ToFo o o To T Jo o o To 1o o

A.2 Aplicacao II

close all
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clear

clc

bbbl hhhhhhhhhhData to both methodshihhhhhhhihh
global dim

dim = 2;

x0 = -100 + 200*rand(dim,1);

tol = le-7;

Tt ol ot o toto oo to oo Toto o fotoh Initial data DR%htslatetsletotststotstate
xk = x0;

erro = inf;

k =0;

z = [xk ; xk ; xKk] ;

Yol oo ToTo 1o o 1o o oo ToTo 1o 1o o o o o ToTo 1o 1o o o o o To To 1o o o o o T To Fo o oo o o T Fo T o oo o o o

Tttt ot o oot e hhplotando ponto iniciallhhhhhhhhh
plot(x0(1), x0(2), ’kd’) %kponto inicial cor preta¥
Dot to lo o to oo To o o to o To o To To o Fo o o Fo o Fo to o Fo o Vo Vo o Vo Fo o Voo Yoo o Vo o o Fo o Vo Fo ot o Voo

Yoo ToToto ot JoToTo oo ToJo 1o o oDR. - LOOD Yoo o e o oo Tototo oo Toto oo To o o o o To o o o oo

tic;

while (erro > tol)

P_A=[0; z(2)] ;

P_B = [(3*z(3) + sqrt(3)*z(4))/(4) ; (sqrt(3)*z(3) + z(4))/(4)] ;
P_C1 = [(3%z(5) - sqrt(3)*z(6))/(4) ; (-sqrt(3)*z(5) + z(6))/(4)] ;
% agora acharemos o P_C e P_D, onde

hC=AxBxCle

h D= (z,z,2)

PC=[PA; PB; PCl];

zb = ([z(1) ; z(2)] + [2(3) ; z(D] + [z(5) ; z(6)])/3 ;
PD=17[2zb; zb; zb] ;

% Agora vamos encontrar os refletores

% R_.C = 2«P_C - I
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% RD =2%P D - I

R_.C=2xP_C - z ;

zbl = ([R_C(1) ; R_C(2)] + [R_C(3) ; R_C(4)] + [R_C(B) ; R_C(6)])/3 ;
P_D1 = [zbl ; zbl ; zbl] ;

R_D = 2xP_D1 - R_C ;

% Agora aplicaremos o algoritmo

T = (R.D + 2)/2 ;

% Calculamos o nimero de iteradas

k=k+1;

% Calculamos o erro.

erro = norm(T - z) ;

z =T ;

%» Plotamos as aproximagdes do ponto 6timo de casa conjunto.
plot(z(1),z(2) , ’rd’)%

hold on %

plot(z(3),z(4) , ’bd’)

hold on

plot(z(5),z(6) , ’yd’)

end

aproxA = [z(1) ; z(2)] ;
aproxB = [z(3) ; z(4)] ;
aproxC = [z(5) ; z(6)] ;
t = toc ;

T Tototo ol Totolo oo Joto oo fototots DR~ output — hhetetshhlololosstolotstssotolotstototoletsts o lotots

disp(’ 0 problema de viabilidade convexa - Aplicagdo II’)

disp(’Starting point: ’);

disp(x0);

disp([’Number of iterations until the stopping rule is satisfied: ’ num2str(k)]);

disp([’CPU time until the stopping rule is satisfied: ’, num2str(t),’ seconds’]);
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disp([’Stopped with ||x~{k+1}-x"k||= > num2str(erro)]);
disp(’Limit point found: ’);

disp(aproxA) ;

disp(aproxB) ;

disp(aproxC) ;

ToloTo oo oo oo Jo o To To T Jo To T To T T oo o 1o oo o o oo o o o o o o o o o Jo T Jo o o o o
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