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Resumo

Neste trabalho estudaremos resultados que abordam a caracterização da curvatura esca-

lar de sólitons de Yamabe e sólitons de Ricci-Bourguignon, fazendo uma divisão desses

resultados em casos compactos e completos não-compactos através do uso de ferramen-

tas como: fórmulas do tipo Bochner, teoremas do tipo Liouville, integral de Dirichlet

finita, condição de Kazdan-Warner, crescimento quadrático da função potencial, alguma

regularidade Lp ou L∞ da variedade e parabolicidade. Como aplicação de tais resultados

apresentaremos teoremas de isometria. Finalmente, obtemos novos resultados nos casos

compactos e completos não-compactos para sólitons de Ricci-Bourguignon.

Palavras chaves: Variedades compactas e completas não-compactas, curvatura es-

calar constante, sólitons de Yamabe e Ricci-Bourguignon, condição de Kazdan-Warner e

variedades parabólicas.
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Abstract

In this work we will study results that approach the characterization of the scalar curvature

of Yamabe solitons and Ricci-Bourguignon solitons, dividing these results into compact

and complete non-compact cases through the use of tools such as: Bochner-type formu-

las, Liouville-type theorems, finite Dirichlet integral, Kazdan-Warner condition, quadratic

growth of the potential function, some regularity Lp or L∞ of the manifold and parabo-

licity. As an application of such results, we will present isometry theorems. Finally, we

obtain new results on the compact and complete non-compact cases for Ricci-Bourguignon

solitons.

Keys words: Compact and complete non-compact manifolds, constant scalar curva-

ture, Yamabe and Ricci-Bourguignon solitons, Kazdan-Warner condition and parabolic

manifolds.
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Introdução

O fluxo de Yamabe foi introduzido em 1989 paralelamente junto com o fluxo de Ricci

por Hamilton, o primeiro com o objetivo de solucionar a conjectura de Poincaré e o

segundo como uma tentativa de solucionar o problema de Yamabe (veja [33]) esse nome

é uma homenagem feita a Hidehiko Yamabe, que dizia o seguinte: Dada uma variedade

Riemanniana compacta (Mn,g), com dimensão n > 3 é posśıvel encontrar uma métrica

conforme a g com curvatura escalar constante.

Em 1960, H. Yamabe tentou resolver este problema usando técnicas de cálculo de va-

riações e equações diferenciais parciais eĺıpticas. Infelizmente, sua prova continha um erro,

descoberto em 1968 por Neil Trudinger [32]. Ele foi capaz de consertar a demonstração,

mas dessa vez com algumas restrições na prova envolvendo a hipótese de curvatura escalar

não-positiva.

Em seguida, em 1976, Thierry Aubin [2] foi capaz de estender o resultado anterior,

provou o problema supondo n > 6 e (Mn,g) não conformemente flat. Finalmente, Ri-

chard Schoen [31] em 1984 completou os demais casos para a solução do Problema de

Yamabe. A solução do problema de Yamabe é um marco no desenvolvimento da teoria

das equações diferenciais parciais não lineares.

Hamilton definiu o fluxo de Yamabe como sendo uma equação de evolução no espaço

das métricas Riemannianas, que sob vários aspectos se comportam como uma equação do

calor não-linear. Tal fluxo é descrito pela equação:

∂g(t)

∂t
= −Rg(t)g(t).

Nesse contexto, os sólitons de Yamabe representam um tipo de solução especial para

o fluxo de Yamabe, e correspondem às soluções auto-similares do fluxo.

Dizemos que uma variedade Riemanniana (Mn,g) é um sóliton de Yamabe se existir

1



Sumário 2

um campo X ∈ X(M) e uma constante ρ tal que

(R− ρ)g =
1

2
LXg (1)

em M. Onde R é a curvatura escalar, e LXg é a derivada de Lie da métrica g na direção

do campo X.

Quando o campo acima é um campo gradiente, isto é, quando X = ∇f temos o que

chamamos de sóliton de Yamabe gradiente e reescrevemos a equação acima como

(R− ρ)g = ∇2f (2)

em M, onde a f é chamada função potencial.

Dizemos que um sóliton de Yamabe é expansivo, estático ou contrátil, se ρ < 0, ρ = 0

ou ρ > 0, respectivamente.

Consideremos em uma variedade Riemanniana (Mn,g), n > 3, fluxos geométricos do

tipo
∂g(t)

∂t
= −2(Ric− µRg)

para algum µ ∈ R, µ 6= 0. Tais fluxos são denominados fluxos de Ricci-Bourguignon e

existe também um tipo de solução especial para tal que corresponde às soluções auto-

similares do fluxo que nos dá a seguinte noção de sóliton de Ricci-Bourguignon:

Seja (Mn,g) uma variedade Riemanniana de dimensão n > 3, e seja µ ∈ R. Se existir

um campo vetorial suave X em Mn tal que

Ric +
1

2
LXg− µRg = λg, (3)

onde Ric é o tensor curvatura de Ricci, λ é uma constante e LXg representa a derivada

de Lie de g na direção do campo vetorial X, dizemos que (M,g,X,µ) é um sóliton de

Ricci-Bourguignon.

Se X é um campo gradiente de uma função suave f em Mn, então, tal sóliton de Ricci-

Bourguignon é chamado de sóliton de Ricci-Bourguignon gradiente. Nesse caso, temos a

seguinte equação estrutural

Ric +∇2f− µRg = λg, (4)

onde ∇2f representa a Hessiana de f.



Sumário 3

No Caṕıtulo 1, forneceremos algumas noções preliminares que serão necessárias para

o desenvolvimento deste trabalho e algumas definições de operadores diferenciais que

julgamos importantes. As principais referências para esse caṕıtulo foram [9] e [15].

No Caṕıtulo 2, realizamos o estudo de sólitons de Yamabe compactos e completos

não-compactos, onde nosso objetivo foi estudar sob quais condições esses sólitons possuem

curvatura escalar constante e, além disso, desenvolver fórmulas como a fórmula de Bochner

generalizada para servir de ferramenta em algumas demonstrações, finalizando-o com

resultados sobre a curvatura escalar via parabolicidade.

No Caṕıtulo 3, nosso estudo foi baseado em [6] com o objetivo de fornecer fórmulas que

são ferramentas para demonstrações envolvendo sólitons de Ricci-Bourguignon e mostrar

resultados que dizem respeito à caracterização da curvatura escalar desses sólitons, ressal-

tamos que o caṕıtulo é muito interessante por expor resultados novos a serem publicados.



Caṕıtulo 1

Noções Preliminares

Neste caṕıtulo vamos apresentar algumas definições e resultados de geometria Riemanni-

ana que serão necessários ao longo da dissertação, para um estudo mais profundo dessas

noções preliminares recomendamos o leitor consultar as referências [15] e [9] . Além disso,

para estudo da dissertação espera-se que o leitor possua conhecimento de algumas noções

de geometria em variedades Riemanniana tais como: conexões, métricas, curvatura, ten-

sores e derivada de Lie.

Definição 1. Seja f :Mn −→ Rn uma função suave. O gradiente de f é o campo vetorial

suave ∇f definido sobre Mn por

〈∇f,X〉 = X(f),

para todo X ∈ X(M).

A partir da definição anterior temos algumas proposições que serão uteis para o tra-

balho.

Proposição 1. Se f,g :Mn −→ R são funções suaves, então

(a) ∇(f+ g) = ∇f+∇g;

(b) ∇(fg) = g∇f+ f∇g.

Demonstração. Seja X um campo suave sobre Mn, temos pela definição de gradiente que

4



Caṕıtulo 1. Noções Preliminares 5

〈∇(f+ g),X〉 = X(f+ g)

= X(f) + X(g)

= 〈∇f,X〉+ 〈∇g,X〉

= 〈∇f+∇g,X〉

e

〈∇(fg),X〉 = X(fg) = gX(f) + fX(g)

= 〈g∇f,X〉+ 〈f∇g,X〉

= 〈g∇f+ f∇g,X〉.

Proposição 2. Seja f : Mn −→ Rn uma função suave. Dados p ∈ M e v ∈ TpM, seja

γ : (−ε, ε) −→M uma curva suave tal que γ(0) = p e γ ′(0) = v. Então

〈∇f, v〉p =
d

dt
(f ◦ γ)(t)|t=0. (1.1)

Em particular, se p é ponto de máximo ou mı́nimo local para f, então ∇f(p) = 0.

Demonstração. Primeiramente observe que, sendo X uma extensão local de γ ′ temos

〈∇f, v〉p = (X(f))(p) =
d

dt
(f ◦ γ)(t)|t=0.

Suponhamos agora que p é ponto de máximo local para f (o outro caso é análogo).

Então existe U ⊂ M vizinhança aberta de p tal que f(p) > f(q) para todo q ∈ U e se

v ∈ TpM e γ : (−ε, ε) −→ U são como no enunciado, então f ◦ γ : (−ε, ε) −→ R tem um

máximo local em 0, donde

〈∇f, v〉p =
d

dt
(f ◦ γ)(t)|t=0 = 0.

Como a relação acima é válida para todo v ∈ TpM, segue que ∇f(p) = 0.

Corolário 1. Se f :Mn −→ R e φ : R −→ R são funções suaves, então

∇(φ ◦ f) = φ ′(f)∇f.
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Demonstração. Seja p ∈M, v ∈ TpM e γ : (−ε, ε) −→M uma curva tal que γ(0) = p e

γ ′(0) = v, pela proposição anterior temos que

〈∇(φ ◦ f), v〉 =
d

dt
(φ ◦ f ◦ γ)(t)|t=0

= φ ′(f(p))
d

dt
(f ◦ γ)(t)|t=0

= (φ ′ ◦ f)〈∇f, v〉p.

Outra definição que aparecerá frequentemente é a seguinte.

Definição 2. Seja X um campo vetorial suave em Mn. A divergência de X é a função

suave div :Mn −→ R , dada para p ∈M por

(divX)(p) = tr{v 7→ (∇vX)(p)},

onde v ∈ TpM e tr denota o traço do operador linear entre chaves.

Proposição 3. Se X, Y são campos vetoriais suaves em Mn e f :M −→ R é uma função

suave, então

(a) div(X+ Y) = divX+ divY;

(b) div(fX) = fdiv(X) + 〈∇f,X〉.

Demonstração. Sejam X e Y campos suaves em Mn e {e1, . . . , en} um referencial ortonor-

mal em uma vizinhança aberta U ⊂M. Temos que

div(X+ Y) =

〈
n∑
i=1

∇ei(X+ Y), ei

〉

=

〈
n∑
i=1

∇eiX+

n∑
i=1

∇eiY, ei

〉

=

〈
n∑
i=1

∇eiX, ei

〉
+

〈
n∑
i=1

∇eiY, ei

〉
= divX+ divY
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e

div(fX) =

〈
n∑
i=1

∇ei(fX), ei

〉

=

〈
n∑
i=1

f∇eiX, ei

〉
+

〈
n∑
i=1

ei(f)X, ei

〉

= f

〈
n∑
i=1

∇eiX, ei

〉
+

〈
X,

n∑
i=1

ei(f)ei

〉
= fdivX+ 〈X,∇f〉.

Proveniente da Definição 2 temos:

Definição 3. Seja f : Mn −→ Rn uma função suave. O Laplaciano de f é a função

∆f :Mn −→ R dada por

∆f = div(∇f).

Corolário 2. Se f :Mn −→ R e φ : R −→ R são funções suaves, então

∆(φ ◦ f) = (φ ′′ ◦ f)|∇f|2 + (φ ′ ◦ f)∆f.

Demonstração. Usando a definição do Laplaciano segue que

∆(φ ◦ f) = div(∇(φ ◦ f))

= div((φ ′ ◦ f)∇f)

= 〈∇(φ ′ ◦ f),∇f〉+ (φ ′ ◦ f)div(∇f)

= 〈(φ ′′ ◦ f)∇f,∇f〉+ (φ ′ ◦ f)∆f.

Proposição 4. Dadas f,g :Mn −→ R funções suaves, tem-se

∆(fg) = g∆f+ f∆g+ 2〈∇f,∇g〉.

Em particular,
1

2
∆(f2) = f∆f+ |∇f|2.
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Demonstração. Dadas f,g funções suaves, usando a definição do Laplaciano e as propri-

edades do divergente temos que

∆(fg) = div(∇fg)

= div(f∇g+ g∇f)

= div(f∇g) + div(g∇f)

= fdiv(∇g) + 〈∇f,∇g〉+ gdiv(∇f) + 〈∇g,∇f〉

= f∇g+ g∇f+ 2〈∇f,∇g〉.

e fazendo f = g na demonstração acima obtemos o caso particular.

A definição a seguir é muito utilizada neste trabalho, pois aparece na equação estru-

tural dos sólitons a serem estudados aqui.

Definição 4. Seja f : Mn −→ Rn uma função suave e p ∈ M. O Hessiano de f é o

campo de operadores lineares (∇2f)p : TpM −→ TpM , definido para v ∈ TpM por

(∇2f)p(v) = (∇v∇f)(p).

Segue das propriedades da conexão Riemanniana que se X é qualquer extensão de v a uma

vizinhança de p em Mn, então

(∇2f)p(v) = (∇X∇f)(p).

Pela Definição 4 temos uma outra forma de expressar o Lapraciano. Vejamos.

Proposição 5. Se f :Mn −→ R é uma função suave, então

∆f = tr(∇2f).

Demonstração. Seja U ⊂M uma vizinhança de p ∈M onde esteja definida um referencial

móvel {e1, . . . , en}. Então,

tr(∇2f)p =

〈
n∑
i=1

(∇2f)p(ei), ei

〉

=

〈
n∑
i=1

∇ei∇f, ei

〉
p

= div(∇f)(p)

= ∆f(p).
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O lema que segue será necessário para a próxima proposição.

Lema 1. Seja V um espaço vetorial real n-dimensional com produto interno, e T : V → V

um operador linear auto-adjunto e positivo definido, com autovalores λ1, . . . , λn > 0. Se

λ = min{λi; 1 6 i 6 n} e v ∈ V é um vetor unitário, então

〈Tv, v〉 > λ.

Demonstração. Pelo Teorema Espectral, podemos escolher uma base ortonormal {e1, . . . , en}

de V , com Tei = λiei para 1 6 i 6 n. Se v =
∑n
i=1 αiei, então

∑n
i=1 α

2
i = 1 e dáı

〈Tv, v〉 =

〈
T

n∑
i=1

αiei,

n∑
i=1

αjej

〉

=

n∑
i,j=1

αiαj〈Tei, ej〉

=

n∑
i,j=1

αiαjλi〈ei, ej〉

> λ

n∑
i=1

α2
i = λ.

A seguinte proposição será utilizada no Teorema 6.

Proposição 6. Seja f :Mn −→ R é uma função suave.

(a) Se p ∈M é ponto de mı́nimo (resp. máximo) local para f, então p é ponto cŕıtico

de f e (∇2f)p é positiva (resp. negativa) semi-definida.

(b) Se p ∈ M é ponto cŕıtico de f e (∇2f)p é positiva (resp. negativa) definida, então

p é ponto de mı́nimo (resp. máximo) local estrito para f.

Demonstração. Provemos as afirmações dos itens (a) e (b) que se referem a pontos de

mı́nimo (os demais casos são análogos). Se p ∈M é ponto de mı́nimo local para f, então

já sabemos que p é cŕıtico. Portanto, dado v ∈ TpM e uma curva suave c : (−ε, ε) −→M

com c(0) = p e c ′(0) = v, segue que 0 é ponto de mı́nimo local para f ◦ c : (−ε, ε) −→ R

de maneira que

(∇2f)p(v, v) =
d2

dt2
(f ◦ c)(t)|t=0 > 0.

Assim, (∇2f)p é positiva semi-definida.
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Reciprocamente, seja p ∈M ponto cŕıtico de f e suponha que (∇2f)p é positiva defi-

nida. Nas notações do parágrafo anterior e tomando c = γ, uma geodésica normalizada,

da fórmula de Taylor para f ◦ c, de (1.1) e sendo

(∇2f)γ(t)(γ
′(t),γ ′(t)) =

d2

dt2
(f ◦ γ)(t),

segue que

(f ◦ γ)(t) = (f ◦ γ)(0) + (f ◦ γ) ′(0)t+ 1

2
(f ◦ γ) ′′(0)t2 + ov(t)

= f(p) +
1

2
(∇2f)p(v, v)t

2 + ov(t)

onde v = γ ′(0) e limt−→0
ov(t)
t2

= 0. Aplicando o lema anterior a (∇2f)p : TpM −→ TpM,

existe λ > 0 tal que (∇2f)p(v, v) > λ, para todo v ∈ TpM unitário. Por outro lado, desde

que

(f ◦ γ)(t) = (f ◦ expp)(tv),

a última expressão acima para (f ◦ γ)(t) garante que ov(t) depende continuamente de

v ∈ TpM. Portanto, existe ε > 0 tal que |ov(t)| <
1
2
λt2 para todo v ∈ TpM tal que |v| = 1

e todo 0 < |t|ε. Logo, numa bola normal B(p; δ) ⊂M, com δ < ε, temos que

(f ◦ γ)(t) > f(p) +
λ

2
t2 + ov(t)

= f(p) +

(
λ

2
+
ov(t)

t2

)
t2

> f(p),

de modo que p é ponto de mı́nimo local estrito para f.

Nos caṕıtulos a seguir precisaremos das seguintes definições de espaços Lp.

Definição 5. Seja p ∈ R, 0 < p <∞. Definimos

Lp(M) :=

{
f :M→ R; f é mensurável e

∫
M

|f|p <∞} .

Por outro lado, se p =∞, definimos

L∞(M) := {f :M→ R; f é mensurável e existe c > 0 t.q. |f(x)| 6 c q.s. em M}.

Lema 2. Desigualdade de Young. Sejam p,q > 1 tais que 1
p
+ 1
q
= 1, e x,y ∈ [0,∞).

Então

xy 6
1

p
xp +

1

q
yq,

e a igualdade ocorre se, e somente se, y = xp−1.



Caṕıtulo 2

Sólitons de Yamabe

2.1 Definições e fórmulas básicas

Neste caṕıtulo, vamos definir sólitons de Yamabe gradientes, exibindo alguns exemplos e

fórmulas que serão necessárias para desenvolver os resultados presentes no mesmo.

Definição 6. Dizemos que uma variedade Riemanniana (Mn,g) é um sóliton de Yamabe

se existir um campo X ∈ X(M) e uma constante ρ tal que

(R− ρ)g =
1

2
LXg (2.1)

em M. Onde R é a curvatura escalar e LXg é a derivada de Lie da métrica g.

Quando X = ∇f para alguma função f, obtemos uma outra equação estrutural, a de

sóliton gradiente de Yamabe e nesse caso a equação (2.1) torna-se da forma

(R− ρ)g = ∇2f (2.2)

em M, onde f é chamada função potencial.

Dizemos que um sóliton de Yamabe é expansivo, estático ou contrátil, se ρ < 0, ρ = 0

ou ρ > 0, respectivamente.

Observação 1. Tomando o traço em (2.1) e (2.2) obtemos respectivamente

(R− ρ)n = div(X), (2.3)

e

(R− ρ)n = ∆f. (2.4)

11
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A teoria de sólitons de Yamabe está conectada com o estudo do fluxo de Yamabe, uma

vez que estes sólitons são soluções auto-similares para este fluxo. Deixamos claro que não

iremos fazer um aprofundamento desse estudo neste trabalho. Entretanto, o seguinte

teorema (veja [18]) irá expor a conexão entre essas duas teorias.

Teorema 1. Seja (Mn,g0, f0) um sóliton de Yamabe gradiente com campo vetorial ∇g0
f0

completo, então existe

(a) uma famı́lia de métricas g(t), solução do fluxo Yamabe, com g(0) = g0;

(b) uma famı́lia de difeomorfismos φt :M→M, com φ0 = IdM;

(c) uma famı́lia de funções f(t, ·) :M→ R com f(0, ·) = f0(·), definida para cada t tal

que τ(t) = −ρt+ 1 > 0.

Essas famı́lias têm as seguintes propriedades:

(i) a famı́lia φt é gerada pelo campo vetorial −1
2τ(t)
∇g0

f0 eventualmente escalado pela

inversa de τ(t)
∂φ

∂t
(t, ·) = −1

2τ(t)
(∇g0f0)(φ(t, ·));

(ii) a métrica g(t) é dada pelo pullback de φ(t, ·) e o reescalonamento através de τ(t)

g(t) = τ(t)φ(t, ·)∗g0;

(iii) a função f(t) é dada também pelo pullback, a saber:

f(t, ·) = (f0 ◦ φ)(t, ·) = φ(t)∗(f0).

Demonstração. Defina τ(t) = −ρt + 1. Já que o campo ∇g0
f0 é completo, existe uma

famı́lia a 1-parâmetro de difeomorfismosφ(t) :M −→M gerados pelos campos − 1
2τ(t)
∇g0

f0

definido para todo τ(t) > 0. Então, defina f(t) = f0 ◦ φ(t) e g(t) = τ(t)φ(t)∗g0. Assim,

∂g(t)

∂t
= −ρφ(t0)

∗g0 + τ(t0)
∂(φ(t)∗g0)

∂t
|t=t0

em t0 e como

g(t0) = τ(t0)φ(t0)
∗g0,

implicando

−ρφ(t0)
∗g0 = −

ρg(t0)

τ(t0)
.
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temos
∂g(t)

∂t
|t=t0 = −

ρg(t0)

τ(t0)
+ τ(t0)

∂(φ(t0)
∗g0)

∂t
|t=t0 .

Veja que, usando propriedades da derivada de Lie temos

τ(t0)
∂(φ(t0)

∗g0)

∂t
|t=t0 = τ(t0)LY(t0)φ(t0)

∗g0,

onde,

Y(t0) =
∂(φ(t0)

−1 ◦ φ(t))
∂t

|t=t0 = (φ(t0)
−1)∗

(
∂φ(t)

∂t
|t=t0

)
.

Dáı,

τ(t0)
∂(φ(t0)

∗g0)

∂t
|t=t0 = τ(t0)L(φ(t0)−1)∗(

∂φ(t)
∂t |t=t0)

φ(t0)
∗g0,

onde,
∂φ(t)

∂t
|t=t0 = −

1

2τ(t0)
∇g0

f0 = φ(t)∗

(
−

1

2
∇g(t0)f(t0)

)
.

Logo,

τ(t0)
∂(φ(t0)

∗g0)

∂t
|t=t0 = −

1

2
L∇g(t0)f(t0)g(t0).

Com isto, conclúımos que

∂g(t)

∂t
= −

ρ

τ(t)
g(t) −

1

2
L∇g(t)f(t)g(t).

Por outro lado,

−R(g(t))g(t) = φ(t)∗(−R(g0)g0)

= φ(t)∗
(
−ρg0 −

1

2
L∇g0f0g0

)
= −

ρ

τ(t)
g(t) −

1

2
L∇g(t)f(t)g(t),

i.e,

R(g(t))g(t) − ρ
τ(t)

g(t) = 1
2
L∇g(t)f(t)g(t).

Portanto,

∂g(t)

∂t
g(t) = −

ρ

τ(t)
g(t) −

1

2
L∇g(t)f(t)g(t)

= −R(g(t))g(t).
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2.2 Exemplos

Exibiremos alguns exemplos clássicos de variedades Riemannianas não-compactas e com-

pletas que são sólitons de Yamabe gradiente.

Exemplo 1. Sóliton de Einstein. Seja (Mn,g) uma variedade Riemanniana completa

e não-compacta com curvatura de Ricci Rij = ρ
n
gij e seja f : M −→ R uma função

constante. Então,

(R− ρ)gij = ∇i∇jf.

Exemplo 2. Sóliton Gaussiano de Yamabe. Seja (Rn,g,∇f, ρ) onde f : Rn −→ R é

dada por f(x) = −ρ
2
|x|2, ρ ∈ R e g é a métrica Euclideana do Rn. Dessa forma, R = 0, e

sendo {e1, . . . , en} a base canônica do Rn, temos que

∇2f(ei, ej) = ei(ej(f)) − g(∇f,∇eiej) = ei(ej(f)) =
∂2f

∂xi∂xj
.

Assim, ∇2f(ei, ej) = 0 quando i 6= j e ∇2f(ei, ej) = −ρ quando i = j. Logo, ∇i∇jf =

−ρδij. Conclúımos então que

(R− ρ)gij = ∇i∇jf.

Portanto, (Rn, δij,
−ρ|x|2

2
) é chamado sóliton gaussiano de Yamabe contrátil se ρ > 0 e

sóliton gaussiano de Yamabe expansivo se ρ < 0.

Exemplo 3. Sóliton Cigar de Yamabe. Seja (R2,gΣ) uma superf́ıcie Riemanniana

com gΣ := g
1+x2+y2 , onde g é a métrica Euclideana do R2. Temos que R = 4

(1+x2+y2)2
e

que considerando a função f(x,y) = 2ln(1 + x2 + y2) temos

Rgij = ∇i∇jf.

De fato, para provar isto, mostraremos que gΣ(t) =
g

e4t+x2+y2 é uma solução de

∂g(t)

∂t
= −2Ric(g(t)).

Com efeito, lembre que, se (M2,g) é uma superf́ıcie Riemanniana e gΣ = u · g, onde

u ∈ C∞(M), então

RgΣ = u−1(Rg − ∆gln(u)) e Ric = Rij =
R

2
gij quando n = 2.

Esta última afirmação pode ser vista em [13]. Assim, gΣ(t) = u(t)g é uma solução da

equação do fluxo de Ricci se e somente se

∂u

∂t
= ∆gln(u) − Rg.
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Verifiquemos a condição suficiente. Veja que,

∂gΣ(t)

∂t
=
∂u(t)

∂t
· g = (∆gln(u(t) − Rg)g,

assim,
∂gΣ(t)

∂t
= −RgΣ(t) · u(t) · g = −RgΣ(t) · gΣ(t) = −2Ric(gΣ(t)).

Como gΣ(t) = u(t) · g, onde u(t) = 1
e4t+x2+y2 , basta mostrar que

∂u

∂t
= ∆gln(u) − Rg = ∆gln(u).

Ora, note que
∂u(t)

∂t
=

−4e4t

(e4t + x2 + y2)2

e que
∂ln(u(t))

∂x
=

−2x

e4t + x2 + y2
.

Assim,
∂2ln(u(t))

∂x2
=

−2(e4t + x2 + y2) + 4x2

(e4t + x2 + y2)2
.

Analogamente temos

∂2ln(u(t))

∂y2
=

−2(e4t + x2 + y2) + 4y2

(e4t + x2 + y2)2
.

Logo,

∆g lnu =
−2(e4t + x 2 + y2) + 4x2 − 2(e4t + x2 + y2) + 4y2

(e4t + x2 + y2)2

=
−4e4t

(e4t + x2 + y2)2

=
∂u(t)

∂t
,

isto é,

Ric(gΣ) = −
1

2

∂gΣ(t)

∂t
|t=0 = −

1

2

−4

(1 + x2 + y2)2
g =

2

(1 + x2 + y2)2
g.

Portanto,

RgΣ =
4

(1 + x2 + y2)2
.

Por outro lado, seja Y ∈ X(R2) definido por Y = 4(x ∂
∂x

+ y ∂
∂y

), onde { ∂
∂x

, ∂
∂y

} é a base

canônica do R2. Como gΣ = u · g, onde u = (1 + x2 + y2)−1, temos

LYgΣ = LY(u · g) = (LYu) · g+ u · LYg.
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Mas, sendo

LYu = DYu = 4x
∂u

∂x
+ 4y

∂u

∂y
,

temos

DYu = 4x · −2x

(1 + x2 + y2)2
+ 4y · −2y

(1 + x2 + y2)2

=
−8(x2 + y2)

(1 + x2 + y2)2
.

Agora, observe que

LYdx
i = d(LYx

i) = d(DYx
i) = dYi,

assim

LYg = LY(gijdx
i ⊗ dxj)

= LYgijdx
i ⊗ dxj + gij(LYdxi)⊗ dxj + gijdxi ⊗ (LYdx

j)

= DYgijdx
i ⊗ dxj + gijdYi ⊗ dxj + gijdxi ⊗ dYj

=

(
DYgij + gkj

∂Yk

∂xi
+ gik

∂Yk

∂xj

)
dxi ⊗ dxj.

Dáı,

(LYg)

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
= DYgij + gkj

∂Yk

∂xi
+ gik

∂Yk

∂xj
.

Então,

(LYg)

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
= 0,

e

(LYg)

(
∂

∂xi
,
∂

∂xi

)
= 2 · ∂Y

i

∂xi
.

Como

Y = Yi
∂

∂xi
= 4

(
x
∂

∂x
+ y

∂

∂y

)
,

e

(LYg)

(
∂

∂xi
,
∂

∂xi

)
= 8,

resulta que LYg = 8g. Logo,

LYgΣ =
−8(x2 + y2)g

(1 + x2 + y2)2
+

8g

1 + x2 + y2

=
−8(x2 + y2)(1 + x2 + y2)g+ (1 + x2 + y2)28g

(1 + x2 + y2)3

=
8g

(1 + x2 + y2)2
.
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Portanto,

LYgΣ =
8g

(1 + x2 + y2)2
.

Finalmente, mostraremos que Y = ∇f, onde f = 2ln(1 + x2 + y2). De fato, basta ver que

se

∇f = ax
∂

∂x
+ ay

∂

∂y
,

segue que

4x

1 + x2 + y2
=

∂f

∂x

= gΣ

(
∇f, ∂

∂x

)
= axug

(
∂

∂x
,
∂

∂x

)
+ ayug

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
= axu.

Do mesmo modo temos

4y

1 + x2 + y2
=

∂f

∂y

= gΣ

(
∇f, ∂

∂y

)
= axug

(
∂

∂y
,
∂

∂x

)
+ ayug

(
∂

∂y
,
∂

∂y

)
= ayu.

Logo, ax = 4x e ay = 4y. Sendo assim,

∇2f =
1

2
L∇fgΣ =

4g

(1 + x2 + y2)2
= Rg.

Portanto, conclúımos que

Rg = ∇2f,

como queŕıamos.

2.3 Sólitons de Yamabe compactos

Nesta seção iremos caracterizar a curvatura escalar de sólitons de Yamabe compactos.

O próximo lema nos dá algumas identidades análogas às conhecidas para um sóliton

de Ricci gradiente.
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Lema 3. [22] Seja (Mn,g, f, ρ) um sóliton de Yamabe gradiente de dimensão n. Então

temos as seguinte relações

(n− 1)∇R = −Ric(∇f, ·) (2.5)

e

∆R(n− 1) = −
1

2
〈∇R,∇f〉− R(R− ρ). (2.6)

Demonstração. Denotaremos por Ric = Rij o tensor de Ricci em coordenadas locais.

Primeiramente, vamos obter uma fórmula para o Laplaciano da curvatura escalar de um

sóliton de Yamabe gradiente.

Pela equação estrutural do sóliton de Yamabe gradiente (2.2) e aplicando a derivada

covariante ∇k obtemos

∇KRgij = ∇K∇i∇jf.

Usando a identidade de Ricci

∇k∇i∇jf−∇i∇j∇kf = Rjikl∇lf,

temos

∇i∇j∇kf+ Rjikl∇lf = ∇kRgij.

Por uma contração para j,k segue que

Ril∇lf+∇i∆f = ∇iR.

Agora, usando (2.4) temos

n∇iR+ Ril∇lf = ∇iR,

implicando em

(n− 1)∇R = −Ric(∇f, ·).

Por outro lado, como

∆R = gij∇i∇jR,

usando a equação (2.5) obtemos

∆R = gij∇i
(
−

1

n− 1
Rjl∇lf

)
= −

gij

n− 1
(∇iRjl∇lf+ Rjl∇i∇lf) .
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Por fim, usando a segunda identidade de Bianchi contráıda e o traço da equação estrutural

segue que

∆R = −
1

n− 1

(
1

2
∇lR∇lf+ gijRjl(R− ρ)gil

)
.

Portanto,

(n− 1)∆R = −
1

2
〈∇R,∇f〉− R(R− ρ).

O primeiro teorema de caracterização da curvatura escalar de sólitons de Yamabe

gradiente compactos foi feito em 2011 por Daskalopoulos e Sesum em [14]. Em 2012, uma

demonstração alternativa mais simples foi dada por Hsu em [19]. Aqui apresentaremos

sua prova.

Teorema 2. Seja (Mn,g, f) um sóliton de Yamabe gradiente compacto com n > 3. Então

Mn tem curvatura escalar constante.

Demonstração. Primeiramente, pela equação (2.4) temos∫
M

(R− ρ) =
1

n

∫
M

∆f = 0.

Por outro lado, pelo Lema 3 segue que∫
M

[(n− 1)∆R+
1

2
〈∇R,∇f〉+ R(R− ρ)] = 0.

Dáı,
1

2

∫
M

〈∇R,∇f〉 = −

∫
M

R(R− ρ),

onde, usando integração por partes e a equação (2.4)

−
1

2

∫
M

〈∇R,∇f〉 =
1

2

∫
M

R∆f

=
n

2

∫
M

R(R− ρ),

logo, ∫
M

R(R− ρ) =
n

2

∫
M

R(R− ρ),

assim, como n > 3, segue que ∫
M

R(R− ρ) = 0.

Desta forma encontramos ∫
M

R(R− ρ) = 0
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e ∫
M

(R− ρ) = 0.

Isso implica que ∫
M

(R− ρ)2 =

∫
M

(R2 − 2Rρ+ ρ2)

=

∫
M

R(R− ρ) − ρ

∫
M

(R− ρ)

= 0.

Portanto, R = ρ.

Recentemente, A. W. Cunha e Rong Mi [8] obtiveram o mesmo resultado por uma

prova mais simples sem usar o Lema 3.

Outra demonstração. Pela equação estrutural (2.4) e utilizando integração por partes te-

mos

n

∫
M

(R− ρ)2 =

∫
M

(R− ρ)∆f = −

∫
M

〈∇R,∇f〉. (2.7)

Lembre-se que a segunda identidade de Bianchi contráıda nos dá δRic+ 1
2
∇R = 0, e como

consequência, usando a definição

◦
Ric= Ric−

R

n
g,

conclúımos que

δ
◦

Ric= −
n− 2

2n
∇R.

Substituindo isso na equação (2.7) acima e integrando por partes novamente temos

n

∫
M

|R− ρ|2 =
2n

n− 2

∫
M

〈δ
◦
Ric,∇f〉 = −

2n

n− 2

∫
M

〈
◦
Ric,∇2f〉,

onde, usando a equação (2.2) e o fato que 〈
◦
Ric,g〉 = 0, obtemos∫

M

〈
◦
Ric, (R− ρ)g〉 = 0.

Portanto, ∫
M

|R− ρ|2 = 0,

logo, R = ρ em Mn.
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Para o próximo resultado precisaremos da seguinte definição.

Definição 7. Um campo vetorial X em uma variedade Riemanniana (Mn,g) é dito con-

forme quando existe uma função suave a(x) em Mn tal que

LXg = a(x)g,

onde LXg denota a derivada de Lie da métrica na direção do campo X em Mn.

Teorema 3. (Condição de Kazdan-Warner.)[3] Para qualquer campo vetorial conforme

X em uma variedade Riemanniana compacta sem bordo (Mn,g), a seguinte identidade

ocorre ∫
M

〈∇R,X〉 = 0.

Para uma prova veja [3, Teorema II.9].

Para o caso compacto com bordo, Li Ma e Vicente Miquel em [22] apresentam uma

nova demonstração para essa condição de Kazdan-Warner.

Teorema 4. Se X é um campo conforme em uma variedade Riemanniana compacta com

bordo, vale a seguinte identidade∫
M

〈∇R,X〉 = −
2n

n− 2

∫
∂M

(
Ric−

R

n
g

)
(ν,X),

onde ν é o normal unitário exterior ao bordo de Mn.

Para uma prova veja [22, Proposição 7].

O próximo teorema extende o caso gradiente para um campo qualquer X em Mn.

Teorema 5. [12, Proposição 2] Se (Mn,g,X) é um sóliton de Yamabe compacto, então

R é constante, i.e., R = ρ.

Demonstração. Pela equação (2.1) sabemos que o campo X é um campo conforme em

Mn. Assim, sendo Mn compacta, temos pelo Teorema 3 que∫
M

〈∇R,X〉 = 0.

Sabendo que div(X) = n(R− ρ), pela integração por partes temos∫
M

(R− ρ)2 =
1

n

∫
M

(R− ρ)div(X)

=
1

n

∫
M

〈∇R,X〉

= 0.

Portanto, R = ρ.
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2.4 Sólitons de Yamabe completos e não-compactos

Nesta seção abordamos o estudo da curvatura escalar de sólitons de Yamabe completos e

não-compactos.

O primeiro resultado devido a Ma e Miquel [22] nos dá uma condição para o sinal da

curvatura escalar de um sóliton de Yamabe gradiente e não-expansivo.

Teorema 6. Seja (Mn,g, f) um sóliton de Yamabe gradiente completo e não-compacto

com ρ > 0. Assuma que lim inf
x→∞ R(x) > 0. Então, a curvatura escalar R de Mn é não-

negativa. Além disso, se Mn não é flat, então R > 0 em Mn.

Demonstração. Assuma que infM R(x) < 0, como lim inf
x→∞ R(x) > 0 temos que existe z ∈M

tal que R(z) = infM R(x) < 0. Desta forma temos que

∆R(z) > 0 e ∇R(z) = 0.

Assim, no ponto z temos

(n− 1)∆R+ 1
2
〈∇R,∇f〉 > 0,

então, pelo Lema 3 segue que

R(z)2 − ρR(z) 6 0,

o que é um absurdo, pois ρ > 0, mas estamos supondo R(z) < 0. Sendo assim, infM R(x) >

0. Portanto, pelo Prinćıpio do Máximo Forte conclúımos que R(x) > 0 ou R(x) = 0 em

Mn.

A proposição abaixo será usada como forte ferramenta para a demonstração do próximo

resultado.

Proposição 7. [22, Proposição 6] Seja (Mn,g, f) um sóliton de Yamabe gradiente com

bordo suave. Então temos

n(n− 1)

∫
M

(R− ρ)2 −

∫
M

Ric(∇f,∇f) = (n− 1)

∫
∂M

(R− ρ)∇νf

onde ν é a normal unitária exterior ao longo do ∂M.

Demonstração. Desde que ∫
M

|∆f|2 =

∫
M

∆f · fjj,
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podemos usar integração por partes para obter∫
M

〈∇∆f,∇f〉+
∫
M

∆f · fjj =
∫
∂M

∆f〈∇f, v〉,

i.e., ∫
M

∆f · fjj =
∫
∂M

∆f∇vf−
∫
M

〈∇∆f,∇f〉.

Usando a fórmula de Bochner

1

2
∆|∇f|2 = |∇2f|2 + 〈∇f,∇∆f〉+ Ric(∇f,∇f),

temos que∫
M

∆ffjj =

∫
∂M

n(R− ρ)∇vf+
∫
M

(
|∇2f|2 + Ric(∇f,∇f) − 1

2
∆|∇f|2

)
.

Agora, observe que usando o Teorema da divergência temos∫
M

∆|∇f|2 =

∫
∂M

∇v|∇f|2

=

∫
∂M

2〈∇v∇f,∇f〉

= 2

∫
∂M

∇2f(v,∇f)

= 2

∫
∂M

(R− ρ)〈v,∇f〉,

onde ∇ν = ∂
∂ν

. Assim, segue que∫
M

|∆f|2 = (n− 1)

∫
∂M

(R− ρ)∇vf+
∫
M

(|∇2f|2 + Ric(∇f,∇f)).

Agora usando a equação estrutural e seu traço, obtemos

(n2 − n)

∫
M

(R− ρ)2 −

∫
M

Ric(∇f,∇f) = (n− 1)

∫
∂M

(R− ρ)∇vf.

O próximo teorema nos fornece condições suficientes para existência de métricas de

curvatura escalar constante quando o sóliton de Yamabe gradiente é completo e não-

compacto.

Teorema 7. [22] Seja (Mn,g, f) um sóliton de Yamabe gradiente completo e não-compacto

tal que |R−ρ| ∈ L1(M),
∫
M
Ric(∇f,∇f) 6 0, e a função potencial f tem no máximo cres-

cimento quadrático em Mn; isto é,
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|f(x)| 6 Cd(x, x0)2, |∇f| 6 C(1 + d(x, x0)
2),

próximo do infinito, onde C é alguma constante uniforme e d(x, x0) é a função distância

do ponto x ao ponto fixo x0. Então R = ρ em Mn.

Demonstração. Usando a Proposição 7 juntamente com a hipótese na integral da curva-

tura de Ricci, temos que para alguma constante C(n) > 0,

C(n)

∫
Br

|R− ρ|2 6 (n− 1)

∫
∂Br

(R− ρ)∇vf, (2.8)

usando Cauchy-Schwarz e o crescimento quadrático da função potencial, obtemos de (2.8)

que

C(n)

∫
Br

|R− ρ|2 6 Cr
∫
∂Br

|R− ρ|.

Agora, pela Fórmula de Fubini (veja [1, Proposição 1.6]) segue que∫
M

|R− ρ| =

∫ r
0

∫
∂Br

|R− ρ|.

Note que usando o fato de |R− ρ| ∈ L1(M) temos

∞ >

∫
M

|R− ρ| =

∫ r
0

∫
∂Br

|R− ρ| = r

∫
∂Br

|R− ρ|.

Logo, existe uma sequência r = rj →∞ tal que

r

∫
∂Br

|R− ρ|→ 0,

i.e., ∫
M

|R− ρ|2 = 0.

Portanto, R = ρ.

Seguindo as ideias de Miquel e Ma, em 2021 A. W. Cunha [5] deu uma prova mais

simples sem aplicar a Proposição 7. Vejamos:

Uma demonstração mais simples. Pela equação estrutural do sóliton de Yamabe gradi-

ente, temos

n

∫
Br

(R− ρ)2 =

∫
Br

(R− ρ)∆f,

onde por integração por partes, temos pelo Lema 3 que

n

∫
Br

(R− ρ)2 = −

∫
Br

〈∇R,∇f〉+
∫
∂Br

(R− ρ)∇νf

=
1

n− 1

∫
Br

Ric(∇f,∇f) +
∫
∂Br

(R− ρ)∇νf.
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Agora, usando as hipóteses do teorema, temos

n

∫
Br

(R− ρ)2 6 Cr
∫
∂Br

|R− ρ|.

Por fim, basta seguir como na prova original do Teorema 7.

Mais recentemente A. W. Cunha e Rong Mi [8] obtiveram o Teorema 7 sem assumir

a hipótese no crescimento da função potencial.

Teorema 8. Seja (Mn,g, f) um sóliton de Yamabe gradiente completo e não-compacto

tal que
∫
M
Ric(∇f,∇f) 6 0. Se ∫

M

|∇|∇f|2| = o(r), (2.9)

então R = ρ em Mn.

Demonstração. Pelo Lema 3 temos que

(n− 1)∇R = −Ric(∇f, ·). (2.10)

Calculando o traço da equação (2.2) temos

∆f = n(R− ρ). (2.11)

Integrando por partes em uma bola, obtemos

n

∫
Br

|R− ρ|2 =

∫
Br

(R− ρ)∆f = −

∫
Br

〈∇R,∇f〉+
∫
∂Br

(R− ρ)∇νf,

e da equação (2.10) obtemos

n

∫
Br

|R− ρ|2 =
1

n− 1

∫
Br

Ric(∇f,∇f) +
∫
∂Br

(R− ρ)∇νf 6
∫
∂Br

(R− ρ)∇νf,

ou seja,

n

∫
Br

|R− ρ|2 6
∫
∂Br

|R− ρ||∇f|.

Desde que

〈∇|∇f|2,∇f〉 = 2∇2f(∇f,∇f) = 2(R− ρ)|∇f|2,

obtemos da desigualdade de Cauchy-Schwartz que

n

∫
Br

|R− ρ|2 6
1

2

∫
∂Br

|∇|∇f|2|.
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Agora usando a Fórmula de Fubini e (2.9) com r→∞ podemos concluir∫
Br

|R− ρ|2 → 0.

Portanto, ∫
M

|R− ρ|2 = 0,

e assim conclúımos que R = ρ.

No que segue, provaremos um teorema do tipo de Liouville de funções harmônicas com

integral de Dirichlet finita.

Teorema 9. [22] Seja (Mn,g) uma variedade Riemanniana completa e não-compacta

com curvatura de Ricci não-negativa. Assuma que u é uma função harmônica onde para

alguma bola B(x0) vale: ∫
M−B(x0)

d(x, x0)
−2|∇u|2 <∞.

Então, ∇2u = 0 em Mn.

Demonstração. Lembrando da fórmula de Bochner

1

2
∆|∇u|2 = |∇2u|2 + 〈∇u,∇∆u〉+ Ric(∇u,∇u)

e usando o fato da harmonicidade de u, temos que

|∇2u|2 + Ric(∇u,∇u) = 1

2
∆|∇u|2. (2.12)

Agora, considere uma função cut-off, introduzida em [11], φr ∈ C∞0 (B(x0, 2r)) para r > 0

tal que 

0 6 φr 6 1 em B(x0, 2r)

φr = 1 em B(x0, r)

|∇φr|2 6 C
r2

em B(x0, 2r)

∆φr 6 C
r2

em B(x0, 2r),

onde C > 0 é constante. Sendo

∆φ2
r = 2(φr∆φr + |∇φr|2),

segue que ∆φ2
r −→ 0 quando r −→∞. Veja que multiplicando (2.12) por φ2

r e integrando

sobre a bola B2r(x0) usando que Ric > 0, temos

0 6
∫
B2r(x0)

[|∇2u|2 + Ric(∇u,∇u)]φ2
r

=

∫
B2r(x0)

1

2
∆|∇u|2φ2

r.
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Usando integração por partes, segue que

∫
B2r(x0)

1

2
∆|∇u|2φ2

r =

∫
B2r(x0)

1

2
|∇u|2∆φ2

r 6
∫
B2r(x0)−Br(x0)

C

2r2
|∇u|2.

Sendo assim,

0 6
∫
M

[|∇2u|2 + Ric(∇u,∇u)]φ2
r

6
∫
B2r(x0)−Br(x0)

C

2r2
|∇u|2 → 0,

quando r→∞. Logo,

[|∇2u|2 + Ric(∇u,∇u)]φ2
r = 0,

o que implica que ∇2u = 0 e Ric(∇u,∇u) = 0 em M.

Agora, usaremos a ideia da prova do Teorema 9 para estudar os sólitons de Yamabe

no caso não-gradiente, i.e., X é um campo vetorial qualquer. No entanto, necessitare-

mos do seguinte lema (conhecido como fórmula de Bochner generalizada) cuja ideia para

demonstração foi baseada em [25], o qual será muito útil na demonstração do Teorema

10.

Lema 4. [34] Sejam (Mn,g) uma variedade Riemanniana e X ∈ X(M) qualquer, então

div(LXg)(X) =
1

2
∆|X|2 − |∇X|2 + Ric(X,X) +∇XdivX.

Demonstração. Dado um referencial geodésico {ei}
n
i=1 na vizinhança de p ∈M qualquer

e X ∈ X(M), temos que

(divLXg)(X) =

n∑
i=1

(∇eiLXg)(ei,X)

=

n∑
i=1

∇ei(LXg(ei,X)) −
n∑
i=1

LXg(∇eiei,X) −
n∑
i=1

LXg(ei,∇eiX)

=

n∑
i=1

∇ei(g(∇eiX,X) + g(ei,∇XX)) −
n∑
i=1

g(∇eiX,∇eiX)

−

n∑
i=1

g(ei,∇∇eiXX),
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o que implica em

(divLXg)(X) =

n∑
i=1

∇ei(g(∇eiX,X)) +

n∑
i=1

∇ei(g(ei,∇XX)) −
n∑
i=1

g(∇eiX,∇eiX)

−

n∑
i=1

g(ei,∇∇eiXX).

Agora note que, sendo ∇1
2
|X|2 = αjej temos

αj = g

(
∇1

2
|X|2, ej

)
= ∇ej

(
1

2
|X|2
)

= g(∇ejX,X).

Assim

∇1

2
|X|2 =

n∑
j=1

g(∇ejX,X)ej,

donde

∆
1

2
|X|2 = div

(
∇
(

1

2
|X|2
))

=

n∑
i=1

g

(
∇ei∇

1

2
|X|2, ei

)
.

Além disso,

∇ei∇
1

2
|X|2 = ∇ei

(
n∑
j=1

g(∇ejX,X)ej

)

=

n∑
j=1

g(∇ejX,X)∇eiej +
n∑
j=1

∇ei(g(∇ejX,X))ej

=

n∑
j=1

∇ei(g(∇ejX,X))ej.

Dáı,

∆
1

2
|X|2 =

n∑
i=1

∇ei(g(∇eiX,X)).

Agora lembre que

|∇X|2 =
n∑
i=1

g(∇eiX,∇eiX).
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Então

(divLXg)(X) = ∆
1

2
|X|2 +

n∑
i=1

∇ei(g(ei,∇XX)) − |∇X|2 −
n∑
i=1

g(ei,∇∇eiXX)

= ∆
1

2
|X|2 − |∇|2 +

n∑
i=1

g(∇eiei,∇XX) +
n∑
i=1

g(ei,∇ei∇XX)

−

n∑
i=1

g(ei,∇∇eiXX)

= ∆
1

2
|X|2 − |∇X|2 +

n∑
i=1

g(ei,∇2
ei,X
X).

Note ainda que,

Ric(X,X) =

n∑
i=1

g(Rm(ei,X)X, ei)

=

n∑
i=1

g(∇2
ei,X
X−∇2

X,ei
X, ei),

assim

(divLXg)(X) = ∆
1

2
|X|2 − |∇X|2 + Ric(X,X) +

n∑
i=1

g(∇2
X,ei
X, ei).

Usando que

X = xjej ⇒ ∇Xei = xj∇ejei = 0,

vamos calcular ∇XdivX. Com efeito,

∇XdivX =

n∑
i=1

∇X(g(∇eiX, ei))

=

n∑
i=1

g(∇X∇eiX, ei) +

n∑
i=1

g(∇eiX,∇Xei)

=

n∑
i=1

g(∇2
X,ei
X, ei) +

n∑
i=1

g(∇∇XeiX, ei) +

n∑
i=1

g(∇eiX,∇Xei)

=

n∑
i=1

g(∇2
X,ei
X, ei).

Logo,

(divLXg)(X) =
1

2
∆|X|2 − |∇X|2 + Ric(X,X) +∇XdivX.
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Teorema 10. [22] Suponha que o sóliton de Yamabe (Mn,g,X) possui curvatura de Ricci

não-positiva. Assuma que ∫
M−Br

d(x, x0)
−2|X|2 <∞.

Então, ∇X = 0 e R = ρ.

Demonstração. Por (2.3), usando o Lema 4 e a identidade div(λI)(X) = 〈∇λ,X〉 onde λ

é uma função em Mn, que nos dá

div(LXg)(X) = 2∇XR, (2.13)

temos

|∇X|2 = 1

2
∆|X|2 + Ric(X,X) + (n− 2)∇XR. (2.14)

Considere uma função φ ∈ C∞0 (B(x0, 2r)) para r > 0 tal que

0 6 φ 6 1 em B(x0, 2r)

φ = 1 em B(x0, r)

|∇φ|2 6 C
r2

em B(x0, 2r)

∆φ 6 C
r2

em B(x0, 2r).

Onde C > 0 é constante. Sendo

∆φ2 = 2(φ∆φ+ |∇φ|2),

segue que ∆φ2 −→ 0 quando r −→∞. Usando a equação (2.14) segue que∫
Br

|∇X|2φ2 =
1

2

∫
Br

∆|X|2φ2 +

∫
Br

Ric(X,X)φ2 + (n− 2)

∫
Br

∇XRφ2. (2.15)

Por outro lado,∫
Br

∇XRφ2 = −

∫
Br

divX(R− ρ)φ2 −

∫
Br

2φ∇Xφ(R− ρ)

= −n

∫
Br

(R− ρ)2φ2 −

∫
Br

2φ∇Xφ(R− ρ). (2.16)

Assim, substituindo (2.16) em (2.15) obtemos∫
Br

|∇X|2φ2 =
1

2

∫
Br

∆|X|2φ2 +

∫
Br

Ric(X,X)φ2

−n(n− 2)

∫
Br

(R− ρ)2φ2

−2(n− 2)

∫
Br

φ∇Xφ(R− ρ).
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Reescrevemos ∫
Br

|∇X|2φ2 + n(n− 2)

∫
Br

(R− ρ)2φ2 −

∫
Br

Ric(X,X)φ2

=
1

2

∫
Br

|X|2∆φ2 − 2(n− 2)

∫
Br

φ∇Xφ(R− ρ). (2.17)

Agora, observe que pelas desigualdades de Young e Cauchy-Schwartz obtemos

−2(n− 2)

∫
Br

φ∇Xφ(R− ρ)

= 2(n− 2)

∫
Br

φ∇Xφ(ρ− R)

6 2(n− 2)

∫
Br

|φ∇X(ρ− R)|

6 2(n− 2)

(∫
Br

|φ(R− ρ)|2
) 1

2

·
(∫
Br

|∇Xφ|2
) 1

2

6 2(n− 2)

[
1

2

(∫
Br

|φ(R− ρ)|2
)
+

1

2

(∫
Br

|∇Xφ|2
)]

6 (n− 2)

(∫
Br

|φ(R− ρ)|2 +

∫
Br

|∇φ|2|X|2
)

.

Usando isto em (2.17) encontramos∫
Br

|∇X|2 + (n− 1)(n− 2)

∫
Br

φ2(R− ρ)2 −

∫
Br

φ2Ric(X,X)

6
∫
B2r−Br

C

2r2
|X|2 + (n− 2)

∫
B2r−Br

C

r2
|X|2.

Logo, pela nossa hipótese integral

0 6
∫
Br

φ2[|∇X|2 + (n− 1)(n− 2)(R− ρ)2 − Ric(X,X)]

6
∫
B2r−Br

C

2r2
|X|2 + (n− 2)

∫
B2r−Br

C

r2
|X|2 → 0,

quando r→∞.

Portanto, temos que ∇X = 0 e R = ρ.

2.4.1 Curvatura escalar via parabolicidade

Nesta seção iniciamos com a definição de variedades parabólicas, as quais serão de in-

teresse para obtermos curvatura escalar de sólitons de Yamabe gradiente completos e

não-compactos.
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Definição 8. Uma variedade Riemanniana é chamada parabólica se toda função subharmônica

em Mn limitada por cima é constante, i.e, se u ∈ C∞(M) com ∆u > 0 e supMu < +∞,

então u é constante.

Um exemplo simples de variedades parabólicas são as variedades Riemannianas com-

pactas devido o Teorema de Hopf, já no caso não-compacto temos o próprio R2. Para

mais detalhes sobre variedades parabólicas referimos o leitor consultar [17].

Para o próximo resultado precisaremos do seguinte lema devido a Yau [36].

Lema 5. Seja u uma função suave não-negativa subharmônica em uma variedade Rie-

manniana completa Mn. Se u ∈ Lp(M), para algum p > 1, então u é constante.

Para uma prova veja [36].

O seguinte teorema trata-se de uma versão do Teorema 9, em que ao invés de assu-

mirmos a hipótese da integral de Dirichlet ser finita, nós assumiremos parabolicidade e

alguma regularidade L∞ ou Lp.

Teorema 11 (Cunha-Lemos-Roing, 2022). Seja (Mn,g) uma variedade Riemanniana

completa e não-compacta com curvatura de Ricci não-negativa. Suponha que u é uma

função harmônica em Mn. Se Mn é parabólica e ∇u ∈ L∞(M) ou |∇u| ∈ Lp(M) para

p > 1, então ∇2u = 0.

Demonstração. Primeiramente vamos assumir que Mn é parabólica e ∇u ∈ L∞(M).

Como u é harmônica temos pela fórmula de Bochner que

1

2
∆|∇u|2 = Ric(∇u,∇u) + |∇2u|2 > 0, (2.18)

uma vez que Ric > 0. Assim, |∇u|2 é uma função subharmônica em M, e desde que

supM|∇u| < ∞ e Mn é parabólica obtemos que |∇u|2 é constante em Mn. Novamente

usando a fórmula de Bochner, temos

|∇2u|2 + Ric(∇u,∇u) = 0.

Como a curvatura de Ricci é não-negativa obtemos ∇2u = 0 e Ric(∇u,∇u) = 0.

Por outro lado, se |∇u| ∈ Lp(M) para p > 1, podemos usar novamente (2.18) para

concluir que |∇u|2 é uma função subharmônica em M. Desde que |∇u| ∈ Lp(M) para

p > 1, temos pelo Lema 5 que |∇u|2 é constante em M. Portanto, podemos seguir como

acima para concluir a demonstração.
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O próximo lema devido a A. W. Cunha [4] nos dá uma fórmula tipo Bochner para um

sóliton de Yamabe gradiente.

Lema 6. Seja (Mn,g, f) um sóliton de Yamabe gradiente. Então

1

2
∆|∇f|2 = |∇2f|2 −

1

n− 1
Ric(∇f,∇f). (2.19)

Demonstração. Pela fórmula de Bochner e calculando o traço da equação estrutural do

sóliton de Yamabe (2.2) temos

1

2
∆|∇f|2 = Ric(∇f,∇f) + n〈∇f,∇R〉+ |∇2f|2. (2.20)

Agora lembre pelo Lema 3 que

(n− 1)〈∇R,∇f〉 = −Ric(∇f,∇f). (2.21)

Substituindo (2.21) em (2.20) obtemos

1

2
∆|∇f|2 = Ric(∇f,∇f) − n

n− 1
Ric(∇f,∇f) + |∇2f|2

= −
1

n− 1
Ric(∇f,∇f) + |∇2f|2.

Provando a equação (2.19).

Recentemente, Maeta [24] provou que se Mn é um sóliton de Yamabe gradiente com-

pleto, não-trivial, estático ou contrátil, tal que Ric(∇f,∇f) 6 0, f não tem pontos cŕıticos

e R > ρ, então R = ρ. O próximo teorema divido a A. W. Cunha [4] consideramos sólitons

de Yamabe com Ricci não-positivo e alguma regularidade L∞ ou Lp no gradiente de f.

Com isto o resultado de Maeta foi obtido sem a condição R > ρ e sem a condição da

função potencial não ter pontos cŕıticos. Temos o seguinte.

Teorema 12. Seja (Mn,g, f) um sóliton de Yamabe gradiente completo não-trivial com

Ric(∇f,∇f) 6 0. Se Mn for parabólica e ∇f ∈ L∞(M) ou |∇f| ∈ Lp(M) para p > 1,

então R = ρ.

Demonstração. Primeiramente assumimos queMn é parabólica e∇f ∈ L∞(M). Do Lema

6 temos
1

2
∆|∇f|2 = |∇2f|2 −

1

n− 1
Ric(∇f,∇f) > 0. (2.22)
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Logo, |∇f|2 é uma função subharmônica em Mn. Além disso, como supM |∇f| <∞ e Mn

é parabólica, obtemos que |∇f|2 é uma constante em Mn. Portanto,

|∇2f|2 −
1

n− 1
Ric(∇f,∇f) = 0.

Como a curvatura de Ricci é não-positiva, obtemos ∇2f = 0 e Ric(∇f,∇f) = 0. Portanto,

da equação (2.2) conclúımos que R = ρ.

Por outro lado, se |∇f| ∈ Lp(M) for p > 1, podemos usar novamente (2.22) para

concluir que |∇f|2 é uma função subharmônica em Mn. Como |∇f| ∈ Lp(M) para p > 1,

obtemos do Lema 5 que |∇f|2 é uma constante em Mn. Sendo assim, podemos seguir

como acima para concluir que R = ρ.



Caṕıtulo 3

Sólitons de Ricci-Bourguignon

3.1 Definições e fórmulas básicas

Neste caṕıtulo vamos expor alguns resultados sobre caracterização da curvatura escalar de

sólitons de Ricci-Bourguignon. Os resultados desta seção têm como referência principal

[6].

Definição 9. Seja (Mn,g) uma variedade Riemanniana de dimensão (n > 3), e seja

µ ∈ R. Se existir um campo vetorial suave X em Mn tal que

Ric +
1

2
LXg− µRg = λg, (3.1)

onde Ric é o tensor curvatura de Ricci, λ é uma constante e LXg representa a derivada

de Lie de g na direção do campo vetorial X, dizemos que (Mn,g,X,µ) é um sóliton de

Ricci-Bourguignon.

Observamos que no caso em que µ = 0 a equação corresponde ao sóliton de Ricci

Ric +
1

2
LXg = λg. (3.2)

Se X é um campo gradiente de uma função suave f em Mn, então, tal sóliton de Ricci-

Bourguignon é chamado de sóliton de Ricci-Bourguignon gradiente (o qual será denotado

por (M,g, f,µ)). Nesse caso, (3.1) torna-se

Ric +∇2f− µRg = λg, (3.3)

onde ∇2f representa a Hessiana de f. Além disso, um sóliton de Ricci-Bourguignon

(M,g,X,µ) é chamado expansivo, estático ou contrátil quando λ < 0, λ = 0 ou λ > 0,

35
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respectivamente. Além disso, quando o campo vetorial X é nulo (ou f é constante no caso

gradiente) então o sóliton de Ricci-Bourguignon é chamado trivial.

Observação 2. Se (Mn,g,X,µ) é um sóliton de Ricci-Bourguignon Einstein com µ 6= 1
n

,

então (Mn,g, X̃) é um sóliton de Yamabe com X̃ = nX
µn−1

. Na verdade, desde que Mn

seja uma variedade de Einstein, temos

Ric =
R

n
g,

e a equação do sóliton de Ricci-Bourguignon pode ser escrita como

1

2
LX̃g =

(
R−

λn

1 − µn

)
g,

i.e., (M,g, X̃) é um sóliton de Yamabe com constante ρ = λn
1−µn

.

O seguinte lema é bem conhecido na teoria dos sólitons de Ricci-Bourguignon gradiente

e será útil nas futuras demonstrações.

Lema 7. [10] Seja (Mn,g, f,µ) um sóliton de Ricci-Bourguignon gradiente. Então, as

seguintes identidades são válidas:

∆f = (nµ− 1)R+ nλ, (3.4)

(1 − 2(n− 1)µ)∇R = 2Ric(∇f, ·), (3.5)

(1 − 2(n− 1)µ)∆R = 〈∇R,∇f〉+ 2(µR2 − |Ric|2 + λR). (3.6)

Demonstração. A identidade (3.4) é obtida facilmente através do cálculo do traço da

equação estrutural (3.3). Para obter a segunda identidade começamos aplicando a deri-

vada covariante na equação estrutural, i.e.,

∇iRij +∇i∇i∇jf = ∇iRµgij

e usando a identidade de Ricci obtemos

∇iRij +∇j∇i∇if+ Rijil∇lf = ∇iRµgij.

Usando a fórmula para a comutação das derivadas e a identidade de Bianchi contráıda,

temos
1

2
∇jR+∇j∆f+ Rjl∇lf = ∇jRµ,
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i.e., (
1

2
− µ

)
∇jR+∇j∆f+ Rjl∇lf = 0.

Agora, pela equação (3.3) obtemos

(1 − 2(n− 1)µ)∇R = 2Ric(∇f, ·).

Finalmente, aplicando a derivada covariante na identidade acima segue que

(1 − 2(n− 1)µ)∆R = 2(∇jRjl∇lf+ Rjl∇j∇lf)

= ∇lR∇lf+ 2Rjl(µRgil + λgil − Ril)

= 〈∇R,∇f〉+ 2(R2µ+ Rλ− |Ric|2).

Provando a equação (3.6).

O teorema a seguir nos diz que dado um sóliton de Ricci-Bourguignon gradiente com

∇f completo, existe uma solução do fluxo de Ricci-Bourguignon (visto na introdução) que

é igual ao sóliton em um determinado tempo.

Teorema 13. [10] Seja (Mn,g0, f0) um sóliton de Ricci-Bourguignon gradiente com

campo vetorial ∇g0
f0 completo, então existe

(a) uma famı́lia de métricas g(t), solução do fluxo de Ricci-Bourguignon, com g(0) =

g0;

(b) uma famı́lia de difeomorfismos φt :M→M, com φ0 = IdM;

(c) uma famı́lia de funções f(t, ·) :M→ R com f(0, ·) = f0(·), definida para cada t tal

que τ(t) = −2λt+ 1 > 0.

Essas famı́lias têm as seguintes propriedades:

(i) a famı́lia φt é gerada pelo campo vetorial ∇g0
f0 eventualmente escalado pela inversa

de τ(t)
∂φ

∂t
(t, ·) = 1

τ(t)
(∇g0

f0)(φ(t, ·));

(ii) a métrica g(t) é dada pelo pullback de φ(t, ·) e o reescalonamento através de τ(t)

g(t) = τ(t)φ(t, ·)∗g0;
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(iii) a função f(t) é dada também por pullback, a saber

f(t, ·) = (f0 ◦ φ)(t, ·).

Para uma demonstração veja [10].

3.2 Sólitons de Ricci-Bourguignon compactos

Nesta seção, abordaremos sólitons de Ricci-Bourguignon compactos e a caracterização da

sua curvatura escalar.

Recentemente, Mondal e A. Shaikh [26] mostraram que um sóliton de Ricci-Bourguignon

gradiente compacto com ∇f conforme e não-trivial, é isométrico à esfera Euclideana Sn.

Depois disso, Dwivedi [16] provou o seguinte teorema de isometria para sólitons de Ricci-

Bourguignon gradiente.

Teorema 14. [16] Um sóliton de Ricci-Bourguignon gradiente compacto e não-trivial

(Mn,g, f,µ) é isométrico à esfera Euclideana se qualquer um dos seguintes itens for

válido:

(a) Mn possui curvatura escalar constante,

(b)
∫
M
〈∇R,∇f〉 6 0,

(c) Mn é uma variedade homogênea.

Como consequência do Teorema 14, A. Shaikh e outros autores [30] provaram o se-

guinte.

Teorema 15. Um sóliton de Ricci-Bourguignon gradiente compacto e não-trivial (Mn,g, f)

possui curvatura escalar constante desde que |Ric|2 = R2

n
, e portanto Mn é isométrica à

esfera Euclideana.

Para uma prova veja [30, Teorema 1.5].
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Agora, observe que∣∣∣∣Ric −
R

n
g

∣∣∣∣2 =

〈
Ric −

R

n
g, Ric −

R

n
g

〉
= |Ric|2 − 2

R

n
〈Ric,g〉+ R2

n

= |Ric|2 − 2
R

n

〈
◦
Ric +

R

n
g,g

〉
+
R2

n

= |Ric|2 − 2
R2

n
+
R2

n

= |Ric|2 −
R2

n
.

Assim, no teorema acima, a condição da curvatura de Ricci implica que Ric = R
n
g,

logo Mn é uma variedade de Einstein. Portanto, o Teorema 15 segue do Lema de Schur

(veja [15]). Sendo assim, é um problema interessante provar que, para todo µ ∈ R\{0}, um

sóliton não-trivial de Ricci-Bourguignon gradiente compacto deve ter curvatura escalar

constante.

No próximo teorema conseguiremos condições afirmativa quando µ ∈ (−∞, 1
n
). Além

disso, com uma condição integral na curvatura de Ricci o resultado vale para o intervalo

µ ∈ ( 1
n

,+∞). Provamos o seguinte.

Teorema 16. Um sóliton não-trivial de Ricci-Bourguignon gradiente compacto (Mn,g, f,µ)

possui curvatura escalar nos seguintes casos:

(a) µ < 1
n

; ou

(b) µ > 1
n

e
∫
M
Ric(∇f,∇f) 6 0,

e além disso, Mn é isométrica à esfera Euclideana.

Demonstração. Pela compacidade de Mn e calculando o traço da equação (3.3) obtemos∫
M

|λn+ (µn− 1)R|2 =

∫
M

(λn+ (µn− 1)R)∆f = −(µn− 1)

∫
M

〈∇R,∇f〉. (3.7)

Lembre-se que a segunda identidade de Bianchi contráıda nos dá δRic+ 1
2
∇R = 0, e como

consequência temos que

δ
◦

Ric= −
n− 2

2n
∇R.

Substituindo isso na equação (3.7) segue que∫
M

|λn+ (µn− 1)R|2 =
2n(µn− 1)

n− 2

∫
M

〈δ
◦

Ric,∇f〉. (3.8)
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Pela integração por partes em (3.8) obtemos por meio da equação estrutural (3.3) que∫
M

|λn+ (µn− 1)R|2 = −
2n(µn− 1)

n− 2

∫
M

〈
◦

Ric,∇2f〉

= −
2n(µn− 1)

n− 2

∫
M

〈
◦

Ric, (λ+ µR)g− Ric〉

=
2n(µn− 1)

n− 2

∫
M

〈
◦

Ric, Ric〉,

pois na última igualdade usamos o fato de que 〈
◦

Ric,g〉 = 0. Agora, desde que

◦
Ric= Ric−

R

n
g,

obtemos ∫
M

|λn+ (µn− 1)R|2 =
2n(µn− 1)

n− 2

∫
M

〈
◦

Ric,
◦

Ric +
R

n
g〉

=
2n(µn− 1)

n− 2

∫
M

◦
|Ric|2 .

Então, por (a) conclúımos que ∫
M

|λn+ (µn− 1)R|2 = 0,

assim

R =
−λn

µn− 1
.

Por outro lado, se vale (b), podemos usar a equação (3.7) juntamente com o Lema 7

para obter∫
M

|λn+ (µn− 1)R|2 = −(µn− 1)

∫
M

〈∇R,∇f〉 = 2(1 − µn)

1 − 2(n− 1)µ

∫
M

Ric(∇f,∇f) 6 0,

pois µ > 1
n

e
∫
M

Ric(∇f,∇f) 6 0.

Portanto,

R =
−λn

µn− 1
.

O próximo teorema aborda o caso não-gradiente e essencialmente usaremos a condição

de Kazdan-Warner para sua demonstração.

Teorema 17 (Cunha-Lemos-Roing, 2022). Se (Mn,g,X) é um sóliton de Ricci-Bourguignon

(µ 6= 1
n

) não-trivial para o fluxo de Bourguignon numa variedade fechada, tal que X é um

campo vetorial conforme, então R é constante, i.e., R = − λn
µn−1

.
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Demonstração. Relembrando da condição de Kazdan-Warner [3] temos que∫
M

〈∇R,X〉 = 0.

Calculando o traço da equação estrutural temos

divX = λn+ (µn− 1)R.

Por fim, integrando por partes segue que∫
M

(λn+ (µn− 1)R)2 =

∫
M

(λn+ (µn− 1)R)divX

= −(µn− 1)

∫
M

〈∇R,X〉

= 0.

Portanto,

R = −
λn

µn− 1
.

3.3 Sólitons de Ricci-Bourguignon completos e não-

compactos

O primeiro resultado desta seção trata de uma versão do Teorema 7 para sóliton de Ricci-

Bourguignon, demonstrado inicialmente para um caso particular por Rong Mi [29] onde

µ < 1
2(n−1)

. Aqui apresentamos uma prova completa para todo µ.

Teorema 18 (Cunha-Lemos-Roing, 2022). Seja (Mn,g, f), um sóliton de Ricci-Bourguignon

gradiente completo tal que |λn+(µn−1)R| ∈ L1(M) e a função potencial f tem no máximo

crescimento quadrático em Mn, i.e.,

|f(x)| 6 Cd(x,o)2, |∇f| 6 C(1 + d(x,o)2),

próximo do infinito, onde C é alguma constante uniforme e d(x,o) é a função distância

do ponto x até o ponto fixado o. Se qualquer um dos seguintes

(a)
∫
M

Ric(∇f,∇f) 6 0 e se µ < 1
2(n−1)

ou µ > 1
n

;

(b)
∫
M

Ric(∇f,∇f) > 0 e 1
2(n−1)

< µ < 1
n

,
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for válido, então a curvatura escalar é R = − λn
µn−1

em Mn.

Demonstração. Calculando o traço da equação estrutural do sóliton de Ricci-Bourguignon,

integrando por partes e usando a equação (3.5), temos∫
Br

|λn+ (µn− 1)R|2 =

∫
Br

(λn+ (µn− 1)R)∆f

= −(µn− 1)

∫
Br

〈∇R,∇f〉+
∫
∂Br

(λn+ (µn− 1)R)∇νf

=
2(1 − µn)

1 − 2(n− 1)µ

∫
Br

Ric(∇f,∇f) +
∫
∂Br

(λn+ (µn− 1)R)∇νf.

Veja que em ambos os casos (a) e (b) obtemos

2(1 − µn)

1 − 2(n− 1)µ

∫
Br

Ric(∇f,∇f) 6 0,

usando Cauchy-Schwartz juntamente com o crescimento da função potencial, segue que∫
Br

|λn+ (µn− 1)R|2 6
∫
∂Br

(λn+ (µn− 1)R)∇νf 6 Cr
∫
∂Br

|λn+ (µn− 1)R|.

Agora, pela Fórmula de Fubini temos∫
M

|λn+ (µn− 1)R| =

∫ r
0

∫
∂Br

|λn+ (µn− 1)R|,

usando o fato de |λn+ (µn− 1)R| ∈ L1(M) segue que

∞ >

∫
M

|λn+ (µn− 1)R| =

∫ r
0

∫
∂Br

|λn+ (µn− 1)R| = r

∫
∂Br

|λn+ (µn− 1)R|.

Logo, existe uma sequência r = rj →∞ tal que

r

∫
∂Br

|λn+ (µn− 1)R| −→ 0,

i.e., ∫
M

|λn+ (µn− 1)R|2 = 0,

o que implica

R = −
λn

µn− 1
.

Corolário 3. Nas mesmas condições do teorema acima, um sóliton de Ricci-Bourguignon

estático deve ser Ricci flat.
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Demonstração. Pelo teorema anterior e usando o fato de λ = 0 conclúımos que R = 0, de

modo que da equação (3.6) temos Ric ≡ 0.

Corolário 4. Nas mesmas condições do teorema anterior, se Mn é um sóliton expansivo

com µ > 1/n ou um sóliton contrátil com µ < 1/n então Mn deve ser isométrico à esfera

Euclideana.

Demonstração. Pelo Teorema 18 a curvatura escalar de Mn é constante, então se λ < 0

temos que Mn é um sóliton de Ricci gradiente expansivo com curvatura escalar constante

R = ξn, onde ξ = −λ
µn−1

> 0. Isto implica pelo Teorema [28, Teorema 7] que

|Ric|2 = ξR =
1

n
R2.

Pelo caso da igualdade na desigualdade de Cauchy-Schwarz, deduzimos que Ric = ξg (ξ >

0), e do Teorema de Myers’s temos que Mn é compacta, sendo assim pelo Corolário 1.12

de [16] conclúımos que Mn é isométrico à esfera Euclideana. O caso λ > 0 é análogo.

Por fim, utilizando a ideia do Teorema 10 temos o seguinte resultado.

Teorema 19 (Cunha-Lemos-Roing, 2022). Seja (Mn,g,X,µ) um sóliton de Ricci-Bourguignon

com curvatura de Ricci não-positiva e µ > 1. Suponha que∫
M−Br(x0)

d(x, x0)
−2|X|2 <∞. (3.9)

Então a curvatura escalar R = − λn
µn−1

em Mn e ∇X = 0.

Demonstração. Calculando o traço da equação estrutural do sóliton de Ricci-Bourguignon,

temos que o sóliton de Ricci-Bourguignon satisfaz

divX = λn+ (µn− 1)R, em M. (3.10)

Usando o Lema 4, (3.1) e a identidade de Bianchi contráıda 2divRic(X) = ∇XR, que nos

dá

div(LXg)(X) = (2µ− 1)∇XR, (3.11)

encontramos a equação

|∇X|2 = 1

2
∆|X|2 + Ric(X,X) + (n− 2)µ∇XR. (3.12)
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Agora vamos considera a função cut-off, introduzida em [11], φ = φr ∈ C∞0 (B(x0, 2r))

para r > 0, tal que 

0 6 φr 6 1 in B(x0, 2r)

φr = 1 in B(x0, r)

|∇φr|2 6 C
r2

in B(x0, 2r)

∆φr 6 C
r2

in B(x0, 2r).

(3.13)

Temos que ∫
Br

Xj∇jRφ2 =
1

µn− 1

∫
Br

Xj∇j(λn+ (µn− 1)R)φ2

= −
1

µn− 1

∫
Br

divX(λn+ (µn− 1)R)φ2

−
2

µn− 1

∫
Br

φ∇Xφ(λn+ (µn− 1)R).

Logo,∫
Br

∇XRφ2 = −
1

µn− 1

∫
Br

(λn+ (µn− 1)R)2φ2 −
2

µn− 1

∫
Br

φ∇Xφ(λn+ (µn− 1)R).

Integrando (3.12) obtemos∫
Br

|∇X|2φ2 =
1

2

∫
Br

(∆φ2)|X|2 +

∫
Br

Ric(X,X)φ2 + (n− 2)µ

∫
Br

∇XRφ2.

Implicando que∫
Br

|∇X|2φ2 +
(n− 2)µ

µn− 1

∫
Br

(λn+ (µn− 1)R)2φ2 =
1

2

∫
Br

(∆φ2)|X|2 +

∫
Br

Ric(X,X)φ2

−
2(n− 2)

µn− 1

∫
Br

φ∇Xφ(λn+ (µn− 1)R).

Usando as desigualdade de Young e Cauchy-Schwarz no terceiro termo do lado direito da

igualdade acima, obtemos

−
2(n− 2)

µn− 1

∫
Br

φ∇Xφ(λn+ (µn− 1)R)

=
2(n− 2)

µn− 1

∫
Br

∇Xφ((1 − µn)R− λn)φ

6
2(n− 2)

µn− 1

(∫
Br

|((1 − µn)R− λn)φ|2
) 1

2
(∫
Br

|∇Xφ|2
) 1

2

6
(n− 2)

µn− 1

(∫
Br

|((1 − µn)R− λn)φ|2 +

∫
Br

|∇Xφ|2
)

6
(n− 2)

µn− 1

∫
Br

|((1 − µn)R− λn)φ|2 +
(n− 2)

µn− 1

∫
Br

|X|2|∇φ|2,
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uma vez que µ > 1. Assim, como a curvatura de Ricci é não-positiva, obtemos∫
Br

|∇X|2φ2 +
(n− 2)µ

µn− 1

∫
Br

(λn+ (µn− 1)R)2φ2

6
1

2

∫
Br

(∆φ2)|X|2 +
(n− 2)

µn− 1

∫
Br

|((1 − µn)R− λn)φ|2 +
(n− 2)

µn− 1

∫
Br

|X|2|∇φ|2,

i.e., ∫
Br

|∇X|2φ2 +
(n− 2)(µ− 1)

µn− 1

∫
Br

(λn+ (µn− 1)R)2φ2

6
1

2

∫
Br

(∆φ2)|X|2 +
(n− 2)

µn− 1

∫
Br

|X|2|∇φ|2

6
1

2

∫
B2r−Br

C|X|2

r2
+

(n− 2)

µn− 1

∫
B2r−Br

C|X|2

r2
−→ 0,

quando r→ +∞. Como µ > 1 conclúımos a prova do teorema.

Usando a equação (3.6) temos o seguinte resultado.

Corolário 5. Seja (Mn,g,X,µ) um sóliton de Ricci-Bourguignon com curvatura de Ricci

não-positiva e µ > 1. Se ∫
M−Br(x0)

d(x, x0)
−2|X|2 <∞, (3.14)

então Mn deve ser não-expansivo. Em particular,

(a) Se Mn é estático então deve ser Ricci flat;

(b) Se Mn é contrátil então Mn é um sóliton de Yamabe com X̃ = n
µn−1

X.

Demonstração. Como o Teorema 19 implica ∇X = 0 temos LXg = 0. Sendo assim, segue

que

0 > Ric = (λ+ µR)g = −
λ

µn− 1
g.

Logo, λ > 0. Se Mn é estático então Ric = − λ
µn−1

g = 0. Finalmente se Mn é contrátil

então

Ric = −
λ

µn− 1
g =

R

n
g,

portanto, Mn é Einstein. Pela observação 2 conclúımos que (M,g, X̃) é um sóliton de

Yamabe.
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