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Resumo

Neste trabalho estudaremos resultados que abordam a caracterizacao da curvatura esca-
lar de sdlitons de Yamabe e solitons de Ricci-Bourguignon, fazendo uma divisao desses
resultados em casos compactos e completos nao-compactos através do uso de ferramen-
tas como: formulas do tipo Bochner, teoremas do tipo Liouville, integral de Dirichlet
finita, condicao de Kazdan-Warner, crescimento quadratico da fungao potencial, alguma
regularidade LP ou L* da variedade e parabolicidade. Como aplicacao de tais resultados
apresentaremos teoremas de isometria. Finalmente, obtemos novos resultados nos casos
compactos e completos nao-compactos para sélitons de Ricci-Bourguignon.

Palavras chaves: Variedades compactas e completas nao-compactas, curvatura es-
calar constante, sélitons de Yamabe e Ricci-Bourguignon, condicao de Kazdan-Warner e

variedades parabdlicas.



Abstract

In this work we will study results that approach the characterization of the scalar curvature
of Yamabe solitons and Ricci-Bourguignon solitons, dividing these results into compact
and complete non-compact cases through the use of tools such as: Bochner-type formu-
las, Liouville-type theorems, finite Dirichlet integral, Kazdan-Warner condition, quadratic
growth of the potential function, some regularity LP or L* of the manifold and parabo-
licity. As an application of such results, we will present isometry theorems. Finally, we
obtain new results on the compact and complete non-compact cases for Ricci-Bourguignon
solitons.

Keys words: Compact and complete non-compact manifolds, constant scalar curva-
ture, Yamabe and Ricci-Bourguignon solitons, Kazdan-Warner condition and parabolic

manifolds.
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Introducao

O fluxo de Yamabe foi introduzido em 1989 paralelamente junto com o fluxo de Ricci
por Hamilton, o primeiro com o objetivo de solucionar a conjectura de Poincaré e o
segundo como uma tentativa de solucionar o problema de Yamabe (veja [33]) esse nome
¢ uma homenagem feita a Hidehiko Yamabe, que dizia o seguinte: Dada uma variedade
Riemanniana compacta (M™, g), com dimensao n > 3 é possivel encontrar uma métrica
conforme a g com curvatura escalar constante.

Em 1960, H. Yamabe tentou resolver este problema usando técnicas de calculo de va-
riagoes e equagoes diferenciais parciais elipticas. Infelizmente, sua prova continha um erro,
descoberto em 1968 por Neil Trudinger [32]. Ele foi capaz de consertar a demonstragao,
mas dessa vez com algumas restri¢coes na prova envolvendo a hipétese de curvatura escalar
nao-positiva.

Em seguida, em 1976, Thierry Aubin [2] foi capaz de estender o resultado anterior,
provou o problema supondo n > 6 e (M™, g) nao conformemente flat. Finalmente, Ri-
chard Schoen [31] em 1984 completou os demais casos para a solu¢ao do Problema de
Yamabe. A solucao do problema de Yamabe é um marco no desenvolvimento da teoria
das equacoes diferenciais parciais nao lineares.

Hamilton definiu o fluxo de Yamabe como sendo uma equacao de evolugao no espago
das métricas Riemannianas, que sob varios aspectos se comportam como uma equagao do

calor nao-linear. Tal fluxo é descrito pela equacao:

Nesse contexto, os sélitons de Yamabe representam um tipo de solugao especial para
o fluxo de Yamabe, e correspondem as solugoes auto-similares do fluxo.

Dizemos que uma variedade Riemanniana (M™, g) é um séliton de Yamabe se existir



Sumario 2

um campo X € X(M) e uma constante p tal que

(R—p)g = %Lxg (1)

em M. Onde R é a curvatura escalar, e £xg ¢ a derivada de Lie da métrica g na direcao
do campo X.
Quando o campo acima é um campo gradiente, isto é, quando X = Vf temos o que

chamamos de séliton de Yamabe gradiente e reescrevemos a equacao acima como

(R—p)g=V>f (2)

em M, onde a f é chamada funcao potencial.

Dizemos que um séliton de Yamabe é expansivo, estatico ou contratil, se p < 0, p =0
ou p > 0, respectivamente.

Consideremos em uma variedade Riemanniana (M™, g), n > 3, fluxos geométricos do

tipo
ag(t) :
——— = —2(Ric — pR
m ( uRg)
para algum p € R, u # 0. Tais fluxos sao denominados fluxos de Ricci-Bourguignon e
existe também um tipo de solucao especial para tal que corresponde as solugoes auto-
similares do fluxo que nos da a seguinte nocao de séliton de Ricci-Bourguignon:

Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana de dimensao n > 3, e seja 1 € R. Se existir

um campo vetorial suave X em M™ tal que
) 1
Rlc+§ﬁxg—uRg = Ag, (3)

onde Ric é o tensor curvatura de Ricci, A é uma constante e £xg representa a derivada
de Lie de g na diregdo do campo vetorial X, dizemos que (M, g, X, ) é um séliton de
Ricci-Bourguignon.

Se X é um campo gradiente de uma fungao suave f em M™, entao, tal séliton de Ricci-
Bourguignon é chamado de séliton de Ricci-Bourguignon gradiente. Nesse caso, temos a
seguinte equagao estrutural

Ric + V*f — uRg = Ag, (4)

onde V2f representa a Hessiana de f.



Sumario 3

No Capitulo 1, forneceremos algumas nocoes preliminares que serao necesséarias para
o desenvolvimento deste trabalho e algumas definicoes de operadores diferenciais que
julgamos importantes. As principais referéncias para esse capitulo foram [9] e [15].

No Capitulo 2, realizamos o estudo de sélitons de Yamabe compactos e completos
nao-compactos, onde nosso objetivo foi estudar sob quais condigoes esses solitons possuem
curvatura escalar constante e, além disso, desenvolver férmulas como a férmula de Bochner
generalizada para servir de ferramenta em algumas demonstracoes, finalizando-o com
resultados sobre a curvatura escalar via parabolicidade.

No Capitulo 3, nosso estudo foi baseado em [6] com o objetivo de fornecer férmulas que
sao ferramentas para demonstragoes envolvendo sélitons de Ricci-Bourguignon e mostrar
resultados que dizem respeito a caracterizacao da curvatura escalar desses sélitons, ressal-

tamos que o capitulo é muito interessante por expor resultados novos a serem publicados.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo vamos apresentar algumas defini¢oes e resultados de geometria Riemanni-
ana que serao necessarios ao longo da dissertacao, para um estudo mais profundo dessas
nogoes preliminares recomendamos o leitor consultar as referéncias [15] e [9] . Além disso,
para estudo da dissertacao espera-se que o leitor possua conhecimento de algumas nogoes
de geometria em variedades Riemanniana tais como: conexoes, métricas, curvatura, ten-

sores e derivada de Lie.

Definicao 1. Seja f: M™ — R™ uma funcao suave. O gradiente de f € o campo vetorial

suave VT definido sobre M™ por
(VT, X) = X(f),
para todo X € X(M).

A partir da definicao anterior temos algumas proposicoes que serao uteis para o tra-

balho.

Proposicao 1. Se f,g: M™ — R sao fungoes suaves, entao
(a) V(f+g)=VIf+Vg;
(b) V(fg) = gVf+fVg.

Demonstracao. Seja X um campo suave sobre M™, temos pela definicao de gradiente que
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(V(f+9),X) = X(f+g)
= X(f) + X(g)
= (Vf,X)+ (Vg,X)
= (Vf+Vg,X)

(V(fg),X) = X(fg) = gX(f) +fX(g)
= (gVF,X) + (fVg, X)
= (gVf+1fVg,X).

]

Proposicao 2. Seja f: M™ — R™ uma fungdo suave. Dados p € M ev € T,M, seja

Y :(—€,€) — M uma curva suave tal que y(0) =p ey’(0) =v. Entao

(v} = o (Foy) (Do (1.1)

Em particular, se p é ponto de mdzximo ou minimo local para f, entao Vf(p) = 0.

Demonstracao. Primeiramente observe que, sendo X uma extensao local de vy’ temos

(VE,9)p = (X(O)P) = +(Fo 1) (Vo

Suponhamos agora que p é ponto de maximo local para f (o outro caso é andlogo).
Entao existe U C M vizinhanga aberta de p tal que f(p) > f(q) para todo q € U e se
veT,Mevy:(—e, e) — U sao como no enunciado, entdo foy: (—e€,e) — R tem um

méaximo local em 0, donde

d
(VE,v)p = E(f oY) (t)lt=o = 0.
Como a relacdo acima é valida para todo v € T,M, segue que Vf(p) = 0. O]

Corolario 1. Se f: M™ — R e ¢ : R — R sao funcoes suaves, entao

V(pof) =d'(f)VT.
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Demonstragao. Sejap € M,v € ToM e y:(—e,e) — M uma curva tal que y(0) =p e

v'(0) = v, pela proposicao anterior temos que

(V(@of) = Llbofor)(t
d

= (P (Foy)(tll-o

- (d)/ © f) <Vf7v>P'

Outra definicao que aparecera frequentemente é a seguinte.

Definicao 2. Seja X um campo vetorial suave em M™. A divergéncia de X € a funcao

suave div: M™ — R | dada para p € M por
(divX)(p) = tr{v = (Vi X)(p)},
onde v € T,M e tr denota o traco do operador linear entre chaves.

Proposicao 3. Se X,Y sao campos vetoriais suaves em M™ e f: M — R € uma func¢ao

suave, entao
(a) div(X+Y) = divX + divY;
(b) div(fX) = fdiv(X) + (Vf, X).

Demonstracao. Sejam X e Y campos suaves em M™ e {eq, ..., e} um referencial ortonor-

mal em uma vizinhanca aberta U C M. Temos que

div(X+Y) = <i Ve (X+Y), ei>

i=1
— <i Ve X+ i VY. ei>
i=1 i=1

= <i Ve X, ei> + <i Ve Y, ei>
i=1 i=1

= divX + divY
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div(fX) =

= fdivX + (X, VT).

Proveniente da Definigao 2 temos:

Definicao 3. Seja f : M™ — R™ uma funcao suave. O Laplaciano de f € a funcao
Af : M"™ — R dada por
Af = div(VT).

Corolario 2. Se f: M™ — R e ¢ : R — R sao funcoes suaves, entao
Alpof) = (¢" o )|V + (¢ o f)AF.
Demonstra¢ao. Usando a definicao do Laplaciano segue que

Albof) = div(V(dof))
= div((¢’ o f)VF)
— (V(¢'of), V) + (¢ o f)div(VF)
= ((¢" o F)VF, V) + (¢ o f)Af.

Proposigao 4. Dadas f,g: M™ — R fungoes suaves, tem-se
A(fg) = gAf + fAg + 2(Vf,Vg).

Em particular,

1
5A(f2) = fAf + |V
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Demonstra¢ao. Dadas f, g fungoes suaves, usando a definicao do Laplaciano e as propri-

edades do divergente temos que
A(fg) = div(Vfg)
= div(fVg+ gVf)
= div(fVg) + div(gVfT)
= fdiv(Vg) + (Vf,Vg) + gdiv(Vf) + (Vg, Vf)
= fVg+ gVf+2(Vf,Vg).

e fazendo f = g na demonstracao acima obtemos o caso particular. O]

A definicao a seguir é muito utilizada neste trabalho, pois aparece na equagao estru-

tural dos solitons a serem estudados aqui.

Definigao 4. Seja f : M™ — R™ uma fun¢ao suave e p € M. O Hessiano de f € o

campo de operadores lineares (V*f), : T,M — T,M | definido para v € T,M por
(V) (v) = (V, V1) (p).

Seque das propriedades da conerao Riemanniana que se X € qualquer extensao dev a uma

vizinhanca de p em M™, entao

(V2)p(v) = (VxVT)(p).
Pela Definigao 4 temos uma outra forma de expressar o Lapraciano. Vejamos.
Proposicao 5. Se f: M™ — R ¢ uma funcdo suave, entdo
Af = tr(V3f).

Demonstracao. Seja U C M uma vizinhanca de p € M onde esteja definida um referencial

movel {eq, ..., e,}. Entao,

tr(V3), = <Z(V2f)p(ei),ei>

i=1

= <i Vein, €i>
i=1 P

= div(Vf)(p)
= Af(p).
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O lema que segue sera necessario para a préxima proposicao.

Lema 1. Seja V um espaco vetorial real n-dimensional com produto interno, e T :V =V
um operador linear auto-adjunto e positivo definido, com autovalores A1, ..., Ay > 0. Se

A=minfA; 1 <i<n}ev eV éum vetor unitdario, entao
(Tv,v) > A.

Demonstracao. Pelo Teorema Espectral, podemos escolher uma base ortonormal {ey, ..., en}

de V, com Te; =Aje; para 1 <i<n. Sev=y) " e, entao > i, o =1 e dal

(Tv,v) = <Ti“i€i,i0{j6j>
i=1 i=1

= Z Ki &4 (Tei, €j>

ij=1

= Z O(i06j7\i<€i, €j>

i,j:1

= Aio@:?\.
i=1

A seguinte proposicao sera utilizada no Teorema 6.
Proposicao 6. Seja f: M™ — R € uma fun¢ao suave.

(a) Se p € M € ponto de minimo (resp. mdzximo) local para f, entdo p € ponto critico

de f e (V*f), € positiva (resp. negativa) semi-definida.

(b) Sep € M € ponto critico de f e (V*f), € positiva (resp. negativa) definida, entio

p € ponto de minimo (resp. mdximo) local estrito para f.

Demonstragao. Provemos as afirmagdes dos itens (a) e (b) que se referem a pontos de
minimo (os demais casos sdo andlogos). Se p € M é ponto de minimo local para f, entdo
jé sabemos que p € critico. Portanto, dado v € T,M e uma curva suave c : (—€,e) — M
com c(0) =p e ¢’(0) =v, segue que 0 é ponto de minimo local para foc: (—e,e) — R
de maneira que
d2
(ng)p(V’V) = @(f oc)(t)l=o = 0.

Assim, (V?f),, é positiva semi-definida.
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Reciprocamente, seja p € M ponto critico de f e suponha que (VQf)p é positiva defi-
nida. Nas notacoes do paragrafo anterior e tomando ¢ = vy, uma geodésica normalizada,
da férmula de Taylor para foc, de (1.1) e sendo

d2

(V)y o (v'(1),¥' () = e (fev(v),

segue que
(foy)(t) = (foy)(0)+ (foy)'(0)t+ %(f 0y)"(0)t* + oy (t)

= f(p) + %(VQf)p(v,v)t2 + 0,(t)

onde v =v'(0) e limy__, OV,E(;) = 0. Aplicando o lema anterior a (V*f), : T, M — T,M,

existe A > 0 tal que (V*f),(v,v) > A, para todo v € T, M unitdrio. Por outro lado, desde
que

(foy)(t) = (f o expy)(tv),
a ultima expressao acima para (f o y)(t) garante que o,(t) depende continuamente de
v € T,M. Portanto, existe € > 0 tal que |o,(t)| < %Atz para todov € TyM tal que [v| =1

e todo 0 < [t|le. Logo, numa bola normal B(p;d) C M, com 0 < €, temos que

(Foy)(t) > f(p)+ 8+ oy(t)

2
A Ov(t) 2
= f — t
(m+(2+@)
> f(p),
de modo que p é ponto de minimo local estrito para f. O

Nos capitulos a seguir precisaremos das seguintes defini¢oes de espagos LP.
Definicao 5. Sejap € R, 0 < p < 0co. Definimos

LP(M) := {f: M — R; f € mensurdvel eJ
M

If|P < oo} )
Por outro lado, se p = 0o, definimos
L®(M) :={f: M = R; f € mensurdvel e existe c > 0 t.q. |f(x)] <c ¢.s. em M}

Lema 2. Desigualdade de Young. Sejam p,q > 1 tais que %4—% =1, ex,y € [0,00).

Entao

1 1
xy < —xP + —y9,
P q

e a igualdade ocorre se, e somente se, y = xP L.



Capitulo 2

Solitons de Yamabe

2.1 Definicoes e férmulas basicas

Neste capitulo, vamos definir sélitons de Yamabe gradientes, exibindo alguns exemplos e

férmulas que serao necessarias para desenvolver os resultados presentes no mesmo.

Definigao 6. Dizemos que uma variedade Riemanniana (M™, g) € um séliton de Yamabe

se existir um campo X € X(M) e uma constante p tal que
1
(R—p)g=5Lxg (2.1)

em M. Onde R é a curvatura escalar e Lxg € a derivada de Lie da métrica g.
Quando X = VT para alguma func¢ao f, obtemos uma outra equagao estrutural, a de

soliton gradiente de Yamabe e nesse caso a equacao (2.1) torna-se da forma
(R—p)g=V>f (2.2)
em M, onde f é chamada fungao potencial.

Dizemos que um séliton de Yamabe é expansivo, estatico ou contratil, se p < 0, p =0

ou p > 0, respectivamente.

Observacao 1. Tomando o trago em (2.1) e (2.2) obtemos respectivamente

(R—p)n = div(X), (2.3)

(R—p)n = Af. (2.4)

11
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A teoria de sélitons de Yamabe esta conectada com o estudo do fluxo de Yamabe, uma
vez que estes sélitons sao solucoes auto-similares para este fluxo. Deixamos claro que nao
iremos fazer um aprofundamento desse estudo neste trabalho. Entretanto, o seguinte

teorema (veja [18]) ird expor a conexao entre essas duas teorias.

Teorema 1. Seja (M™, gy, fy) um séliton de Yamabe gradiente com campo vetorial V g,

completo, entao existe
(a) uma familia de métricas g(t), solu¢ao do fluro Yamabe, com g(0) = go;
(b) uma familia de difeomorfismos &y : M — M, com b = Idm;

(c) uma familia de fungoes f(t,-) : M — R com f(0,-) = fo(-), definida para cada t tal
que T(t) = —pt+1 > 0.

Essas familias tém as sequintes propriedades:

(i) a familia d¢ € gerada pelo campo vetorial ﬁvgofo eventualmente escalado pela

inversa de T(t)
¢ —1

3t (t,) = F(t)(vgofo)((b(t’ ));

(ii) a métrica g(t) é dada pelo pullback de $(t,-) e o reescalonamento através de T(t)
g(t) = t(t)d(t, )" go;
(111) a funcao f(t) € dada também pelo pullback, a saber:

f(t,-) = (fo o d)(t,-) = d(t)"(fo).

Demonstragao. Defina t(t) = —pt + 1. Ja que o campo Vg fy é completo, existe uma
familia a 1-parametro de difeomorfismos ¢(t) : M — M gerados pelos campos —#mvgofo

definido para todo T(t) > 0. Entao, defina f(t) = fgo d(t) e g(t) = T(t)d(t)*go. Assim,

dag(t) (¢ (t)"go)

Q. ot |t:t0

P —pd(to)*go + T(to)

em ty e como

implicando
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temos
og(t) _ pg(to) d(Pp(to)*go)
ot li—t, = ~(to) + t(to) ot et -
Veja que, usando propriedades da derivada de Lie temos
o(Pp(tg)*
w(to) LX) ety (80 ) a0
onde,
o(d(ty) tod(t op(t
Y(to) - (d)( O)at d)( ))|t:t0 = (d)(to)il)* (%h—to) .
Dali,
o(Pp(t
T(to) (d)(a(i) 90)|t—t0 — T(tO)L((b(t ) 1)*(54;it)‘ _ O]q)(tO)*gOv
onde,
o (t 1
%)’t_to — 9 (t )Vgo 0= d)(t)* <_ vg(to)f(tﬁ))
Logo,
o(Pp(tg)*
T(tp) (Cb(a(j[) 90)|t:t0 = 2£vg(t0)f(to)9(to)

Com isto, concluimos que

ag(t) P 1
ot = _T(t) g(t) - iﬁvgmf(t]g(t)‘

Por outro lado,

— 59— 3w, nnglt)
i.e,
R(g(t)g(t) — 59(t) = 34w, 0 9(t)
Portanto,
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2.2 Exemplos

Exibiremos alguns exemplos cléassicos de variedades Riemannianas nao-compactas e com-

pletas que sao solitons de Yamabe gradiente.

Exemplo 1. Sdliton de Einstein. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana completa
e nao-compacta com curvatura de Ricci Ryj = £2gi5 e seja f : M — R uma fungao

constante. Entao,

(R—p)gy = ViVjf.

Exemplo 2. Séliton Gaussiano de Yamabe. Seja (R™, g, Vf, p) onde f: R™ — R é
dada por f(x) = Z2[x[>, p € R e g ¢ a métrica Euclideana do R™. Dessa forma, R =0, e
sendo {eq,...,en} a base canonica do R™, temos que
ot

0x;0%;

Assim, V?f(e;,e;) = 0 quando 1 # j e V*f(ey, e5) = —p quando i = j. Logo, V;V;f =

Vflei, ¢;) = eilej(f)) — g(VF, Ve,e5) = ei(e;(f))

—pdi;. Concluimos entao que

(R—p)gi; = ViV;f.

Portanto, (R™, &y;, —92|x\2) ¢ chamado séliton gaussiano de Yamabe contratil se p > 0 e

soliton gaussiano de Yamabe expansivo se p < 0.

Exemplo 3. Séliton Cigar de Yamabe. Seja (R? gy) uma superficie Riemanniana

e 7 7’ . . 2 _ 4
com gy = —LHXQWZ, onde g é a métrica Euclideana do R*. Temos que R = Treyoe ©

que considerando a funcio f(x,y) = 2In(1 + x? +y?) temos

Rgij = VIV)f
De fato, para provar isto, mostraremos que gy (t) = m ¢ uma solucao de
ag(t) .
—— = —2R t)).
ot ic(g(t))

2

Com efeito, lembre que, se (M?,g) é uma superficie Riemanniana e gy = u - g, onde

u e C®(M), entao
1 . R
Rg; =u (Rg—Agln(u)) e Ric=Ry = 594 quando n =2.

Esta tltima afirmagao pode ser vista em [13]. Assim, gs(t) = u(t)g é uma solucdo da
equacao do fluxo de Ricci se e somente se

ou
pri Agln(u) —Ry.
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Verifiquemos a condicao suficiente. Veja que,

0gs(t) _ ou(t)

-g = (Agln(u(t) — Ry)g,

ot ot
assim,
dgs(t) .
g&;:t = —Rgsv) - u(t) - g = —Rg, (1) - 9= (t) = —2Ric(gz(t)).
Como g (t) =u(t) - g, onde u(t) = sz, basta mostrar que
ou
3¢ = Agln(w) =Ry = Agln(u).
Ora, note que
ou(t) —4elt
ot (ef+x2+1y?)?
e que
oln(u(t)) —2x
ox et 4y?
Assim,

%n(u(t))  —2(e* +x2 +y?) + 4x>

o2 (ef 2 +yr)?

Analogamente temos

%In(u(t)) —2(e*t +x2+y?) + 4y?

ay2 - (e4t_|_x2 +92)2
Logo,
—2(e®t 4+ x 2 +y?) +4x® —2(e* +x% +y?) + 4y?
Aglhhu =
(eft + x2 +y2)2
—4ett
- (%t + x2 + y2)2
~ou(t)
ot
isto é,
. 10gsx(t) 1 —4 2
R = —— )= —— = .
Portanto,
4
R.. =

T (14 x2+yD)?
Por outro lado, seja Y € X(IR?) definido por Y = 4(Xa—aX + y%), onde {a_ax’ %} ¢ a base

canonica do R?. Como gy =u- g, onde u = (1 +x? +y?)~!, temos

Lygs = Ly(u-g) = (Lyw) - g+u-Lyg.
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Mas, sendo
Lyt = Dy = ax ¥ 4 4y O
= 4x
Y Y 0x Y dy’
temos
—2 —2

Agora, observe que

(142 +y2)? (T2 +y2)?
—8(x* +?)

(1+X2 +y2)2'

Lydx! = d(Lyx') = d(Dyx') = dY?,

assim
Lyg = Ly(gijdxi®dxj)
= LYgij dx' @ dx) + gij(Ldei) ® dx) + Jij dx' ® (Lydxj)
= Dygy dx' @ dx) + gij dY' ® dx + i dx' @ dY
oYk oYk : .
= D i i ' ).
( Y9)+9k]a +9kax]>d" ® dx
Dali,
0o 0 oYk oYk
(LYg) (al a]) ®Y91)+gk]ax+glka]'
Entao,
0 0
L - — | =
(v9) (525555 ) =
e
0o 0 oyt
L - - | = -
(vg) (axl’ axl) oxt
Como
0 0
Y=Y! = — —
o (Xax+yay> ’
e

resulta que Lyg = 8g.

Lvygs

0o 0
(Lvg) (670 axi) =8

—8(x* +y*)g 8g

(1+x24+y2)2  1+x24+y?

=80 +y*)(1 +x* +y?)g + (1 +x* +y*)*8g
(1+x2+y2)3

Logo,

%9
(14 x24+y2)?
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Portanto,

39
SY9E = e g

Finalmente, mostraremos que Y = Vf, onde f = 2In(1 + x? +y?). De fato, basta ver que

se

0 0
f= XA A
V a aXJrayay
segue que
4x _of
1+x24+y2  dx

= au
Do mesmo modo temos
4y _of
1+x2+y?>  dy

Logo, a, = 4x e ay = 4y. Sendo assim,

1 4
Vit =~ Lyrgr = ?

Y __ _Rg.
> T+ +y22 9

Portanto, concluimos que

Rg = Vf,

como queriamos.

2.3 Solitons de Yamabe compactos

Nesta secao iremos caracterizar a curvatura escalar de sélitons de Yamabe compactos.
O proximo lema nos da algumas identidades andlogas as conhecidas para um soéliton

de Ricci gradiente.
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Lema 3. [22] Seja (M™, g, f,p) um sdliton de Yamabe gradiente de dimensao n. Entdo
temos as sequinte relagoes

(n—1)VR = —Ric(VF, ") (2.5)

AR —1) = —%(VR, V) —R(R—p). (2.6)

Demonstracao. Denotaremos por Ric = Rj; o tensor de Ricci em coordenadas locais.
Primeiramente, vamos obter uma férmula para o Laplaciano da curvatura escalar de um
soliton de Yamabe gradiente.

Pela equacao estrutural do séliton de Yamabe gradiente (2.2) e aplicando a derivada
covariante Vi obtemos

VkRgi; = Vi Vi Vit
Usando a identidade de Ricci
Vi ViVt — ViV Vit = Rjia Vi,
temos
ViV Vif + Rjua Vif = ViRgy;.

Por uma contracao para j, k segue que

Ry Vif + ViAf = ViR
Agora, usando (2.4) temos

nViR + Ry Vi f = ViR,

implicando em

(n — 1)VR = —Ric(VH, ).

Por outro lado, como

AR = gV, V;R,

usando a equagao (2.5) obtemos

iy 1
AR = gV <—mRnV1f)

ij
= — L (ViRWVif + Ry ViVif)
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Por fim, usando a segunda identidade de Bianchi contraida e o traco da equagao estrutural
segue que
1

1 .
AR = S (§V1vaf + g”Rj1(R— p)gu) ,

Portanto,

(n—1)AR = —%(VR, V) —R(R—p).

[]

O primeiro teorema de caracterizagao da curvatura escalar de sélitons de Yamabe
gradiente compactos foi feito em 2011 por Daskalopoulos e Sesum em [14]. Em 2012, uma
demonstragao alternativa mais simples foi dada por Hsu em [19]. Aqui apresentaremos

sua prova.

Teorema 2. Seja (M™, g, f) um sdliton de Yamabe gradiente compacto comm > 3. Entdo

M™ tem curvatura escalar constante.
Demonstra¢ao. Primeiramente, pela equagao (2.4) temos

JM(R—p) :%JMAf:O.

Por outro lado, pelo Lema 3 segue que
1
J [(n—1)AR + §<VR, Vf)+R(R—p)] =0.
M

Dai,

1
—J <VR,Vf>=—J R(R—p).
2 M M

onde, usando integragado por partes e a equagao (2.4)

1 1
—§JM<VR,V1‘> — 5JMRM
n
= 5| rr=p)

logo,

Desta forma encontramos



Capitulo 2. Sdlitons de Yamabe 20
e
| ®-pr=
M
Isso implica que
J (R—p)? = J (R* —2Rp + p?)
M M
— | RR=p)=p| (R-p)
M M
= 0.
Portanto, R = p. O

Recentemente, A. W. Cunha e Rong Mi [8] obtiveram o mesmo resultado por uma

prova mais simples sem usar o Lema 3.

Outra demonstragao. Pela equagao estrutural (2.4) e utilizando integracao por partes te-

1110S

nJM(R —p)? = JM(R — p)Af = —JM<VR, V).

(2.7)

Lembre-se que a segunda identidade de Bianchi contraida nos dé dRic+ %VR =0, e como

consequéncia, usando a definicao
° R
Ric= Ric — —g,
n

concluimos que

o —9
5 Ric= — VR,
n

Substituindo isso na equagao (2.7) acima e integrando por partes novamente temos

n o n °
R—pP= " 5 Ric, Vf) = ——— Ric, V?f
n| Repl = | (ke v = | (Rie, v,

onde, usando a equagao (2.2) e o fato que (ch, g) = 0, obtemos
| (Ric.(R=p1g) =0
M

Portanto,

J |R_p|2:07
M

logo, R =p em M™.
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Para o préximo resultado precisaremos da seguinte defini¢ao.

Definicao 7. Um campo vetorial X em uma variedade Riemanniana (M™, g) € dito con-

forme quando existe uma funcdo suave a(x) em M™ tal que

Lxg = a(x)g,
onde Lxg denota a derivada de Lie da métrica na direcao do campo X em M™.
Teorema 3. (Condi¢cio de Kazdan-Warner.)[3] Para qualquer campo vetorial conforme

X em uma variedade Riemanniana compacta sem bordo (M™,g), a sequinte identidade

ocorre
J (VR X) = 0.
M
Para uma prova veja [3, Teorema I1.9].

Para o caso compacto com bordo, Li Ma e Vicente Miquel em [22] apresentam uma

nova demonstracao para essa condicao de Kazdan-Warner.

Teorema 4. Se X € um campo conforme em uma variedade Riemanniana compacta com

bordo, vale a sequinte identidade
R
R X)) =—+— Ric — — X
| R == 2| (Rie- o) (vx)
onde v € o normal unitdrio exterior ao bordo de M™.

Para uma prova veja [22, Proposigao 7].
O proéximo teorema extende o caso gradiente para um campo qualquer X em M™.
Teorema 5. [12, Proposi¢ao 2] Se (M™, g, X) é um soliton de Yamabe compacto, entdo

R € constante, i.e., R = p.

Demonstragao. Pela equagao (2.1) sabemos que o campo X é um campo conforme em

M™. Assim, sendo M™ compacta, temos pelo Teorema 3 que

J (VR, X) = 0.
M
Sabendo que div(X) = n(R — p), pela integracao por partes temos
1 .
| ®=pr = 1] R piaivix
M nJm
1
= — R, X
| R
= 0.

Portanto, R = p. O
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2.4 Solitons de Yamabe completos e nao-compactos

Nesta se¢ao abordamos o estudo da curvatura escalar de sélitons de Yamabe completos e
nao-compactos.
O primeiro resultado devido a Ma e Miquel [22] nos d4 uma condigao para o sinal da

curvatura escalar de um séliton de Yamabe gradiente e nao-expansivo.

Teorema 6. Seja (M™, g, f) um sdliton de Yamabe gradiente completo e nao-compacto
com p = 0. Assuma que liminf R(x) > 0. Entdo, a curvatura escalar R de M™ € ndao-
X—00

negativa. Além disso, se M™ nao € flat, entdo R > 0 em M™.

Demonstracao. Assuma que infy, R(x) < 0, como liminf R(x) > 0 temos que existe z € M
X—>00

tal que R(z) = infyp R(x) < 0. Desta forma temos que
AR(z) > 0 e VR(z) =0.
Assim, no ponto z temos
(n —1)AR+ £(VR, Vf) > 0,

entao, pelo Lema 3 segue que

R(z)* — pR(z) < 0,

o que é um absurdo, pois p > 0, mas estamos supondo R(z) < 0. Sendo assim, infyq R(x) >

0. Portanto, pelo Principio do Méximo Forte concluimos que R(x) > 0 ou R(x) = 0 em

M. [l

A proposicao abaixo sera usada como forte ferramenta para a demonstracao do proximo

resultado.

Proposicao 7. [22, Proposi¢iao 6] Seja (M™, g, f) um sdliton de Yamabe gradiente com

bordo suave. Entao temos

n(n—l)J

M

R~ |

Ric(VTf, V) = (n— 1)J (R—p)V,f
M

oM

onde v é a normal unitdria exterior ao longo do OM.

Demonstracao. Desde que

J |Af|2:J Af - £,
M M
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podemos usar integracao por partes para obter
J (VAF, V) +J Af - f55 = J Af(VT,v),
M M oM
ie.,

J Af-fjj:J Afvvf—J (VAF, V1)
M oM M

Usando a formula de Bochner

1

5A|Vf|2 = |[V2f]* + (VFf, VAF) 4 Ric(VF, VT),
temos que

M oM

1
(|V2f|2 + Ric(VFf, V) — —A|Vf|2) .
M 2

Agora, observe que usando o Teorema da divergéncia temos

J AlVE? = J Ak
M oM
_ J 2V VE, V)
oM
= QJ V3 (v, VT)
oM
= 2| (R-p)v, V1),
oM
onde V, = %. Assim, segue que
J IAfP=(n—1) J (R—p)V,f +J (IV%]?> 4+ Ric(VF, Vf)).
M oM

M

Agora usando a equagao estrutural e seu trago, obtemos

n2—m) | R-pp- |

Ric(Vf,Vf) = (n— 1)J (R—p)V,f.
M

M oM

]

O préximo teorema nos fornece condigoes suficientes para existéncia de métricas de
curvatura escalar constante quando o séliton de Yamabe gradiente é completo e nao-

compacto.

Teorema 7. [22] Seja (M™, g, f) um séliton de Yamabe gradiente completo e nao-compacto
tal que [R—pl € LY(M), [, Ric(VTf, V) <0, e a fungdo potencial f tem no mdzimo cres-

cimento quadrdtico em M™; isto ¢,
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|f(X)’ < Cd(X7 X0)27 |Vf| < C(l + d(X, X0)2)7

proximo do infinito, onde C € alguma constante uniforme e d(x,Xxq) € a func¢dao distancia

do ponto x ao ponto fixo xg. Entao R =p em M™.

Demonstracao. Usando a Proposicao 7 juntamente com a hipétese na integral da curva-
tura de Ricci, temos que para alguma constante C(n) > 0,

C(n)J R—p* < (n—l)LB (R — p)V,f, (2.8)

usando Cauchy-Schwarz e o crescimento quadratico da func¢ao potencial, obtemos de (2.8)
que

anﬂ m—pF<Cﬁ‘|R—m

. 9B,
Agora, pela Férmula de Fubini (veja [1, Proposigao 1.6]) segue que

J|R—m=jJ‘|R—m
M 0 JOB;

Note que usando o fato de [R — p| € L}(M) temos

m>J m—m=JJW|R—m=rJ R— ol
M 0 JoB, 0B,

Logo, existe uma sequéncia r = 1; — oo tal que

rJ IR—p| — 0,
0B,

ie.,

J R—pl?=0.
M

Portanto, R = p. O]

Seguindo as ideias de Miquel e Ma, em 2021 A. W. Cunha [5] deu uma prova mais

simples sem aplicar a Proposicao 7. Vejamos:

Uma demonstragao mais simples. Pela equacao estrutural do soéliton de Yamabe gradi-

ente, temos
n| ®Rep2=| R-plar

onde por integracao por partes, temos pelo Lema 3 que

nJ (R—p)? = —J (VR,Vf)+J (R—p)V,f

. 9B,

T

1
= —J Ric(Vf, VT) +J (R—p)V,f.
n—1Jg, OB,
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Agora, usando as hipoteses do teorema, temos

anR—m2<cﬁ‘|R—m

0B,

Por fim, basta seguir como na prova original do Teorema 7. [

Mais recentemente A. W. Cunha e Rong Mi [8] obtiveram o Teorema 7 sem assumir

a hipotese no crescimento da fungao potencial.

Teorema 8. Seja (M™, g, f) um sdliton de Yamabe gradiente completo e nao-compacto

tal que [, Ric(Vf, V) < 0. Se
| e = o, (29)
M
entao R =p em M™.
Demonstracao. Pelo Lema 3 temos que
(n—1)VR = —Ric(VT, ). (2.10)
Calculando o trago da equagao (2.2) temos
Af =n(R—p). (2.11)
Integrando por partes em uma bola, obtemos

yLm—m%{;m—th?{;WKVﬂ+J (R—p)Vaf,

0B,

e da equagao (2.10) obtemos

nJ !R—p!zzij Ric(Vf,Vf)—l—J
. n—»1Js,

1 (R—mvng (R~ p)V,f,

0B+ G):

ou seja,

nj m—pF<J R — ol VAl
B, B,

Desde que
(VIVE, VF) = 2V*(VT, V) = 2(R — p)|VT],

obtemos da desigualdade de Cauchy-Schwartz que

1
nJ|R—pF<—J VIV,
, 2 Jog,
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Agora usando a Férmula de Fubini e (2.9) com r — oo podemos concluir

J IR —p|* = 0.
B,

Portanto,

J |R_p|2207
M

e assim concluimos que R = p. O]

No que segue, provaremos um teorema do tipo de Liouville de fun¢oes harmonicas com

integral de Dirichlet finita.

Teorema 9. [22] Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana completa e nao-compacta
com curvatura de Ricci nao-negativa. Assuma que w é uma fun¢do harmonica onde para
alguma bola B(xq) vale:

J d(x,x0) 3 Vul* < .
M—B(Xo)
Entao, V*u =0 em M™.
Demonstracao. Lembrando da férmula de Bochner

1

5A|Vu|2 = |V2u* + (Vu, VAu) + Ric(Vu, Vu)
e usando o fato da harmonicidade de u, temos que

1
IV2ul? + Ric(Vu, Vu) = 5A|Vu|2. (2.12)

Agora, considere uma fungao cut-off, introduzida em [11], ¢, € C3°(B(xo,2r)) parat >0

tal que
( 0< b, <1 em B(xg,2r)
b, =1 em B(xg,T)
Vo> <5 em B(xp,2r)
Ap, <5 em Bxg,2r),

\
onde C > 0 é constante. Sendo

AdT = 2(d:Ad, + V),

segue que Adp? — 0 quando 1 — 0o. Veja que multiplicando (2.12) por ¢? e integrando

sobre a bola By, (xg) usando que Ric > 0, temos

0 < J VUl + Ric(Vu, Vu)ld?
BQT(X’O)

1
= J —AlVul¢2.
Bar(x0) 2
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Usando integragao por partes, segue que

1 1 C
| amupei=|  Jiveragi< | IVup,
By (xo) 2 Bar(x0) 2 B (x0)— By (xo) 2T

Sendo assim,

0 < J [IV2ul? + Ric(Vu, Vu)]dp?
M
C
< | SIVUP 0
Bar (x0)—Br(x0) 2r

quando v — oo. Logo,

[[V2ul? + Ric(Vu, Vu)ldp? =0,
o que implica que V*u =0 e Ric(Vu, Vu) = 0 em M. m

Agora, usaremos a ideia da prova do Teorema 9 para estudar os solitons de Yamabe
no caso nao-gradiente, i.e., X é um campo vetorial qualquer. No entanto, necessitare-
mos do seguinte lema (conhecido como férmula de Bochner generalizada) cuja ideia para
demonstragao foi baseada em [25], o qual serd muito 1til na demonstragdo do Teorema

10.

Lema 4. [34] Sejam (M™, g) uma variedade Riemanniana e X € X(M) qualquer, entdo
1
div(Lxg)(X) = 5A|><y2 —|VX[? 4+ Ric(X, X) + VxdivX.

Demonstragao. Dado um referencial geodésico {e;}]* ; na vizinhanca de p € M qualquer

e X € X(M), temos que

M-

,,
[
—

(divExg)(X) = (Ve £xg)(ei, X)

I
.I\/]j

I
_-

Ve (Lxgler, X)) =Y L£xg(Veer, X) — Y Lxgler, Ve X)
i=1

i i=1

Ve (9(VeX. X) + glei, VxX)) = ) g(Ve,X, Ve, X)

1 i=1
n

—> glei, Vo, xX),

i=1

I
.I\/I:

1
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o que implica em

(divExg)(X)

=1

o

Agora note que, sendo Vi[X|* = ofe; temos

o

Assim
1
V=|X?
X
donde
1
A-IXP =
X

Além disso,

1
ey _X2
Ve V5IX]

-
I
—

M-

1

)

Dali,

1
A-IXP =
2

Agora lembre que

IVX? =

g(vejx7 X)veiej + Z VQL(Q(

1
g (V§|X|2; e])
1
e | =1X?
. (1)

g(vejxa X)

= g(VeX, Xe,

j=1

Ve, X, X))e;

j=1

Ve (g(Ve X, X) e

Ve X, X))

Z Vei(g(

iigmugquxy

i=1
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Entao

1

(divixg)(X) = AZIXP+ ) Ve (gler, VxX)) = VX" =} _gler, Vi, xX)

i=1 i=1
n

1 2 2 =
= AJXP—IVE+ ) g(Veer, VxX) + 3 gler, Ve, VxX)

i=1 i=1

|
.I\/]:

I
—

glei, Vy, xX)

1

= A-XP—|VXP+ ) gle, V2 xX).

i=1

N | —

Note ainda que,

hE

Ric(X,X) = g(Rm(ei, X)X, e;)

1

,4.
I

g(vii,XX - v§(7eixa ei)a

I
.M:

i=1

assim

n

1
(divLxg)(X) = A§|X|2 — VX +Ric(X,X) + Y g(VX.e X ).

i=1
Usando que

X=xej = Vxe; =XV e =0,

vamos calcular VxdivX. Com efeito,

VxdivX = VX(Q(Veixa ei))

M-

,4
I
—

n

9(VxVeX,e)+ Y g(VeX, Vxes)

i=1

I
.M:

,..
I
—

n

i=1 i=1

,ﬂ
I
—

I
.I\/]:

9(v§<,eixv ei)'

I
.I\/I;s

,ﬂ
l
-

Logo,

1
(divLxg)(X) = 5A|X|2 — VX[ 4 Ric(X, X) + VxdivX.

9(Vie X e)+ Y g(Vy, X.e)+ ) g(VeX, Vxer)
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Teorema 10. [22] Suponha que o séliton de Yamabe (M™, g, X) possui curvatura de Ricci

nao-positiva. Assuma que

Entao, VX =0 e R=p.

J d(x, x0) 2XP < o0.
M-B,

Demonstragao. Por (2.3), usando o Lema 4 e a identidade div(AI)(X) = (VA, X) onde A

é uma funcao em M™, que nos da

temos

le(Lxg)(X) = QVXR,

1
IVX? = 5A|><|2 + Ric(X, X) + (n — 2)VxR.

Considere uma funcao ¢ € C3°(B(xg,2r)) para r > 0 tal que

0<d <1 em B(xg?2r)
b= em B(xg,T)
VPP <5 em B(xo,2r)
AP <S5 em B(x,?2r)

\

Onde C > 0 é constante. Sendo

Ad? = 2(dAd + [VoP),

segue que Adp? — 0 quando r — oo. Usando a equagao (2.14) segue que

2,2 1
J, e =

Por outro lado,

J VxR¢p?
B,

J A!X|2¢2+J Ric(X,X)cl)2+(n—2)J VxR
B, B,

B,

_ _J de(R—pJCbz—JB 20Vxd(R —p)

T

_ _nJ (R —J 269x0R —p).

Assim, substituindo (2.16) em (2.15) obtemos

J VX2? = lj A|X|2¢2+J Ric(X, X)¢’
B, . Br

2
—n(n—z)J (R— p)2¢?

T

-2 J PVxD(R— p).

T

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)
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Reescrevemos

JBr IVXPd? +n(n—2) J (R—p)2p? — Lr Ric(X, X) 2

T

_ %J XEAQ? —2(n —2) LT PVxd(R— ). (2.17)

T

Agora, observe que pelas desigualdades de Young e Cauchy-Schwartz obtemos
2n-2)| $TxeR -0

- Lr $Vxd(p—R)

N

J OVx(p—R)|

B,

L) (e
< 2n-2)3 ( o) +3(] r|Vx¢|2)}
< (n-2) (J bR +J RS

Usando isto em (2.17) encontramos

N

LT VXE 4+ (n—1)(n—2) J

Br

C
< —><2 -2 — X
LQT g )L%_BT S

Logo, pela nossa hipdtese integral

$*(R— p)? — J $Ric(X, X)
B,

0 < j G2IVXP + (n— 1)(n— 2)(R — p)* — Ric(X, X))

< | akermen] S
B Byr—B, T

2
2r — BT 2T

quando v — oo.

Portanto, temos que VX =0 ¢ R = p. O

2.4.1 Curvatura escalar via parabolicidade

Nesta secao iniciamos com a definicao de variedades parabdlicas, as quais serao de in-
teresse para obtermos curvatura escalar de solitons de Yamabe gradiente completos e

nao-compactos.
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Definicao 8. Uma variedade Riemanniana € chamada parabdlica se toda funcdao subharmonica
em M™ limitada por cima € constante, i.e, se w € C*(M) com Au > 0 e suppu < 400,

entdao w € constante.

Um exemplo simples de variedades parabdlicas sao as variedades Riemannianas com-
pactas devido o Teorema de Hopf, j4 no caso nao-compacto temos o préprio R%. Para
mais detalhes sobre variedades parabdlicas referimos o leitor consultar [17].

Para o préximo resultado precisaremos do seguinte lema devido a Yau [36].

Lema 5. Seja w uma func¢ao suave nao-negativa subharmonica em uma variedade Rie-

manniana completa M™. Se u € LP(M), para algum p > 1, entdo u é constante.

Para uma prova veja [36].
O seguinte teorema trata-se de uma versao do Teorema 9, em que ao invés de assu-
mirmos a hipétese da integral de Dirichlet ser finita, nés assumiremos parabolicidade e

alguma regularidade L* ou LP.

Teorema 11 (Cunha-Lemos-Roing, 2022). Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana
completa e nao-compacta com curvatura de Ricci nao-negativa. Suponha que W € uma
fungdo harmonica em M™. Se M™ ¢ parabdlica e Vu € L*(M) ou |Vu| € LP(M) para

p > 1, entao V*u = 0.

Demonstracao. Primeiramente vamos assumir que M™ é parabdlica e Vu € L*(M).

Como u é harmonica temos pela formula de Bochner que
1
5A|Vu|2 = Ric(Vu, Vu) + [V*uf* > 0, (2.18)

uma vez que Ric > 0. Assim, |[Vu/? é uma funcao subharmonica em M, e desde que
supm|Vul < co e M™ é parabdlica obtemos que |[Vul? é constante em M™. Novamente

usando a féormula de Bochner, temos
IV2ul? + Ric(Vu, Vu) = 0.

Como a curvatura de Ricci é nao-negativa obtemos V?u = 0 e Ric(Vu, Vu) = 0.

Por outro lado, se |[Vu| € LP(M) para p > 1, podemos usar novamente (2.18) para
concluir que |[Vul? é uma funcao subharmonica em M. Desde que |Vu| € LP(M) para
p > 1, temos pelo Lema 5 que [Vul?> é constante em M. Portanto, podemos seguir como

acima para concluir a demonstracgao. O
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O préximo lema devido a A. W. Cunha [4] nos dd4 uma férmula tipo Bochner para um

soliton de Yamabe gradiente.

Lema 6. Seja (M™, g, f) um sdliton de Yamabe gradiente. Entdo

1 1
5A|Vf|2 = |V2f]* — 1Ric(Vf, \%3! (2.19)

Demonstracao. Pela formula de Bochner e calculando o trago da equagao estrutural do

séliton de Yamabe (2.2) temos
%AIVfIZ = Ric(Vf, VF) + n(Vf, VR) + |[Vf]%. (2.20)

Agora lembre pelo Lema 3 que
(n —1)(VR, Vf) = —Ric(Vf, Vf). (2.21)

Substituindo (2.21) em (2.20) obtemos

n

1
5A|Vf|2 = Ric(Vf, V) — 1Ric(Vf,Vf)+|V2fl2

1
= — Ric(VF, VT) + |V
n—1

Provando a equacao (2.19). O

Recentemente, Maeta [24] provou que se M™ é um séliton de Yamabe gradiente com-
pleto, nao-trivial, estatico ou contratil, tal que Ric(Vf, V) < 0, f ndo tem pontos criticos
e R > p, entdao R = p. O préximo teorema divido a A. W. Cunha [4] consideramos sélitons
de Yamabe com Ricci nao-positivo e alguma regularidade L* ou LP no gradiente de f.
Com isto o resultado de Maeta foi obtido sem a condicao R > p e sem a condicao da

funcao potencial nao ter pontos criticos. Temos o seguinte.

Teorema 12. Seja (M™, g, f) um sdliton de Yamabe gradiente completo nao-trivial com
Ric(VTf, V) < 0. Se M™ for parabolica e VI € L®(M) ou |Vf| € LP(M) para p > 1,

entao R = p.

Demonstracao. Primeiramente assumimos que M™ é parabdlica e VI € L*°(M). Do Lema

6 temos

1 1
5A|Vf|2 = |V*f2 — 1Ric(Vf, V) > 0. (2.22)
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Logo, |Vf]? é uma funcao subharménica em M™. Além disso, como supy, [V < co e M™

é parabdlica, obtemos que |Vf|? é uma constante em M™. Portanto,

V2|2 —

1
1Ric(Vf, Vf) =0.

Como a curvatura de Ricci é nao-positiva, obtemos V2f = 0 e Ric(Vf, V) = 0. Portanto,
da equagao (2.2) concluimos que R = p.

Por outro lado, se |[Vf| € LP(M) for p > 1, podemos usar novamente (2.22) para
concluir que |Vf|? é uma fungao subharmoénica em M™. Como |Vf| € LP(M) para p > 1,
obtemos do Lema 5 que |[Vf]? é uma constante em M™. Sendo assim, podemos seguir

como acima para concluir que R = p. O]



Capitulo 3

Solitons de Ricci-Bourguignon

3.1 Definicoes e formulas basicas

Neste capitulo vamos expor alguns resultados sobre caracterizagao da curvatura escalar de

solitons de Ricci-Bourguignon. Os resultados desta se¢ao tém como referéncia principal
[6].

Definicao 9. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana de dimensao (n > 3), e seja

ue R. Se existir um campo vetorial suave X em M™ tal que
) 1
Rlc+§£xg—uRg =Ag, (3.1)

onde Ric € o tensor curvatura de Ricci, A é uma constante e Lxg representa a derivada
de Lie de g na dire¢io do campo vetorial X, dizemos que (M™, g, X, i) é um sdliton de

Ricci- Bourguignon.
Observamos que no caso em que = (0 a equagao corresponde ao soéliton de Ricci
. 1
Ric + §Lxg = Ag. (3.2)

Se X é um campo gradiente de uma funcao suave f em M™, entao, tal séliton de Ricci-
Bourguignon é chamado de séliton de Ricci-Bourguignon gradiente (o qual seré denotado

por (M, g, f,n)). Nesse caso, (3.1) torna-se
Ric + V*f — uRg = Ag, (3.3)

onde V2f representa a Hessiana de f. Além disso, um séliton de Ricci-Bourguignon

(M, g, X, 1) é chamado expansivo, estdtico ou contratil quando A < 0, A = 0 ou A > 0,

35
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respectivamente. Além disso, quando o campo vetorial X é nulo (ou f é constante no caso

gradiente) entao o séliton de Ricci-Bourguignon é chamado trivial.

Observagao 2. Se (M™, g, X, i) é um séliton de Ricci-Bourguignon Einstein com p #£ %,

entao (M™, g,)Z) é um séliton de Yamabe com X = u:ﬁl' Na verdade, desde que M™

seja uma variedade de Einstein, temos
R
Ric = —q,
nd

e a equagao do séliton de Ricci-Bourguignon pode ser escrita como

1 An
o= (5 )
5 x9 1—pn g
ie., (M,qg, X) é um séliton de Yamabe com constante p = 11‘%

O seguinte lema ¢ bem conhecido na teoria dos sélitons de Ricci-Bourguignon gradiente

e sera util nas futuras demonstragoes.

Lema 7. [10] Seja (M™, g, f, ) um sdliton de Ricci-Bourguignon gradiente. Entao, as

sequintes identidades sao validas:

Af = (nu— 1)R + nA, (3.4)
(1 —2(n—1)u)VR = 2Ric(VH, -), (3.5)
(1 —2(n—1)p)AR = (VR, Vf) + 2(uR* — |Ric|* + AR). (3.6)

Demonstracao. A identidade (3.4) é obtida facilmente através do calculo do traco da
equagao estrutural (3.3). Para obter a segunda identidade comegamos aplicando a deri-

vada covariante na equacao estrutural, i.e.,
ViRy + ViV V;f = ViRugy
e usando a identidade de Ricci obtemos
ViRy + V5 ViVif + Ry Vif = ViRugy;.

Usando a féormula para a comutacao das derivadas e a identidade de Bianchi contraida,

temos

1
§V)R + V]Af + levlf = V]‘RH,
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ie.,

1
<§ — ]J) V]R + V]Af+ levlf = 0.

Agora, pela equagao (3.3) obtemos
(1—-2(n—1)u)VR = 2Ric(VT,-).
Finalmente, aplicando a derivada covariante na identidade acima segue que

(1 — 2(1’1 - 1)H)AR = Q(V]'levlf + lev]'vlf)
= VIRVf + 2R (uRgi + Agit — Rit)

— (VR, Vf) + 2(R?u + RA — [Ric]).
Provando a equagcao (3.6). O

O teorema a seguir nos diz que dado um séliton de Ricci-Bourguignon gradiente com
Vi completo, existe uma solugao do fluxo de Ricci-Bourguignon (visto na introdugao) que

é igual ao séliton em um determinado tempo.

Teorema 13. [10] Seja (M™, go, o) um sdliton de Ricci-Bourquignon gradiente com

campo vetorial V 4,fy completo, entao existe
(a) uma familia de métricas g(t), solugdo do fluzo de Ricci-Bourguignon, com g(0) =
Jdos

(b) uma familia de difeomorfismos &y : M — M, com ¢¢ = Idm;

(c) uma familia de funcgoes f(t,-) : M — R com f(0,-) = fo(-), definida para cada t tal
que T(t) = —2At+1 > 0.

FEssas familias tém as sequintes propriedades:

1) a familia Gy € gerada pelo campo vetorial V o, Ty eventualmente escalado pela inversa
g 9o

de t(t)

o 1 :
E(t,.) = ﬁ(vgofo)(d)(t?'))?

(ii) a métrica g(t) é dada pelo pullback de $(t,-) e o reescalonamento através de T(t)

g9(t) = T(t)d(t, )" go;
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(111) a funcao f(t) € dada também por pullback, a saber
f(t,-) = (foo d)(t, ).

Para uma demonstracao veja [10].

3.2 Sélitons de Ricci-Bourguignon compactos

Nesta secao, abordaremos sélitons de Ricci-Bourguignon compactos e a caracterizagao da
sua curvatura escalar.

Recentemente, Mondal e A. Shaikh [26] mostraram que um séliton de Ricci-Bourguignon
gradiente compacto com V{ conforme e nao-trivial, é isométrico a esfera Euclideana S™.
Depois disso, Dwivedi [16] provou o seguinte teorema de isometria para sélitons de Ricci-

Bourguignon gradiente.

Teorema 14. [16/ Um sdliton de Ricci-Bourquignon gradiente compacto e nao-trivial
(M™, g, f, i) € isométrico a esfera Euclideana se qualquer um dos sequintes itens for

valido:
(a) M™ possui curvatura escalar constante,
(b) Jm(VR,Vf) <0,
(¢) M™ é uma variedade homogénea.

Como consequéncia do Teorema 14, A. Shaikh e outros autores [30] provaram o se-

guinte.

Teorema 15. Um sdliton de Ricci-Bourguignon gradiente compacto e nao-trivial (M™, g, f)
possui curvatura escalar constante desde que |Ric|? = %2, e portanto M™ € isométrica a

esfera Euclideana.

Para uma prova veja [30, Teorema 1.5].
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Agora, observe que

R |? R R
Ric— —g| = (Ric— —g,Ric——
‘IC n? <IC nd e ng>

2

R R
= |Ric]* — 2—(Ri —
IRic| n< ic,g) + m

R o R R?
= |RiC|2 — 2; <RiC —l—;g, g> + F
R? R?
= |Ricf—2— + —
n n
R2
= |Ric]* — —.
n

Assim, no teorema acima, a condicao da curvatura de Ricci implica que Ric = %g,
logo M™ é uma variedade de Einstein. Portanto, o Teorema 15 segue do Lema de Schur
(veja [15]). Sendo assim, é um problema interessante provar que, para todo u € R\{0}, um
séliton nao-trivial de Ricci-Bourguignon gradiente compacto deve ter curvatura escalar
constante.

No préximo teorema conseguiremos condi¢oes afirmativa quando p € (—oo, %) Além
disso, com uma condicao integral na curvatura de Ricci o resultado vale para o intervalo

TS (%, +00). Provamos o seguinte.

Teorema 16. Um sdliton nao-trivial de Ricci-Bourguignon gradiente compacto (M™, g, f, )

possui curvatura escalar nos sequintes casos:
(a) w<*;ou
(b)) w> =+ e [, Ric(VF,Vf) <0,
e além disso, M™ ¢é isométrica a esfera Euclideana.

Demonstragao. Pela compacidade de M™ e calculando o trago da equacao (3.3) obtemos

JM An + (un — 1DRP = J

(M + (un — 1)R)Af = —(un — 1)J (VR, V). (3.7)
M

M
Lembre-se que a segunda identidade de Bianchi contraida nos dé dRic+ %VR =0, e como
consequéncia temos que
5 Rie= — 2R
2n
Substituindo isso na equagao (3.7) segue que

2n(un —1)

A —1RP =
J?In+mn JR| —

J(ééqvﬂ. (3.8)
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Pela integracao por partes em (3.8) obtemos por meio da equagao estrutural (3.3) que

2 —1 o
J A+ (un— DR = —MJ (Ric, V2f)
M n—2 M
— _MJ (Ric, (A + uR)g — Ric)
n—2 M
2n(un —1)

= —0—3 JM<ROiC7 Ric),

pois na ultima igualdade usamos o fato de que (Ric, g) = 0. Agora, desde que
° R
Ric= Ric — —g,
n
obtemos

2n(pun —1)

o o R
J M+ (un—1RP? = ———— J (Ric, Ric +—g)
M n—2 M n

_ 2n(pm—1)J ’R;’C‘Q
n—2 M '

Entao, por (a) concluimos que

J An + (un — 1)R]* =0,
M

assim
R=
un — 1
Por outro lado, se vale (b), podemos usar a equacao (3.7) juntamente com o Lema 7
para obter
2 2(1 —pn) .
A+ (un—1RF=—(un—1) | (VR,Vf) = ————— | Ric(Vf,Vf) <0,
M M I1—2Mn—1)uJm

pois u > + e [, Ric(Vf, V) <O0.

Portanto,
—An

- un —1°
O

O proximo teorema aborda o caso nao-gradiente e essencialmente usaremos a condicao

de Kazdan-Warner para sua demonstracao.

Teorema 17 (Cunha-Lemos-Roing, 2022). Se (M™, g, X) é um sdliton de Ricci-Bourguignon

(n # %) nao-trivial para o fluxo de Bourguignon numa variedade fechada, tal que X € um

An

campo vetorial conforme, entao R € constante, i.e., R = e
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Demonstragao. Relembrando da condigao de Kazdan-Warner [3] temos que
J (VR,X) = 0.
M
Calculando o traco da equacao estrutural temos
divX =An+ (un — 1)R.
Por fim, integrando por partes segue que
J (An+ (un —1)R)? = J (An + (un — 1)R)divX
M M

— ~(un-1)| (VRX

M
= 0.

Portanto,

3.3 Sodlitons de Ricci-Bourguignon completos e nao-
compactos

O primeiro resultado desta secao trata de uma versao do Teorema 7 para séliton de Ricci-
Bourguignon, demonstrado inicialmente para um caso particular por Rong Mi [29] onde
1

H<s3m-D- Aqui apresentamos uma prova completa para todo .

Teorema 18 (Cunha-Lemos-Roing, 2022). Seja (M™, g, f), um séliton de Ricci- Bourquignon
gradiente completo tal que An+(un—1)R| € LY(M) e a funcdo potencial f tem no mdzimo

crescimento quadrdtico em M™, 1i.e.,
[f(x)] < Cd(x,0)? |Vfl < C(1+d(x,0)?),

prozimo do infinito, onde C € alguma constante uniforme e d(x,0) € a funcdo distancia

do ponto x até o ponto firado o. Se qualquer um dos sequintes

(a) [\ Ric(VF, V) <0 esep< Q(n—l—l) ou > +;

(b) [\ Ric(VE,VF) >0 e 55 <n < o,

2(n—1)
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for vdlido, entao a curvatura escalar é R = _ui\£1 em M™.

Demonstragao. Calculando o trago da equagao estrutural do séliton de Ricci-Bourguignon,

integrando por partes e usando a equagao (3.5), temos
J An 4+ (un — 1R = J (An + (un — 1)R)Af

= —(un— I)J (VR, Vf) +J (An + (un — 1)R)V, f

. 9B,

21 —pn) .
— m LT Ric(VTf, VT) + LBT(MI + (um — 1)R)V, f.

Veja que em ambos os casos (a) e (b) obtemos
2(1 —pn
(—“)J Ric(V¥, V¥) < 0,
I—2(n—1u g,
usando Cauchy-Schwartz juntamente com o crescimento da funcao potencial, segue que

| s fun—vRe < |

(An+ (un — 1)R)V, f < CrJ An + (un — 1)R|.
. 3B

0B,

Agora, pela Formula de Fubini temos
.

JM AN+ (un —1)R| = J

J An+ (un — DR,
0 JoB.

usando o fato de An 4 (un — 1)R| € LY(M) segue que
oo>J |7\n+(un—1)R|:J J |7\n+(un—1)R|:rJ An + (un — 1)R|.
M 0 Jos, B,

Logo, existe uma sequéncia T = 15 — oo tal que
rJ An + (un —1)R| — 0,
B,

ie.,
J An + (un — )R> =0,
M
o que implica

an

R=-— .
un —1

]

Corolario 3. Nas mesmas condicoes do teorema acima, um soliton de Ricci-Bourguignon

estdatico deve ser Ricci flat.
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Demonstracao. Pelo teorema anterior e usando o fato de A = 0 concluimos que R = 0, de

modo que da equagao (3.6) temos Ric = 0. O

Corolario 4. Nas mesmas condi¢oes do teorema anterior, se M™ € um séliton expansivo
com 1> 1/n ou um séliton contrdtil com w < 1/n entao M™ deve ser isométrico a esfera

FEuclideana.

Demonstragao. Pelo Teorema 18 a curvatura escalar de M™ é constante, entao se A < 0

temos que M™ é um soliton de Ricci gradiente expansivo com curvatura escalar constante

R=4E&n, onde & = u;i - > 0. Isto implica pelo Teorema [28, Teorema 7] que

1
|Ric|? = &R = —RZ.
n

Pelo caso da igualdade na desigualdade de Cauchy-Schwarz, deduzimos que Ric = &g (& >
0), e do Teorema de Myers’s temos que M™ é compacta, sendo assim pelo Corolario 1.12

de [16] concluimos que M™ é isométrico a esfera Euclideana. O caso A > 0 é andlogo. [
Por fim, utilizando a ideia do Teorema 10 temos o seguinte resultado.

Teorema 19 (Cunha-Lemos-Roing, 2022). Seja (M™, g, X, ) um sdliton de Ricci-Bourguignon

com curvatura de Ricci nao-positiva e u > 1. Suponha que

J d(x, x0) AXP < 0. (3.9)
M_BT(XO)

Entao a curvatura escalar R = —uﬁtl em M™ e VX =0.

Demonstragao. Calculando o traco da equagao estrutural do séliton de Ricci-Bourguignon,

temos que o séliton de Ricci-Bourguignon satisfaz
divX =AM+ (un—1)R, em M. (3.10)

Usando o Lema 4, (3.1) e a identidade de Bianchi contraida 2divRic(X) = VxR, que nos
da
div(Lxg)(X) = (2p — 1) VxR, (3.11)

encontramos a equacao

1
IVX]? = 5A\X|2 + Ric(X, X) + (n — 2)uVxR. (3.12)
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Agora vamos considera a funcao cut-off, introduzida em [11], ¢ = b, € CF(B(xq,2r))

para r > 0, tal que

0< q)T <1 n B(XOaQT)
d)T - m B(X07r)
|v¢r|2 < r% m B(X07 2T)
Ad)T < T% m B(XOa QT)
Temos que
1
\ un —1Jg,
1
= — J divX(An + (un — 1)R) 2
un—1Jg,
2
— J OVxdp(An + (un — 1)R).
un—1 Jg,
Logo,
2 1 242 2
VxRop* = — (A + (un —1)R)*d” — dVxd(An + (un — 1)R).
. un —1 Jg, un —1 Jg,

Integrando (3.12) obtemos

J |VX|2¢2:%J (A¢2)r><\2+J RiC(X,X)d>2+(n—2)uJ VxR?.
. B, B, B,

Implicando que

J IVX[2p? + ML
T n_

1 .
3 |, @onxE | Riexx)0°

2(n—2)
un — 1

_—J dVxod(An + (un — 1)R).

Usando as desigualdade de Young e Cauchy-Schwarz no terceiro termo do lado direito da

igualdade acima, obtemos

2(n—2)

_An—2) L OVxd(An + (1n — 1)R)

J 1
=2 (], 10— pmir - 7md>l2)< Vbl

= Ide>|2>

n—1

pm—l

= Vxé((1 —pn)R —An)¢
},m—l B,

<
pm—l

< (n )<J (1—un)R—An)¢
un—1 \Jg,

< 2B - )R- A +
un—1 Jg,

(n —2) J XEIVOP,
un B,
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uma vez que i > 1. Assim, como a curvatura de Ricci é nao-positiva, obtemos

—2
J VX p? + uj (An + (un — 1)R)?*¢?
. m—1 Jg,
1 n—2 n—2
< 5] mene 22— R —anger + 2 [ xR
2 JB, un—1 Jg, un—1 Jg,
ie.,
—2 —1
J wxpe? + M2 J (An + (un — 1JR)?¢?
B, un —1 .
1 n—2
< 3| @erme QJ X2V P
2 Jg, un—1 Jg,
1 C 2 _ 2
= X (n 2)J CXE
2 B2r_Br r2 LLTI - ]' BQr_Br T2
quando 1 — 4+00. Como p > 1 concluimos a prova do teorema. O

Usando a equagao (3.6) temos o seguinte resultado.

Corolario 5. Seja (M™, g, X, 1) um séliton de Ricci- Bourguignon com curvatura de Ricci
nao-positiva e L > 1. Se

J d(x, %) AXP < o0, (3.14)
MfBr(XO)

entao M™ deve ser nao-expansivo. Em particular,
(a) Se M™ € estdtico entao deve ser Ricci flat;

(b) Se M™ € contrdtil entio M™ ¢ um séliton de Yamabe com X = T X

Demonstra¢ao. Como o Teorema 19 implica VX = 0 temos £Lxg = 0. Sendo assim, segue

que
A
0 > Ric = (A R)g =— .
ic = (A + uR)g 19
Logo, A > 0. Se M™ ¢ estatico entao Ric = —Wi‘flg = 0. Finalmente se M™ é contratil
entao
A R
R. = — = —

portanto, M™ é Einstein. Pela observagao 2 concluimos que (M, g, X) é um sdliton de

Yamabe. O
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