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Resumo

Neste trabalho de dissertacao estabeleceremos resultados sobre hipersuperficies tipo-
espaco imersas em um produto Lorentziano —R x M™, cuja fibra tem curvatura seccional
limitada inferiormente. A abordagem sera baseada em alguns controles sobre a norma do
gradiente da funcao altura, hipoteses de rigidez e o Principio do Méximo Generalizado
de Omori-Yau, podendo assim concluir que uma tal hipersuperficie ¢ uma fatia do espaco
produto. Esta dissertacao foi baseada no artigo Generalized maximum principles and the
unicity of complete spacelike hypersurface immersed in Lorentzian product space, por De

Lima e Lima Jr [8].
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Abstract

In this dissertation we will establish results on space-like hypersurfaces immersed in a
Lorentzian product —R x M™, whose fiber has sectional curvature bounded from below.
The approach will be based on some controls on the norm of the gradiente of the height
function, rigidity hypotheses and the Omori-Yau Generalized Maximum Principle, thus
being able to conclude that such a hypersurface is a slice of the product space. This work
was based on the article Generalized Maximum Principles and the Unicity of Complete

Spacelike Hypersurface Immersed in Lorentzian Product Space, by De Lima e Lima Jr

).
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Introducao

Em 1915, S. N. Bernstein provou que os tnicos graficos inteiros e minimos do espago
euclidiano R? sdo os planos. Desde entao, o estudo de tépicos de pesquisa que buscaram
possiveis extensoes para esse resultado se intensificou. Posteriormente foi admitida uma
extensao natural para o espago de Lorentz-Minkowski L3, como mostra Calabi [7]. ..De
fato, as unicas superficies tipo-espaco completas maxima, no espaco de Lorentz-Minkowski
L3 sao os planos tipo-espaco. Esse resultado ficou conhecido como teorema de Calabi-
Bernstein e adiante foi provado por Cheng e Yau [21] sua validade para qualquer n.

Mais recentemente, H. Rosenberg [14] mostrou que todo grafico inteiro e minimo no
produto R x M2 ¢é totalmente geodésico, desde que M? seja uma superficie completa com
curvatura Gaussiana nao negativa. Além disso, Albujer e Alias [3] provaram que qualquer
superficie méxima completa em R x M? deve ser totalmente geodésico, e adicionando
hipdteses sobre a curvatura média, conseguiram concluir que a imersao é um slice, ou
seja, uma fatia do espago produto.

Em [10], De Lima, Lima Junior e Parente concluiram que hipersuperficies completas
imersas em um produto Riemanniano, cuja fibra tem curvatura seccional limitada inferi-
ormente e sob condigoes de controle na fungao suporte e na norma do gradiente da funcao
altura, sao slices.

Ao longo deste trabalho, consideramos o ambiente Lorentziano como sendo o produto
—R x M™, onde M™ é uma variedade Riemanniana de dimensao n. No Capitulo 1 apre-
sentaremos as defini¢oes necessarias para construgao de nossos resultados e enunciaremos
dois lemas devido a Yau, S.T. [20] e a Yau, S.T., Cheng, S.T. [21], respectivamente.

No Capitulo 2 sao apresentados conceitos e equagoes estruturais de uma hipersuperficie
P: L™ — —R x M™ imersa em um produto Lorentziano —R x M™ e resultados como
os seguintes, que caracterizam o laplaciano da fungao suporte e de limitagao da curvatura

de Ricci da hipersuperficie:
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Lema 0.1. Se : I" — —R x M™ € uma imersao isométrica tipo-espaco com curvatura

média constante, entao o laplaciano da fungao suporte € dado por
A(N,d¢) = (Ricpm (N*,N*) + [AP)(N, ),

onde Ricpm denota a curvatura de Ricci de M, N* € a proje¢ao do vetor normal unitdrio

N sobre a fibra M™ e |A| € a norma de Hilbert-Schmidt do operador forma A.

Lema 0.2. Seja P : & — —R x M™ uma hipersuperficie tipo-espaco imersa em um

produto lorentziano —R x M™, cuja curvatura seccional Kyt da fibra M™ € tal que

para alguma constante positiva k. Entao, para todo X € X(L), a curvatura de Ricci de X
satisfaz a sequinte desigualdade

n?H?

Ric(X, X) > —k(n —1)(1 +[Vh])]*)[X]* — TIXIQ.

O Capitulo 3 é dedicado aos principais resultados deste trabalho, que sao os teoremas

tipo Bernstein. Mais precisamente, provaremos os seguintes resultados:

Teorema 0.1. Seja P : £ — —R x M™ wuma hipersuperficie tipo-espaco, completa,
imersa em um produto Lorentziano —R x M™ | cuja curvatura seccional kny de sua fibra
M™ € tal que —k < km < 0, para alguma constante positiva k. Suponha que L™ esteja
entre dois slices de —R x M™ e que |Vh| € limitado em L™. Se H € limitada e nao muda
de sinal em L™, entao H nao pode estar globalmente longe de zero. Em particular, se H

€ constante, entao L™ € mdxima.

Teorema 0.2. Seja ) : X — —R x M™ uma hipersuperficie tipo-espaco completa imersa
em um produto Lorentziano —R x M™ com curvatura média constante H, cuja curvatura
seccional knpy de sua fibra M™ € tal que —k < knpm < 0, para alguma constante positiva k.

Suponha que uma das sequintes condi¢oes seja satisfeita

(a) A funcdo altura h de &™ satisfaz [Vh|* < K($—1)H2'

(b) Hs € limitada inferiormente em L™ e a fun¢ao altura h de I™ € tal que, para alguma

constante 0 < « < 1,vale
= AR

hg ——
VR kin—1)
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Entao, £™ € um slice.

Teorema 0.3. Seja P : I — —R x M™ uma hipersuperficie tipo-espaco, completa,
imersa em um produto Lorentziano —R x M™ tal que sua curvatura média nao muda de
sinal. Se|Vh| € LY(Z™), entdo I™ € mdrima. Além disso, se Hy € limitada inferiormente
em X" e a curvatura de Ricci Ricy da fibra M™ € nao negativa, entao L™ € totalmente

geodésica. E mais, se Ricpm € estritamente positiva, entao X™ é um slice.

No Capitulo 4 abordaremos os resultados estabelecidos anteriormente, agora no ambito

dos graficos inteiros. De modo preciso, teremos

Corolario 0.1. Seja X™(u) um grdfico vertical inteiro tipo-espaco em um espago do pro-
duto Lorentziano —R x M™, cuja fibra M™ é completa e tal que sua curvatura seccional
Km satisfaz —k < kpm < 0, para alguma constante positiva k em R. Suponha que X™(u)
esteja entre dois slices de —R x M™. Se |Vu| < «, para alguma constante 0 < x < 1, H €
limitada e nao muda de sinal em Z™(u), entao Z™(u) € completo e H nao € globalmente

limitada a partir de zero. Em particular, se H é constante entao L™ (u) € mdximo .

Corolario 0.2. Seja L™(w) um grdfico vertical tipo-espaco inteiro, imerso, com curvatura
média H constante em um espacgo produto Lorentziano —R xM™, cuja fibra M™ é completa
e cuja a curvatura seccional Ky de sua fibra M™ € tal que —k < Kpm < 0, para alguma

constante positiva k. Suponha que uma das sequintes condig¢oes seja satisfeita:

2
(a) VUl < e

(b) Hy € limitada inferiormente em L™(u) e ™ € tal que, para alguma constante

0 < < 1,vale
oJA[?
k(n—1)+ A2

2
IVul” <
Entao, £™ € um slice.

Corolario 0.3. Seja Z™(u) um grdfico vertical, inteiro, tipo-espago imerso em um espago
produto Lorentziano —R x M™, cuja fibra M™ € completa. Suponha que a curvatura média
H nao muda de sinal em X™(u). Se |Vu| < «, entao Z™(u) é completa e mdzima. Além
disso, se Hyo € limitada inferiormente em X™(u) e a curvatura de Ricci da fibra M™ €
nao negativa, entao L™(W) € totalmente geodésica. E mais, se a curvatura de Ricci é

estritamente positiva, entdo X™(u) € um slice.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Apresentaremos a seguir algumas defini¢bes e notacoes necessarias para o bom anda-
mento deste trabalho. Inicialmente denotaremos por M™ uma variedade diferenciavel de
dimensao n, por C*(M) o conjunto das funcgoes suaves reais definidas em M™ e por X(M)

o conjunto dos campos vetoriais definidos em M™.

1.1 Tensores e Formas

Definicao 1.1. Sejam V um espacgo vetorial real de dimensao finita, V* seu espaco dual
e k, 1 inteiro positivos. Chamaremos;

Um k-tensor covariante em V uma func¢ao real k-linear
T:VK —R
Um 1-tensor contravariante em V uma fungao l-linear
T: (V)'—R.

Definicao 1.2. Dados r,s > 0 numeros inteiros nao simultaneamente nulos. Um tensor
do tipo (r,s) ou simplesmente um (v, s)-tensor, é um tensor r-covariante e s-contravariante

multilinear
A: (V)" x (V?) — R

Em particular, um (r,0)-tensor e um (0,s)-tensor siao os tensores contravariante e

covariante A : (V)" — R, A : V¥ — R, respectivamente.
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Denotaremos por T%(V) o conjunto dos tensores do tipo (r,s) sobre V. Em particular,

definimos TY(V) = C®(V).

De forma totalmente andloga, definiremos um tensor do tipo (r,s) em uma variedade
diferencidvel M como sendo uma funcao A : X*(M)" x X(M)* — C°(M) multili-
near, no anel das funcées. Em particular, um (r,0)-tensor e (0, s)-tensor em varieda-
des diferencidveis, sdo os tensores contravariante e covariante A : (M*)" — C*®(M),

A : M®% — C*®(M) respectivamente.

Definicao 1.3. Sejam M e N wvariedades diferencidveis, f: M — N um difeomorfismo,

A € TUN) e considere f*A € T (M) definida por
f*A.(V17v2, BN ,VS) = A(df\)l, df\)g, ceey df\)s).
Chamaremos f*A de pull-back de A por f. Em particular, se s =0, definimos f*A = Aof.

Definicao 1.4. Seja V um espago vetorial real de dimensao finita. Uma forma bilinear
sobre V é uma funcao b : V xV — R tal que, para quaisquer u,uy, Uy, v, Vi,V € V €

Va € R, satisfaz :
(i) b(u +uz,v) =b(uy,v) + b(ug, v).
(i) blau,v) = a.b(u,v).
(117) b(u,vi +vo) =b(u,vy) + b(u, ve).
(iv) b(u, a.v) = a.b(u,v).
Dizemos que b € simétrica quando f(u,v) = f(v,u).

Definicao 1.5. Seja V um espaco vetorial real de dimensao finita. Uma forma bilinear

simétrica b= (.,.) : VxV — R € dita;
(i) Positiva definida, se (v,v) >0, Vv € V.
(ii) Negativa definida, se (v,v) <0, Vv € V.
(11i) Nao-degenerada, se (u,v) =0, Vv € V, entdo u = 0.

Definicao 1.6. O indice v de uma forma bilinear simétrica b sobre V € a maior dimensao

de um subespagco W C V tal que bpywxw : W x W — R for nao-degenerada.
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Definicao 1.7. Seja V um espacgo vetorial real de dimensao finita. Um produto escalar
sobre V. € uma forma bilinear g = (.,.) : VX V — R simétrica e nao-degenerada. Além

disso, se g = (.,.) for positiva definida, entao dizemos que g = (.,.) € um produto interno.

Exemplo 1.1. Um exemplo trivial e conhecido, € o produto interno usual definido no

espaco vetorial Fuclidiano R™, dada pela forma bilinear

n
<\),W> = Z\)iwi7
i=1
ondev = (vi,Va,...,Vn) eW = (W, Ws, ..., Wy) sdo vetores de R™.

Exemplo 1.2. Agora trocando os 1 primeiros sinais do produto interno usual em R™,

n n
(v,w) = — Zviwi + Z Viwy,
i=1

i=v+1

onde v = (vi,Va, ...,V ), W= (W1, Wq, ..., wy) € R™. Obtemos uma métrica de indice v.

Definicao 1.8. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita e W um subespaco de V.
Dado um forma bilinear b = {.,.) sobre V, definimos o complemento ortogonal Wt de W

em V por
Wt ={eV;{v,w)=0VYwe W}

Lema 1.1. Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita V, W um subespaco de V e

b uma forma bilinear simétrica sobre V. Entao

(i) b € ndo-degenerado se, e somente se, sua matriz com rela¢io a uma base de V for

invertivel.
(ii) Se W € ndo-degenerado, entio dim(W) + dim(W+) = dim(V) e (WH)L =W,

(iii) W € ndo-degenerado se, e somente se, V.= W @& WL. Em particular, W € nao-

degenerado se, e somente se, W+, for nao degenerado.

Demonstracao. Veja [16]. O

1.2 Variedade Semi-Riemanniana

Definicao 1.9. Um tensor métrico g ou simplesmente uma métrica g, sobre uma
variedade diferencidvel M, € um (0,2)-tensor simétrico, ndao-degenerado e com indice

constante.
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Definig¢ao 1.10. Uma variedade diferencidvel M, munida de uma métrica g, é chamada
de uma variedade semi-Riemanniana. O indice v da métrica g, serd o indice de M. Em
particular, quando v =0, a variedade é chamada simplesmente de Riemanniana. Para o

caso v =1, a variedade € dita Lorentziana.

Exemplo 1.3. O espaco euclidiano R™, munido da métrica do Exemplo 2, resulta em um

espago semi-Riemanniano de indice v, que serd denotado por R} .

1.3 Orientacao Temporal

A partir dos exemplos anteriores, notamos que a métrica nao é necessariamente po-
sitiva, o que motiva definirmos as classes de vetores, chamada também de carater casual

dos vetores.

Definicao 1.11. Seja M uma variedade semi-Riemanniana com tensor métrico (-,-).

Dizemos que um vetor v.e T,M €

(i) Tipo-espaco, se (v,v) >0 ouv =0;
(i) Tipo-luz, se (v,v) =0 masv # 0,
(iii) Tipo-tempo quando (v,v) < 0.

Chamaremos de Cone de Luz o conjunto dos vetores tipo-luz em T,M . Os vetores no
interior (resp. exterior) deste cone sao chamados de tipo-tempo (resp. tipo-espago). Nesta

configuracao, os vetores tipo-luz se encontram na fronteira do cone.

Definicao 1.12. Sejam M™ uma variedade semi-Riemanniana de dimensdo n e indice 1
e To ={u e M™; (u,u) < 0} o conjunto dos vetores tipo-tempo em T,M, p € M fizo. O

conjunto
Clu) ={veT,M;(u,v) <0}
serd chamado de cone temporal de um vetor u € Ty.
Segue diretamente da definicdo que v € C(u) se e somente se u € C(v).

Lema 1.2. Dadov € Ty, o subespaco v dos vetores tangentes a v € tipo-espaco e Ty € a

unido disjunta de C(v) e C(—v).
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Demonstracao. Veja Lema 5.26 de [16]. O

Lema 1.3. Dois vetores u,v € T,M tipo-tempo estao no mesmo cone temporal se, e

somente se, (u,v) <0.

Demonstracao. Veja Lema 5.29 de [16]. O

Definicao 1.13. Um wvariedade semi-Riemanniana M™ de indice 1, é temporalmente
orientdvel se existir uma aplicacao T, que associa a cada p € M™ um cone tipo-tempo T,
em T,M, o qual é suave no sequinte sentindo: para cada p € M™ existe uma vizinhanca

aberta U de p e um campo X € X(U) tais que X(q) € Tp para todo q € U.
A aplicacao T da definicao acima sera denominada uma orientacao temporal para M™.

Lema 1.4. Uma variedade semi-Riemanniana M™ de indice 1, é temporalmente ori-

entavel se, e somente se, existe um campo vetorial tipo-tempo X € X(M).
Demonstra¢ao. Veja Lema 5.32, em [16]. O

Seja T uma orientacdo temporal para M™ e Y € X(M). Se Y4 € T4 (respectivamente
—Yq € 14) Vq € M, dizemos que Y aponta para o futuro (respectivamente para o pas-
sado). Sendo X € X(M), uma orientacao temporal para M™, pelo Lema 1.4, segue que um
campo vetorial tipo-tempo Y sobre M™ aponta para o futuro se, e somente se, (Y, X) < 0.

Definiremos a seguir hipersuperficies e como a orientacao influencia sobre a mesma.

Definicao 1.14. Sejam M" e N* wvariedades diferencidaveis. Uma aplicacao f: M — N
¢ uma tmersao se df, : T,M — Te(n)N € injetiva para todo p € M. A codimensao de
uma imersao f : M — N € o numero s —r. No caso em que esse numero € igual a 1,

chamaremos tal imersao de hipersuperficie.

Definicao 1.15. Uma imersao f: M™ — N, onde N € uma variedade semi- Riemanniana

com métrica g € dita
(i) Tipo-espago, se a métrica induzida f*g em M for Riemanniana;

(ii) Tipo-tempo, se a métrica induzida f*g em M for ndo degenerada, mas nao € positiva

definida;

(iii) Tipo-luz se a métrica induzida f*g em M for degenerada positiva semi-definida.
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O resultado a seguir garante a orientacao de uma hipersuperficie, desde que o espaco

ambiente seja orientavel.

Proposicao 1.1. Seja f : M™ — M wma hipersuperficie tipo-espaco em uma va-
riedade de Lorentz M““, temporalmente orientada. E M™ admite um campo vetorial

normal unitdrio N € X(M)*, apontando para o futuro. Em particular, M™ € orientdvel.

Demonstracdo. Fixe um campo X € ¥(M) que dé a orientacao temporal de M. Para
todo p € M, o conjunto de todos os vetores tipo-tempo v € Tpm ¢ a uniao disjunta de
C(X(p)) e C(=X(p)).

Tome em cada p € M, um vetor unitdrio N(p) € T,M* . Desde que N(p) é tipo-
tempo, trocando N(p) por —N(p) se necessario, podemos supor que N(p) € C(X(p)).
Deste modo, definimos unicamente um campo vetorial normal unitario N sobre M™,
apontando para o futuro. Resta-nos mostrar que o campo N é suave.

Fixe, entao, p € M™ e tome um referencial mével {E;} sobre uma vizinhanga aberta e
conexa U em p € M. Entdo N =X — Y (X, E;)E; é diferencidvel e normal a M em U,

<N7N> = <N7 X> = <X7 X> o Z<X’ Ei>2'

Mas (X, X) = > (X,Ei)2 — (X, N)2, de modo que (N,N) = —(X,N)2 < 0. Portanto,

N(q) € C(X(q)) paracadaqe U, e N = % é diferenciavel. ]

Observacao 1.1. Diremos que N dada como na proposicao acima, € a aplica¢ao normal

de Gauss de M™ apontando para o futuro.

1.4 Variedade Produto

O lema seguinte nos da uma forma de definir uma métrica a partir de outras com o
objetivo de obter novas variedades Semi-Riemannianas. Tais estruturas serao o foco do

nosso estudo.

Lema 1.5. Sejam (M, gm) e (N, gn) variedades semi-Riemannianas de indices m e n e
Tim e i as projecoes de M x N sobre M e N, respectivamente. Defina g = 1, (gm) +
iy (gn), onde * denota o pullback . Afirmamos que g € uma métrica de M x N, o que

torna dela uma variedade semi-Riemanniana de indice m + n.
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Demonstragdo. Sejam u,v € T q)(M x N) entao,

g(u,v) = gm(dmamy (W), dmtay, (V) + gn(drin g (1), d7ing (V).

Para mostrar que g nao degenera, suponha que g(u,w) = 0, ¥w € T, o)(M x N).

Em particular, para algum w tal que dmy(w) = 0 temos
gm(dmm (u), dtm (w)) = 0, Vw; drin (u) = 0.

Acima, as projegoes sao calculadas nos respectivos pontos. Como d7tpm (W) percorre
todo T,M, assim dmmy(u) = 0 . Analogamente, mostra-se que dmyn(u) = 0, e assim
u = 0. Para calcularmos o indice, basta observar que a matriz associada a métrica g é

diagonal. O]

1.5 Conexao de Levi-Civita

Seja M uma variedade semi-Riemanniana. Dados X,Y € X(M), queremos calcular a
taxa de variagao de X na direcao Y. Motivado da nocao de derivagao de um campo em
relacao ao outro no R™, vamos definir o que seja uma conexao afim, que ird suprir esta

nocao no contexto de variedades.

Definicao 1.16. Uma conezxao afim V em uma variedade diferencidvel M™ € uma aplicagao

V:xM) x (M) — X(M)
(X,Y) — VyxY

tal que, para quaisquer X,Y,Z € X(M) e f,g € C*(M), tem-se
(1) VXY é C®(M)-linear em X, ou seja, VixigvZ = fVxZ +gVvZ;
(ii) VxY € R-linear em Y, ou seja, Vx(Y+ 2Z) = VxY + VxZ;
(111) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y.
O campo VxY é dito a derivada covariante de Y na direcao de X com relacao a V.

Definicao 1.17. Uma conexao V em uma variedade semi-Riemanniana M é compativel

com a métrica se, e somente se, para quaisquer X,Y,Z € X(M)

X(Y,Z) = (VxY, Z) + (Y, VxZ).
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Definicao 1.18. Uma conexao afim V em uma variedade semi-Riemanniana M™ é dita

simétrica quando satisfaz
VxY —VyX =[X,Y],
para todo X, Y € X(M), onde [X,Y] denota o colchete de Lie dos campos X e Y.

Observagao 1.2. Em um sistema de coordenadas (U, x), o fato de ser V simétrica implica

que para todo 1,j =1,2,...,m,

0
0X;

inXj - ijXi = [XI,X]] = O,Xi ==
o que justifica o nome adotado .

Teorema 1.1. (Levi-Civita) Seja M variedade semi-Riemanniana, com métrica g =

(-,-), existe uma Unica conexdo afim V em M satisfazendo as condigoes
(i) V é simétrica.
(i) V é compativel com métrica semi-Riemanniana g.

Demonstra¢ao. Suponha inicialmente a existéncia de uma tal conexao V. Entao

X(Y,Z) = (VxY,Z) + (Y, VxZ) (1.1)
Y(Z,X) = (VyZ,X) + (Z, VyX) (1.2)
Z(X,Y) = (VzX,Y) + (X, V2Y) (1.3)

Somando (1.1) e (1.2) e subtraindo (1.3), e usando a simetria de V, teremos
XY, Z) +Y{(Z,X) — Z(X,Y) = (X, Z],Y) +([Y, Z], X) 4+ ([X, Y], Z) + 2(Z, VyX). (1.4)

A expressao (1.4) mostra que V estd unicamente determinada pela métrica (-, -). Portanto,

caso exista, ela serd unica. Para mostrar a existéncia, defina V pela expressao (1.4). O

Lema 1.6. (Referencial Geodésico) Sejam M™ uma variedade semi-Riemanniana de
dimensao n. Entdao, para cada p € M™, existe um referencial {Ei}{, ortogonal em p

satisfazendo Vg Ej(p) = 0. Este referencial serd dito geodésico.

Demonstracao. Veja [11]. O
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1.6 Variedade Completa

Definigao 1.19. Uma variedade Riemanniana M™ € (Geodesicamente) Completa, se para
todo p € M™, a aplicacdo exponencial expy estd definida para todo v em T,M, isto €,

todas geodésicas y(t) partindo p estao definidas para todos os valores do parametro t € R.

O fato que torna relevante o conceito de completude é o teorema de Hopf-Rinow,

enunciado abaixo.

Teorema 1.2. Seja M uma variedade Riemanniana e seja p € M™. As sequintes

afirmacoes sao equivalente:

(1) exp, estd definida em todo o T,M.

(ii) Os limitados e fechados de M sao compactos.
(11i) M é completa como espago métrico.

(iv) M € geodesicamente completa.

(v) Eziste uma sequéncia de compactos Ky C M, Ky C intKy41 e U,, Kn = M, tais

que se qn ¢ Ky, entao d(p, qn) — o0.
Além disso, cada uma das afirmacgoes acima implica que
(vi) Para todo @ € M™ existe uma geodésica y ligando p e q com l(y) = d(p, q).
Acima, 1(y) denota o comprimento da curva y e d(p, q) denota a distancia entre p e
q.
Demonstracao. Teorema 7.2.8 em [11]. O

Além disso, o seguinte resultado sera importante para os nossos propositos. Para isso,

definiremos o seja uma curva divergente.

Definicao 1.20. Seja M uma variedade Riemanniana. Dizemos que uma curva
« : [0,a) — M € divergente se «([0,a)) nao estd contida em nenhum compacto K

de M, onde a é um niumero real positivo ou a = +00.

Corolario 1.1. Uma variedade Riemanniana M é completa se, e somente se, o compri-

mento de qualquer curva divergente é ilimitado.

Demonstracao. Veja [11] e Corolédrio 1.2.6 de [17]. O
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1.7 Operadores Diferenciaveis

Definiremos a seguir os operadores que serao utilizados ao longo deste trabalho. Da-
remos também a forma de cada operador em relagdo a um referencial geodésico {Ei}[-

sobre uma variedade Riemanniana M.

Definigao 1.21. Seja f : M™ — R wuma funcao suave. Definiremos o gradiente de f

como o campo VT tal que
X(f) = df(X) = (Vf, X), VX € X(M).

Com relagao a um referencial geodésico temos

of
== i_Eia
\Yi ; I3 JE.
onde & = <Ei, E1>

Definigao 1.22. Dado um campo X € X(M). Definiremos o divergente de X como sendo

a funcao suave dado por
div. : M" —R
(divX)(p) = trfv — (Vi X)(p)l,

onde v € T,M e tr denota o traco do operador linear entre chaves.

Além disso, para um referencial geodésico temos
ox'

dl\)(X) = E,

onde X =Y x'E;.

De fato, usando a compatibilidade da conexdo temos

n n

divX = i(VEiX7 E1> = Z(E1<X, E1> — <X, VEiEi>) = Z EiXiL =
i=1

i=1 i=1

Definicao 1.23. Sejam M™ uma variedade semi-Riemanniana e f : M™ — R uma

funcao suave. O laplaciano de f € a funcdao dada por
Af . M"—R
Af = div(Vf).
Em um referencial geodésico temos

Af = div(V) = Y (Ei(Ei(f) — (Ve Ei, V) = ) E(Ei(f)).

i
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1.8 Curvaturas

A seguir definiremos a nocao de curvatura, que de modo simples nos dird o quanto
uma variedade deixar de ser euclidiana. Definiremos também as curvaturas de Ricci e

seccional, usadas posteriormente.

1.8.1 Curvatura da Variedade semi-Riemanniana

Definicao 1.24. Seja M uma variedade semi-Riemanniana, com conexdo de Levi-Civita

V. A aplicagio dada por

R @ X(M)x X(M) x X(M) — X(M)
R(X,Y)Z = VyVxZ—VxVyZ+ VixyZ,

é chamada de curvatura da variedade semi-Riemanniana M.

Lema 1.7. A aplicacao da definicao anterior é C*(M)-trilinear. Alem disso, o valor de

R(X,Y)Z em um ponto p € M depende apenas dos valores X(p),Y(p), Z(p).
Demonstracao. Veja Lema 2.35 em [16] e Observacao 2.6 em [11]. O

Exemplo 1.4. No caso em que M = R"™, temos R(X,Y)Z =0, VX,Y,Z € X(R").

Com efeito, se indicarmos por Z = (z1,2a, . ..,2n), entao VxZ = (Xz1,Xza,...,Xzn) €

daiVyVxZ = (YXz1,YXza,...,YXz,). Analogamente, obtemos VxVyZ = (XYz1,XYz,, ...

o que implica R(X,Y)Z = 0.

Proposicao 1.2. Sejam M uma variedade semi-Riemanniana e R sua curvatura. Valem

as sequintes iqualdades para todo X,Y,Z,W € X(M);
(i) R(X,Y)Z =—R(Y,X)Z

(i) (R(X,Y)Z,W) = (R(X, Y)W, Z)

(111) R(X,Y)Z+R(Y,Z)X+R(Z,X)Y =0

(iv) (R(X,Y)Z,W) = (R(Z,W)X,Y).

Demonstragao. Veja Proposicao 4.2.9 em [11]. H

XYz,
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1.8.2 Curvatura Seccional

Dado um espaco vetorial V, a expressao Q(X,Y) = /IX[2[Y]2— (X,Y) representa a
area do paralelogramo bi-dimensional determinado pelos vetores X, Y € V. Diremos que

um 2-plano IT em T,M ¢é nao-degenerado quando Q(X,Y) é nao-nulo em qualquer base

{X,Y} de TI.
Lema 1.8. Sejam TT um 2-plano nao-degenerado em T,M e seja v,w € TI dois, vetores
linearmente independentes. Entao o numero

_ (Riv,w)v,w)
K W) = CpheP = v, )

nao depende da escolha dos vetores v,w € T,M.
Demonstragao. Veja Proposicao 4.3.1 em [11]. ]

Definicao 1.25. O numero K do lema acima é chamado de Curvatura Seccional de TT

emp.

1.8.3 Curvatura de Ricci

Definigao 1.26. Sejam M uma variedade semi-Riemanniana e R sua curvatura. A cur-

vatura de Ricci de M em um ponto p € M € a aplicagao bilinear dada por

Ric : T, M x T,M — R

Ric (X,Y)=tr{Z —s R(X,Z)Y).

Em um referencial ortonormal {E;}, teremos

Ric(X,Y) = im(x, E1)Y, Ey).

i=1

Em razao da Proposicao 1.2, teremos

Ric(X,Y) = im(x, E)Y,E) = im(v, )X, Eq) = Ric(Y, X).

i=1 i=1
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1.9 O Principio do maximo generalizado de Omori-

Yau

O lema que enunciaremos a seguir ¢ um importante instrumento para a demonstragao
dos resultados discutidos neste trabalho. Ele relaciona hipdteses sobre a variedade Rie-
manniana, bem como sobre funcoes definidas nestas variedades. A versao que daremos

agora ¢ a generaliza¢ao do principio do méximo devido a Omori[18] e Yau[19].

Lema 1.9. (Principio do Mdzimo Generalizado de Omori-Yau) Seja X™ uma variedade
Riemanniana n-dimensional completa cuja curvatura de Ricci € limitada inferiormente
ef: X" — R € uma funcgao suave que é também limitada inferiormente. Entao existe
uma sequéncia (py) C L tal que

lim f(py) = inf(f) , . li)rEOOIVf(pk)! =0e )ljminf Af(py) = 0.

k —+o0 —+00
Demonstragao. Veja [19]. O
Outro resultado devido a Yau [19] que utilizaremos neste trabalho diz respeito a

funcoes harmonicas. A seguir, £!(Z) denota o espaco de funcoes integraveis de Lebesgue

em 2.

Lema 1.10. Seja ™ uma variedade Riemanniana n-dimensional completa, nao compacta
ef: X" — R uma funcao suave. Se f é uma funcao sub-harmonica, isto é, Af > 0

(super-harmonica, isto é, Af <0 ) tal que |Vf| € L1(Z), entdo f deve ser harmonica.

Demonstracao. Veja [19]. O
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Hipersuperficies em —R x M"

Trabalharemos a partir deste ponto com hipersuperficie \ : Z™ — M™"! tipo-espaco
em —R x M™, que serd pressuposta orientavel. Além disso, como feito na literatura,
vamos identificar ™ com sua imagem P(X) C —R x M™, ou seja, vamos nos referir a
hipersuperficie X.

Construiremos a seguir as fungoes altura e suporte relacionadas a esta imersao. Estas
funcoes serao utilizadas para obtermos informagoes geométricas sobre o comportamento
da hipersuperficie. Adiante, as notagoes com barra irao se referir a elementos em M=
—R x M™, enquanto sem a barra vao identificar elementos na hipersuperficie imersa.

Sejam M™ uma variedade Riemanniana, 1 : 2™ — —R x M™ uma hipersuperficie
tipo-espago e 0y = a% € X(—R x M™) o campo vetorial unitario tipo-tempo que determina
a orientacao na variedade Lorentziana M. Entdo a orientacao temporal de —R x M™
nos permite considerar um nico campo vetorial unitario tipo-tempo N, normal a ™ na
mesma orientacao temporal de 0¢. Essa escolha do campo normal unitario N é feita como
na Proposicao 1. Diremos ainda que N é a aplicacao Normal de Gauss de ™ apontando
para o futuro.

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz obtemos
(N,0¢) <—1<0

em X.

A métrica utilizada é dada por

<'7 > = _ﬂ;{(dtQJ +7T>Ik\/l(<'7 >M)

17
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Por simplicidade adotaremos a seguinte defini¢ao
() =—dt* + (-, )m.

As subvariedades de —R x M™ dadas por {ty} x M serao chamadas de fatias ou slices,

como usualmente tratada na literatura.

2.1 Equacoes Estruturais

Adiante, faremos observacoes e lembraremos algumas equacgoes que estao relacionadas
a hipersuperficie.
Seja M™ uma hipersuperficie tipo-espago em uma variedade Semi-Riemanniana M.

Para cada p € M, podemos decompor Tpm da seguinte forma
Tpm =T ,Mo (TpM)L,

onde (T,M)* é o complemento ortogonal de T,M em Tpm. Logo, se v € Tpm, PeM,

podemos escrever
v=v +vi

onde v € T,M ¢ chamado de componente tangencial de v e v € (T,M)* a componente
normal de v.

A conexao de M sera denotada por V e dada como na proxima proposicao.

Proposicao 2.1. Sejam ¢ : X" — M wma hipersuperficie tipo-espaco, M uma
variedade semi-Riemanniana com conexdo de Levi-Ciwita V. Dados X,Y € X(Z") e

X,Y € X(M) suas extensées locais em M, ponha
VY = (V5Y)".

Afirmacao: V ndo depende das extensoes consideradas e € a conexao de Levi-Civita de

M.

Demonstracao. Veja [11]. O

. —n+1 . L .
Seja P : X" — M™ " umas hipersuperficie imersa, tipo-espaco. Estabeleceremos

—n+1

agora algumas relagoes entre as geometrias de 2™ e M As férmulas de Gauss e

Weingarten sao dadas, respectivamente por

V<Y = VxY—(AX,Y)N (2.1)
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AX) = —VxN, (2.2)

em que A : X(X) — X(X) denota o operador de Weingarten em X™, com respeito a
escolha de uma orientacao temporal N para X™.

Destacamos agora a bem conhecida equagao de Gauss, que descreve o tensor Curvatura
R de I™ em termos do endomorfismo de Weingarten e do tensor curvatura R de M““, a

saber
R(X,Y)Z = (R(X,Y)Z)" 4+ (AX, Z)AY — (AY, Z)AX.

Outro conceito importante, que esta associado ao operador forma A, sao as curvaturas
principais. Elas sao definidas pontualmente como sendo seus auto-valores ki, Ko, ..., kn
com relacao a uma base {e;} de X™. A partir dai sdo construidos n invariantes algébricos

da seguinte forma
SO = 1

Sr - Z kilkig e kir-

I N A

Definicao 2.1. Definimos a r-ésima curvatura média H, da hipersuperficie X™ como

(T)HT — (—1)S,.
n

No caso particular em que v = 1, tem-se a curvatura média

sendo

1
Hi=H=-—=) k= —T—Ltr(A).

Dizemos que uma hipersuperficie ™ é mazxima se sua curvatura média H € nula, isto é,

H=0.

Abordaremos agora a funcao altura h, que serd uma das principais ferramentas para
o0 nosso estudo. Defina h : & — R, dada por h = 7g|sn = (7r © P) ou ainda,
h(t,x) = (g o P)(t,x) = t. Assim posta, h serd chamada de funcdo altura de £ com
respeito ao campo de vetores d;. Neste breve momento, vamos denotar por V e V os
gradientes em relacao as métricas de —R x M™ e L™ respectivamente. O gradiente de

g em —R x M™ é dado por

vﬂR - —<V7TR, at>at - —at.
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Lembrando que

V=V

Desse modo, o gradiente de h em L™ serd
Vh = (Va)" =—0{ =—0; — (N, 0N,

onde, ()7 denota a componente tangente de um campo em x(m““) ao longo de X™.
E imediato que

Vh2 = (N,9,)2 — 1.

Definiremos a fungao suporte, que geometricamente mede, a menos de um sinal, o
cosseno hiperbolico do angulo entre o campo normal N a X e o campo 0. Tal funcao é
dada por (N, 0).

Agora, veja que para campos X € X(L™) vale o seguinte, vide Lema 2.3

X((N;3¢)) = (VxN,9¢) + (N, Vxdy)
= —(AX,0y)
= —(AX,0] — (3, N)N)
= —(AX,9])
= (AX,Vh)
= (X,A(Vh)),

VX € X(Z™). Por defini¢ao de gradiente, temos que (V(N, ), X) = X((N, 9)) e daf
(V(N, 00, X) = (X, A(T)), VX € Z(Z").

Portanto, V(N, 0¢) = A(Vh).

Obteremos na préxima secao o laplaciano das fungoes altura e suporte.

2.2 Mais alguns Resultados

Nesta secao enunciaremos e discutiremos alguns resultados que serao utilizados nos
principais resultados desde trabalho e que sao tratados no préximo capitulo.
Considerando o produto lorentziano M = —R x M™, nao € dificil mostrar que as fibras

{p} x M =7/ (p) e as folhas R x {q} = 7' (q) sao subvariedades semi-Riemannianas de
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M. Deste modo, os vetores tangente as folhas serdo chamadas horizontais enquanto os
tangentes as fibras serao ditos verticais.

Vetores tangentes e campos de vetores em R ou M podem ser levados para —R x M™
usando as projecoes Tig € Ty, representando assim, vetores e campos em —R x M™. No
que segue, denotaremos H(R) o conjunto dos levantamentos horizontais e por V(M) o

conjunto dos levantamentos verticais.

Lema 2.1. Se A € o operador de Weingarten relativo a imersao tipo-espago b : X™ —

—R x M™ entao

(i) AP =317 kK =n*H? —n(n—1)H,,

(ii) nH? < |AJ?, valendo a igualdade se, e somente se, L™ € totalmente umbilica,
(iii) Hy < H2,
onde ki sao os autovalores de A e |-| é a norma de Hilbert-Schmidt.

n i=1

(> k)% Como (5) = “(“2*1), temos n(n — 1)Hy = 2 3, _; kikj. Logo, segue que

Demonstragdo. Desde que H? = (—2 3  ki)? e (2)H, = > i kiKj, temos n*H? =

n’H? —n(n—1H, = () H?=2) kik
i=1

i<j

)

i#j
n

= ) K =A%
i=1

. . .o . . 2
Vejamos o item (ii). Considere os seguintes vetores em R™

LL:(kl,...,kl,kg,...,kg,...,kn,...,kn)

v=(Kki,...,Kn, ke, oo Ky Ky, K )
Assim,
<u>v> = klei‘f‘kszi—i-...—f—anki
i=1 i=1 i=1

— k] k,i = T12H2.

j=1  i=1
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Veja que

lu? = nk; +nky + ... + nk, =n|AJ?

M= ) K+ K+ .+ ) K
i=1 i=1 i=1
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos
(u,v) < hulv] = njA]%

Assim, n?H? < nJAJ]? ou nH? < |AJ%, valendo a igualdade se, e somente se, os vetores u e
v sao linearmente dependentes, ou seja, k| =k = ... = K;.

Note que
nH? < AP =n*H® —n(n — 1)H..
Portanto, Hy < H2. O
Lema 2.2. Se —R x M™ ¢é um produto lorentziano e X € V(M), entdo [X, 9] = 0.
Demonstracao. Seja {t, 01, 0, ..., 0} um sistema de coordenadas em M = R x MM
Assim, se f € C®(M) e X = Z a;0; temos
A (X(N) = () di(f)
= Z 01 (0 (0:(f)))
= D _{8u(o)3i(f) + @i (3:(F))}

Veja que os o nao dependem de t, logo 0 (i) = 0. Portanto, 0(X(f)) = Z ;0 (0:(F)).
Agora, aplicando o teorema de Schwarz em R™, teremos o¢;0¢(0:(f)) = x;0:(0¢(f)) e assim
0+ (X(f)) = X(0(f)). O
Lema 2.3. Se —R x M™ € um produto lorentziano e X € V(M). Valem os sequintes itens:

(i) Vx0¢ = Vo, X =0,

(ii) Vo0, = 0.
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Demonstracao. De fato, pela formula de Koszul, temos

2<Vx6t, at> _ X(at’ at> + at<at, X> — E)t(X, at> — <X, [aty at]) + <at7 [at7X]> + <at7 [X, at]>
= <6t, [at,XD + <at7 [X> at])

Como o colchete é anti simétrico, obtemos
2<vxat7 at> = <at7 [at7x]> - <[X7 at]7 at> = 07

VYX € V(M). Logo, Vx0; é um campo vertical, ou seja, Vx9¢ € V(M).
Além disso, para X,Y € V(M) vale, pela Formula de Koszul

2(Vxdi,Y) = X(0u,Y) + (Y, X) — Y(X,d¢) — (X, [0, Y1) + (3, [Y, XI) + (Y, [X, 3,])
- at<Y, X>
Como X,Y € V(M), entao (X,Y) = (X, Y)m. Portanto, 0¢(X,Y) = 0:(X,Y)m = 0. Uma
vez que, (Vx0d¢,Y) =0, VY € V(M) e Vx0¢ € X(M), entdo Vx0¢ = 0.

Vejamos agora o item (iii).

Analogamente ao item anterior, usamos a compatibilidade da conexao para obter,

<vatat,at> = _at<atuat>

— —at(_l) — O
Mostremos agora que (Va,d¢, X) = 0. Para ver isto, note que

<vatatyx> = at<at7X> - <at7vatx>

= 0,

onde usamos que Vo, X =0 e que (X,0¢) =0, VX € V(M).
Agora, segue novamente que Vo, 0 é simultaneamente horizontal e vertical e portanto

nulo. O

O préximo lema nos dé a expressao do laplaciano da fungao suporte que envolve a
curvatura de Ricci e a norma do operador de Weingarten. Antes disso, obteremos o

laplaciano da funcao altura.

Ah = div(Vh) =) (Vg Vh E;).

i=1
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Veja que,
(Ve,Vh, i) = ((N,0()AE;, Eq).

Portanto,
Ah = (N,d;) > (AE{ E;) = —nH(N,d,).

Lema 2.4. Se { : I™ — —R x M™ uma hipersuperficie, tipo-espaco, com curvatura

média constante, entao o laplaciano da fungao suporte é dado por
A<N7 at) - (RlCM(N*v N*) + |A|2)<N7 at>7

onde o Ricyp denota a curvatura de Ricci de M, N* € a projecao do vetor normal unitdrio

N sobre a fibra M™ e |A| € a norma de Hilbert-Schmidt do operador forma A.

Demonstragao. Seja {Ex}i_; um referencial ortonormal geodésico de autovetores de A em

p € X" fixado, entao

A<N7 at> = Z EkEk(<Na at>)

= > El((VE,N,dy) + (N, VE,0y))

n

= — ) E(AE, ).

k=1

Escreva 0, = Z By — (N, 0¢)N e AE, = thlEl. Observe que AEx na base de
1=1 1=1
auto-vetores {Ex}i_,, encontramos para cada k € {1,2,...,n}, fungdes hy : ™ — R tal

que Ak = Z hyx1Ey para cada k.
1=1
Analisaremos agora o termo Eyx(AEy, d¢). Note que

EW(AE, ) = Ex() hiEi, 0

= Z Ex (hua By, 04)

n

= Z<kahklEl’ Z hklElv kaa >

1=1 =1
n

= Z<hhlkaEl + Ex (i) Eq, O)

1=1

= Z (hia) (1, 00) + ) (hia Ve, E1,9y).
-1
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Olhemos para o termo Z(hklkaEl, d¢). Como o referencial é geodésico em p e usando

1=1
a Formula de Gauss, obtemos

Ve, Ei = —(AE, E)N.

Logo,

n

Ex(hi)or — ) (hia(AE, BN, dy)

1=1

Ei(hyxt) o — Z hk1<AEk> E1><N> at)
1=1

Ek(hkl)‘xl - (N, at) Z hk1<AEk, El>~

1=1

M=

Ek<AEk7 at> =

,d
|
-

I
M=

,_
I
—

I
M=

i
I

Substituindo Ak, = Z hy By acima, temos (AEy, By) = Z hii By, Ey) = hy e dai
1=1

Ey (AEy, 0¢ Z Ex(hi)oq — (N, 0¢) Z hiy

Retornando para a expressao de A(N, 0), teremos

A(N,dy) = —) Ep(AE,dy)

k=1

= ZEk(hkl)Ocl-i-Z(N,at)Zhil
k=1 1=1

:—ZEkhkloc1+Na Zh
k,l1=1 k,l=1

isto é,
A(N,3y) = — > Eelhi)oa+ (N, 3)AP (2.3)
k,1=1

n
Agora, voltemos nossas atencoes para o termo E Ex (hxi)xi. Observe que
k,1=1

hi = (AEk, E1) = (AR, Ey).
Dai, como E{(Ey, N) = 0 obtemos que

(Ve Ex,N) = —(Ey, Vg, N) = (Ex, AEy),
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ou seja, hyy = (Vg Ey, N).

n

Substituindo a expressao acima em Z Ex (hyt) o, obtemos

K11
Y Edlhda = ) E((VeEoN)o
K11 KL

= Y ((Ve, Ve E, N) + (Vi Ey, Ve, N) ot
kl

Novamente, como o referencial é geodésico em p, entdo (Vg Ex)T =0 e
(Ve Ex, Ve, N) = —(AE, Ex)(N, Vg, N).
Lembrando que Ex (N, N) = 0, é imediato que
2(N, Vg, N) = 0.

n

Logo, <vElEk,kaN> = 0. Reduzimos entao a expressao de Z Ex (hy) o para

k,1=1
Z Ex (hi)oy = Z <vElvElEk7N>“l-
k,1=1 k,1=1

Agora manipularemos a expressio (Vg Vg, Ex, N) afim de obter o tensor de Ricci. Pri-

meiramente note que

Ex(hi) = Ex((VE E,NY) = (Vg Vi E,N) — (Vg Vg, Ex, N) + (VE, VE, Ex, N)
= <_E(EK7E1)EK7N> + <vElkaEka>'

Além disso,
E (Ve Ex, N) = (Ve Ve, Ex, N) + (Ve Ex, Vg N).
Como (VEkEk,vELN) = 0, segue que
Br(hia) = B(VE,ELN)) = (=R(E, BB N) + Ef(Ve, Ei, N).
Veja que
(Ve B, N) = —(Ey, Vi, N) = (Ey, AEy),
o que implica,

Ex(hit) = (—R(Ey, E)Ex, N) + E1(Ex, AEy).
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Somando Ey(hyi) em k, obtemos

> Eulhua) = —Ric(E,, N) + Ey(tr(A)).
k

Sendo H constante e tr(A) = —mH entdo Ei(tr(A)) = 0 e Y, Ex(hy) = —Ric(E(, N).

Multiplicando esta ultima igualdade por o e somando em 1
D auEx(hia) = —xRic(E, N) = —Ric(oEy, N)
k
Y Ex(h)oy = —Ric() aE,N)
1k 1

= _R_ic(at + <N7 at>N7 N)

Entretanto,
Ric(d,,N) = Ric(N,dy) =) (R(N,E)d, Ey)
K
RINEWD: = ) VnVed — Vi, VN0 — Ving de = 0.
k
De fato, [N, Ei] € X(—R x M™), de onde escrevemos
[N, Ey] = a0 + X, X € X(M").

Dali,

Vinen 01 = V0,00 + Vxdy = 0.
Analogamente, obtemos Vn0¢ = 0. Logo,

Z Ex (hy) o = —<N, at>ﬁ(N, N).
kl

Portanto, voltando & expressdo (2.3), obtemos A(N, d¢) = (N, 9¢)Ric(N, N)+ (N, d,)|A[.
Para concluirmos a demostracao, mostraremos que

Ric(N,N) = Ric(N*,N*) = Ricm (N*, N*).

Como N* é a projecao do campo vetorial normal unitario N sobre a fibra M™, entao

N = —(N, 0¢)9¢ + N*. Logo

Ric(N,N) = Ric(—(N,d:)9; + N* (N,9)0; + N*)
= (N, 9{)*Ric(d¢, 0¢) — 2(N, d{)Ric(d¢, N*) + Ric(N*, N*).
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Veja que
R(3¢, E1)0¢ = Vg, Vo, 0t — Vo, Vi, 0t — Vo, £110t-
Ponha [0, Ei] = B0, + X, X € X(M) e dai
Vio e)0t = BV, 0t + Vx0¢ =0,

Portanto, Ric(d¢,0¢) = 0, onde usamos que Vatat = inat = 0. Analogamente,

Ric(9¢, N*) = 0. O

Lema 2.5. Sejam VP : ™ — —R x M™ uma hipersuperficie tipo-espaco imersa em um

produto lorentziano —R x M™, cuja curvatura seccional Ky da fibra M™ € tal que

para alguma constante positiva k. Entdao, para todo X € X(L), a curvatura de Ricci de X
satisfaz a sequinte desigualdade

n2 H2

Ric(X,X) > —k(n — 1)(1 + |[Vh]?)X> — T|X|2.

Demonstragao. Sejam X um campo de vetores em X(X) e {Ex}Ji_; um referencial ortonor-

mal. A partir da equacao de Gauss

R(X, E\)X = (R(X, E0)X)T + (AX, X)AE; — (AE;, X)AX,

obtemos N
Ric(X,X) = > (R(X,E), Eq) + nH(AX, X) + (AX, AX).
Veja que o
RH(AX, X) + [AX? = |AX + %x? _ “Tz X2,
e portanto
o H 2H?2
Ric(X,X) = ¥ (R(X,Eq), Ei) + AX + %XIQ - “4 X2,

n=1

Vejamos o termo (R(X,E;),Ei). No que segue, ponha X = X* — (X,0¢)0: ¢ E; = Ef —
(Ei,0¢)0¢, onde ()* denota a projegdo em V(M), entao

RIXEDXE) = (RXSEDX Eom
= km (X ED (X, XIYM(EL ED M — (X5 EDR).
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Observe que sendo

(X, X) = (X" = (X,0¢)0¢, X" — (X, 0)0¢)

= _<X7 at>2 + <X*7 X*>M7

obtemos
(X*Xm = X+ (X,0.)%
Note que
(X,0¢) = (X,0{) + (X,N)(N, ;)

= (X.9;)

= —(X,Vh),
ou ainda

(X,9¢)% = (X, Vh)2.

Portanto,

Da mesma forma, as expressoes de (Ef, E{)m e (X*, E{)m sdo dadas, respectivamente por
(B ENDMm = 14 (Ei, Vh)?

17 1

(XTEDM = —(X,00)(Ei,0¢) — (X, Eq)
= —(X, VR)(Ei, Vh) — (X, Ey).

Podemos escrever entao

(X* ED2 = (X, E0)2 4 2(X, VR)(E¢, VRY(X, Ei) + (X, Vh)%(E;, Vh)?

(X5 X MES ED M = X+ IXP(Ei, VR)?2 + (X, Vh)? + (X, Vh)?(E;, Vh)2.

17 71



Capitulo 2. Hipersuperficies em —R x M™"

30

Assim

X XIYMELEDM — (XL EDA = XP +IXP(E, Vh)Y? + (X, Vh)? — (X, E;)?

i) =1

Portanto,

> (RXE)E) = —k(nXP+ XPIVR] +n(X, Vh)* — [X* — 2(X, Vh)?)

> —k((n—1)IX?+ (X, Vh)*(n — 2) + [X?IVhP)
> —KXP(m—1)(1+|VhP).

Com isto concluimos que

H 2142
Ric(X,X) > —k|xy2(n_1)(1+rvm2)+|Ax+“7xy2—“T|x12
2H2
> —KXP(n—1)(1+|VhP) — nT!XP.



Capitulo 3

Resultados tipo Bernstein

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados tipo-Bernstein, que sao obtidos a
partir de restricoes comuns a esse tipo de resultado. Em nosso trabalho, faremos controles
especificos sobre a norma do gradiente da funcao altura, para concluir que uma dada
hipersuperficie seja maxima ou um slice.

O préximo teorema se refere a propriedade de uma hipersuperficie ser maxima.

Teorema 3.1. Seja b : I — —R x M™ uma hipersuperficie tipo-espaco completa
imersa em um produto Lorentziano —R x M™ | cuja curvatura seccional Ky de sua fibra
M™ € tal que —k < km < 0, para alguma constante positiva XK. Suponha que X™ esteja
entre dois slices de —R x M™ e que |Vh| € limitado em Z™. Se H € limitada e nao muda
de sinal em X™, entao H nao pode estar globalmente longe de zero. Em particular, se H

¢ constante, entao L™ € mdrima.

Demonstracao. Pelo Lema 2.5, a curvatura de Ricci da fibra M™ é limitada inferiormente.
Como H nao muda de sinal, suponha inicialmente que H > 0 em X™. Considere a funcao
—h, onde h denota a funcao altura e note que —h ¢é limitada inferiormente.

Nas hipoteses do Principio do Maximo Generalizado de Omori-Yau, existe uma sequéncia
Pr € L™ tal que;

lim —h(pyx) =inf—h , . lim |[V—h(px)=0, . lim inf A—h(py) = 0.

k —+o0 —+00 —+00

Como A(—h) = —Ah =nH(N, 9;), entao

0< lim ian—h(pk):nklim inf(H(N, 0¢)) (px)-

k—+o00 —+oo

31
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Mas,

0= lim [V—h(p)P = lim ((N,3,)%(pi) — 1),

k—+o00 k—+o0

o que implica,

lim (N,9¢)?(px) = 1.

k—+o0

Lembrando que (N, 0¢) < —1, teremos . lini (N,0¢)(px) = —1. Dai
—+00

0 < lim inf A—h(px) =n lim inf(H(N,9))(px) < —nliminf H(py) < 0.

k——+o0 k—+o0 k——+o0

Como estamos supondo H > 0, concluimos que ‘l<1m inf H(py) = 0.
—+00
Agora, se H < 0, considere a funcao h e novamente, nas hipotese do Principio do

Maximo Generalizado de Omori-Yau, chegamos ao resultado. O]

O resultado a seguir é uma extensao de dois outros teoremas provados para o caso
particular M™ = H", obtidos por Albujer [1]. Ampliando a restrigdo sobre curvatura

seccional, obtemos

Teorema 3.2. Seja P : ™ — —R x M™ uma hipersuperficie tipo-espaco, completa,
imersa em um produto Lorentziano —R X M™ com curvatura média constante H, cuja
curvatura seccional knp de sua fibra M™ € tal que —k < kpm < 0, para alguma constante

positiva k. Suponha que uma das sequintes condigoes seja satisfeita

(a) A funcdo altura h de &™ satisfaz [Vh|* < k(r’;l)Hz.

(b) Hs € limitada inferiormente em L™ e a fun¢ao altura h de I™ € tal que, para alguma

constante 0 < & < 1, wvale
x
Vh?< ————|A)
Vit < Al
Entao, ™ € um slice.

Demonstragao. Suponha que a condigao (a) seja satisfeita. Como [Vh|?> = (N,0¢)? — 1,
teremos

n

k(n — 1)H2'

(N,9)?=|Vh?+1<1+

Além disso, como (N, 0¢) < —1 entéo

n
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Portanto, (N, 0¢) ¢ limitada inferiormente.
Tendo em mente o Lema 1.9 e visando aplicar o Principio do Maximo Generalizado

de Omori-Yau, analisemos o Ricpm (N*, N*); onde N* = N + (9, N)9;. Note que

Ricpm(N*,N*) = Y (Rm(N*, E)N" Ei)m

i=1

= ZkM (N*, Ed) ((N*, N*)m(Ei, Eid)m — (N* Ei)Rg)

> —kZ(<N*,N*>M — (N*, E))f)-

Desde que
(N, N) = (N* — (N, 0¢)0¢, N* — (N, 0¢)0¢),
temos que
(N*, N*)pm = —1+(N,0¢)? = |[Vh[%.

Dai,

Ricm(N*,N*) > —kZ (IVhP — (N*, E))j)

z — (anhP —IN*[") = —k(n —1)|Vh/.

Assim,

A(N,9;) = (Ricpm(N*,N*)+[A[*)(N,d,)
< (—k(n—1DIVhA(N,9) + (M*H> —n(n — 1)Hy))(N, dy).

Agora, com uma simples manipulac¢do de (a), conseguimos
—|Vh/*k(n — 1)(N,d) < —mH*(N, d,).
Portanto,

A(N, 0y)

N

(—nH? + n*H? —n(n — 1)Hy)(N, d)

N

(H*(n* —n) —n(n —1)Hy)(N, dy)
< n(n—1)(H* = H)(N, ).
Aplicando o Lema 1.9 em (N, 9;), conseguimos uma sequéncia py € L™ tal que

0< lim infAN,9)(px) <n(n—1) lim <N,at)(pk)lkiminf(Hz—HQ)(pk)<0,

k —+o0 k —+o0 —+00
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visto que (H? —Hy) > 0 e (N,0{) < —1. Passando uma subsequencia, se necessario,

podemos por

lim (H? — Hy)(pi) = 0.

k =+

Pelo Lema 2.1
. 2 _ 2
. ILIEOO|A| (px) =nH"

Neste ponto, lembrando que |[A[*> = Y " | k? onde k; denota os autovalores de A e pas-

sando outra subsequencia se necessario, podemos supor ainda que

k =+

Uma vez que ki sao autovalores de A, coloque

1 *
H:—E;ki.

e construa
nmn
i<j

Mas

lim (H* —H,)(px) =0,

k —+o0

de onde obtemos H? = Hy, 1 < i< n, e daf ki=—H,ViI<i<n.
Agora, seja {e;}icy um referencial ortogonal de autovetores associados aos autovalores
{ki} de A. Desse modo, escrevemos Vh = ). Aje; , onde A; sao fungoes continuas em X™.

Lembrando que V(N, 9;) = A(Vh) e que a sequéncia py satisfaz . lim [(V(N,0:))(px)l =

— o0
0, entao
o 2 _ . 2
0= lim [V(NAJE(P) = lim A(VR)(pi)
_ . 292
= 3 lim (N)(py)

— § *2 2 z
- - kl k 1131# }\ pk H k ll>r£1ro<> }\
Se H =0, por hipdtese temos

n

hPg ——
IVh kin—1)

H? =0,
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Logo h é constante e portanto X™ é um slice.

Se H > 0 entao . lg&oo A(px) = 0. Note que Vh =) Aje; edai [Vh]> =Y . A o que
implica . ILHJ}OO [Vh2(px) = 0. Como [Vh2+1 = (N, 9¢)?, aplicando a sequéncia py e uma
subsequéncia se necessario, obtemos lim (N,0)?(px) = 1. Mas como (N, d;) < —1,

k —+o0

vem que

inf <N, at> (pk) = lim <N, at>(pk) =—1.

k —+o00
Consequentemente (N, 9;) = —1 e assim |[Vh| = 0.

Consideremos agora o caso em que o item (b) é satisfeito. Analogamente ao caso
anterior, mostrasse que inf,cy (N, 9¢)(p) existe e é negativo. Vimos também que

Ricp (N*,N%) = —k > ((N*,N*)m — (N* Eq)3y).

i=1
Como (N, 9¢) < —1, entao

Ricpm (N*,N*)(N,9;) < —k(n—1)[Vh[*(N,9d)
< —odAP(N,dy).

Portanto,
A(N, ;) < (1 —o)]AF(N,9;) <0.

O Lema 2.5 e a hip6tese (b) garantem que o Ricci é limitado inferiormente e pelo

Principio do Maximo Generalizado de Omori-Yau, existe uma sequéncia py tal que

lim (N,0¢)(px) =inf (N,9¢) , lim |[V(N,0)(px)=0, Emian(N, d¢)(px) = 0.

k —+o0 k —+o0 —+00

Segue que

0 < liminf AN, 9¢)(px) < (1 — &) ]1<imi+nf |A?(py). inf (N, 9,) < 0.
—+o00

inf
k —+o0 pex

Passando a uma subsequéncia, se necessario, podemos por

. 2 .
X 11)1200 |A| (pk) - O?

e usar a desigualdade na hipétese (b) para obter

lim [VhP2(py) =0,
k —4o00
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o que implica

lim (N,0¢)%(pyx) = L.

k —+o0

Como

lim (N, 0.)%(px) =sup (N, 9{)* =1,

k —+o0 pex

entdao (N,0¢)? > 1. Segue que (N,0)? =1 e daf [Vh| = 0. Portanto, ™ é um slice. [

Voltemos a propriedade de uma hipersuperficie ser maxima. Agora impondo que
a curvatura média nao muda de sinal e que a norma do gradiente pertence a L'(Z™),
podemos concluir que essa hipersuperficie ¢ maxima. Além disso, se adicionarmos mais
algumas hipdteses sobre a curvatura de Ricci de M™, podemos constatar ainda que esta

é um slice.

Teorema 3.3. Seja ¢ : X — —R x M™ wuma hipersuperficie tipo-espaco completa
mmersa em um produto Lorentziano —R x M™ tal que sua curvatura média nao muda de
sinal. Se|Vh| € LY(Z™), entdo I™ € mdxima. Além disso, se Hy € limitada inferiormente
em X™ e a curvatura de Ricci Ricym da fibra M™ € nao negativa, entao L™ é totalmente

geodésica. Finalmente, se Ricyp € estritamente positiva, entao L™ é um slice.
Demonstra¢ao. Como H nao muda de sinal em ™, vé-se que Ah = —mH(N, 9;) também
nao muda de sinal. Pelo Lema 1.10, h é harménica, ou seja, —mH(N,9{) = Ah =0 .
Como (N, 0¢) < —1 <0, teremos H = 0 e portanto X" é méxima.

Além disso, se Hy ¢ limitado inferiormente e o Ricy € nao negativo, podemos usar
A]> = n?H? —n(n — 1)H,

para concluir que |A] é limitada. Lembrando que V(N, 0y) = A(Vh), vé-se que [V(N, 0¢)|
|Al|[(Vh)| € L}(Z). Pelo Lema 1.10, teremos (N, 9;) harmonica e daf

N

(Ricpm (N*,N*) 4+ |AP)(N, d;) = A(N,d,) =0,
e é imediato que
Ricm (N*,N*) + |A]? = 0.
Como ambos os termos sao nao negativos, concluimos que |A]*> = 0. Agora, supondo que
Ricp é estritamente positivo em X™, como acabamos de concluir que Ricy (N*, N*) =0,

teremos que N* =0 em I". Portanto, N = N* — (9, N)d; = —(0¢, N){0 é paralelo a 0

e entao concluimos que X™ é um slice. O
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Graficos Verticais

Nesta secao faremos uma breve abordagem sobre os graficos verticais e casos particu-

lares dos teoremas tratados na capitulo anterior.

Definigao 4.1. Sejam Q um dominio conexo de uma variedade Riemanniana conexa M™

eu € C®(Q). O grdfico vertical de w em —R x M™ € a hipersuperficie
Ihu) ={(u(x),x), x € Q} Cc =R x M™.

Dizemos que o grafico vertical é inteiro quando O = M™.

A métrica induzida em Q) a partir da métrica Lorentziana no espaco ambiente via
I™(u) é

<~, > = —du2 + <', >M

O proximo lema no mostra que uma restrigao sobre o gradiente da funcao que define o
grafico, nos fornece graficos tipo-espaco.

Lema 4.1. Um grdfico em —R x M™ € tipo-espaco se, e somente se, [Vu| < 1 e, neste

caso,

1
N = ————=(0+ + Vu),

v 1—|Vul?

onde Vu denota o gradiente de w em M™ e N € a aplicacao de Gauss apontando para o

futuro em X™(u).

Demonstracdo. Inicialmente, como

X, X) = —Vu2X+ (X, X)m
= X, X)m— (V, X)2, = (1= VuP)(X, X)m

37
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entao o grafico Z™(u) é tipo-espaco se e somente se, |Vu| < 1.

Analisemos seu campo normal. Seja g : —R x M™ — R dada por g(t,x) =t —u(x).
Note que g é tal que £™(u) = g=1(0).

Mostremos que Vg é um campo normal sobre X" (Q). De fato, dados p € Z™(u) e
v e T, 2™ (u), seja a: (—e, €) — L™ (u) tal que x(0) =p e «’(0) =v. Temos

d
= a(g o a)(t) [¢=0=0,

(v, Vg) =v(g) = a'(0)
o que implica, Vg L v, Vv € T,Z™(u).

Além disso, escrevendo v = (Ad¢,w), onde w € TyM™, q = mpm(p), entao

v(g) = Ad(g) +wl(g)
= AO¢(t —u(x)) + w(t —u(x))
= A—w(u(x))
= —(A0, 0¢) — (Vu, w)
= (=0 — Vu,v).

Logo (—0: — Vu,v) = (Vg,v), Y € T,Z™(u). Como a métrica é ndo degenerada con-
cluimos que Vg = -0, — Vu.

Para obtermos um campo apontando para o futuro, escolheremos N = —Vg. Veja
que (N,9¢) = (d; +D(u),9d;) = —1 < 0. Lembrando que (N,N) = —1+|Vul? e assim N

é tipo-tempo. E imediato que a aplicagao normal de gauss é

1
N = —=(0¢ + Vu).

V1—|Vul?

]

Os préximos resultados sao casos particulares dos teoremas tratados na secao anterior.

Corolario 4.1. Seja ™ (u) um grafico vertical, inteiro, tipo-espaco em um espago produto
Lorentziano —R x M™, cuja fibra M™ é completa e tal que sua curvatura seccional Ky
satisfaz —k < km < 0, para alguma constante positiva k em R. Suponha que X™(u)
esteja entre dois slices de —R x M™. Se |Vu| < «, para alguma constante 0 < o« < 1, H
¢ limitada e nao muda de sinal em X™(u), entdo X™(u) € completo e H nao pode estar

globalmente longe de zero. Em particular, se H € constante entao L™ (u) € mdzimo .
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Demonstracao. Mostremos inicialmente que Z™(u) é uma hipersuperficie completa. Sa-

bemos que
X, X) = (1 — [VuP){X, X)m.
Como |Vu| < o temos [Vul]? < o2, e dai 1 — |[Vul?> > 1 — «?. Assim,
X, X) = (1 — o)X, X)m.

Isso implica que L > v/1 — &2y, onde L e Lyq denota o comprimento da curva em X™(u)
com relagao as métricas (.,.) e (.,,.)m. Como M™ é completa, entdo a métrica induzida
em X" (u) também é completa.

Vejamos agora o gradiente da funcao altura. Pela expressao de N, tem-se

1

V1= [Vul2

<N7 at> =

Como |[Vh[? = —1 4 (N, 0¢)?, entao

1 |Vul?
hP? = —1 = .
VR I VaE T I Vup

Uma vez que |Vu| < «, obtemos

0(2

1—a2

[Vh| <
Assim, pelo Teorema 3.1, segue o corolario. O]

Outros resultados andlogos sao obtidos a partir da substituicao da restricao na norma
do gradiente da funcao altura por uma limitacao sobre a funcao que determina o grafico.

Mais precisamente temos o seguinte resultado.

Corolario 4.2. Seja L™ um grdfico vertical tipo-espaco, inteiro, imerso com curvatura
média H constante em um produto Lorentziano do espaco —R x M™, cuja fibra M™ ¢é
completa e cuja a curvatura seccional kny de sua fibra M™ € tal que —k < km < 0, para

alguma constante positiva XK. Suponha que uma das sequintes condicoes seja satisfeita:

2 H2
(a) ’VU’ < k(n—nl)—l—nHQ'

(b) Hsy € limitada inferiormente em L™(u) e ™ € tal que, para alguma constante 0 <

x < 1,vale
JA[?
k(n—1)+ «]A]?

IVuf® <
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Entao, £™ € um slice.

Corolario 4.3. Seja Z™(u) um grdfico vertical, tipo-espaco e inteiro em um produto
Lorentziano do espaco —R x M™, cuja fibra M™ € completa. Suponha que a curvatura
média H ndao muda de sinal em Z™(u). Se [Vu| < «, entao £™(u) é completa e mdzima.
Além disso, se Hy € limitada inferiormente em L™ (u) e a curvatura de Ricci da fibra M™
€ ndo negativa, entao X™(u) € totalmente geodésica. Finalmente, se o Ricci € estritamente

positivo, entao X™(u) € um slice.

4.1 Exemplo

O exemplo a seguir mostra que a condicao da hipersuperficie L™ situar-se entre dois
slices de —R x M™, é uma hipotese necessaria no Teorema 3.1 para concluirmos que a
curvatura média de ™ nao pode ser globalmente limitada longe de zero.

Veremos também mostra que a suposicao

IVh|? < A2

x
k(n—1)
nao pode ser estendida para & = 1.

Exemplo 4.1. Consideremos a funcio suave u : H* — R dado por u(x,y) = alny,

lal < 1. O grdfico vertical inteiro de w € dada por
2?(u) = {(alny,x,y), y > 0} € —R x H?
O gradiente Vu de u é dado por Vu(x,y) = (0, ay).
De fato, com referencial ortogonal {E; = y0y,Es = ydy} em H? e pela defini¢ao de
gradiente temos, para & = (Ei, E;)
2 ou
\% = iz Ei
= E(uk,
= yoy(alny)k,
= (1E2
= (0,ya).
Além disso, como a métrica induzida em H? é dada por

1
x,y)m = F(dXQ + dy?),
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entao [Vu(x,y)? = la]®>. Para que X*(u) seja uma hipersuperficie espacial completa
devemos ter |a| < 1.

Note que H? tem curvatura seccional constante igual a —1, é simplesmente conexo e
completo.

Lembrando que a norma do gradiente da funcao altura é dada por

2
whe = VU

vé-se que [Vh|? é constante e nao nulo, ou seja, é limitado.
Mostremos agora que a curvatura média H de Z2(u) é constante. Sabemos que
2H = —tr(A), o que motiva a analise da expressao de Ax. Com efeito, dado X €

X(Z"(u)), podemos por

X = (Vu, X)g2d + X,

onde X é a projecdo de X em X(H) e V denota a conexdo de Levi-Civita de —R x H2.
Para facilitar, vamos omitir o indice H? da métrica (-, -)ge.

Assim,

AX = —VxN
= —(Vu,X)Vo,N — VxN.

Utilizando a expressao de N, obtemos

0 +VU | = 34V
) — Uk (i)

V1= |Vup V1= [VuP
()
NI NVuP

_ __UxVu Vu (VxVu, V).

JI-IVuR  (VI—[VuP)?

AX = —(Vu,X)V,,(

Vemos entao que

Vu

S

2H = —Diy(
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Por outro lado,

2

Apu = Y (Ve Vi, Ey)
- ;Z(IVEIEQ,El)
- %{E2<E1, E)) + (B, Eo) — E4(Es, Ey)
—([Es, E1], ) — ([E1, Ei], Eo) + ([E1, Eol, E1)}
— —a([Es, B, Ey)
= —a(E,Ey)
~ _a

onde na terceira igualdade usamos a féormula de Kozul. Assim, segue que a curvatura
—a

2/1—a?
Veja ainda que |[Vh|> = |A[%2. Com efeito, como (N,d.) = —ﬁ é constante, pelo
—|Vu

média é constante e igual a H =

Lema 2.4 obtemos
0 =A(N,d¢) = (JA]* + Ricyz(N*,N*))(N, d,).
Além disso, como kyz = —1, entao

2
Ricg (N, N*) = ) ke (N*, E)((N*,N*)ge (Ei, Eo)me — (N, E)2e)
i=1

2
= =) ((N",)N")g — (N*, Eq)Ze)
i=1
= —2(N*,N") g2 + (N*, N*)gp
= —(N*,N*)g = —|Vh[%.

Logo,
0=A(N,d¢) = (JAP — [Vh*)(N, 0.

Portanto |[Vh|?> = |AJ%, ou ainda [Vh|? < |AJ%

Veja ainda que, a partir do Lema 2.1, obtemos

—— = |Vh]? = |AP=4H?>—2.1.H,

(12

- ]_—(12_2H2'
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Vemos que Hy = 0 em X?(uw)(¢ limitada). Mas Hy = k;iko, onde ki, ko denota os autova-

lores de A. Suponha entao que k; = 0 e veja que

a —H=— kl—l—kg_ kg
2Wl—a2 2 27

de onde concluimos que
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