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Resumo

Esta dissertacao foi baseada no artigo On the curvatures of bounded complete spacelike
hypersurfaces in the Lorentz-Minkowski space de Aledo e Alias publicado no periédico Ma-
nuscripta Math. vol. 101 no ano 2000. Neste trabalho, os objetos de estudo sao hipersu-
perficies tipo-espaco completas isometricamente imersas no espaco de Lorentz-Minkowski.
Na primeira parte do trabalho, abordaremos o caso em que estas hipersuperficies possuem
curvatura meédia constante e possuem uma restricao geométrica de estar limitada entre
dois hiperplanos tipo-espaco paralelos ou, num segundo caso, entre dois espacos hiperbo-
licos concéntricos. Na segunda parte do trabalho, apresentamos algumas estimativas para
a curvatura de Ricci de tais hipersuperficies, bem como para as suas curvaturas de ordem

superior.

Palavras-chave: Espaco de Lorentz-Minkowski; Hipersuperficies Tipo-Espaco; Curva-

turas de Ordem Superior; Curvatura de Ricci.



Abstract

This dissertation was based on the paper On the curvatures of bounded complete spa-
celike hypersurfaces in the Lorentz-Minkowski space due to Aledo and Alias, published in
the journal Manuscripta Math. vol. 101 in 2000. In this paper, the objects of our study
are complete spacelike hypersurface isometrically immersed in Lorentz-Minkowski space.
In the first part of the paper, we will approach the case in which these hypersurfaces
have constant mean curvature and have a geometric constraint of being limited between
two parallel spacelike hyperplanes or, in a second case, between two concentric hyperbolic
spaces. In the second part of the paper we present some estimates for the Ricci curvature

of these hypersurfaces, as well as their higher order curvatures.

Keywords: Lorentz-Minkowski Space; Spacelike Hypersurfaces; Curvatures of Higher

Order; Ricci Curvature.
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Capitulo 1

Introducao

No decorrer dos anos, o estudo das hipersuperficies tipo-espaco imersas em numa
forma espacial Lorentziana vem despertando imenso interesse, tanto no aspecto matema-
tico quanto no fisico. Do ponto de vista fisico, esse interesse ¢ justificado pelo tratamento
de diversos problemas em relatividade. Do ponto de vista matematico o interesse reside
no estudo da rigidez de hipersuperficies tipo-espaco imersas em tal espaco ambiente. Par-
ticularmente, quando o espaco ambiente ¢ o espaco de Lorentz-Minkowski L™ ! podemos

citar o trabalho de Cheng e Yau [7] no qual os autores estabeleceram o seguinte resultado

Teorema 1.1. As inicas hipersuperficies tipo-espaco completas com curvatura média nula

no espac¢o de Lorentz-Minkowski sao os hiperplanos tipo-espaco.

Aqui, nossos objetos de estudo sao as hipersuperficies tipo-espaco isometricamente
imersas no espaco de Lorentz-Minkowski L™ !, Neste trabalho, faremos um estudo da
rigidez de tais hipersuperficies estabelecendo uma condi¢ao geométrica apropriada e um
controle sobre a curvatura média. Além disso, vamos exibir algumas estimativas para suas
curvaturas de ordem superior. Nossa principal referéncia é o artigo On the curvatures of
bounded complete spacelike hypersurfaces in the Lorentz-Minkowski space, devido a Aledo
e Alfas [3].

Nosso trabalho estd organizado da seguinte forma: No capitulo 2, estabelecemos a
notacao e os pré-requisitos necessarios a abordagem dos problemas tratados neste tra-
balho. No capitulo 3, abordaremos sobre as curvaturas de hipersuperficies tipo-espago

isometricamente imersas em L™*!, no qual podemos citar os principais resultados:

Teorema 1.2. As unicas hipersuperficies tipo-espaco completas com curvatura média
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constante isometricamente imersas no espaco de Lorentz-Minkowski L™ que sdo limi-

tadas por dois hiperplanos tipo-espaco paralelos sao os hiperplanos tipo-espaco.

Teorema 1.3. As unicas hipersuperficies tipo-espago completas com curvatura média

constante isometricamente imersas no espaco de Lorentz-Minkowski L™ que sdo limi-

tadas por dois espacos hiperbolicos concéntricos sao os espacos hiperbolicos.

Supondo um controle geométrico apropriado sobre a hipersuperficie tipo-espagco M™

temos os seguintes resultados.

Proposicao 1.1. Seja P : M™ — L™ uma hipersuperficie tipo-espago completa isome-

tricamente imersa em L™ com curvatura seccional limitada inferiormente. Assuma que

M™ estd orientada pela sua aplicagcao de Gauss N na direcao futuro. Entao,

(i) Se M™ estd limitada por um espaco hiperbdlico superior centrado em a € L™

entao paraj =1,...,n

1
sup H) 2 1”_].7

onde sup(b — a, P — a) = —r%;

(ii) Se M™ estd limitada por um espago hiperbdlico inferior centrado em a € L™

entao

sej € impar

e sej € par

onde sup(P — a,p — a) = —r2.

Proposicao 1.2. Seja P : M™ — L™ wma hipersuperficie tipo-espaco completa com

curvatura seccional limitada inferiormente isometricamente imersa em L™,

estd limitada por algum espago hiperbdlico centrado em a € L™, entdo

—1
inf Ric = inf Ric,(v,v) < _(n )

pemMm T2

)

para todo v € T,M™, [v| =1, onde sup (Y — a,Pp — a) = —2.

Se M™
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Nocoes preliminares

Neste capitulo estabeleceremos a notagao a ser usada e recordaremos alguns conceitos
e fatos basicos, necessarios ao desenvolvimento dos capitulos seguintes. Sendo assim, a
prova de alguns resultados nao sera feita, mas em todo o texto ficara clara a referéncia

para obter tais demonstragoes.

2.1 Meétricas Riemannianas, conexoes e curvaturas

Definicao 2.1. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M™ € uma
correspondéncia que associa a cada ponto p € M™ um produto interno (,)p no espago
tangente T,M™, que varia diferencialmente no seguinte sentido, se @ : U C R™ — M™

é um sistema local de coordenadas em torno de p € M™, com ©(x) = @(x1,X2,...,Xn) =

0
gi5(q) = <—6X_ >
1 q q

¢ uma funcao diferencidvel em @(U).
Proposicao 2.1. A definicio de métrica nao depende da escolha do sistema local de

q € o(U), entao
0
q7 an

coordenadas, ou seja, a diferenciabilidade das funcoes gi; nao depende da escolha do

sistema local de coordenadas.

Observacao 2.1. (a) Outra maneira de exprimir a diferenciabilidade da métrica Rie-

manniana € dizer que para todo par X, Y de campos de vetores diferencidveis em um

aberto V- de M™, a funcao (X,Y) é diferencidvel em V;
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(b) As funcoes gij sao chamadas coeficientes da métrica Riemanniana no sistema local

de coordenadas @ : U C M™ — V C R™.

Definicao 2.2. Uma variedade diferencidvel munida de uma métrica Riemanniana chama-

se uma variedade Riemanniana.
Usando-se particao da unidade é possivel provar que
Teorema 2.1. Toda variedade diferencidvel admite uma métrica Riemanniana.

Definigao 2.3. Sejam (M™,gm) e (N™, gn) variedades Riemannianas de dimensao n.

Um difeomorfismo f: M™ — N™ ¢é chamado uma isometria se

gm(w,v) = gn(dfp(w), dfp (v) (2.1)

p)’

para todo p € M™, u,v € T,M™,

Definicao 2.4. Sejam M™ e N™ variedades Riemannianas. Uma aplicacdo diferencidvel
f:M™ = N™ € uma isometria local em p € M™ se existe uma vizinhanga U C M™ de
p tal que f: U — f(U) é um difeomorfismo satisfazendo (2.1). Dizemos que a variedade
Riemanniana M™ ¢é localmente isométrica a variedade Riemanninana N™ se para todo

p € M™ eziste uma vizinhanga U, C M™ de p e uma isometria local f: U — f(U) C N™.

0
Exemplo 2.1. Seja M™ = R"™ com 3 identificado come; = (0,...,1,...,0). A métrica

i
¢ dada por (e, e;) = 8i5. Neste caso, R™ é chamado espaco Euclidiano de dimensdo n.

Definicao 2.5. Seja M™ uma variedade diferencidvel. O fibrado tangente de M™ € o
espago TM™ = {(p,v);p € M™",v € T,M"} = |_| T,M™, onde | | € a unido disjunta.

peEM™
TM™ possui estrutura de variedade diferencidvel. Seja{(Uy, @)}« @ estrutura diferencid-
0 0
vel de M™. Indicaremos por (x{,...,x%) as coordenadas de Uy € por § —, ..., ——
oxy ox%

o referencial local associado. Para cada «, defina

D, : Uy x R™ — TM™,

n
0
q)“(x(lxw'wxgvuh"':un) = (@cx(xixa--wxz)JZuiW) :
i

i=1
Existe uma projecao natural de TM"™ em M™, t: TM™ — M™, dada por 7t(p,v) =p
oum(v) =p, Yv € T,M". Assim 7w !(p) = T,M" , Vp € M™.
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Definicao 2.6. Uma conezxdao afim NV em uma variedade diferencidavel M™ € uma aplica-
¢ao,
VvV XM)xX(M) — X(M)
(X,Y) — VxY,

satisfazendo as sequintes propriedades
(C1) VixqgvZ =1fVxZ+gVyZ;

(Co) Vx(Y+Z)=VXxY+VxZ;

(C3) Vx(fY) =1VxY + X(f)Y,

onde X, Y, Z € X(M) e f, g € C*(MM).

Definicao 2.7. Uma conexao V em uma variedade Riemanniana M™ é compativel com

a métrica se, e somente se,
X{Y,Zy =(VxY,Z)+ (Y,VxZ),
para todos X,Y,Z € X(M).

Definicao 2.8. Uma conexao afim 'V em uma variedade diferencidvel M™ é dita simétrica
quando

VxY —VyX =[X,Y],

para todos X, Y € X(M), onde [X,Y] denota o colchete de Lie dos campos X e Y.

Em um sistema coordenado (U, @), se X; = 3 © fato de ser V simétrica implica que
i

para todo i,j =1,2,...,n,
inx)’ - ijXi == [Xi, X]] == 0, (22)

O seguinte resultado é de fundamental importancia na teoria de variedades Rieman-

nianas. Sua prova pode ser encontrada em [8].

Teorema 2.2. (Levi-Civita) Dada uma variedade Riemanniana M™, com métrica g =
(,), eziste uma tnica conexdo afim ¥V em M™, denominada conexdo de Levi-Civita, ou

conexao Riemanniana, satisfazendo as condigoes

(a) V € simétrica;
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(b) V € compativel com a métrica Riemanniana g.

Definicao 2.9. Sejam M™ uma variedade Riemanniana com métrica g = (,), conexao
Riemanniana V e, um sistema local de coordenadas (U, ¢). Denominamos as funcgoes Fk

definidas em U por Vx, Xj = Z Fil;Xk de coeficientes da conexdio V em U ou os simbolos

k
de Christoffel da conexao. Um cdlculo simples nos permite concluir que

Z 0 G
91k = ox: ~—9jkx + an ~ 9ki axkgu ;
onde gi; = (Xi, Xj).

Como a matriz (gxm) admite inversa (g*™), teremos que

1 d d d
F-'T‘:— ~—0; ~0Jxi — —0i; km' 2.
i 2;{axi9”‘+axj9k axkg;}g (2.3)

A equacao (2.3) é a expressao classica dos simbolos de Christoffel da conexao Riemanniana

em termos dos gij. Assim, para o espaco Euclidiano R™, teremos Fi’; =0.
Definigao 2.10. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M™ é uma correspon-
déncia que associa a cada par X, Y € X(M) uma aplicacio R(X,Y) : X(M) — X(M)
dada por

R(X,Y)Z =VxVyZ - VyVxZ -V xv|Z,
para todo Z € X(M), onde V € a conexdao Riemanniana de M™.

Observe que se M™ = R"™, entao R(X,Y)Z = 0 para todo X, Y, Z € X(R™). Em termos de

Como

um sistema de coordenadas (U, xq,...,X,) em torno de p € M™. Seja X; =

[Xi, X;] = 0, obteremos

0
aXi ’

R(Xi, X)Xk = Vx, Vx; Xx — Vx; Vx Xk

E ainda, sendo Vx, Xy = Z le e VX Xy = Z F]-lle, teremos
1

R(Xi, X)X = Vx, Vx, Xk — Vx, Vx Xk = ) Vx,ThXi = Y VxTh Xy =
L L

— Xi (T )Xy + rj‘kvxixl} =3 {Xj (Mh)Xy + rﬁkvxjxll —

| . 1

= r]lk Xi+T5 ik Z MaXe = X (M) Xy — T Z X } =

1 L

a S a S S S
= _a_xi(rjk) - a_xj(rik) + ; <rjlkril - rilkrjl)l Xs-
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Proposicao 2.2. A curvatura R de uma variedade Riemanniana satisfaz as sequintes

propriedades
(i) R € C®(M™")-bilinear em X(M) x X(M), isto ¢,
R(fX; + gXa, Y1) = fR(Xy, Y1) + gR(Xa, Y1),
R(Xy, fY1 + gYe) = fR(Xq, Y1) 4+ gR(X4, Ys),
para todos f, g € C°(M™"), Xy, Xa, Y1, Yo € X(M).

(i) Para todo par X, Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) — X(M) €

C>®(M™M)-linear, isto €,
R(X, Y)(Z+ W) =R(X,Y)Z+R(X, Y)W,
R(X,Y)(fZ) = fR(X,Y)Z,
para todos f € C*(M"), Z, W € X(M).
(iil) Vale a Primeira Identidade de Bianchi.

R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0. (2.4)

(iv) Para todo X, Y, Z, T € X(M) valem as seguintes propriedades de simetria
(@) (R(X,Y)Z,T) + (R(Y,Z)X, T) + (R(Z,X)Y,T) =0
(b) (R(X,Y)Z,T) = —(R(Y,X)Z,T)
(¢) (R(X,Y)Z,T) = —(R(X,Y)T, Z)

(d) (RX,V)Z,T) = (R(Z, TIX, V).

Demonstracao: Vide [§]. n

2.2 Imersao e mergulho

Definicao 2.11. Sejam M™, N™ variedades diferencidveis. Uma aplica¢ao diferencidvel
(suave) f: M™ — N™ ¢ uma imersao se df, : TyM™ — T, )N™ € injetiva para todo

peM™
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Definicao 2.12. Seja f : M™ — N™ "% uma imersio. Se N™ tem uma estrutura Rie-

manniana, T induz uma estrutura Riemanniana em M™ por
(u,v)p = (dfp, (u), dfp, (V) ¢(p), Yu,v e T,M™.

A métrica de M™ € chamada entao a métrica induzida por f, e f torna-se, entao, uma

mersao 1sométrica.

Definicao 2.13. Sejam M™, N™ wvariedades diferencidveis e uma aplicacio suave ¢ :
M"™ — N™. O par (M™, ¢) € uma subvariedade de N™ se & for uma imersao injetiva.
Equivalentemente, uma variedade diferencidvel M™ é uma subvariedade de uma variedade

diferencidvel N™ desde que
(1) M™ € um subespaco topoldgico de N™;

(ii) A aplicagao inclusao i: M™ — N™ € suave e em cada ponto p € M™ sua aplicacao

diferencial di, € injetiva.
Observacao 2.2. Seja M™ uma subvariedade de N™. Entao

(a) Sef:N™ — P ¢ uma aplicacio suave (P variedade diferencidvel), entio a restri¢io

de f‘Mn de f em M™ € suave, pois f|Mn é exatamente foi (ou fo d);

(b) Sei: M™ C N™ ¢ uma subvariedade de N™, é usual identificar-se o espago tan-
gente T,M™ como um subespaco de ToN™ para cada p € M™ (isto €, ToM™ =
dip(TpM“));

(c) Sed:P — N™ é uma aplicagio suave (P variedade diferencidvel), tal que $(P) C

M™, entio a aplicacio induzida ¢ : P — M™, com d(x) = p(x) Vx € P, € suave.

Definicao 2.14. Sejam M™, N™ wvariedades diferencidveis. Uma aplicacao suave § :
M™ — N™ é um mergulho se ¢ for uma imersao e ¢ : M™ — (M™) C N™ for um
homeomorfismo sobre a imagem, munida da topologia subespaco. Portanto, Elv) M —
b(M™), com Ejv)(p) = &(p), € uma aplicacao aberta sobre &(M™), munido com a topologia

subespaco.

Subvariedades e mergulhos estao intimamente relacionados, se M™ é uma subvariedade

de N™, entao a aplicacao inclusao i: M™ C N™ ¢ um mergulho.
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Exemplo 2.2. Dados m < n inteiros positivos, o exemplo cldssico de mergulho € a

aplicacao f: R™ — R™ dada por f(x1,...,xm) = (X1,.+.,%Xm,0,...,0).

Definicao 2.15. Sejam M™ uma subvariedade de uma variedade N™, com X € X(N).
Dizemos que X € um campo vetorial tangente a M™ quando X(p) € T,M™, ¥p € M™.

Proposicao 2.3. Sejam M™ uma subvariedade de uma variedade N™, e X, Y € X(N)

sao tangentes a M™ . Entao

(a) a restricao X‘:A de X a M™ ¢ um campo suave em M™, isto €, X’T]\IA e X(M);

(b) Além disso, [X,Y] € tangente a M™ e [X, YHM“ = [X‘MR,Y|MJ.

Demonstracao: Vide [10]. n

Lema 2.1. T, o)(M™ x N™) ¢ a soma direta dos seus subespagos T oyM™ e Ty, )N

isto € cada elemento v € T, q)(M™ x N™) tem uma tnica expressio como
V = V) + Vg, onde V| € T(pyq)Mn € Lo € T(p,q)Nn.

Demonstragao: Como T, (yM™ e T, q)N™ sdo subespacos vetoriais de T, ) (M™xN™)
e, dim(T(p,q)(M” X N“)) = dim(T(p,yM™) + dim(Tp,q)N™) < oo, basta mostrar que

Tp,ggM™ N Tipq)N™ = {0}, 0 € Tip,q)(M™ x N™). De fato, Tt’prn ¢ constante, logo
drtp,q) (Tp,q)N™) = 0. Mas, dm(p,q) - = d(q7), é um isomorfismo em cada
(p,q) M™

(p,q) € M™ x q. Dai, se existe v € T, yM™ N T(p.q)N™, v # 0, por um lado dmr(v) =0,

n

pois v € T q)N
LOgO, T(p,q)Mn N T(p,q)Nn = {0}, e portanto, T(p,q)(Mn X Nn) = T(p,q)Mn () T(p,q)Nn.

e por outro dm(v) # 0, pois v € T )M™, 0 que é um absurdo.

Além disso, poderiamos ter usado o ao invés de 7 na demonstracdo, concluindo que
Tp,qyM™ C ker(do) e Tp,q)N™ C ker(dm). Assim, dado v € T q)(M™ x NT),

LV =V + Vg, com dmt(v) =v; e do(v) = v,. [

Segue do Lema (2.1) que podemos fazer a seguinte identificacdo T(p,q)(M™ x N™) =
T,M™ @ TgN™. E ainda, seja v € Tp q)(M™ x N™), v; = dn(v) € T,M™ e v, = do(v) €
TgN™. Se f € C“((M“ X N“),R), entao

V(f) =vi(foqm ) +va(fo,o ).
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2.3 Operadores diferenciaveis

Definicao 2.16. Sejam M™ uma variedade diferencidvel, p € M™ e U uma vizinhan¢a
de p onde € possivel definir campos de vetores ey, ..., e, € X(M), de modo que em cada
q € U, os vetores {ei(q)}i=1,..n formam uma base de T¢M™. Diremos, neste caso, que
{ei(q)}iz1,..n € um referencial mével em U. Se o conjunto de campos e, ..., e, € X(M)
sao dois a dois ortonormais, entao dizemos que {ei(q)}i=1,..n € um referencial ortonormal

em M™.

Definicao 2.17. Seja f : M™ — R uma funcao suave. O gradiente de f € o campo

vetorial suave VT € X(M), definido sobre M™ por
(VF,X) = X(f), (2.5)
para todo X € X(M).

E imediato, a partir da definicao acima, que o gradiente de uma funcao suave é unicamente

determinado por (2.5). A existéncia é assegurada pela Proposicao a seguir.

Proposicao 2.4. Seja f : M™ — R uma funcao suave e {e,...,en} um referencial

ortonormal local em uma vizinhanca aberta U C M™. Entao, em U temos
V=) elf)e, (2.6)
j=1

e o sequndo membro da igualdade acima independe do referencial escolhido. Além disso,
quando M™ = R™ podemos tomar, para 1 <1< n, e; = Ei, 0 1-ésimo campo candénico

em R™. Desse modo,

Portanto, nossa definicao de gradiente de uma funcdo concorda com a dada nos cursos

de Cdlculo Diferencial e Integral para funcoes suaves f: R™ — R.

Demonstracao: Vide [§]. n
Proposigao 2.5. Se f,g: M™ — R sao funcoes diferencidveis em M™, entao

(a) V(f+g) =Vf+Vg;

(b) V(fg) =gVf+fVg.
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Demonstracao: Vide [8]. n

Proposicao 2.6. Seja f : M™ — R wuma funcao diferencidvel. Dados p € M™ e
v e T,M", seja o 1 (—e,e) — M™ uma curva suave tal que (0) = p e «'(0) = v.
Entao

romw)| =vi.

(VF,v)p = Tt L

Demonstracao: Vide [8]. n
Em um sistema local de coordenadas o campo gradiente pode ser reescrito da seguinte

forma

Proposicao 2.7. Se f : M™ — R € uma funcdo suave e U C M™ € uma vizinhanca

0 0
coordenada, com campos coordenados —,...,——, entao o gradiente de f € dado por
ox; 0Xn
n
- of 0
VTt = V——.
Z 9 an aXi
i,j=1
Em particular, quando M™ = R™ tem-se que gi; = dij sdo 0s coeficientes da métrica

euclidiana e,

LOf 0 £ 2
V]C_Z(SJGXJBX1 Z X 0X;

i=1

~ 0
Demonstragao: Temos que os campos coordenados T I formam um refe-
X1 Xn

rencial local em U. Assim, podemos escrever,

= 0
Vf:;aia_xl

Entao,

aii(ﬂ = aa—)i = <Vf»a%i> = <;aiaixj7a%i> = 0j95i
de maneira que,
a=) ¢ aa;
i1
onde [gY] é a matriz inversa de [gi;]. Portanto,

n

szZa = i(i >6x1

i=1
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Definicao 2.18. Seja X um campo vetorial suave em M™. A divergéncia de X € a funcdo

suave div: M™ :— R em M™ dada por
(div X)(p) = tr{v — (Vo X)(p)},
onde v € T,M™ e tr denota o traco do operador linear entre chaves.

Dizemos que um referencial ortonormal {eq, ..., e} em um aberto U C M™ é geodésico

em p € Use (Ve,ej)(p) =0 para todos 1 <1,j <

Proposicao 2.8. Seja X um campo suave em M™ e{eq, ..., en} um referencial ortonormal
n

em uma vizinhanca aberta U C M™. Se X = Z aie; em U, entao
i=1

div X = Z ei(ai) — (Veei, X)). (2.7)
Em particular, se o referencial for geodésico em p € U, entao temos em p que
div X = i ei(ay).
i=1
Demonstracao: Pela definicao de divergéncia de um campo vetorial, temos

VeX.e) =) (eifX,e) = (X, Veer)) =

divX =) {
i=1 i=1
= Z (ei(ai) — (X, Ve@i))-
i=1
O resto segue da definicao de referencial geodésico. ]

Observacao 2.3. Para M™ = R™ e 1 < 1 < n, podemos considerar e; = Ei, 0 i-ésimo
campo canonico em R™. Como tais campos formam um referencial geodésico em cada

ponto de R™, tem-se
n

a(li
aXi ’

divX =) Ei(ay)=
i=1 i=1

a qual concorda com a definicio dada usualmente nos cursos de Cdlculo Diferencial.

Proposicao 2.9. Se X, Y sao campos vetoriais suaves em M™ e f: M™ — R € uma

funcdo suave, entao
(a) div(X+Y)=divX+divY;

(b) div(fX) = fdiv X + (Vf, X).
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Demonstracao: Vide [8]. n
Para obter a expressao de div X em um sistema de coordenadas arbitrario, comecemos

com o seguinte

Lema 2.2. Seja X um campo vetorial suave sobre M™ e U C M™ uma vizinhanca coor-
n

0 0 0
denada com campos coordenados — —. Se X for dado em U por X = Z ai—,
ox; 7 Oxn 0x;

i=1
entao a divergéncia de X € dado por

div X = Z 0a; + Z aily;, (2.8)

i,j=1

onde 0s Fl]; sao os simbolos de Cristoffel da métrica de M™ em U e a; € C®(M"),

i=1,...,n

Demonstracao: Seja X € X(M). Note primeiro que para cada operador linear, associ-
ado a cada p € M™, dado por
S T,M" — T,M"
v S(v) = (VuX)(p),

0 . .
sendo os campos coordenados {a—, 3 um referencial local em U, a i-ésima
X1 Xn

coluna da matriz do operador S é dada por
(ajir%aiJr gf? E)x]> Z ot ”a X ]Zl g?a% -
= i (i ajl“ilj + g—::) ain

Portanto, desde que o trago de um operador linear é o traco da matriz que o representa

em qualquer base, segue que

Definicao 2.19. Sejam M™ uma variedade Riemanniana e f: M™ — R uma funcao

suave. O Laplaciano de f € a funcao Af: M™ — R dada por

Af = div(VF). (2.9)
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Proposicao 2.10. Seja f : M™ — R uma funcao suave e {eq,...,en} um referencial

ortonormal em um aberto U C M™. Entao

n

Af =3 (eilei(f)) — (Veei)(f)) (2.10)

i=1
Em particular, se o referencial for geodésico em p € U, entao temos em p que

n

Af =3 ei(eilf)).

i=1

n

Demonstragdo: Pela Proposigao (2.10), temos que Vf = Z ei(f)e;. Agora, segue da
i=1

defini¢ao de Laplaciano de uma funcao e da Proposigao (2.8) que,

n

Af = div(VF) = Y (eilei(f) — (Veei, VE)) = > (eilei(f)) — (Ve,ei)(f)).
i=1

i=1

Observacao 2.4. Quando M"™ = R™, a definicao dada actma para o Laplaciano de
uma funcao suave também estd de acordo com a defini¢cio usual do Cdlculo Diferencial
e Integral para o Laplaciano de uma funcao suave f : R™ — R. De fato, neste caso
podemos tomar e; = Ei, 0s campos coordenados canénicos de R™, os quais formam um

referencial geodésico em cada ponto de R™. Portanto, seque da Proposicao anterior que

n n a
1= 3 (e =Y o
i=1 i=1
Definicao 2.20. Seja f: M™ — R uma funcao suave. O Hessiano de f em p € M™ é
o operador linear (Hess f)p : oM™ — T,M™, dado por

n—'l\’)

(Hess f)p(v) =V, Vf.

Segue das propriedades da conexao Riemanniana que se X € X(M) é qualquer extensao

de v em uma vizinhanca de p € M™, entao,
(Hess f)p(v) = (VxVf)(p).

Proposigao 2.11. Se f: M™ — R € uma funcdao suave e p € M™, entao (Hess f)p

ToM™ — T,M™ ¢ um operador linear auto-adjunto.

Demonstracao: Vide [8]. n
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Proposicao 2.12. Se f: M™ — R € uma funcao suave, entado,
Af = tr(Hess f). (2.11)

Demonstracao: Seja U C M™ uma vizinhanc¢a de um ponto p € M™ onde esté definido

um referencial movel {eq, ..., e,}. Entao,

tr(Hess f)p = ((Hess f)p(ei),ei)
= ((Ve V), e1)p
= div(Vf)(p) = Af(p).

|
O resultado acima nos permite estabelecer uma férmula simples para o Laplaciano de
uma funcao suave f : M™ — R em termos dos simbolos de Christoffel associados a um

sistema de coordenadas em M™. Esse é o conteiido do seguinte resultado.

Proposicao 2.13. Se f: M"™ — R ¢ uma funcao suave e U C M™ € uma vizinhanga

coordenada, entao temos em U que,

Demonstracdo: Vide [§]. n

2.4 Variedades semi-Riemannianas

Seja V um espaco vetorial real de dimensao finita. Uma forma bilinear simétrica

b={(,):VxV—=Rédita

(a) Positiva definida, quando (v,v) > 0 para todo v € V \ {0};

(b) Negativa definida, quando (v,v) < 0 para todo v € V' \ {0};

(c) Nao — degenerada, quando (v,w) = 0 para todo w € V implica que v = 0.

Se b é uma forma bilinear simétrica sobre V, um subespaco W de V é dito nao-degenerado
se b lwxw : W x W — R for ndo-degenerada.
O indice de uma forma bilinear simétrica b sobre V é a maior dimensao de um subespaco

W de V tal que b [wxw : W x W — R seja negativa definida.
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Dada uma forma bilinear simétrica b sobre V e um subespaco W de V, definimos o

complemento ortogonal W+ de W em V por
Wt=veV;, yyw) =0; Vwe WhL

Lema 2.3. Seja b uma forma bilinear simétrica sobre o espaco vetorial de dimensao finita

V e W um subespaco de V. Entao

(a) b € nao-degenerada se, e somente se, sua matriz com rela¢io a uma base de V for

invertivel.
(b) Se W € nao-degenerado, entao dim(W) + dim(W+) = dim(V) e (W)L =W,

(c) W € ndo-degenerado se, e somente se, V.= W & WL. Em particular, W ¢é nao-

degenerado se, e somente se, W= for nao-degenerado.

No que segue, supomos que b = () é uma forma bilinear simétrica e nao-degenerada

sobre o espaco vetorial real V. Em relacdo a b, dizemos que v € V \ {0} &
(i) tipo — tempo, quando (v,v) < 0;

(ii) tipo — luz, quando (v,v) = 0;

(iii) tipo — espago, quando (v,v) >0

Analogamente, define-se o que significa para um subespaco nao-degenerado W de V
ser tipo-tempo, tipo-luz, tipo-espaco. Se v € V' \ {0} nao for tipo-luz, define-se o sinal ¢,

de v por

A norma dev € V é V| = /e, (v,v) e v é dito unitario se |v| = 1. Temos que V admite
uma base {ei};<i<n Ortonormal com relagao a b, isto &, tal que (ei, ej) = €;0ij, onde &;
denota o sinal de e;. Desse modo, a expressao ortonormal de v € V com respeito a {e;} é

dada por
n
V= Z ev(v, ei)e;.
i=1

Definicao 2.21. Seja V um espaco vetorial no qual uma forma bilinear simétrica e nao-
degenerada b = (,) de indice 1 estd definida, e T={u € V;(u,u) < 0}. Para cada u € T,

definimos o cone tipo — tempo de V contendo u por C(u) ={v € T; (u,v) < 0}.
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De posse da defini¢ao anterior, temos o seguinte
Lema 2.4. Sejam v,w € T. Entdo

(a) O subespaco {VI+ € tipo-espago e V = span{v} & span{v}t. Assim, T é a unido

disjunta de C(v) e C(—v).
(b) v,w)| > v wl, com igualdade se, e somente se, v e w forem colineares.

(c) Sev € C(u) para algum w € T, entao w € C(u) & (v,w) < 0. Portanto, w €
Clv) eveCw) & C(v)=C(w).

Definicao 2.22. Um tensor métrico sobre uma variedade diferencidvel M"™ ¢ um 2-tensor
covariante e simétrico g sobre M“, tal que g, € nao-degenerada para todo p € M™.

. . . . . I — vl .
Uma variedade semi-Riemanniana M~ é um par (M ,g), onde M~ € uma variedade

. .. _ . L. L. —n
diferencidvel e g = (,) é um tensor métrico de indice constante sobre M .

Como o indice de g é uma fun¢ao semi-continua inferiormente de M" em N¥, temos
que ele é constante em toda componente conexa de M". No que segue, por simplificacao
de notacdo, escreveremos M para o par (M“,g), (,) para o tensor métrico g de M" e
v para seu indice.

Sempre que p € M"e vV, W E Tpmn gerarem um subespaco 2-dimensional nao-degenerado

de TPM”, segue que, (v, v)(w, w) — (v, w)? #£ 0.

Definicao 2.23. Sejam M" uma variedade semi- Riemanniana, P € M" eoC TPM“

um subespaco 2-dimensional nao-degenerado de TPM“. O nimero

independe da base escolhida {v,w} de o e é denominado curvatura seccional de M em P

sequndo O.

Definigao 2.24. A variedade semi-Riemanniana M" tem curvatura seccional constante
quando, para cada p em M“, 0s nimeros K(o) da definicao acima independem do subes-

paco 2-dimensional nao-degenerado de o de Tpmn.

Observacao 2.5. Quando dim(mn) >3 eM' tem curvatura seccional constante, temos

pelo Teorema de Schur que o valor de K(o) também independe do ponto p € M escolhido.
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. . . . vl 4
Aproximando subespacos 2-dimensionais degenerados o de T,M  através de subespa-
~ —n .
cos nao-degenerados, pode-se mostrar que o fato de M ter curvatura seccional constante
. Y . - AN - .
determina seu tensor de curvatura R. Mais precisamente, se M tiver curvatura seccional

constante c, entao

R(X,Y)Z = c[(X,Z)Y — (Y, Z)X],

para todo X,Y,Z € X(M).
Quando o indice v de M"é 0, M"é simplesmente uma variedade Riemanniana; quando

v=1, M" é denominada uma variedade de Lorentz (ou espago — tempo).

Definicao 2.25. Seja M" uma variedade de Lorentz. Uma aplicacao T, que associa a
cada p € M" um cone tipo-tempo T, em TPM“, é suave qundo, para cada p € M“,
existem uma vizinhanga aberta U de p e V € X(U), tais que V(q) € T, para todo q € U.

Caso uma tal aplicacao T exista, diz-se que M" ¢ temporalmente orientdvel.

Proposicao 2.14. Uma variedade de Lorentz M" ¢ temporalmente orientdvel se, e so-

mente se, existir um campo vetorial tipo-tempo K € X(M).

Demonstracao: Se existe um campo K de vetores tipo-tempo sobre M“, defina t(p) =
C(K(p)). Reciprocamente, seja T uma orientacao temporal de M". Como 7 é diferen-
ciavel, cada ponto p € M" possui uma vizinhanca U em M" na qual esta definido um
campo de vetores tipo-tempo Ky, com Ky (q) € 1(q), para cada q € U. Seja agora {Uy}
uma tal cobertura de M“, e {f«} uma particao da unidade estritamente subordinada a

{U4}. Entao o campo
K= ZfCXKqu

estd bem definido sobre m“, além disso, pelo Lema 2.4, temos que K é tipo-tempo. [

De outro modo, o resultado acima nos diz que nao importa se nos referimos a funcao
suave T ou ao campo vetorial tipo-tempo K. Assim, sempre que M" for temporalmente
orientavel, a escolha de uma aplicacao T como acima, ou de um campo vetorial tipo-tempo
K a ele correspondente, serd denominada uma orientagao temporal para M.

Seja T uma orientacdo temporal para M, e V € X(M). Se V(q) € 14(—V(q) € 1q)
para todo q € M“, diz-se que V aponta para o futuro (aponta para o passado). Pelo
item (c) do Lema 2.4, sendo K uma orientagao temporal para M“, temos que um campo
vetorial tipo-tempo V sobre M" aponta para o futuro (passado) se, e somente se, (V,K) <

0 ((V,K) > 0).
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2.5 Hipersuperficies no espaco de Lorentz-Minkowski

Considere L™ espaco de Lorentz-Minkowski, isto é, o espaco Euclidiano R™"! munido
do seguinte produto escalar

n

(u,v) = E UiVi — Un1Vnit,
i—1

para todos u,v € R"". Fixado v > 0, o espago hiperbolico n-dimensional H™(r) é

definido como a seguinte hiperquadrica de L™*! dada por
H"(r) ={p € L"*"; (p,p) = —1*; pns1 > 1}.

Uma imersao P : M™ — L™ de uma variedade diferencidvel, n-dimensional e conexa
M™ é dita uma hipersuperficie tipo-espaco se a métrica induzida em M™ pela imersao

for Riemanniana. Por simplicidade, também denotaremos por (, ) a métrica de M™.

Proposicao 2.15. Seja M™ uma hipersuperficie tipo-espago isometricamente imersa no
espaco de Lorentz-Minkowski L™ . Entdo M™ admite um campo vetorial normal unitdrio

N € X(M)* de vetores tipo-tempo. Em particular, M™ é orientdvel.

Demonstracao: Fixe um campo K € X(L""!) que d4 a orientacdo temporal de L™,
e observe que, para todo p € M™, o conjunto de todos os vetores tipo-tempo v € T L™
¢ a uniao disjunta de C(K(p)) e C(—K(p)). Tome em cada p € M™, um vetor unitario
N(p) € T,(M™)*. Desde que N(p) & tipo-tempo, trocando N(p) por —N(p) se necessario,
podemos supor que N(p) € C(K(p)). Deste modo, definimos unicamente um campo
vetorial normal unitario N sobre M™, apontando para o futuro. Agora devemos mostrar
que tal campo N é suave. Fixe, entdo, p € M™" e tome um referencial movel {e;} sobre
uma vizinhanca aberta e conexa U de p em M™. Entdo N = K — > (K ei)e; é suave
e normal a M™ em U, com
n
(N,N) = (N.K) = (K, K) = ) (K.e)”.

i=1

Mas (K,K) = 3 (K, e;)” — (K,N)?, de modo que (N,N) = —(K,N)? < 0. Portanto,

N(q) € C(K(q)) para cada g € U, e N = NI ¢ um campo de vetores diferencidvel em
M,



Capitulo 2. Nocgoes preliminares 20

2.5.1 Equacgoes de estrutura

Seja agora P : M™ — L™ uma hipersuperficie tipo-espaco no espaco de Lorentz-
Minkowski. Em todo este trabalho, denotaremos, respectivamente, por V° e V as conexdes
de Levi-Civita de L™ e M™. Entdo as formulas de Gauss e Weingarten para M™ em

L™*! sao dadas, respectivamente por

VXY = VxY — (AX, Y)N (2.12)

A(X) = —VEN, (2.13)

para todos os campos de vetores tangentes X, Y € X(M), onde A : X(M) — X(M), denota
o operador de Weingarten de M™ com respeito a uma escolha de uma orientacao temporal

N para M™. A curvatura média de M™ é a funcao diferencidvel H definida por

Exemplo 2.3. O espaco hiperbolico H™(v) € uma hipersuperficie tipo-espaco em L™
com curvatura média constante. De fato, inicialmente observe que H™(v) = f~1(0), onde
f: LM = R € a fungdo diferencidvel definida por f(x) = (x,x) +712. E imediato verificar
que zero é um valor reqular de f, donde seque que H™(v) é uma hipersuperficie de L™,
Agora, dado p € H™(r), seja « : (—e,e) — H™(r) uma curva suave tal que, x(0) =p e
«’(0) =v, ondev € T,H"(r). Note que, para t € (—e¢, €), tem-se que (x(t), x(t)) = —12.
Derivando esta ultima igualdade, obtemos («(t), &’(t)) = 0 e, em particular, fazendo
t =0, seque que (p,v) = 0. Com isso, seque que os vetores posicao e normal estao na
mesma diregdo, para cada p € H™(r). Agora, observe que temos a sequinte decomposi¢ao

em soma direta

L' =T, H(r) & (T,H"())* (2.14)

para todo p € H™(r). Como H™(r) é uma hipersuperficie e o produto escalar (,) tem
indice 1 em (T,H™(r))*, concluimos de (2.14) que o indice de (, ) em T,H™(r) € zero.
Portanto, H™(r) € uma hipersuperficie tipo-espaco em L™, Observe que N(p) = (1/7) p,
para todo p € H™(r) € um campo de vetores tipo-tempo unitdrios e normais a H™(r) e,
com isso, o operador de Weingarten de H™(r) € dado por AX = —(1/v) X, para todo
X € X(H). Disto, concluimos que a curvatura média de H™(r) é dada por H=1/r que é

constante.
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2.5.2 O tensor curvatura

Como em [10], o tensor curvatura R da hipersuperficie tipo-espaco M™ isometricamente

imersa em L™ & a aplicacdo R: X(M) x X(M) x X(M) — X(M) dada por
R(X,Y)Z =V xvZ—[Vx,VylZ,

onde [, ] denota o colchete de Lie e X,Y,Z € X(M).
Um fato bem conhecido estabelece que o tensor curvatura R de uma hipersuperficie
tipo-espaco M™ imersa em "' pode ser descrito em termos do seu operador de Wein-

garten A pela chamada equacao de Gauss
R(X,Y)Z = (AY,Z)AX — (AX, Z)AY, (2.15)
para todos X,Y,Z € X(M). Por outro lado, a equagao de Codazzi de M™ é dada por
(VYA)X = (VxA)Y, (2.16)

onde VxA denota a derivagao covariante de A (cf. [10], Cap. 4).

Por definicao, temos que a curvatura de Ricci de M™ é dada por

Ric(X,Y) Zs (X, e)Y, ey,

onde {eq, ..., e} é um referencial ortornormal local em M™ e ¢; = (ey, e;). Além disso, de-
notando por A o operador de Weingarten de M™, pela equacdo de Gauss (2.15), podemos

reescrever a expressao anterior como
Ric(X,Y) = nH(AX,Y) + (AX, AY), (2.17)

para todos X,Y € X(M), onde H = —(1/n)tr(A) é a curvatura média de M™. De fato,
da equagao de Gauss (2.15) segue que
RIX,Y)Z = (AY,Z)AX — (AX,Z)AY
(Aei, Y)AX — (AX,Y)Ae;

<R(X7 ei)Y, €i>

I
.I\/I:

,_.
I
-

((Aei, Y)AX, e;) Z (AX,Y)Ae;i, e;).

i=1

,_.
I
_

|
.I\/I:
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Observe agora que

<<Aei,Y>AX,ei> = ((Aei,Y>Aei,X>
= <<AY,€1>€1,AX>.

Escrevendo v =3 " (v, e;)e;, teremos

D ((Aei, Y)AX, ei) = (AY, AX).
i=1
Por outro lado, temos
D ((AX,Y)Aei ei) = (AX,Y) ) (Aei, ) = nH(AX,Y).
i=1 i=1

Portanto, a curvatura de Ricci de M™ se expressa da seguinte maneira
Ric(X,Y) = (AY, AX) + nH(AX,Y)

Observe que podemos escrever

H 2H2
nH(AX, X) + |AX]® = ’AX + “2 X2,
Assim, da expressao acima concluimos que
2H2
Ric(X,X) > — IX[?, (2.18)

para todo X € X(M).

Observacao 2.6. Quando a curvatura média H de uma hipersuperficie tipo-espaco M™
isometricamente imersa em L™! € limitada, concluimos da expressio em (2.18) que a

curvatura de Ricci de M™ € limitada inferiormente.

2.5.3 Curvaturas de ordem superior

Dada uma hipersuperficie tipo-espaco 1\ : M™ — L™ ™! isometricamente imersa no espago
de Lorentz-Minkowski L™"!, denotemos por A o operador de Weingarten de M™ em
L™+ relativo a escolha de uma orientacdao temporal N de M™. Associados ao operador
de Weingarten A existem m invariantes algébricos, os quais sao as fungoes simétricas
elementares S; dos autovalores ki,...,k,, de A dadas por

S;=Sj(ki,....kn) = Y ki...kq, (2.19)

i1 <.. <‘L)
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paral <j<neS;=1
Definiremos a j-ésima curvatura média H; da hipersuperficie tipo-espagco M™ por meio

da igualdade

(T]‘) Hy = (—1)8; (e, ... kn) = S;(—ki, ..., —kn). (2.20)

Observe que, quando j = 1 tem-se que H; = —%tr(A) = H ¢é a curvatura média de
M™. A escolha do sinal (—1)’ em (2.20) é motivado pelo fato de que, definindo-se o vetor
curvatura média por ﬁ = HN, H(p) > 0 num ponto p € M™", se, e somente se, ﬁ(p)
estd na mesma orientacao temporal de N(p) (isto &, <ﬁ, N>p < 0). Quando j = 2, temos
que Hsy define uma quantidade geométrica a qual esta relacionada com a curvatura escalar
(intrinseca) S da hipersuperficie. Por exemplo, em L™"! temos pela equagio de Gauss
que

S=n(1—n)H.. (2.21)
Por outro lado, quando j = n a fungao H, = (—1)™ - det(A) define a curvatura Gauss-

Kronecker da hipersuperficie tipo-espaco M™.

2.5.4 A funcao altura

No que segue, seja P : M™ — L™ uma hipersuperficie tipo-espaco isometricamente
imersa no espaco de Lorentz-Minkowski L™ *!. Para um vetor arbitrario fixo a € L™,

considere a funcao altura w: M™ — R relativa a a que é definida por

para todo p € M™. Observe que se X € X(M), entdao da compatibilidade da métrica
segue que

Xu=(Vib, a) + (1, Vxa) = (X, a) = (X.a"),
onde a' & a projecao ortogonal de a sobre o fibrado tangente TM™, isto &,
a’ =a+(N,a)N. (2.22)
Portanto, da igualdade anterior concluimos que Vu = a'. Agora, observe que
0=V%a=V%a" —(N,a)N)=V%a" — V% ((N,a)N)
Logo, usando as equacoes de Gauss e Weingarten segue que

VxVu=—(N,a)AX, (2.23)
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para todo X € X(M). Assim, da expressao anterior temos que
Au =nH(N, a), (2.24)

onde H=—(1/n)tr(A) é a curvatura média de M™.

2.5.5 Principios do maximo generalizados

A demonstracao dos principais resultados dessa dissertacao foram obtidos como con-
sequéncias de dois principios do maximo generalizados para variedadades Riemannianas.

O primeiro deles é devido a Omori [9] e estabelece o seguinte

Lema 2.5. Seja M™ uma variedade Riemanianna completa com curvatura seccional limi-
tada inferiormente e seja u: M™ — R uma funcao diferencidvel em M™. Seu € limitada

superiormente em M™, entao para cada € > 0 existe um ponto p. € M™, tal que
sup u—e < u(pe) <sup u, |[Vu(pe)l < e e Hessu(p:)(v,v) <,
para todo vetor tangente e unitdario v e T,M™, [v[ = 1.
O segundo deles é o conhecido principio do maximo devido a Omori [9] e Yau [12].

Lema 2.6. Seja M™ uma variedade Riemanniana completa com curvatura de Ricci limi-

tada inferiormente e seja u: M™ — R uma funcao suave sobre M™,

(a) Sew € limitada superiormente em M™, entao Ve > 0 existe um ponto p. € M™ tal
que

IVu(pe)l <e , Au(pe) <e , supu—e <u(pe) <supu.

(b) Seu € limitada inferiormente em M™, entdo Ve > 0, eziste um ponto . € M™ tal
que

IVu(qe)l <e , Au(qe) >—e , infu<u(q) <infu-+e.



Capitulo 3

Rigidez de hipersuperficies tipo-espaco

em Ln—l—l

Neste capitulo obteremos algumas estimativas para a curvatura média de hipersuperficies
tipo-espaco limitadas entre dois hiperplanos paralelos, entre dois espacos hiperbdlicos

concéntricos e limitada por um espaco hiperbélico, superior ou inferior.

3.1 Hipersuperficies limitadas por dois hiperplanos

Nesta secao, apresentaremos dois resultados de rigidez de hipersuperficies tipo-espagco M™
isometricamente imersas no espaco de Lorentz-Mikowski L™*! que possuem uma restricao

geométrica apropriada. Com o intuito de provar o primeiro deles, provaremos a seguinte

Proposicao 3.1. Seja P : M™ — L™ de uma hipersuperficie tipo-espaco completa iso-
metricamente imersa em L™, com curvatura de Ricci limitada inferiormente. Assuma
que M™ estd orientada pela aplicacio de Gauss na direcao futuro, N. Se \(M™) estd

limitada entre dois hiperplanos tipo-espaco paralelos, entao
infH <0 <supH.

Demonstracao: Seja a € L™ um vetor unitario na direcdo futuro de modo que p(M™)
esta limitada entre dois hiperplanos tipo-espago paralelos 71; = {x € L™"!; (a,x) =c;} e

iy ={x € L™ (a,x) = ¢y}, onde ¢; e ¢y sao constantes satisfazendo ¢; < co.

25
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Lt
Tn,
O m,
.
A\ a
0
1L,

Figura 1

Defina a funcao diferenciavel u: M™ — R por u(x) = (a,P(x)). Note que u é limitada
superior e inferiormente em M™. Pelo Lema (2.6), tem-se V ¢ > 0 existem p.,q. € M™,
tais que

Au(p:)<e e Au(qe) > —e. (3.1)

Agora, usando a equacao (2.24) teremos da expressao anterior que nH(p.){a, N(p.)) < ¢
e Au(q.) = nH(q:){a,N(qe)) > —e. Note que [{a,N)| = —(a,N). De fato, basta
mostrar que (a, N) < 0, pelo Lema (2.4) a e N estdo na diregao futuro, entdo sdo ambos

vetores tipo-tempo e o cone temporal formado por a ¢ o mesmo formado por N. Logo,
a€ Cla)=C(N)={ver(v,N) <0},

onde, T ={u € L™ (u,u) < 0}, assim (a,N) < 0. Agora pela desigualdade reversa de

Cauchy-Schwarz, segue que

[{a,N)[ = |alIN| > 1,

e como £ > 0 é arbitrario temos

€ €
supH > H > > —— 3.2
e
infH<H(q)< —— <& (3.3)
ST S W@ Ng)) S |
fazendo ¢ — 0 em (3.2) e (3.3), tem -se
infH <0 <supH.

[

De posse das consideragoes anteriores, estamos em condicoes de enunciar e provar o pri-

meiro resultado deste trabalho.
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Teorema 3.1. As unicas hipersuperficies tipo-espaco completas com curvatura média
constante isometricamente imersas no espaco de Lorentz-Minkowski L™ que sdo limi-

tadas por dois hiperplanos tipo-espaco paralelos sao os hiperplanos tipo-espaco.

Demonstracao: Seja P : M™ — L™"! uma hipersuperficie tipo-espaco completa limi-
tada por dois hiperplanos tipo-espaco paralelos em L™ ! determinados pelo vetor unitario
tipo-tempo a € L™ possuindo curvatura média constante H. Como H é constante, te-
mos por (2.18) que a curvatura de Ricci de M™ é limitada inferiormente. Por outro lado,
a funcdo altura correspondente u = (P, a) é uma funcao limitada em M™. Assim pela

Proposigao (3.1), temos, usando novamente o fato de que H é constante, que
H=infH<0<supH=H.

Logo H = 0. Mas entao, pelo Teorema 1.1 concluimos que M™ deve ser um hiperplano
tipo-espaco, o que finaliza a prova do resultado.

Observacao 3.1. O Teorema 3.1 nao vale em um ambiente Riemanniano. Para verificar
isto, basta considerar em R3 um cilindro C(0,1) de raio v > 0. Como sabemos, C(0,7)

possui curvatura média constante e estd limitado por dois hiperplanos paralelos em R?.

Rii
T2 m
|
! s
_ 1._ __;,;‘::____,__._
P
1
1~ i

Cilindro em R3

Figura 2
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3.2 Hipersuperficies limitadas por dois espacos hiper-
bélicos

Nesta secao estudaremos a geometria de hipersuperficies tipo-espaco que estao contidas
na regiao limitada por dois espacos hiperbolicos concéntricos em L™, Dado um ponto

a € L™ e um namero positivo r > 0, denotaremos por H? (a, r) e H™ (a, 1) os conjuntos

H:(G,T‘) :{XGLn+1;<X_a>X_a> = — ; Xngl — Qnyr =2T7>0}

HM(a, 1) ={xeL""™ (x—a,x—a) =—1; Xxp41 —an1 <—T7<01}.

Exemplo 3.1. Tome a=0,n=2, r =1 assim,

HZ(0,1) ={x € L?; (x,x) = —1,x3 >
H%(O, 1) :{X S L3’ <X7 X> — _1,X3 < _1}

Tomando x = (X1, X2, X3), temos (x,x) = x3+x3—x3 =—1  logo, x3=+/1+x%+x2.

H2(0.1)

Vamos nos referir a H} (a, 1), (respectivamente H™(a, 1)) como o espago hiperbdlico

superior (inferior) de raio r centrado em a. Como se sabe, eles sdo todas as hipersuperficies
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tipo-espaco umbilicas totalmente conexas em L™"!, além dos hiperplanos tipo-espaco.
Suas aplicacoes de Gauss na direcao futuro sao dadas respectivamente por

X—a

N, =

X—a
e N_ =— .
T T

e seus correspondentes operadores de Weingarten sao dados por A (X) = —(1/r)X e

A_(X) = (1/r) X. Em particular, tais hipersuperficies possuem curvatura média constante
1 1

nao-nula h (r) = — e h_(r) = ——, respectivamente. De fato, seja ot : (—¢, &) — H} (a, 1),
T T

uma curva diferenciavel com «(0) =x, « (0) =v. Observe que
(a(t) — a, x(t) — a) = -1, (3.4)

onde o 1(t) —any =1 >0.

Figura 4

Assim, derivando ambos os lados da expressao em (3.4) obtemos que («'(t), x(t)—a) = 0,
para todo t € (—e,¢). Fazendo t = 0, temos (v,x — a) = 0. Logo, (x —a) L v, isto é,
(x —a) é normal a TyH" (a, 7). Assim podemos considerar o campo de vetores unitarios

e normais a H' (a, 1) definido por

onde = /|[(x — a,x — a)|. Agora observe que

X1 — Qn
(N (x), ensr) = — Cont . n) g
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0 que nos permite concluir que N, (x) aponta para o futuro. Agora considere p € M™ e

X € X(M). Sendo v = X(p), temos por definicdo que

t—0 t

Mas entao, usando a expressao que define N (x), teremos da expressao acima que

1
v(\))N (p) = ;Va

donde se conclui que o operador de Weingarten de H™ (a, 1) é dado por A, X = —(1/1) X
enquanto sua curvatura média é dada por h, = 1/r. De forma similar, obtemos que

A X=(1/r)Xeh =—1/r

Definicao 3.1. Usando a notagcao anteriormente estabelecida, diremos que uma hipersu-
perficie tipo-espaco P : M™ — L™ estd limitada entre dois espagos hiperbélicos superi-

ores concéntricos centrados em um ponto a € L™ se
P(M") C{x e L™ —RE< (x—a,x—a) < =12, Xny1 — Anyg > 0},

para certos numeros positivos R > 1, e diremos que M™ estd limitada entre dois espacos

hiperbdlicos inferiores centrados em um ponto a € L™ se
1|)(Mn) - {X S LTH_I; _R2 < <X — a4, X = Cl> < _T27 Xn41 — Qnir < 0}
Com o intuito de provar o segundo resultado deste trabalho, provaremos a seguinte

Proposicao 3.2. Seja P : M™ — L™ wma hipersuperficie tipo-espago completa isome-
tricamente imersa em L™, com curvatura de Ricci limitada inferiormente. Assuma que
M™ estd orientada pela aplicacdo de Gauss na diregao futuro N. Se M™ estd limitada por
dois espagos hiperbolicos concéntricos superiores (respectivamente, inferiores) centrados

em um ponto a € L™ entdo

infH< = < - <supH

Al =
= | =

(respectivamente),
1

infH< — <—R < supH,

= | =

onde R > 1 > 0 sao dois numeros posilivos, tais que

inf( —a,p—a)=-—R?> e sup(Pp—a,P—a)=—r2%
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Demonstracao: Inicialmente observe que a aplicacao diferencidvel u: M™ — R definida
por u = (Y —a,p—a) é limitada superior e inferiormente em M™. Usando o Lema (2.6),
para cada € > 0, existem pe, . € M™, tais que

IVu(pe)l < e, Au(pe) <e, supu—e < u(pe) <supu, (3.5)

onde —1? — e < u(p:) < —1r?e
IVu(qe)| < e, Au(q:) > —¢, infu<u(q:) <infu+e, (3.6)

onde —R? < u(q,) < —R%+¢. Note que Vu = 2(p—a)T. De fato, observamos inicialmente

quep—a=(Pp—a)T+ (p—a)VN. Agora, note que podemos escrever
(W—a)T = —a)+ P —a N)N.

Pela definicao de gradiente, tem-se
(Vu, X) = 2(Vx(p—a), P —a),

para todo X € X(M). Assim, dado p € M™ considere v = X(p), entao usando a defini¢ao

é imediato concluir que

Y(tv+p)—a—(P(p) —a)

Vo —a)(p) = lim

t—0 t
(3.7)
tv —a— a
= lim P Pt =V
t—0 t
Logo, da expressao anterior concluimos que Vx(\p — a) = X. Mas entdo teremos a

igualdade (Vu, X) = (X, 2(1 — a)). Disso, segue que
(V, X) = (X, 2(b — a)™) + (X, 2(b — a)") = (X, 2(b — a)").

Portanto, Vu = 2(1p—a)". Derivando a expressio anterior na direcao do campo X iremos
obter
Vivu =2V —a)’.
Usando que ( — a)” =19 — a+ (P — a,N)N e usando as propriedades da conexido V°
teremos
Vivu = 2Vi(p —a)+2Vi{h —a,N)N
= 2X+2V3 (b —a,N)N
= 2X—=2(p —a,N)AX —2(p — a, AX)N.
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Por outro lado, usando a formula de Gauss, tem-se

VxVu—2(AX, (P —a)"h)N = 2X—2(1p —a, N)AX —2((p —a)"
+ (W —a)N,AX)N
= 2X—2(p — a, N)AX —2((p — a)", AX)N
— 2((p—a)N,AX)N
= 2X—2(p —a, N)AX —2((p — a)", AX)N.
Portanto,
VxVu = 2X — 2(p — a, N)AX, (3.8)

para todo X € X(M). Assim, pela equacdo (3.8) concluimos que
Au=2n(1+HW —a,N)).

Agora, pelas expressoes em (3.5) e (3.6) segue que

1—|—H(p£)<1b(p£)—a,N(p5)) < % (39)
e
3
1+H(q£)<¢(qe)_aaN(qe)> >_%- (310)

Agora observe que [(P(p:) — a,N(pe))l = —(P(p:) — a,N(p.)), de fato basta mostrar
que (Y(pe) — a,N(pe)) < 0. Pelo Lema (2.4), como (P(p:) — a) e N estdo na diregdo
futuro, entdo ambos sdao vetores tipo-tempo, e o cone temporal formado por (P(pe) — a)

¢ o mesmo formado por N. Isto é,

(W(pe) —a) € Clh(pe) —a) = C(N) ={v € T;{v,N) < 0},

onde T = {u € L™ (u,u) < 0}, logo (P(p:) —a,N) < 0. Além disso, pela desigualdade

reversa de Cauchy-Schwarz, segue que

(b —a,N)[ = p—allN[=p—al,

onde [P —al = /[(Y —a, P —a)| > V12 = r. Portanto,

(W —a,N)|=—(—a,N)>r. (3.11)
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De maneira analoga, se M™ esta contida entre dois espacos hiperbdlicos inferiores centra-
dos em a € L™, entdao para cada p € M™, P(p) — a é um vetor na direcao passado,

(b —a,N)| =W —a,N) >r. (3.12)

Agora, lembrando que u = (1 — a,\ — a), entdo

= (- +W-aN-a) + W -a)")
= W-a V- +{W-—a, W-a))
= [(W—a)" P+ (¥ —a,N)N, (b —a,N)N)
= [ —a)' P+ (W —a,N)*(N,N)
= W —a)P = —aN)
Logo, u = |( —a)"? — (Y — a,N)?, mas Vu = 2( — a)" obtemos, (P —a)T = —.

Assim, por um calculo simples, temos que

0 — a, NY| = \/'V:'z - (3.13)

Agora, usando as expressoes em (3.9) e (3.10) concluimos que

2n—e
2n|<¢(p£) —a, N(pe)>|7

H(p.) >

onde 0 < ¢ < 2n. Note que

om(W(pe) — a,N(p.))| = 2n\/lvu(m)|24—4u(ps)

= n/IVu(p:)? —4u(p.).

Pelo Lema (2.6), tem-se 2n|({(p:) — a, N(pe))| < ny/e? —4u(p.). Logo,

2n—e 2n—e
supH > H(p,) > > ) 3.14
P o —a NP~ nye—tpy Y
Fazendo ¢ — 0 em (3.14), temos
s 2n—e S 2n
Su = = *
P N —up) T ny/—tulp,)
1
Portanto, supH > ———. Mas entao, da expressao anterior obtemos que
n _u(ps)
1
supH > o (3.15)

De forma analoga, usando as expressoes em (3.9) e (3.10) obtemos
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e+ 2n

H(qg) < 2Tl’<ll)(q€) —a, N(q£)>|

Logo, é facil notar que

e+2n 2n+e
inf H< H(qe) < < . 3.16
1)< a0 — @ N@)] ~ 2ny/dulq,) (8.16)
Fazendo ¢ — 0 em (3.16), temos
2 1
infH< 8 o .
Zn\/_u(qa) \/—U(Cle)
Assim, da expressao anterior segue que
1
infH< =. (3.17)
R
Finalmente, das expressoes em (3.15) e (3.17) concluimos que
infH < l < 1 < sup H.
R " r
[ ]

De posse das consideracoes anteriores, estamos em condicoes de enunciar e provar o se-

gundo resultado deste trabalho.

Teorema 3.2. As unicas hipersuperficies tipo-espaco completas com curvatura média
constante isometricamente imersas no espaco Lorentz-Minkoswski L™, que estdo limi-

tadas por dois espacos hiperbolicos concéntricos, sao os espacos hiperbdlicos.

Demonstracao: Seja 1\ : M™ — L™ uma hipersuperficie tipo-espaco completa limi-
tada por dois espacos hiperbolicos concéntricos em L™ ! determinados pelo vetor unitario
tipo-tempo a € L™ possuindo curvatura média constante H. O fato da curvatura média
H de M™ ser constante, implica por (2.18) que a curvatura de Ricci de M™ é limitada
inferiormente. Por outro lado, a fungdo uw = (P — a,P — a) é uma funcdo limitada em

1
M™. Assim pela Proposigao (3.2), segue que H# 0 e r=R = H Além disso, a funcao

1
(b — a,p — a) é constante em M™ e igual a e Isso significa que M™ é um espaco

. . .1 .
hiperbolico de raio — centrado em a € L™, o que conclui a prova do Teorema. [

H|

3.3 Estimativas para as j-curvaturas de uma hipersu-
perficie tipo-espaco

Nesta secao, apresentaremos algumas estimativas para as curvaturas de ordem superior

H; de uma hipersuperficie M™ isometricamente imersa no espago de Lorentz-Minkowski
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L™ que possuem uma certa restricio geométrica. Para tanto, necessitamos da seguinte

definicao.

Definicao 3.2. Diremos que uma hipersuperficie tipo-espago P : M™ — L™ ¢ limitada

por um espago hiperbolico superior H (a, 1) centrado em um ponto a € L™*! se,
PM™) Cc{xe L™ (x —a,x—a) < 1% Xnq1 — Anpr > 0},

para certo raito v > 0, e diremos que M™ € limitada por um espaco hiperbdlico inferior

H™(a,r) centrado em um ponto a € L™ se,

PM™) Cc{x e L™ (x—a,x—a) < =1, Xn41 — Any1 < O}

W N

Lttt j Hl(a.r)

Figura 5. M™ limitada por um espaco hiperbolico superior

Os primeiros resultados desta secao dizem respeito a hipersuperficies limitadas por um

espaco hiperbodlico e estabelecem o seguinte

Proposicao 3.3. Seja P : M™ — L™ uma hipersuperficie tipo-espaco completa isome-
tricamente imersa em L™ com curvatura seccional limitada inferiormente. Assuma que

M™ estd orientada pela sua aplicacao de Gauss N na direcao futura. Entao,

(i) Se M™ estd limitada por um espago hiperbdlico superior centrado em a € L™
entao paraj =1,...,n

1
sup H; > —,

onde sup(b — a, P — a) = —r%;
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(ii) Se M™ estd limitada por um espago hiperbdlico inferior centrado em a € L™
entao
sej € impar

1
T

e sej € par

supH; > —,

-

onde sup(b — a,p — a) = —r%.

Demonstragao: Suponha inicialmente que M™ esta limitada por um espaco hiperbélico
superior. Defina a apli¢ao diferenciavel u : M™ — R pondo u = (Y — a,p — a). Por
hipotese, temos que (U — a,p — a) < —r2, logo pelo Lema (2.5), para cada ¢ > 0, existe

P € M™ tal que
(1) Vulpe)l <
(2) Hessu(pe)(v,v) <e, W e T,M", p=1;
(3) =1 —e <u(pe) < —r4

Seja {e; = ei(pe)}tiz1,..n uma base de vetores nas dire¢des principais no ponto p.. Mas

entdo, A, (ei) = ki(pe)ei. Veja que
Hessu(v,v) = 2(v,v) — 2( — a, N)(Av,v).
Mas entao, teremos

Hessu(pe)(ei,ei) = (Hessu(pe)(ei),eq)
- <2€i—2<1|)(]95) _a:N(p£)>Apg(ei);ei>
- 2_2<¢(pe)_a:N(p£)>ki(pe)-

Como [(Y —a,N)| = —(p —a,N) > r, para € < 2, tem-se

e—2
klPe) < S —a Ny~

2
- a Ny =y

Segue da equagao (3.13) que
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Usando a condicao (1), tem-se que

(b(pe) — @ N(p.))| = \/'Vj' —ulp) < \/5Z —ulp.).
Logo,
e—2 e—2
KlPe) < ) —a N~ Vet

Assim, da expressao acima concluimos que

e—2
ki < < 0.
(Pe) Ztup)

Agora, usando as desigualdades acima estabelecidas, obtemos que

(T?)Hj(pa) =Y (Ku(pe)) - (K (pe)

] i1<...<ij

2—c¢ 2—c¢
g <Z<J( 52—4u(p5)) ( 82—4u(p5))

B (n) 2—¢ j
o\ e2 —4du(p,) )

Portanto,

j
2—¢
Hi(ps) > ( 82—411(})5)) .

Note que sup Hj > H;(p.), mas entdo fazendo € — 0 temos u(p.) — —r*. Portanto,
1
supHj > —.
T)

No caso onde M™ esta limitada por um espago hiperbélico inferior centrado em a €
L™ analogamente, usando que |({ —a, N)| = (b —a, N) > r (diregio passado) em M™,

deduzimos que
2—c¢

ki(pe) > \/ﬁ
j
n 2—¢
Z ki, (pe) -k (pe) > (]> ( 52—4u(Ps)> '

>0

Assim, se j é impar, tem-se

)
. 2—c¢
lanj < H)(Pa) < ( 82_4u(p )) .
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Fazendo ¢ — 0, tem-se

1
T)

Quando j é par temos

j
2—¢
Suij Z Hj(pe) > < 82—4u(p )>

Agora, fazendo ¢ — 0 obtemos

onde sup(Pp — a, b — a) = —12.

Corolario 3.1. Seja P : M™ — L™ uma hipersuperficie tipo-espaco completa isometri-
camente imersa em L™ com curvatura seccional limitada inferiormente. Assuma que
M™ estd orientada pela sua aplicacao de Gauss na direcao-futuro. Se Hy < 0 para algum

j=1,...,m, entao M™ nao estd limitada por nenhum espaco hiperbdlico superior.

Demonstracao: Suponha que M™ é limitada por um espago hiperboélico superior. En-

tao, pela Proposigao (3.3), tem-se
1 .
supH; > 3 >0, paracadaj=1,...,n.

Mas por hipétese H; < 0, para algum j = 1,...,n, logo 0 é cota superior para H;, com

sup H; > 0. Contradigao, pois o sup H; é a menor das cotas superiores. [

Coroléario 3.2. Seja P : M™ — L™ wma hipersuperficie tipo-espago completa isometri-
camente imersa em L™ com curvatura seccional limitada inferiormente. Assuma que
M™ estd orientada pela sua aplica¢io de Gauss na direcao-futuro. Se ou H; = 0 para
alguma ordem fmpar j = 1,3,... ou Hj < 0 para alguma ordem par j = 2,4,..., entao

M™ nao estd limitada por nenhum espaco hiperbolico inferior.

Demonstragao: Suponha que M™ ¢é limitada por algum espago hiperbolico inferior.

Entao, pela Proposigao (3.3), tem-se para cada j impar que
) 1
infHy < ——.
T

Por outro lado, quando j é par, temos

1
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Note que, se H; > 0 para algum i impar, entdo inf H; < —— < 0. Contradigao, pois 0 é
T
cota inferior para H;. De modo anélogo, temos que se H; < 0, para algum 1i par, entao

1
sup H; > = > (. Contradicao, pois zero é cota superior para Hj. [

Observagao 3.2. Nos coroldrios acima, relembremos que se a ordem j € par, entao H; €
intrinseca e nao € necessdrio assumir que a orientacao de M™ € precisamente dada pela

sua aplicacao de Gauss na direcao-futuro.

Como outra aplicagdo da Proposicdo (3.3) e tendo em conta a relagdo entre Hy e S,

apresentamos os seguintes resultados.

Corolario 3.3. Seja P : M™ — L™ uma hipersuperficie tipo-espago completa isome-
tricamente imersa em L™ com curvatura seccional limitada inferiormente. Se M™ estd
limitada por um espaco hiperbolico centrado em a € L™, entdo

nn-—1)

inf S<— 5
-

onde sup (P —a,p —a) = —r2.

Demonstracao: Faremos a prova do caso em que M™ ¢é limitada por um espaco hiper-

bolico superior. Para j = 2, tem-se
sup Hp >

Como S = —n(n — 1)H,, temos

S < 1
sup ————— > —.
P nn—1) 7

Logo, das propriedades de supremo e infimo, segue que

nn-—1)

inf S<— 5
T

Corolario 3.4. Seja P : M™ — L™ wma hipersuperficie tipo-espaco completa isome-
tricamente imersa em L™ com curvatura seccional limitada inferiormente. Se S > 0,

entao M™ nao estd limitada por nenhum espaco hiperbolico.
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Demonstracao: Suponha que M™ é limitada por algum espaco hiperbolico, entao pelo

Corolario (3.3), tem-se que

nn-—1
inf S < —% < 0.
T
Mas observe que S > 0 implica que 0 é uma cota inferior para S, contradicao. ]

Mais ainda, sob as mesmas hipoteses do Corolario (3.4), podemos estimar a curvatura

de Ricci de uma hiperuperficie tipo-espaco M™ em L™"! como segue.

Proposicao 3.4. Seja P : M™ — L™ wma hipersuperficie tipo-espago completa isome-
tricamente imersa em L™ com curvatura seccional limitada inferiormente. Se M™ estd

limitada por um espaco hiperbdlico centrado em a € L™, entdo

1
inf Ric = inf Ricp(v,v) < _n—1

pemm T2 ’

para todo v € T,M™, v =1, onde sup (Y —a,p —a) = 12

Demonstragao: Pela Proposigao (3.3), tem-se, para 0 < ¢ < 2,

—2
ki(ps) < e < 07
e —4u(pe)

se M™ esta limitada por um espaco hiperbolico superior. E temos que

2 _
ki(pe) > E o,
e — 4u(p£)

se M™ esta limitada por um espacgo hiperbolico inferior. Em ambos os casos, temos

(2 —¢)?
ki(pe) - kj(pe) > 2 —u(p.) > 0. (3.18)

Da equacao (2.17) podemos escrever num ponto p € M™
Ricp (e, e1) = —tr( A)(Aeyi, ei) + (Aey, Aey)

Assim, da expressao anterior segue imediatamente que
Ricp (€1, e1) = k(pe) — > Ki(pe) - kilpe).
j=1
Disto e usando as desigualdades obtidas em (3.18), segue que

(2 —¢)?

Ricp (e, ei) < —(n— Um'
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Fazendo € — 0 temos u(p.) — —12. Logo, da expressao acima, segue que

(n—1)
2

Ricp (eq, ei) < —

Portanto, a estimativa anterior nos fornece

(n—1)
T'2

inf Ricy, (v, v) < Ricp (e, €3) < —

b

para todos p € M™, v € T,M com | = 1. [ ]

A estimativa obtida no resultado anterior permite estabelecer o seguinte resultado.

Corolario 3.5. Seja P : M™ — L™ wma hipersuperficie tipo-espaco completa isome-
tricamente imersa em L™ com curvatura seccional limitada inferiormente. Se Ric > 0,

entao M™ nao estd limitada por nenhum espaco hiperbolico.

Demonstracao: Suponha que M™ é limitada por algum espaco hiperbélico, entao pela
Proposicao (3.4), tem-se

(n—1)
T2

inf Ricy(v,v) < — <0,

uma contradicao, pois Ric > 0. [
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