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Hipersuperf́ıcies Capilares na Bola Euclidiana:

Estabilidade e Instabilidade

Isaque Felix Campos

Teresina - 2024



Isaque Felix Campos

Dissertação de Mestrado:

Hipersuperf́ıcies Capilares na Bola Euclidiana: Estabilidade e

Instabilidade

Dissertação submetida à Coordenação
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como requisito parcial para obtenção do

grau de Mestre em Matemática.
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Resumo

Neste trabalho, estudamos hipersuperf́ıcies capilares imersas na bola euclidiana unitária,

e analisamos os casos estável e instável. No caso estável, estudamos o resultado de unici-

dade obtido por Wang e Xia [Uniqueness of stable capillary hypersurfaces in a ball, 2019],

segundo o qual as únicas hipersuperf́ıcies capilares estáveis imersas na bola euclidiana

unitária são os discos e as calotas esféricas. No caso instável, estudamos o ı́ndice de

Morse associado a uma hipersuperf́ıcie, o qual é zero para as estáveis, e apresentamos o

resultado obtido por Devyver [Index of the critical catenoid, 2017] onde o ı́ndice de Morse

do Catenoide Cŕıtico (superf́ıcie bordo livre) foi calculado.

Palavras-chaves: Curvatura Média Constante, Bordo Livre, Hipersuperf́ıcie Estável,

Índice de Morse.
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Abstract

In this work, we study capillary hypersurfaces immersed in the unitary Euclidean ball,

and analyze the stable and unstable cases. In the stable case, we studied the unique-

ness result obtained by Wang and Xia [Uniqueness of stable capillary hypersurfaces in

a ball,2019], according to which the only stable capillary hypersurfaces immersed in the

unitary Euclidean ball are the discs and spherical caps. In the unstable case, we study

the Morse index associated with a hypersurface, which is zero for stable ones, and we

present the result obtained by Devyver [Index of the critical catenoid, 2017] where the

Morse index of the Critical Catenoid (free boundary surface) was calculated.

Keywords: Constant Mean Curvature, Free-Boundary, Morse Index, Stable Hypersur-

face.
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2.2 Estabilidade das Bolas Totalmente Geodésicas . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.3 Estabilidade das Calotas Esféricas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

3 Unicidade de Hipersuperf́ıcies Capilares 27
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4.2 O Catenoide Cŕıtico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

4.2.1 Uma Mudança de Coordenadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

4.2.2 Campos de Jacobi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

vii



Sumário viii

4.2.3 Uma Decomposição de Fourier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

4.3 O Problema de Dirichlet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
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Lista de Figuras

1.1 Semi-espaço superior fechado de Rn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.2 Disco plano . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.3 Os quatro campos normais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
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Introdução

Neste trabalho, estudamos hipersuperf́ıcies imersas na bola euclidiana unitária Bn+1 e nos

baseamos em duas referências principais, a saber: a primeira parte do trabalho de Wang

e Xia em (WANG; XIA, 2019), onde eles provaram um resultado de unicidade a cerca das

hipersuperf́ıcies capilares estáveis em Bn+1, e no trabalho de Devyver em (DEVYVER,

2017), onde ele calculou Índice de Morse do Catenoide Cŕıtico.

Hipersuperf́ıcies capilares são pontos cŕıticos de algum funcional variacional geométrico.

Foi Young quem primeiro considerou matematicamente superf́ıcies capilares em 1805 e

introduziu o conceito matemático de curvatura média. Seu trabalho fo continuado por

Laplace e mais tarde por Gauss. Para mais detalhes do desenvolvimento histórico dessa

teoria veja (FINN; MCCUAN; WENTE, 2012).

Ainda sobre as superf́ıcies mı́nimas com bordo livre, Ailana Fraser e Richard Shoen nos

artigos (FRASER; SCHOEN, 2011) e (FRASER; SCHOEN, 2016) trouxemos um interesse

nos estudos dessa temática. Precisamente, eles estudaram superf́ıcies mı́nimas com bordo

livre na bola unitária Bn de Rn e em (FRASER; SCHOEN, 2011) eles apresentaram dois

exemplos interessantes, a saber, o Catenoide Cŕıtico (parte de um catenoide em R3) e a

Faixa de Möbius Cŕıtica (uma superf́ıcie mı́nima com bordo livre não-orientável em B4).

Estabilidade

A estabilidade de hipersuperf́ıcies mı́nimas ou de curvatura média constante desempenha

um papel importante na geometria diferencial. Primeiramente, observamos que Antônio

Ros e Enaldo Vergasta apresentaram o seguinte resultado para superf́ıcies com bordo livre:

Teorema 0.1 (ROS; VERGASTA, 1995). Suponha que B3 ⊂ R3 é uma bola e que ϕ :

M → B3 seja estacionária estável. Então ∂M é mergulhada e as únicas possibilidades

são:

1
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� ϕ(M) é um disco totalmente geodésico;

� ϕ(M) é uma calota esférica;

� g = 1 e r = 1 ou 2, onde g é o gênero e r é o número de componentes conexas.

Por outro lado Ivaldo Nunes mostrou recentemente em (NUNES, 2017) que o terceiro

caso não ocorre, precisamente o resultado de Nunes foi:

Teorema 0.2 (NUNES, 2017). Seja B ⊂ R3 uma bola fechada. Se Σ é uma superf́ıcie

orientável, compacta, imersa e com curvatura média constante com bordo livre, então Σ

tem gênero zero.

Nesses resultados percebermos que o caso capilar não foi tratado, principalmente de-

vido o fato de que esse caso apresenta a presença de um termo que depende do bordo

da hipersuperf́ıcie Mn analisada, o que torna dif́ıcil determinar se ela é ou não estável.

A estabilidade de uma hipersuperf́ıcie com curvatura média constante é definida através

de variações com uma condição de restrição de volume. Desse modo, podemos usar a

condição de estabilidade para encontrar funções teste admisśıveis convenientes. Para o

problema com restrições de volume, consideramos funções teste φ tais que
∫
M
φdA = 0,

isto é, tem média zero ao longo de M. No trabalho de Barbosa e do Carmo em (BAR-

BOSA; CARMO, 1984) sobre hipersuperf́ıcies fechadas, eles usaram a clássica Fórmula

de Minkowisk para uma imersão fechada x :M→ Rn+1

∫
M

H⟨x,N⟩dA = n

∫
M

dA,

onde H é a curvatura média constante de M e N é o campo normal unitário ao longo de

M, a fim de encontrarem uma função teste conveniente. De fato, a função teste obtida

foi ψ = n− ⟨H,N⟩. A fórmula acima garante que essa é uma função teste admisśıvel. No

artigo de Ros e Vergasta (ROS; VERGASTA, 1995), eles obtiveram a seguinte Fórmula

de Minkowisk

|∂M| = n|M|−

∫
M

H⟨x,N⟩dA.

Diferente daquela fórmula clássica, esta relaciona três quantidade geométricas, a sa-

ber, a área do bordo deM, a área deM e uma integral envolvendo a curvatura média de

M. Esta fórmula também revela a dificuldade que há no caso bordo livre, a presença de



Lista de Figuras 3

um termo que depende do bordo. O caso capilar apresenta mais algumas complicações.

Usando uma nova Fórmula Tipo Minkowisk, Wang e Xia conseguiram resolver comple-

tamente o problema de determinar quais hipersuperf́ıcies capilares são estáveis na bola.

Precisamente, o resultado de unicidade apresentado por Wang e Xia é o seguinte:

Teorema 0.3 (WANG; XIA, 2019). Suponha x :M→ Bn+1
uma hipersuperf́ıcies capilar

estável imersa na bola euclidiana unitária Bn+1
com curvatura média constante H ⩾ 0 e

ângulo de contato constante θ ∈ (0,π). Então x ou é uma bola totalmente geodésica ou é

uma calota esférica.

Instabilidade

No caso instável, um conceito fundamental que aparece é o Índice de Morse de uma hi-

persuperf́ıcie imersa na bola Bn+1. Guiados por uma analogia hipotética entre superf́ıcies

mı́nimas (fechadas) em S3 e superf́ıcies mı́nimas com bordo livre em B3 P. Sargent em

(SARGENT, 2017) e de maneira independente L. Ambrosio, A. Carlotto e B. Sharp em

(AMBROZIO; CARLOTTO; SHARP, 2016) obtiveram estimativas inferiores para Índice

de Morse de superf́ıcies em B3.

Para uma hipersuperf́ıceM imersa em Bn+1, temos associada a ela uma forma quadrática

Q. Definiremos o Índice de Morse de M, Ind(M), como o ı́ndice (de Morse) da forma

quadrática Q. Diremos então que M é instável quando Ind(M) > 0, e estável quando

Ind(M) = 0.

O cálculo do ı́ndice de uma hipersuperf́ıcie, em geral, não é fácil, uma vez que a

forma quadrática Q está definida em um espaço de dimensão infinita. Entretanto, alguns

exemplos interessantes aparecem na literatura. Por exemplo, em (TRAN; ZHOU, 2023b),

a partir de uma fórmula obtidada pelos autores, eles calculam o ı́ndice de um cilindro

imerso na bola unitária. De fato, nesse exemplo o ı́ndice depende do raio da base do

cilindro.

Nesse trabalho vamos demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 0.4 (DEVYVER, 2017). O Índice de Morse do Catenoide Cŕıtico na bola

unitária B3 é exatamente 4.

Contudo, esse resultado é recente e outros métodos foram utilizados para calcular

o ı́ndice de uma superf́ıcie em B3. Nesse trabalho, apresentaremos a técnica de Devyver
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para calcular o ı́ndice do Catenoide Cŕıtico. Ressaltamos que outras técnicas foram usadas

simultaneamente por outros autores, a saber, (TRAN, 2016) e (SMITH; ZHOU, 2019).

Organização

No Caṕıtulo 1, fazemos uma breve revisão de conceitos importantes para a compreensão

dos demais caṕıtulos e introduzimos a notação utilizada. Já o Caṕıtulo 2 apresenta as

variações da energia, a definição da forma de ı́ndice para uma hipersuperf́ıcie M imersa

na bola euclidiana unitária, bem como o Índice de Morse de tal forma quadrática e,

consequentemente, o ı́ndice de M. Ademais, provamos dois resultados de estabilidade de

hipersuperf́ıcies, a saber, a estabilidade dos discos e da calotas esféricas.

No Caṕıtulo 3, apresentamos o resultado de Wang e Xia sobre a unicidade dos discos

e das calotas esféricas como hipersuperf́ıcies estáveis na bola euclidiana unitária. No

Caṕıtulo 4, expomos com detalhes o cálculo do ı́ndice do Catenoide Cŕıtico feito por

Devyver.

No Caṕıtulo 5, fazemos algumas considerações finais e finalizamos o trabalho. No

Caṕıtulo Referências, apresentamos as que foram supracitas e mais outras que foram

usadas ao longo do texto.



Caṕıtulo 1

Noções Preliminares

Nesse caṕıtulo, introduziremos os conceitos usados no decorrer desse trabalho, bem

como estabeleceremos as notações usadas. Ademais, por questões práticas admitiremos

que o leitor tem conhecimentos prévios acerca de geometria diferencial, como as definições

de Variedade Riemanniana, Espaço Tangente, Conexão Riemanniana, Curvatura Média,

Hipersuperf́ıcies, Primeira e Segunda Variação da Área, Volume. Alguns resultados aqui

apresentados não serão demonstrados, contudo os referenciaremos adequadamente. No

que segue, esses pré-requistos bem como os demais conceitos estão devidamente apresen-

tados nas referências (CARMO, 2008), (CHAVEL, 2006), (DAJCZER; TOJEIRO, 2019),

(LEE, 2012).

Denotaremos por Mn (ou simplesmente M) uma Variedade Riemanniana conexa de

dimensão real n suave, isto é C∞, gM (ou simplesmente g quando não houver ambiguidade)

sua métrica (Riemanniana) com a norma correspondente || · || :=
√
g(·, ·), ∇ sua Conexão

Riemanniana, TpM o plano tangente a M em p ∈M e X(M) o conjunto dos campos de

vetores C∞ tangentes aM. No caso particularM = Rn usaremos a notação convencional

⟨·, ·⟩ para denotar sua métrica.

1.1 Alguns Operadores Diferenciais Importantes

Sejam (M,g) uma variedade Riemanniana, X ∈ X(M) e f uma função suave em M.

Definimos a divergência do campo X como a função divX :M→ R dada por

divX(p) = traço da aplicação linear Y(p) 7→ ∇YX(p).

5



Caṕıtulo 1. Noções Preliminares 6

Observe que, considerando um referencial ortonormal geodésico {Ei}
n
i=1 em p ∈ M e

escrevendo X =
∑

i XiEi, Xi = g(X,Ei), o divergente é obtido como

divX(p) = tr(∇YX(p))

=
∑
j

g

(
∇Ej

(∑
i

XiEi

)
(p),Ej(p)

)

=
∑
j

g

(∑
i

Ej(Xi)Ei(p) +
∑
i

Xi∇Ej
Ei(p),Ej(p)

)
.

Como o referencial {Ei} é geodésico, isto é, ∇Ej
Ei(p) = 0, temos:

divX(p) =
∑
j

g

(∑
i

Ej(Xi)Ei(p),Ej

)
=

∑
i

Ei(Xi)(p).

Com respeito a função suave f definiremos o gradiente, a hessiana e o laplaciano

em M. O campo gradiente de f é o (único) campo vetorial ∇f ∈ X(M) que satisfaz

g(∇f(p), Y) = dfp(Y) = Yf(p) para todo p ∈M e Y ∈ TpM. Essa notação é inspirada no

fato de que quando M = Rn a Conexão Riemanniana de Rn é simplesmente a derivação

usual e o vetor gradiente é a diferencial. Agora, considerando o referencial geodésico,

temos

g(∇f(p), Y) = g

(
∇f(p),

∑
i

YiEi

)
=

∑
i

Yig(∇f(p),Ei)

=
∑
i

YiEi(f)(p).

A hessiana de f é definida como o operador linear

∇2f : TpM→ TpM, (∇2f)X(p) = ∇X∇f(p),

e o laplaciano de f é definido como

∆f(p) = tr(∇2f(p)) = div∇f(p).
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Usando as expressões do gradiente e divergente obtemos que:

∆f(p) =
∑
i

Ei(Ei(f))(p).

1.2 Imersões Isométricas

Sejam (Mm,gM) e (M
m+k

,gM) variedades Riemannianas. Uma aplicação suave x :M→

M é dita uma imersão isométrica se

gMp (X, Y) = gMx(p)(dxp(X),dxp(Y))

onde p ∈ M e X, Y ∈ TpM. Quando existe uma tal imersão isométrica, dizemos que M

é uma subvariedade imersa de M, precisamente para cada p ∈M existe uma vizinhança

Up ⊂ M tal que x(Up) = M̃x(p) ⊂ M tem estrutura de subvariedade (mergulhada) e

x : Up → M̃x(p) é uma bijeção. O número k é chamado a codimensão de M em M. Pela

Forma Local das Imersões podemos fazer a identificação de p com x(p), isto é, estamos

identificando Up com M̃x(p), e assim, consideramos “Up ⊂ M”, isso simplificará muitos

de nossos cálculos.

Seja X ∈ X(M), então existe um único X ∈ X(M) tal que X = dxp(X), o que é fato

pois x é uma imersão. Com isso, obtemos uma forma de extender campos emM a campos

em M.

Se x : M → M é uma imersão e gM é uma métrica Riemanniana em M, podemos

definir uma métrica em M, a qual chamaremos induzida de x, dada por

gMp (X, Y) = gMx(p)(dx(X),dx(Y)),∀X, Y ∈ TpM.

Agora, para cada p ∈M ⊂M, temos que o produto interno gMp decompõe TpM em soma

direta como

TpM = TpM⊕ (TpM)⊥

onde (TpM)⊥ é o complemento ortogonal de TPM em TpM. Desse modo, X ∈ TpM então

X = X⊤ + X⊥, X⊤ ∈ TpM, X⊥ ∈ (TpM)⊥
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X⊤ é chamada componente tangencial e X⊥ é chamada componente normal. Chamaremos

o espaço (TpM)⊥ de espaço normal a M.

Seja ∇ a conexão Riemanniana em M. Se X e Y são campos suaves em M podemos

definir a conexão Riemanniana em M como:

∇XY =
(
∇XY

)⊤
.

A componente normal de ∇XY,
(
∇XY

)⊥
, é chamada de tensor forma (DAJCZER;

TOJEIRO, 2019) e denotamos como

αf(X, Y) =
(
∇XY

)⊥
.

Quando não houver perigo de ambiguidades podemos denotar simplesmente por α. Desse

modo, obtemos a Fórmula de Gauss

∇XY = ∇XY + α(X, Y).

Seja η ∈ (TpM)⊥. A partir do 2-tensor α podemos definir uma forma bilinear simétrica

Hη : TpM× TpM→ R associada a η dada por

Hη(X, Y) = g
M(α(X, Y),η).

Em (CARMO, 2008) mostra-se que α é simétrico logo podemos concluir que Hη é também

simétrica. Assim, à formaHη fica associada uma forma quadrática hη(X) = Hη(X,X) para

cada X ∈ X(M), a qual chamamos a Segunda Forma Fundamental deM em p segundo o

vetor η. Ademais, a esta forma quadrática temos associado, também, um operador linear

Aη : TpM→ TpM definido por

gM(AηX, Y) = g
M(α(X, Y),η).

Da simetria de α obtemos que Aη é auto-adjunto, ou seja, gM(AηX, Y) = gM(AηY,X).

O operador Aη será chamado de Operador de Weingarten de M no ponto p segundo o

vetor η.

Como 0 = XgM(Y,η) = gM(∇XY,η)+g
M(∇Xη, Y) implica gM(∇XY,η) = −gM(∇Xη, Y)
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temos que:

gM(AηX, Y) = gM(α(X, Y),η)

= gM(∇XY −∇XY,η)

= gM(∇XY,η)

= −gM(∇Xη, Y)

= −gM(∇Xη, Y).

Aqui estamos identificando X e Y com suas extensões.

Desse modo, definimos o Vetor Curvatura Média de M em p como sendo

−→
H = −

∑
i

α(Ei,Ei)

onde {Ei} é um referencial geodésico de M. Assim, para cada η ∈ (TpM)⊥ temos

gM(
−→
H ,η) = −tr(Aη).

Definição 1.1. Dizemos que uma imersão x :M→M é mı́nima, quando
−→
H = 0.

Segue da definição, que a imersão x é mı́nima se e só se, tr(Aη) = 0 para todo p ∈M

e η ∈ (TpM)⊥.

Proposição 1.1. Sejam x :Mm →M
m+k

uma imersão isométrica e φ ∈ C∞(M). Então

o gradiente e a hessiana de φ e ξ = φ ◦ x são relacionados por

dxp(∇ξ) = (∇φ)⊤ (1.1)

e

∇2ξ(X, Y) = ∇2φ(X, Y) + gM(∇φ,α(X, Y)) (1.2)

para todo p ∈M e todos X, Y ∈ TpM.

Demonstração. Pela definição de gradiente e usando que x é uma imersão isométrica,
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temos que, para cada p ∈M e X ∈ TpM,

gMp (∇ξ,X) = Xξ = X(φ ◦ x)

= dxp(X)(φ) = Xφ

= gMx(p)(∇φ,X).

Portanto, dxp(∇ξ) = (∇φ)⊤. Agora, tendo provado isso e usando a Fórmula de Gauss

temos que:

∇2ξ(X, Y) = gM(∇X(∇ξ), Y) = gM(∇Xdxp(∇ξ) − α(X, Y), Y)

= gM(∇X(∇φ)⊤, Y)

= gM(∇X(∇φ), Y) − gM(∇X(∇φ)⊥, Y)

= ∇2φ(X, Y) + gM((∇φ)⊥,∇XY)

= ∇2φ(X, Y) + gM(∇φ,α(X, Y))

■

Como um caso particular quando M
m+k

= Rm+k temos o seguinte corolário:

Corolário 1.1. Seja x :Mm → Rm+k uma imersão isométrica e hv ∈ C∞(M) a função

altura relativa ao hiperplano normal a v ∈ Rm+k dada por:

hv(p) = ⟨x(p), v⟩.

Então,

∇2hv(p)(X, Y) = ⟨α(X, Y), v⟩ (1.3)

para todo p ∈M e X, Y ∈ TpM

Demonstração. Considere φ ∈ C∞(Rm+k) como sendo a função altura, em Rm+k, φ(x) =

⟨x, v⟩ para todo x ∈ Rm+k. Vamos aplicar a Proposição 1.1 a essa função e a função hv.
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Note que para todo campo suave X ∈ Rm+k temos

⟨∇φ(x),X⟩ = X⟨x, v⟩

= ⟨∇Xx, v⟩

= ⟨x, v⟩

∴ ∇φ(x) = v

Dáı, pela Proposição 1.1 temos que ∇2φ(x)(X, Y) = ⟨α(X, Y), v⟩.

■

Vamos analisar com um pouco mais de atenção o caso de codimensão k = 1 em

Rn+1, ou seja para o caso de uma hipersuperf́ıcie imersa no espaço euclidiano Rn+1.

Primeiramente, notamos que nesse caso o espaço normal a hipersuperf́ıcieM tem dimensão

1, dáı o vetor normal unitário N aM é único a menos de sinal e assim, podemos definir a

curvatura média de M como H = −tr(A) onde A é o Operador de Weingarten associado

a N e H⃗ = HN. A segunda forma também é única e denotaremos simplesmente por h.

Veja que |h|2 = |A|2 =
∑

i λ
2
i , onde λi são os autovalores de A, e, por definição, de h

também.

Diante dessas considerações, temos a seguinte proposição listando algumas identidades

importantes que usaremos mais a frente.

Proposição 1.2. Seja x :M→ Rn+1 uma imersão isométrica no espaço euclidiano. As

seguintes identidades valem ao longo de M:

∆x = −HN (1.4)

∆
1

2
|x|2 = n−H⟨x,N⟩ (1.5)

∆N = ∇H− |h|2N (1.6)

∆⟨x,N⟩ = ⟨x,∇H⟩+H− |h|2⟨x,N⟩ (1.7)

Demonstração. Vamos demonstrar cada identidade separadamente.

� ∆x = −HN
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Seja w ∈ Rn+1 fixado e considere ⟨x,w⟩. Assim, temos que ∇⟨x,w⟩ = w. Dáı,

∇2⟨x,w⟩(X, Y) = ⟨w,α(X, Y)⟩

Como ∆⟨x,w⟩ = tr(∇2⟨x,w⟩), temos

∆⟨x,w⟩ = ⟨∆x,w⟩

= ⟨w, tr(α(X, Y))⟩

= ⟨w,−HN⟩,∀w ∈ Rn+1.

Portanto, ∆x = −HN.

� ∆1
2
|x|2 = n−H⟨x,N⟩

Seja Y ∈ X(M). Assim, temos

Y|x|2 = Y⟨x, x⟩

= 2⟨Y, x⟩

∴ ∇|x|2 = 2x⊤

Agora, pela definição da hessiana temos

∇Y∇|x|2 = ∇Y2x
⊤ = 2∇Y(x− ⟨x,N⟩N)

= 2(∇Yx−∇Y⟨x,N⟩N)

= 2(Y − ⟨∇Yx,N⟩N − ⟨x,∇YN⟩N − ⟨x,N⟩∇YN)

= 2(Y − ⟨x,A(Y)⟩N − ⟨x,N⟩A(Y))

= 2(Y − ⟨A(x⊤), Y⟩N − ⟨x,N⟩A(Y)).

Calculando traço temos

tr∇2|x|2 = 2

n∑
i=1

〈
Ei − ⟨A(x⊤),Ei⟩N − ⟨x,N⟩A(Ei),Ei

〉
= 2(n− ⟨x,N⟩H).
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Pela definição do laplaciano, segue que

∆
1

2
|x|2 = n−H⟨x,N⟩.

� ∆N = ∇H− |h|2N

Analogamente a demonstração da primeira identidade, considere w ∈ Rn+1 um

campo constante. Então vamos calcular ∆⟨N,w⟩. Dado X ∈ X(M) campo vetorial,

temos:

⟨∇⟨N,w⟩,X⟩ = X⟨N,w⟩ = ⟨∇XN,w⟩

= ⟨A(X),w⟩ = ⟨A(wT ),X⟩.

Logo, ∇⟨N,w⟩ = A(wT ). Ainda tomando X ∈ X(M) temos

∇X∇⟨N,w⟩ = ∇XA(w
T ) = (∇XA)(w

T ) +A(∇Xw
T )

= (∇XA)(w
T ) +A(∇Xw− ⟨N,w⟩N)

= (∇XA)(w
T ) +A(∇Xw− ⟨N,w⟩N)

= (∇XA)(w
T ) +A(∇Xw) −A(∇X⟨N,w⟩N)

= (∇XA)(w
T ) −A(⟨∇XN,w⟩N + ⟨N,w⟩∇XN)

= (∇XA)(w
T ) −A(⟨N,w⟩A(X))

= (∇XA)(w
T ) − ⟨N,w⟩A2(X).

Tomando o traço temos,

∆⟨N,w⟩ =

n∑
i=1

(⟨(∇Ei
A)(wT ),Ei⟩− ⟨N,w⟩⟨A2(Ei),Ei⟩)

= −⟨N,w⟩|h|2 +
n∑

i=1

⟨(∇Ei
A)(wT ),Ei⟩

= −⟨N,w⟩|h|2 +
n∑

i=1

⟨(∇wTA)(Ei),Ei⟩. (1.8)
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Por outro lado, como H =
∑

i⟨A(Ei),Ei⟩ temos que

⟨∇H,X⟩ = XH =

n∑
i=1

(⟨∇X(A(Ei)),Ei⟩+ ⟨A(Ei),∇XEi⟩)

=

n∑
i=1

(⟨(∇X(A))(Ei)) +A(∇XEi),Ei⟩+ ⟨A(Ei),∇XEi⟩)

=

n∑
i=1

⟨(∇XA)(Ei),Ei⟩.

Substituindo essa última expressão em (1.8) com X = wT temos

∆⟨N,w⟩ = −⟨N,w⟩|h|2 + ⟨∇H,wT ⟩

= −⟨N,w⟩|h|2 + ⟨∇H,w⟩

= ⟨−|h|2N +∇H,w⟩.

Portanto, ∆N = ∇H− |h|2N.

� ∆⟨x,N⟩ = ⟨x,∇H⟩+H− |h|2⟨x,N⟩

De modo similar ao que foi feito anteriormente, seja X ∈ X(M). Então,

⟨∇⟨x,N⟩,X⟩ = X⟨x,N⟩ = ⟨∇Xx,N⟩+ ⟨x,∇xN⟩

= ⟨x,A(X)⟩ = ⟨A(xT ),X⟩.

Dáı, ∇⟨x,N⟩ = A(xT ). E assim, derivando novamente

∇X∇⟨x,N⟩ = (∇XA)(x
T ) +A(∇Xx

T )

= (∇XA)(x
T ) +A(∇X(x− ⟨x,N⟩N))

= (∇XA)(x
T ) +A(∇Xx− (∇X⟨x,N⟩)N − ⟨x,N⟩∇XN)

= (∇XA)(x
T ) +A(X− ⟨x,A(X)⟩N − ⟨x,N⟩A(X))

= (∇XA)(x
T ) +A(X) − ⟨x,N⟩A2(X).
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Tomando o traço, temos

∆⟨x,N⟩ = ⟨∇H, xT ⟩+H− ⟨x,N⟩|h|2

= ⟨∇H, x⟩+H− ⟨x,N⟩|h|2.

■

1.3 Hipersuperf́ıcies Capilares

Seja Hn o semi-espaço superior fechado Hn := {x ∈ Rn; xn ⩾ 0}. Esse é o modelo das

hipersuperf́ıcies (e mais geralmente, variedades) com bordo, com a topologia de subespaço

induzida de Rn. Os pontos x ∈ H tais que xn > 0 são chamados pontos interiores de

H e os pontos x ∈ H tais que xn = 0 são chamados de pontos do bordo de Hn. Esses

conjuntos são disjuntos e os denotamos por

int(H) := {x ∈ H; x é ponto interior}

∂H := {x ∈ H; x é ponto do bordo}.

xn

int(H)

∂H

Figura 1.1: Semi-espaço superior fechado de Rn

Uma variedade topológica com bordoMn é então um espaço topológico de Hausdorff,

com base enumerável que é localmente homeomorfo a Rn ou Hn. Uma variedade com

bordo suave é um par (M,A), onde M é uma variedade topológica com bordo e A (atlas

maximal) é uma estrutura suave para M. Para mais detalhes consultar (LEE, 2012).

SejamM uma variedade com bordo e ψ :M→ Hn uma carta local. Dizemos que um

ponto p ∈M é interior quando ψ(p) ∈ int(H) e dizemos que é um ponto de fronteira de

M quando ψ(p) ∈ ∂H. O conjunto dos ponto interiores deM é chamado o interior deM
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e o conjunto dos pontos de fronteira é chamado de bordo (ou fronteira) de M, os quais

denotamos por int(M) e ∂M, respectivamente.

Exemplo 1.1. O disco plano D := {(x,y) ∈ R2; x2 + y2 ⩽ 1} é um exemplo de superf́ıcie

compacta com bordo. Note que ∂D = S1

1

Figura 1.2: Disco plano

Exemplo 1.2. A bola fechada B3(0, r) := {x ∈ R3; ||x|| ⩽ r} é uma 3-variedade compacta

com bordo. Aqui temos ∂B3 = S2.

Observe que, de maneira geral, Sn é localmente homeomorfa a um aberto de Rn e,

embora compacta, seu bordo é vazio.

Seja Bn+1 a bola fechada e unitária de Rn+1. Uma hipersuperf́ıcie imersa M em B

é uma variedade de dimensão n tal que existe uma aplicação suave x : M → B que é

uma imersão, isto é, dxp : TpM → Tf(p)B ≃ Rn+1 é injetiva para todo p ∈ M. Em

resumo, M é uma subvariedade de codimensão 1 de B. Por um abuso de notação, vamos

escrever M ⊂ B, significando x(M) ⊂ B e tal convenção se justifica pela Forma Local

das Imersões (Teorema 4.15 (LEE, 2012)). Diremos que uma hipersuperf́ıcie M ⊂ B com

bordo ∂M ̸= ∅ está propriamente imersa em B quando int(M) ⊂ int(B) e ∂M ⊂ ∂B.

Vamos estabelecer agora a seguinte convenção dos quatro campos normais unitários.

Primeiramente, N representa o campo normal a hipersuperf́ıcieM; N representa o campo

normal a ∂B apontando para fora em Bn+1; η representa o campo normal a ∂M em M

apontando para fora; ν representa o campo normal a ∂M em ∂B tal que as bases {N,η}

e {N,ν} têm a mesma orientação, (Figura 1.3).

Diremos que uma hipersuperf́ıcie M ⊂ B é capilar com ângulo θ quando o bordo ∂M

intersecta ∂B sob o ângulo constante θ. Isso equivale dizer que ⟨−N,N⟩ = ⟨η,ν⟩ = cos θ.

Quando o ângulo é θ = π
2
dizemos que a hipersupef́ıcie é bordo livre.
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B

M
N

ν
N

−Nη

N

Figura 1.3: Os quatro campos normais

Esses quatro campos normais possuem também as seguintes relações:

η = sen(θ)N + cos(θ)ν (1.9)

N = −cos(θ)N + sen(θ)ν (1.10)

das quais obtemos:

N = sen(θ)η− cos(θ)N (1.11)

ν = cos(θ)η+ sen(θ)N (1.12)

A seguir apresentamos um exemplo não trivial de uma superf́ıcie mı́nima bordo livre.

Exemplo 1.3. O Catenoide Cŕıtico (Figura 1.4) é uma superf́ıcie mı́nima com bordo livre

mergulhada na bola B3.

Figura 1.4: Catenoide Cŕıtico

Veremos nos próximos caṕıtulos que o Catenoide Cŕıtico é uma superf́ıcie instável

e calcularemos o seu ı́ndice de Morse. Esses dois últimos conceitos serão definidos no

próximo caṕıtulo.
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1.4 Aplicações Conformes. Invariância Conforme da

Energia de Dirichlet em Dimensão Dois

Sejam (Mn,g) e (M
n
,g) duas variedades Riemannianas e F :M→M uma aplicação

suave. Dizemos que F é uma aplicação conforme, se existe uma função suave λ :M→ R

tal que para cada p ∈M temos

gF(p)(dFp(v1),dFp(v2)) = λ
2(p)gp(v1, v2), ∀v1, v2 ∈ TpM.

A função λ é chamada de coeficiente conforme. Notemos que uma isometria é um caso

particular de aplicação conforme, especificamente temos λ ≡ 1.

Geometricamente, uma aplicação conforme é uma aplicação que preserva os ângulos

entre vetores tangentes. Sejam α,β : (−ε, ε) → M duas curvas definidas em M que se

intersectam em p = α(0) = β(0). Desse modo, o ângulo 0 < θ < π entre v1 = α ′(0) e

v2 = β
′(0) é dado por

cos(θ) =
g(α ′(0),β ′(0))

|α ′(0)||β ′(0)|
.

Agora, considere as curvas F◦α : (−ε, ε) →M e f◦β : (−ε, ε) →M, onde F :M→M

é conforme. Elas se intersectam em F(p) = F◦α(0) = F◦β(0). Então o ângulo 0 < θ < π

entre (F ◦ α) ′(0) e (F ◦ β) ′(0) é dado por

cos(θ) =
g((F ◦ α) ′(0), (F ◦ β) ′(0))
|(F ◦ α) ′(0)||(F ◦ β) ′(0)|

=
λ2(p)g(α ′(0),β ′(0))

λ2(p)|α ′(0)||β ′(0)|

= cos(θ).

Como em (0,π) a função cos é injetiva temos que θ = θ.

Definição 1.2 (Energia de Dirichlet). Seja u : U ⊂ Rn → Rm uma função suave no

aberto U. Definimos a Energia de Dirichlet de u como

E(u) :=

∫
U

|du|2,

onde du representa a diferencial de u e |du|2 = tr([du]T [du]).

No caso particular u : U ⊂ Rn → R temos du = ∇u e |∇u|2 = ⟨∇u,∇u⟩.



Caṕıtulo 1. Noções Preliminares 19

Uma propriedade interessante de E aparece no caso de n = 2. Esse fato é mostrado

no seguinte teorema.

Teorema 1.1 (Invariância Conforme da Energia de Dirichlet em Dimensão Dois). Seja

F : V → U um difeomorfismo conforme entre dois abertos de R2. Então, para cada

u ∈ C∞(U) vale
E(u ◦ F) = E(u).

Demosntração. Denote por g = (gij) = (dF)TdF a métrica Riemanniana induzida por F.

A condição de F ser conforme implica que

gij = λ
2δij,

onde δij é o delta de Kronecker. Usando (dF)T = λ2(dF)−1 calculamos

|d(u ◦ F)|2 = tr([dF]T ([∇u]T ◦ F)([∇u] ◦ F)[dF])

= tr([dF][dF]T ([∇u][∇u]T ◦ F))

= λ2(|∇u|2 ◦ F).

Mas λ2 =
√
detg = |dF| em dimensão dois. Portanto, pelo Teorema da Mudança de

Variáveis para Integrais Múltiplas temos

∫
V

|d(u ◦ F)|2 =

∫
V

(|∇u|2 ◦ F)| detdF|

=

∫
U

|∇u|2.

■



Caṕıtulo 2

A Forma de Ind́ıce para

Hipersuperf́ıcies com Bordo

Neste caṕıtulo, vamos introduzir os conceitos de energia de uma hipersuperf́ıcie com

bordo na bola euclidiana, bem como as noções de estabilidade, instabilidade, forma de

ı́ndice e provar alguns resultados acerca da estabilidade dos discos e das calotas esféricas.

2.1 Variações da Energia, Estabilidade e Índice de

Morse

Seja Mn uma hipersuperf́ıcie capilar com bordo da bola euclidiana unitária Bn+1.

Seja θ ∈ (0,π) o ângulo de contato entre ∂M e ∂B. Considerando a imersão x :M→ B,

definimos uma variação de x como uma aplicação X : (−ε, ε)×M→ Rn+1, tal que para

cada t a aplicação X(t, .) = xt :M→ B seja uma imersão. A variação será dita admisśıvel

se xt(int(M)) ⊂ int(B), xt(∂M) ⊂ ∂B e x0 = x. Para uma variação admisśıvel de x

temos associados o funcional área e o funcional volume os quais são definidos por:

A(t) =

∫
M

dAt

e

V(t) =

∫
[0,t]×M

X∗dV

onde dAt é o elemento de área deM obtido pela métrica induzida de xt e dV é o elemento

de volume do Rn+1. O volume V(t) corresponde ao volume da região “limitada” pelas

20
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hipersuperf́ıcies M e Mt = xt(M). Dizemos que a variação preserva o volume quando

V(0) = V(t) para cada t ∈ (−ε, ε). Outro funcional área importante que está associado

aM é o funcional área molhada, correspondendo a área da região em ∂B entre os bordos

de Mt e M, o qual definimos como

W(t) =

∫
[0,t]×∂M

X∗dA∂B

aqui dA∂B representa o elemento de área da esfera Sn. Com isso, definimos a energia de

Mt para cada t ∈ (−ε, ε) como o funcional

E(t) = A(t) − cos(θ)W(t).

Considerando o campo variacional Y =
∂X

∂t

∣∣∣∣
t=0

temos a seguinte fórmula da primeira

variação da energia:

E ′(0) =

∫
M

H⟨Y,N⟩dA+

∫
∂M

⟨Y,η− cos(θ)N⟩ds. (2.1)

Uma demonstração da Fórmula 2.1 pode ser encontrada em (SILVA, 2021). Para

obter a segunda variação da energia, vamos considerar apenas as variações normais de x

cujos campos variacionais sejam da forma Y = fN para f : M → R suave satisfazendo∫
M
fdA = 0. O seguinte lema nos diz que sempre é posśıvel obter uma variação dessa

forma:

Lema 2.1. Sejam x : M → Rn+1 uma imersão da hipersuperf́ıcie compacta M e f ∈

C∞(M) uma função tal que ∫
M

fdA = 0.

Então, existe uma variação X que preserva volume e cujo campo variacional é Y = fN.

Demonstração. Veja (SILVA, 2021), Teorema 2.2. ■

Assim, temos a seguinte fórmula da segunda variação da energia para uma imersão

isométrica x :M→ Rn+1

E ′′(0) =

∫
M

−f(∆f+ |A|2f)dA+

∫
∂M

f

(
∂f

∂η
− qf

)
ds,
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onde

q =
1

sen(θ)
+ cotan(θ)h(η,η).

Agora, observe o seguinte: considerando o campo suave f∇f, temos div(f∇f) = f∆f+

⟨∇f,∇f⟩ = f∆f+ |∇f|2. Dáı, −f∆f = −div(f∇f) + |∇f|2 e substituindo em E ′′(0) temos:

E ′′(0) =

∫
M

|∇f|2 − div(f∇f) − |A|2f)dA+

∫
∂M

f

(
∂f

∂η
− qf

)
ds.

Aplicando o Teorema da Divergência, obtemos:

E ′′(0) =

∫
M

|∇f|2 − |A|2f2dA−

∫
∂M

⟨f∇f,η⟩ds+
∫
∂M

f

(
∂f

∂η
− qf

)
ds

=

∫
M

|∇f|2 − |A|2f2dA−

∫
∂M

f
∂f

∂η
ds+

∫
∂M

f

(
∂f

∂η
− qf

)
ds

=

∫
M

|∇f|2 − |A|2f2dA− q

∫
∂M

f2ds. (2.2)

Agora observemos com mais atenção a expressão em (2.2). Primeiramente, notamos

que o conjunto F =
{
f ∈ C∞(M);

∫
M
fdA = 0

}
tem estrutura de um espaço vetorial

sobre R e desse modo, pelo Lema 2.1 temos que a expressão de E ′′(0) define uma forma

quadrática nesse espaço F dada por

Q(f) =

∫
M

|∇f|2 − |A|2f2dA− q

∫
∂M

f2ds (2.3)

também chamada de forma de ı́ndice da hipersuperf́ıcie M.

Definição 2.1. Sejam E um espaço vetorial sobre R e S : E×E→ R uma forma quadrática

em E. O Índice de Morse de S em S é, por definição, a dimensão máxima de um subespaço

de E no qual S é negativa definida.

No caso das hipersuperf́ıcies temos a seguinte definição:

Definição 2.2 (́Indice Fraco). SejaMn uma hipersuperf́ıcie capilar com Curvatura Média

Constante com bordo imersa na bola Bn+1. Definimos o Índice de Morse (ou Índice Fraco)

de M como sendo o ı́ndice da forma quadrática Q em F. Denotamos por Ind(M).

Com esses conceitos podemos classificar as hipersuperf́ıcies capilares com bordo em

Bn+1 quanto a estabilidade ou instabilidade. Para tanto temos a
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Definição 2.3. Dizemos que uma hipersuperf́ıcie M com Curvatura Média Constante de

Bn+1 é fracamente estável, quando Q(f) ⩾ 0 para toda f ∈ F. Quando M é mı́nima

diremos que ela é estável se Q(f) ⩾ 0 para toda f ∈ C∞. Caso contrário a esses dizemos

que M é instável.

Essa definição é equivalente a dizer que o ı́ndice de M é zero no caso estável.

Ainda sobre a forma Q, observe que ela está associada ao seguinte operador em F,

dado por

J = ∆+ |A|2.

Esse é o operador de Jacobi associado a M. Perceba que pela discussão anterior

podemos escrever

Q(f) = −

∫
M

f · JfdA+

∫
∂M

f

(
∂f

∂η
− qf

)
ds.

Desse modo, o problema de determinar o ı́ndice deM pode ser reescrito como o problema

de determinar os autovalores valores negativos de:


Jf = −µf, emM

∂f

∂η
= qf, em ∂M

.

Os autores Tran e Zhou provaram nos trabalhos (TRAN; ZHOU, 2023a) e (TRAN; ZHOU,

2023b) que o ı́ndice Ind(M) pode ser calculado resolvendo-se dois problemas de autovalo-

res mais simples, a saber: para variações que fixem o bordo temos o problema de Dirichlet Jf = −µf, emM

f = 0, em ∂M

. (2.4)

Os autovalores desse problema contribuem para o ı́ndice de M quando eles são menores

do que ou iguais a zero. Por outro lado, para capturarmos a influência do bordo de M

consideramos o Problema de Jacobi-Steklov:


Jf = 0, emM

∂f

∂η
= λqf, em ∂M

. (2.5)
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Nessa caso, os autovalores que contribuem para o ı́ndice são aqueles menores que 1. De

fato, Tran e Zhou obtiveram uma fórmula para o ı́ndice de M a qual apresentamos a

seguir:

Teorema 2.1. Seja Mn uma hipersuperf́ıcie capilar de Bn+1 tal que q(p) ⩾ 0 para todo

p ∈ ∂M. Então,

Ind(M) = a+ b

onde a é número de autovalores não positivos de (2.4) e b é o número de autovalores

menores do que 1 de (2.5).

Demonstração. Veja (TRAN; ZHOU, 2023a) Teorema 5.2. ■

No decorrer deste trabalho não usaremos a fórmula dada pelo Teorema 2.1, no entanto

tal fórmula foi usada para o cálculo efetivo dos ı́ndices dos catenoides capilares por Meza

em (MEZA, 2022).

2.2 Estabilidade das Bolas Totalmente Geodésicas

Nessa seção, vamos discutir a estabilidade das bolas totalmente geodésicas de dimensão

n em Bn+1. Para tanto, utilizaremos um resultado devido a Bokowski e Sperner em

(SPERNER; BOKOWSKI, 1979) o qual nos diz, adaptando para a linguagem deste texto,

que o disco equatorial n-dimensional de uma bola Bn+1
R de raio R > 0 é um mı́nimo,

fixando o volume, para o funcional área. Como o disco equatorial intersecta o bordo

de Bn+1 ortogonalmente ao longo de seu bordo, tem que o funcional energia é o próprio

funcional área. Assim, sendo mı́nima temos que é um ponto cŕıtico de E, ou seja, E ′(0) = 0

e sendo minimizante da energia, podemos concluir que E ′′(0) ⩾ 0. Portanto, o disco DR

é estável em BR, isto é:

Q(f) =

∫
DR

|∇f|2dA−
1

R

∫
∂DR

f2ds ⩾ 0, ∀f ∈ F. (2.6)

Proposição 2.1. Os discos totalmente geodésicos são hipersuperf́ıcies capilares estáveis

em Bn+1.

Demonstração. SejaDR um disco capilar em Bn+1 de raio 0 < R ⩽ 1, então ∂DR intersecta

∂Bn+1 em um ângulo constante θ tal que sen(θ) = R.
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Como |A|2 = 0, segue que a forma quadrática Q em DR é escrita como

Q(u) =

∫
DR

|∇u|2 − 1

R

∫
∂DR

u2.

assim, devemos mostrar que ∫
DR

|∇u|2 ⩾ 1

R

∫
∂DR

u2. (2.7)

Agora, considere a bola Bn+1
R que tem DR com seu disco equatorial, pela observação

feita acima sabemos que ele é estável em BR, mas a condição de estabilidade em BR é

exatamente (2.7). Portanto, DR é estável em Bn+1. ■

Figura 2.1: Disco Equatorial

2.3 Estabilidade das Calotas Esféricas

Nessa seção, veremos que as calotas esféricas (parte de uma esfera) são, também,

hipersuperf́ıcies capilares estáveis em Bn+1, em verdade veremos no próximo caṕıtulo

que elas e as bolas totalmente geodésicas da seção anterior são as únicas hipersuperf́ıcies

capilares (ou bordo livre) com curvatura média constante que são estáveis em Bn+1.

Proposição 2.2. Sejam Bn+1 a bola euclidiana unitária eMn uma calota esférica (figura

2.2) imersa em B cujo bordo intersecta ∂B sob um ângulo constante θ. EntãoM é estável.

Demonstração. Para esta proposição, podeŕıamos proceder com a mesma ideia da Pro-

posição 2.1. Entretanto, isso só funciona para calotas esféricas que estejam contidas em

um dos hemisférios. Por outro lado, vamos considerar a intersecção de B com um hiper-

plano S tal que ∂M ⊂ S. Desse modo, sejam θ ′ o ângulo de intersecção entre M e S, e
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Figura 2.2: Calota Esférica (em verde)

R o raio de M. Por um cálculo simples de trigonometria temos que θ ′ satisfaz a seguinte

relação:

q =
1

sen(θ)
+

cotan(θ)

R
=

cotan(θ ′)

R
.

Sabemos de (TAMANINI, 1984) e (GONZALEZ; MASSARI; TAMANINI, 1980) que as

calotas esféricas contidas no semiespaço superior definido por S são minimizantes dos

funcional energia e, desse modo, são capilares estáveis. Além disso como em S a segunda

forma fundamental é identicamente nula, temos que

∫
M

|∇f|2 − |A|2f2dA ⩾
cotan(θ ′)

R

∫
∂M

f2ds, ∀f ∈ F

dáı, ∫
M

|∇f|2 − |A|2f2dA ⩾ q
∫
∂M

f2ds, ∀f ∈ F

isso implica que E ′′(0) ⩾ 0 e portanto M é estável em B. ■

.



Caṕıtulo 3

Unicidade de Hipersuperf́ıcies

Capilares

Nesse caṕıtulo, seguindo (WANG; XIA, 2019), vamos provar que as únicas hipersu-

perf́ıcies capilares estáveis numa bola euclidiana são os discos totalmente geodésicos e as

calotas esféricas. Seja x : (Mn,g) → (Rn+1,g) uma imersão isométrica da variedade

Riemanniana (M,g) em Rn+1.

3.1 Uma Nova Fórmula Tipo Minkowski em Rn+1

Consideremos um campo vetorial constante a ∈ Rn+1. A partir desse campo, definimos

um novo campo Xa dado por:

Xa = ⟨x,a⟩x− 1

2
(|x|2 + 1)a.

Observamos que o campo Xa tem algumas propriedades:

Proposição 3.1. Sejam a ∈ Rn+1 um campo vetorial constante e Xa o campo definido

acima. Então,

(i) Xa é um campo conforme, ou seja , LXa
g = 2⟨x,a⟩g.

(ii) Xa|Sn é tangente a Sn.

27
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Demonstração. (i) Sejam u, v ∈ Rn+1, temos que g(u, v) = ⟨u, v⟩, dáı

(LXa
g)(u, v) = Xag(u, v) − g(LXa

u, v) − g(u,LXa
v)

= g(∇Xa
u, v) + g(u,∇Xa

v) − g(LXa
u, v) − g(u,LXa

v).

Pela equação de Codazzi, temos que ∇Xa
u = ∇uXa + [Xa,u] = ∇uXa + LXa

u e

∇Xa
v = ∇vXa + LXa

v. Dáı,

(LXa
g)(u, v) = g(∇uXa, v) + g(LXa

u, v) + g(u,∇vXa) + g(u,LXa
v)

− g(LXa
u, v) − g(u,LXa

v)

= g(∇uXa, v) + g(u,∇vXa).

Agora, vamos calcular g(∇uXa, v) e g(u,∇vXa) separadamente. Assim,

g
(
∇uXa, v

)
= g

(
∇u

(
⟨x,a⟩x− 1

2
(|x|2 + 1)a

)
, v

)
= g

(
⟨∇ux,a⟩x+ ⟨x,a⟩∇ux− ⟨∇ux, x⟩a, v

)
= g(⟨u,a⟩x+ ⟨x,a⟩u− ⟨u, x⟩a, v).

Pela definição de g, segue-se:

g
(
∇uXa, v

)
= ⟨⟨u,a⟩x+ ⟨x,a⟩u− ⟨u, x⟩a, v⟩

= ⟨u,a⟩⟨x, v⟩+ ⟨x,a⟩⟨u, v⟩− ⟨u, x⟩⟨a, v⟩.

Analogamente, conclúımos que

g(u,∇vXa) = ⟨v,a⟩⟨x,u⟩+ ⟨x,a⟩⟨v,u⟩− ⟨v, x⟩⟨a,u⟩.

Somando as duas expressões acima, obtemos:

g(∇uXa, v) + g(u,∇vXa) = ⟨u,a⟩⟨x, v⟩+ ⟨x,a⟩⟨u, v⟩− ⟨u, x⟩⟨a, v⟩

+ ⟨v,a⟩⟨x,u⟩+ ⟨x,a⟩⟨v,u⟩− ⟨v, x⟩⟨a,u⟩

= 2⟨x,a⟩⟨u, v⟩

= 2⟨x,a⟩g(u, v).
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Portanto, o campo Xa é conforme.

(ii) Agora, considere o campo Xa restrito a esfera unitária Sn. Dáı, temos que |x|2 = 1,

logo Xa = ⟨x,a⟩x− a. Dáı,

⟨Xa, x⟩|Sn = ⟨⟨x,a⟩x− a, x⟩

= ⟨x,a⟩|x|2 − ⟨x,a⟩

= ⟨x,a⟩− ⟨x,a⟩ = 0.

■

Proposição 3.2 (Fórmula de Minkowski em Rn+1). Seja x : M → Bn+1
uma imersão

isométrica,que intersecta ∂B em um ângulo constante θ ∈ (0,π) ao longo de ∂M. Seja

a ∈ Rn+1 um campo vetorial constante e Xa o campo definido anteriormente. Então,

∫
M

n⟨x+ cos(θ)N,a⟩dA =

∫
M

H⟨Xa,N⟩dA. (3.1)

Demostração. Primeiramente, observamos que: se XT
a é a componente tangente do campo

Xa e {ei}
n
i=1 é uma base ortonormal de TpM para cada p ∈M, então

1

2

[〈
∇ei

XT
a, ej

〉
+
〈
∇ej

XT
a, ei

〉]
= ⟨x,a⟩gij − hij⟨Xa,N⟩. (3.2)

De fato,

⟨∇ei
XT
a, ej⟩ = ⟨∇ei

XT
a, ej⟩ = ⟨∇ei

(Xa − ⟨Xa,N⟩N), ej⟩

= ⟨∇ei
Xa, ej⟩− ⟨∇ei

⟨Xa,N⟩N, ej⟩

= ⟨∇ei
Xa, ej⟩− ⟨(⟨∇ei

Xa,N⟩+ ⟨Xa,∇ei
N⟩)N + ⟨Xa,N⟩∇ei

N, ej⟩.

Como ⟨N, ej⟩ = 0 para todo 1 ⩽ j ⩽ n, temos:

⟨∇ei
XT
a, ej⟩ = ⟨∇ei

Xa, ej⟩− ⟨Xa,N⟩⟨A(ei), ej⟩

= ⟨∇ei
Xa, ej⟩− ⟨Xa,N⟩h(ei, ej). (3.3)
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Analogamente, conclúımos que

⟨∇ej
XT
a, ei⟩ = ⟨∇ej

Xa, ei⟩− ⟨Xa,N⟩h(ej, ei). (3.4)

Somando as equações (3.3) e (3.4) e dividindo por 2, temos :

1

2

[〈
∇ei

XT
a, ej

〉
+
〈
∇ej

XT
a, ei

〉]
=

1

2

[
⟨∇ei

Xa, ej⟩+ ⟨∇ej
Xa, ei⟩

]
−

1

2
[⟨Xa,N⟩h(ei, ej) + ⟨Xa,N⟩h(ej, ei)]

= ⟨x,a⟩gij − h(ei, ej)⟨Xa,N⟩.

Agora, tomando o traço em (3.2) segue que:

div(XT
a) = n⟨x,a⟩−H⟨Xa,N⟩. (3.5)

Integrando (3.5) temos:

∫
M

div(XT
a)dA =

∫
M

(n⟨x,a⟩−H⟨Xa,N⟩)dA

Pelo Teorema da Divergência, segue-se:

∫
M

(n⟨x,a⟩−H⟨Xa,N⟩)dA =

∫
∂M

⟨XT
a,η⟩ds

Por outro lado, em ∂M, vemos que XT
a = Xa − ⟨Xa,N⟩N = ⟨x,a⟩x− a, logo:

⟨XT
a,η⟩ = ⟨⟨x,a⟩x− a,η⟩

= ⟨x,a⟩⟨x,η⟩− ⟨a,η⟩

= ⟨N,a⟩⟨N,η⟩− ⟨a,η⟩

= ⟨N⟨N,η⟩− η,a⟩

= ⟨Nsen(θ) −Nsen(θ) − cos(θ)ν,a⟩

= − cos(θ)⟨a,ν⟩.

Então, ∫
M

(n⟨x,a⟩−H⟨Xa,N⟩)dA = − cos(θ)

∫
∂M

⟨a,ν⟩ds.
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Agora, usemos as relações entre campos normais dadas em (1.9), (1.10), (1.11) e (1.12) e

percebendo que

⟨η,ν⟩ = ⟨η, x⟩ = sen(θ)

⟨N,ν⟩ = ⟨N, x⟩ = − cos(θ)
,

temos ⟨a,N⟩ = ⟨η, x⟩⟨N,a⟩− ⟨N, x⟩⟨η,a⟩, pois, em ∂M, x = N. Dáı,

⟨a,ν⟩ = ⟨⟨ν,a⟩x− ⟨x,ν⟩a,η⟩.

Defina Za = ⟨ν,a⟩x− ⟨x,ν⟩a. Então,

∫
∂M

⟨a,ν⟩ds =

∫
∂M

⟨Za,η⟩ds

=

∫
∂M

⟨ZT
a,η⟩ds

=

∫
M

divZT
adA.

Afirmamos que divZT
a = n⟨a,N⟩.

De fato,

divZT
a =

n∑
i=1

〈
∇ei

ZT
a, ei

〉
=

n∑
i=1

〈
∇ei

(⟨N,a⟩xT − ⟨x,N⟩aT ), ei
〉

=

n∑
i=1

⟨(∇ei
⟨N,a⟩)xT + ⟨N,a⟩∇ei

xT , ei⟩

− ⟨(∇ei
⟨x,N⟩)aT + ⟨x,N⟩∇ei

aT , ei⟩. (3.6)

Por outro lado,

n∑
i=1

⟨(∇ei
⟨N,a⟩)xT , ei⟩ =

n∑
i=1

⟨⟨A(ei),a⟩xT , ei⟩

=

〈
A(aT ),

n∑
i=1

⟨xT , ei⟩ei

〉
= ⟨A(aT ), xT ⟩

= h(aT , xT ), (3.7)
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n∑
i=1

⟨⟨N,a⟩∇ei
xT , ei⟩ = ⟨N,a⟩

n∑
i=1

⟨∇ei
(x− ⟨ x,N⟩N), ei⟩

= ⟨N,a⟩
n∑

i=1

⟨∇ei
x− (∇ei

⟨ x,N⟩)N − ⟨ x,N⟩∇ei
N, ei⟩

= ⟨N,a⟩
n∑

i=1

⟨ei − ⟨ x,N⟩A(ei), ei⟩

= ⟨N,a⟩(n− ⟨ x,N⟩H), (3.8)

n∑
i=1

⟨(∇ei
⟨x,N⟩)aT , ei⟩ =

n∑
i=1

⟨(⟨∇ei
x,N⟩+ ⟨x,∇ei

N⟩)aT , ei⟩

=

n∑
i=1

⟨⟨x,A(ei)⟩aT , ei⟩

=

〈
A(xT ),

n∑
i=1

⟨aT , ei⟩ei

〉
= h(xT ,aT ) (3.9)

e

n∑
i=1

⟨⟨x,N⟩∇ei
aT , ei⟩ = ⟨x,N⟩

n∑
i=1

⟨∇ei
(a− ⟨a,N⟩N), ei⟩

= ⟨x,N⟩
n∑

i=1

⟨∇ei
a−∇ei

(⟨a,N⟩N), ei⟩

= −⟨x,N⟩
n∑

i=1

⟨(∇ei
⟨a,N⟩)N + ⟨a,N⟩∇ei

N, ei⟩

= −⟨x,N⟩
n∑

i=1

⟨⟨a,N⟩A(ei), ei⟩

= −⟨x,N⟩⟨a,N⟩
n∑

i=1

⟨A(ei), ei⟩

= −⟨x,N⟩⟨a,N⟩H. (3.10)

Substituindo (3.7),(3.8), (3.9) e (3.10) em (3.6) temos:

divZT
a = h(aT , xT ) + ⟨N,a⟩(n− ⟨ x,N⟩H) − h(xT ,aT ) + ⟨x,N⟩⟨a,N⟩H

= n⟨N,a⟩.
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Pelo Teorema da Divergência, segue que:

∫
M

n⟨N,a⟩dA =

∫
M

divZT
adA

=

∫
∂M

⟨ZT
a,η⟩ds

=

∫
∂M

⟨ν,a⟩ds.

Assim,

∫
M

(n⟨x,a⟩−H⟨Xa,N⟩)dA = − cos(θ)

∫
∂M

⟨a,ν⟩ds

= − cos(θ)

∫
M

n⟨N,a⟩dA

o que implica,

∫
M

n⟨x+ cos(θ)N,a⟩dA =

∫
M

H⟨Xa,N⟩dA.

■

3.2 Unicidade de Hipersuperf́ıcies Capilares Estáveis

Proposição 3.3. Seja x :M→ Bn+1
uma imersão isométrica na bola euclidiana unitária

com bordo ∂M, intersectando ∂B sob um ângulo constante θ. Seja a ∈ Rn+1 um campo

constante. Então, ao longo de ∂M,

∇η⟨x+ cos(θ)N,a⟩ = q⟨x+ cos(θ)N,a⟩,

∇η⟨Xa,N⟩ = q⟨Xa,N⟩,

onde q = 1
sen(θ)

+ cotan(θ)h(η,η).

Demonstração. Usando que ∇ηN = h(η,η)η temos que:

∇η⟨x+ cos(θ)N,a⟩ = ⟨∇ηx+ cos(θ)∇ηN,a⟩

= ⟨η+ cos(θ)h(η,η)η,a⟩

= ⟨η(1+ cos(θ)h(η,η)),a⟩
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= (1+ cos(θ)h(η,η))⟨η,a⟩

= qsen(θ)⟨η,a⟩.

Por outro lado, e lembrando que x = N em ∂M ∩ ∂Bn+1,

⟨x+ cos(θ)N,a⟩ = ⟨x+ cos(θ)(− cos(θ)N + sen(θ)ν),a⟩

= ⟨x− cos2(θ)N + cos(θ)sen(θ)ν,a⟩

= ⟨x+ sen2(θ)N −N + cos(θ)sen(θ)ν,a⟩

= ⟨x+ sen2(θ)N − x+ cos(θ)sen(θ)ν,a⟩

= ⟨sen2(θ)N + cos(θ)sen(θ)ν,a⟩

= sen(θ)⟨sen(θ)N + cos(θ)ν,a⟩

= sen(θ)⟨sen(θ)N + cos(θ)ν,a⟩

= sen(θ)⟨η,a⟩.

Por comparação, segue que ∇η⟨x + cos(θ)N,a⟩ = q⟨x + cos(θ)N,a⟩. Agora, para

∇η⟨Xa,N⟩ temos:

∇η⟨Xa,N⟩ = ⟨∇ηXa,N⟩+ ⟨Xa,∇ηN⟩

=

〈
∇η(⟨x,a⟩x−

1

2
(|x|2 + 1)a),N

〉
+ ⟨Xa,∇ηN⟩

= ⟨⟨η,a⟩x+ ⟨x,a⟩η− ⟨η, x⟩a,N⟩+ ⟨Xa,∇ηN⟩

= ⟨η,a⟩⟨x,N⟩+ ⟨x,a⟩⟨η,N⟩− ⟨η, x⟩⟨N,a⟩+ ⟨Xa,∇ηN⟩

= − cos(θ)⟨η,a⟩− sen(θ)⟨N,a⟩+ ⟨Xa,∇ηN⟩

Novamente, como estamos em ∂M ∩ ∂Bn+1, segue que

∇η⟨Xa,N⟩ = − cos(θ)⟨η,a⟩− sen(θ)⟨N,a⟩+ ⟨⟨x,a⟩x− a,h(η,η)η⟩

= − cos(θ)⟨η,a⟩− sen(θ)⟨N,a⟩+ (⟨x,a⟩⟨x,η⟩− ⟨a,η⟩)h(η,η)

= − cos(θ)⟨η,a⟩− sen(θ)⟨N,a⟩+ (⟨x,a⟩sen(θ) − ⟨a,η⟩)h(η,η)

= ⟨η,a⟩(− cos(θ) − h(η,η)) + sen(θ)(−⟨N,a⟩+ ⟨x,a⟩h(η,η)).
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Como em ∂M ∩ ∂Bn+1 temos

N = x = sen(θ)η− cos(θ)N ⇒ η =
1

sen(θ)
x+ cotan(θ)N,

segue-se que

∇η⟨Xa,N⟩ =

〈
1

sen(θ)
x+ cotan(θ)N,a

〉
(− cos(θ) − h(η,η))

+ sen(θ)(−⟨N,a⟩+ ⟨x,a⟩h(η,η))

=

(
−cotan(θ) +

(
sen(θ) −

1

sen(θ)

)
h(η,η)

)
⟨x,a⟩

+

(
−sen(θ) −

cos2(θ)

sen(θ)
− cotan(θ)h(η,η)

)
⟨a,N⟩

=

(
−cotan(θ) −

cos2(θ)

sen(θ)
h(η,η)

)
⟨x,a⟩

+

(
−sen(θ) −

cos2(θ)

sen(θ)
− cotan(θ)h(η,η)

)
⟨a,N⟩

= −

(
1

sen(θ)
+ cotan(θ)h(η,η)

)
(cos(θ)⟨x,a⟩+ ⟨a,N⟩)

= −q(cos(θ)⟨x,a⟩+ ⟨a,N⟩).

Por sua vez, considerando em ∂M ∩ ∂Bn+1

⟨Xa,N⟩ = ⟨⟨x,a⟩x− a,N⟩

= ⟨x,a⟩⟨x,N⟩− ⟨a,N⟩

= −(cos(θ)⟨x,a⟩+ ⟨a,N⟩).

Assim, por comparação temos ∇η⟨Xa,N⟩ = q⟨Xa,N⟩.

■

Proposição 3.4. Seja x :M→ Rn+1 uma imersão isométrica no espaço euclidiano. Seja

a ∈ Rn+1 um campo constante. A seguinte identidade vale ao longo de M:

∆⟨Xa,N⟩ = ⟨Xa,∇H⟩+ ⟨x,a⟩H− |h|2⟨Xa,N⟩− n⟨N,a⟩. (3.11)

Demonstração. Primeiramente, note que:

∆⟨Xa,N⟩ = ⟨∆Xa,N⟩+ 2⟨∇Xa,∇N⟩+ ⟨Xa,∆N⟩.
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Fazendo por partes e usando as relações (1.4),(1.5),(1.6) e (1.7), temos

⟨∆Xa,N⟩ =

〈
∆

(
⟨x,a⟩x− 1

2
(|x|2 + 1)a

)
,N

〉
=

〈
⟨∆x,a⟩x+ ⟨x,a⟩∆x− 1

2
a∆|x|2,N

〉
= ⟨−H⟨N,a⟩−H⟨x,a⟩N − (n−H⟨x,N⟩)a,N⟩

= −H⟨x,a⟩− n⟨a,N⟩.

⟨∇Xa,∇N⟩ =
∑
i

⟨∇Ei
Xa,∇Ei

N⟩ =
∑
i

〈
∇Ei

(
⟨x,a⟩x− 1

2
(|x|2 + 1)a

)
,A(Ei)

〉
=

∑
i

⟨Ei(⟨x,a⟩)x+ ⟨x,a⟩∇Ei
x− ⟨∇Ei

x, x⟩a,A(Ei)⟩

=
∑
i

⟨⟨Ei,a⟩x+ ⟨x,a⟩Ei − ⟨Ei, x⟩a,A(Ei)⟩

=
∑
i

⟨A(xT ), ⟨Ei,a⟩Ei⟩+ ⟨x,a⟩⟨Ei,A(Ei)⟩− ⟨A(aT ), ⟨x,Ei⟩Ei⟩

= ⟨x,a⟩H.

Agora, usando que

⟨Xa,∆N⟩ = ⟨Xa,∇H⟩− |h|2⟨Xa,N⟩,

obtemos

∆⟨Xa,N⟩ = −H⟨x,a⟩− n⟨N,a⟩+ 2H⟨x,a⟩+ ⟨Xa,∇H⟩− |h|2⟨Xa,N⟩

= ⟨Xa,∇H⟩+H⟨x,a⟩− |h|2⟨Xa,N⟩− n⟨N,a⟩.

■

Proposição 3.5. Seja x :M→ Bn+1
uma imersão isométrica na bola euclidiana unitária,

cujo bordo ∂M intersecta ∂Bn+1 sob um ângulo constante θ ∈ (0,π). Para cada campo

constante a ∈ Rn+1 defina

φa = n⟨x+ cos(θ)N,a⟩−H⟨Xa,N⟩
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ao longo de M. Então ϕa satifaz

∫
M

φadA = 0 (3.12)

∂φa

∂η
− qφa = 0 (3.13)

Se, além disso, M tem curvatura média constante, então φa satisfaz também

∆φa + |h|2φa = (n|h|2 −H2)⟨x,a⟩. (3.14)

Demonstração. Vemos que (3.12) e (3.13) seguem diretamente das Proposições 3.2 e 3.3,

respectivamente. Agora, suponha que H seja constante, assim:

∆φa = ∆(n⟨x+ cos(θ)N,a⟩−H⟨Xa,N⟩)

= n(⟨−HN,a⟩+ cos(θ)⟨∇H− |h|2N,a⟩)

−H(⟨Xa,∇H⟩+H⟨x,a⟩− |h|2⟨Xa,N⟩− n⟨N,a⟩).

Fazendo as simplificações adequadas e observando que ∇H = 0 temos:

∆φa = −n|h|2 cos(θ)⟨N,a⟩−H2⟨x,a⟩+H|h|2⟨Xa,N⟩− n|h|2⟨x,a⟩+ n|h|2⟨x,a⟩

= −|h|2(n⟨x+ cos(θ)N,a⟩−H⟨Xa,N⟩) + (n|h|2 −H2)⟨x,a⟩

= −|h|2φa + (n|h|2 −H2)⟨x,a⟩.

Dáı,

∆φa + |h|2φa = (n|h|2 −H2)⟨x,a⟩.

■

Agora provaremos a Unicidade das Hipersuperf́ıcies Capilares Estáveis.

Teorema 3.1 (WANG; XIA, 2019). Suponha x :M→ Bn+1
uma hipersuperf́ıcies capilar

estável imersa na bola euclidiana unitária Bn+1
com curvatura média constante H ⩾ 0 e

ângulo de contato constante θ ∈ (0,π). Então x ou é uma bola totalmente geodésica ou é

uma calota esférica.
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Demonstração. A condição de estabilidade nos diz que

−

∫
M

φ(∆φ+ |h|2φ)dA+

∫
∂M

φ

(
∂φ

∂η
− qφ

)
ds ⩾ 0, (3.15)

para todas as funções φ ∈ F e q = 1
sen(θ)

+ cotan(θ)h(η,η).

Agora, pela Proposição 3.5, temos que φa é uma função admisśıvel para cada campo

vetorial constante a ∈ Rn+1. Dáı,

−

∫
M

φa(∆φa + |h|2φa)dA+

∫
∂M

φa(
∂φa

∂η
− qφa)ds ⩾ 0

⇒
∫
M

(n⟨x+ cos(θ)N,a⟩−H⟨Xa,N⟩)(n|h|2 −H2)⟨x,a⟩dA ⩽ 0, ∀a ∈ Rn+1

Tomemos então a ∈ {ei}
n+1
i=1 , onde ei ∈ Rn+1 é um vetor da base canônica, logo somando

de 1 a n+ 1 temos:

n+1∑
i=1

∫
M

(n⟨x+ cos(θ)N, ei⟩−H⟨Xei
,N⟩)(n|h|2 −H2)⟨x, ei⟩dA ⩽ 0

⇒
∫
M

(∑
⟨x, ⟨x, ei⟩ei⟩+ n cos(θ)

∑
⟨N, ⟨x, ei⟩ei⟩

−H
∑

⟨⟨x, ei⟨x, ei⟩⟩x−
1

2
(|x|2 + 1)ei⟨x, ei⟩,N⟩

)
(n|h|2 −H2)dA ⩽ 0

⇒
∫
M

[n|x|2 + n cos(θ)⟨x,N⟩− 1

2
(|x|2 − 1)H⟨x,N⟩](n|h|2 −H2)dA ⩽ 0 (3.16)

Se x é uma imersão mı́nima com bordo livre, i.e., H = 0 e θ = π
2
, então

∫
M

n2|x|2|h|2dA ⩽ 0 ⇒ |h|2 = 0 ⇒ h ≡ 0.

Portanto, x é totalmente geodésica.

Agora, se θ ̸= π
2
ou H > 0, não podemos concluir diretamente de (3.16) o resultado

desejado, pois o termo

γ := n|x|2 + n cos(θ)⟨x,N⟩− 1

2
(|x|2 − 1)H⟨x,N⟩

pode não ter um sinal definido.
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Para contornar tal situação, considere a função auxiliar

Φ =
1

2
(|x|2 − 1)H− n(⟨x,N⟩+ cos(θ)).

Dáı,

∆Φ = H∆
1

2
|x|2 − n∆⟨x,N⟩

= H(n−H⟨x,N⟩) − n(⟨x,∇H⟩+H− |h|2⟨x,N⟩)

= (n|h|2 −H2)⟨x,N⟩. (3.17)

Pela Fórmula de Green temos

∫
M

∆
1

2
Φ2dA =

∫
M

Φ∆Φ+ |∇Φ|2dA =

∫
∂M

Φ
∂Φ

∂η
ds,

como em ∂M temos |x| = 1 e ⟨x,N⟩ = − cos(θ) segue que Φ|∂M ≡ 0, dáı

∫
M

∆
1

2
Φ2dA =

∫
∂M

Φ
∂Φ

∂η
ds = 0.

Desse modo, sabendo que |x|2 = |xT + ⟨x,N⟩N|2 = |xT |2 + ⟨x,N⟩2, temos de (3.16):

0 ⩾
∫
M

[
n|xT |2 + n⟨x,N⟩2 + n cos(θ)⟨x,N⟩− 1

2
(|x|2 − 1)H⟨x,N⟩

]
(n|h|2 −H2) + ∆

1

2
Φ2dA.

Organizando expressão acima e substituindo as expressões de Φ e ∆Φ,

0 ⩾
∫
M

n|xT |2(n|h|2 −H2) +

[
n⟨x,N⟩+ n cos(θ) −

1

2
(|x|2 − 1)H

]
⟨x,N⟩(n|h|2 −H2)

+Φ∆Φ+ |∇Φ|2dA

=

∫
M

n|xT |2(n|h|2 −H2) + |∇Φ|2dA.

Como H2 = (
∑

⟨A(Ei),Ei⟩)2 segue da Desigualdade de Cauchy-Shwarz que n|h|2 −

H2 ⩾ 0, logo

0 ⩾
∫
M

n|xT |2(n|h|2 −H2) + |∇Φ|2dA ⩾ 0.
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Portanto,

∫
M

n|xT |2(n|h|2 −H2) + |∇Φ|2dA = 0 ⇒ n|xT |2(n|h|2 −H2) + |∇Φ|2 = 0.

Como cada parcela da última identidade acima é não-negativa, temos que |∇Φ| = 0,

assim, Φ é constante. Desse fato, juntamente com (3.17), segue que ⟨x,N⟩(n|h|2−H2) = 0.

Dáı, como |xT |2(n|h|2 −H2) = 0 temos

|x|2(n|h|2 −H2) = 0.

Portanto,

n|h|2 −H2 = 0 ⇒ H2 = n|h|2

em M. Assim, x é totalmente umb́ılica. ■



Caṕıtulo 4

O Índice de Morse do Catenoide

Cŕıtico

Continuando nossos estudos, vamos agora atentar para o caso fortemente instável.

Assim, estamos interessados em analisar o problema de determinar o Índice de Morse de

uma superf́ıcie não estável na bola unitária B3.

4.1 Um Pouco de Instabilidade

Recordando a forma de ı́ndice para uma hipersuperf́ıcie em Bn+1 temos

Q(f) =

∫
M

|∇f|2 − |A|2 − q

∫
∂M

f2.

Se M é uma hipersuperf́ıcie com Curvatura Média Constante, dizemos que M é estável

se Q(f) ⩾ 0 para toda f ∈ F = {f ∈ C∞(M);
∫
M
f = 0}. Quando M é mı́nima, H = 0,

podemos relaxar essa definição e dizemos que M é estável se Q(f) ⩾ 0 para toda f ∈

C∞(M).

Ainda sobre a forma Q, temos a ela associado o Índice de Morse de uma hipersu-

perf́ıcie capilar CMC (respectivamente mı́nima) que corresponde a dimensão máxima de

um subespaço de F (respectivamente C∞(M)) no qual Q é negativa definida.

Desse modo, considerando um disco totalmente geodésico Dn capilar em Bn+1 com

ângulo de contato θ ∈ (0,π) temos pela sua minimalidade que, sendo 1M ∈ C∞(M) a

41
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função identicamente 1 em M,

Q(1M) = −q

∫
∂M

1

= −
1

sen(θ)
L(∂M) < 0.

Assim, Dn é uma hipersuperf́ıcie mı́nima capilar instável em Bn+1. Portanto, o disco

equatorial Dn também é instável e pelos Teorema 1 e Lema 5 de (FRASER, 2007) temos

que o ı́ndice de Dn em Bn+1 é 1. Além disso, pela Proposição 6.2 de (DEVYVER, 2017)

temos que se M2 é uma superf́ıcie mı́nima com bordo livre em B3 e que não é o disco

equatorial, então seu ı́ndice é pelo menos 4. Assim, a única superf́ıcie mı́nima com bordo

livre em B3 com ı́ndice 1 é o disco equatorial D2. Desse modo, é natural a busca por

exemplos de superf́ıcies, e caracterização destas, que tenham ı́ndice igual a 4.

4.2 O Catenoide Cŕıtico

Vamos calcular o ı́ndice do Catenoide Cŕıtico. Para esse fim, seguiremos (DEVYVER,

2017).

Considere a catenária γc(t) = (c cosh(t/c), 0, t), onde c > 0 está fixado. Desse modo, o

catenoide Σc em R3 é obtido como superf́ıcie de revolução a partir da rotação da catenária

γc em torno do eixo z. Assim, sua parametrização é dada por

Xc(t, v) = (c cosh(t/c) cos(v), c cosh(t/c)sen(v), t), t ∈ R, e v ∈ [0, 2π).

Fazendo a mudança s = t/c, temos

Xc(s, v) = c(cosh(s) cos(v), cosh(s)sen(v), s), s ∈ R, e v ∈ [0, 2π).

Agora, vamos determinar o campo normal unitário ao longo de Σc. Assim,

∂Xc

∂s
= c(senh(s) cos(v), senh(s)sen(v), 1),

∂Xc

∂v
= c(− cosh(s)sen(v), cosh(s) cos(v), 0).
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Dáı,

N(s, v) =

∂Xc

∂s
∧
∂Xc

∂v∣∣∣∣∂Xc

∂s
∧
∂Xc

∂v

∣∣∣∣ =
(
−

cos(v)

cosh(s)
,−

sen(v)

cosh(s)
, tanh(s)

)
.

A próxima proposição nos dá uma caracterização do Catenoide Cŕıtico.

Proposição 4.1. Seja {Σc} uma famı́lia de catenoides. Existe um único valor de c tal

que Σc intersecta a esfera S2 ortogonalmente.

Demonstração. Note que, se Σc intersecta S2, então existe uma solução da equação

c2(cosh2(s) + s2) = 1. Chamemos essa solução de T0, dáı

c =
1√

cosh2(T0) + T0
2
.

Por outro lado, como em S2 o vetor normal a p ∈ S2 é identificado com p, temos que ∂Σc

intersecta S2 ortogonalmente se, e somente se, em coordenadas

⟨N(s, v),Xc(s, v)⟩ = 0

⇐⇒ c(−1+ T0 tanh (T0)) = 0
c>0⇐⇒ T0 tanh (T0) = 1.

(4.1)

Assim, T0senh(T0) = cosh(T0) e portanto c fica definido por

c =
1√

cosh2(T0) + T0
2
=

1√
T0

2senh2(T0) + T0
2

=
1

T0

√
senh2(T0) + 1

=
1

T0 cosh(T0)
.

Para completar a demonstração basta mostrarmos que existe uma única solução positiva

da equação (4.1).

Afirmação. A função τ = T tanh(T) − 1 tem um único zero positivo.

Considere a seguinte função f(T) = T tanh(T), dáı

f ′(T) = tanh(T) +
T

cosh2(T)
.
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Desse modo, f ′(T) = 0 é equivalente a

tanh(T) = −
T

cosh2(T)

⇐⇒ senh(T) cosh(T) = −T

⇐⇒ e2T − e−2T

4
= −T

⇐⇒ e4T + 4Te2T = 1 .

É fácil ver que T = 0 é uma solução da equação f ′(T) = 0, portanto 0 é um ponto cŕıtico

de f. Por outro lado, dado ε > 0 temos e4ε + 4εe2ε > 1 e e−4ε − 4εe−2ε < 1 portanto

0 é o único ponto cŕıtico de f. Mais do que isso, T > 0 então f ′(T) > 0 o que implica f

ser injetiva em R+, logo existe um único T0 > 0 tal que f(T0) = 1, provando a afirmação.

Assim finalizamos a prova da Proposição 4.1.

■

A partir dessa proposição, vemos que existe um único catenoide Σc que intersecta S2

ortogonalmente. A parte de Σc contida em B3 é chamada de Catenoide Cŕıtico o qual

denotaremos de agora em diante somente por Σ.

4.2.1 Uma Mudança de Coordenadas

Nas coordenadas (s, v) podemos escrever a métrica de Σ como

g = c2 cosh2(s)(ds2 + dv2),

com s ∈ [−T0, T0] e v ∈ [0, 2π). Desse modo, temos o operador laplaciano

∆u =
1√
detg

2∑
i,j=1

(∂i(g
ij
√

detg∂ju))

=
1

c2 cosh2(s)

[
∂

∂s

(
1

c2 cosh2(s)
c2 cosh2(s)

∂u

∂s

)
+
∂

∂v

(
1

c2 cosh2(s)
c2 cosh2(s)

∂u

∂s

)]
=

1

c2 cosh2(s)

(
∂2u

∂s2
+
∂2u

∂v2

)
.
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A norma ao quadrado do operador forma é

|A|2 = k21 + k
2
2 =

(
−

1

c cosh2(s)

)2

+

(
1

c cosh2(s)

)2

=
2

c2 cosh4(s)
.

Assim, o operador de Jacobi é obtido nessa métrica como

Ju = −
1

c2 cosh2(s)

(
∂2u

∂s2
+
∂2u

∂v2

)
−

2

c2 cosh4(s)
u.

Agora, vamos calcular a forma quadrática nessas coordenadas. A primeira parcela é

dada por ∫
[−T0,T0]×S1

[∣∣∣∣∂u∂s
∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣∂u∂v

∣∣∣∣2 − 2

c2 cosh4(s)
u2

]
dsdv.

Para a segunda parcela observe que o bordo de Σ é formado por dois ćırculos com as

seguintes parametrizações α = R(cos(v), sen(v), cT0) e β = R(cos(v), sen(v),−cT0). Dáı,

temos √
1− R2 = cT0

⇒ 1− R2 = sech2(T0)

⇒ R2 = 1− sech2(T0)

⇒ R = tanh(T0)

=
1

T0
.

Portanto, a integral sobre o bordo de Σ é dada por

∫
∂Σ

u2 =
1

T0

∫ 2π

0

u2(T0, v) + u
2(−T0, v)dv.

Assim,

Q(u(s, v)) =

∫ 2π

0

∫T0

−T0

[∣∣∣∣∂u∂s
∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣∂u∂v

∣∣∣∣2 − 2

c2 cosh4(s)
u2

]
dsdv

−
1

T0

∫ 2π

0

u2(T0, v) + u
2(−T0, v)dv.

Agora, consideremos a métrica g = (cosh(s))−2(ds2 + dv2) conforme a métrica g. De

fato, g = (c2 cosh4(s))−1g = Kg · g, aqui Kg representa a curvatura gaussiana de Σ na

métrica g. Portanto, (Σ,g) tem curvatura gaussiana constante e igual a 1.
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Além disso, observamos que (Σ,g) é isométrica a um anel na esfera unitária S2. De

fato, seja ϕ = 2 tan−1(e−s) temos:

sen(ϕ) = 2sen(tan−1(e−s)) cos(tan−1(e−s))

= 2 tan(tan−1(e−s)) cos2(tan−1(e−s))

= 2e−s 1

sec2(tan−1(e−s))

= 2
e−s

1+ e−2s

=
2

es + e−s

= (cosh(s))−1.

Assim, fazendo a substituição de s por ϕ, obtemos

dϕ = 2
1

1+ e−2s
(−e−s)ds = (− cosh(s))−1ds = −sen(ϕ)ds

⇒ dϕ2 = sen2(ϕ)ds2.

Dáı,

g = dϕ2 + sen2(ϕ)dv2,

que é a métrica canônica da esfera S2 escrita em coordenada esféricas (ϕ, v).

Desse modo, obtemos que (Σ,g) é isométrica ao anel Ω = {ϕ∗ ⩽ ϕ ⩽ π−ϕ∗, 0 ⩽ v <

2π} da esfera unitária, onde ϕ∗ = tan−1(e−T0). Além disso, notemos que

cos2(ϕ) = 1− sen2(ϕ)

= 1− sech2(s)

= tanh2(s)

∴ cos(ϕ) = tanh(s).

Portanto, como −T0 ⩽ s ⩽ T0 e T0 tanh(T0) = 1 temos que

(ϕ, v) ∈ Ω⇔ −
1

T0
⩽ cos(ϕ) ⩽

1

T0
.

Com respeito a forma quadrática Q, usando a invariância conforme da energia de
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Dirichlet em duas dimensões, veja (JOST, 1991) e (BESSE, 2007), podemos escrever:

Q(u) =

∫
Ω

(
|∇u|2 − 2u2

)
−

cosh(T0)

T0

∫
∂Ω

u2,

onde todas as quantidades (gradiente, volume) são calculadas na métrica canônica de

S2. Assim, o operador de Jacobi associado a forma Q escreve-se de uma maneira mais

simplificada como

J = ∆S2 + 2.

4.2.2 Campos de Jacobi

Uma função em Σ é chamada um Campo de Jacobi se Ju = 0. Para o Catenoide

Cŕıtico existem diversos campos de Jacobi interessantes, alguns deles são os da forma

v⊥ = ⟨N, v⟩, onde v ∈ R3 é fixo. De fato, se v ∈ R3 é fixo, então algum campo X ∈ R3

⟨∇v⊥,X⟩ = X⟨v,N⟩ = ⟨A(X), v⟩ = ⟨A(vT ),X⟩

⇒ ∇v⊥ = A(vT ).

Novamente, tomando X ∈ R3 temos

∇X∇v⊥ = ∇XAv
T = ∇XA(v− v

⊥N)

= (∇XA) (v
T ) +A(∇X(v− v

⊥N))

= (∇XA) (v
T ) +A(∇Xv− Xv

⊥N − v⊥A(X)))

= (∇XA) (v
T ) − v⊥A2(X).

Tomando o traço na última equação e observando que Σ é mı́nima, temos

∆v⊥ = −v⊥|A|2.

Portanto, Jv⊥ = 0.

Agora, considerando a base canônica {e1, e2, e3} do R3, obtemos os campos de Jacobi

e⊥1 , e
⊥
2 , e

⊥
3 , os quais têm a propriedade extra de serem autovalores de Steklov do Problema
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de Dirichlet 
Ju = 0, em Σ

∂u

∂η
= λu, em ∂Σ,

(4.2)

onde η é o conormal em ∂Σ que é o vetor posição pela condição de Free-Boundary.

A seguir, faremos os cálculos de ∂ηe
⊥
i . Primeiramente notemos que, nas coordenadas

(s, v), e⊥1 = −
cos(v)

cosh(s)
, e⊥2 = −

sen(v)

cosh(s)
e e⊥3 = tanh(s). Desse modo,

�
∂e⊥1
∂η

= T0
∂

∂s

∣∣∣∣
s=T0

(
−

cos(v)

cosh(s)

)
= T0

cos(v)senh(T0)

cosh2(T0)
=

cos(v)

cosh(T 0)
= −1e⊥1

�
∂e⊥2
∂η

= T0
∂

∂s

∣∣∣∣
s=T0

(
−

sen(v)

cosh(s)

)
= T0

sen(v)senh(T0)

cosh2(T0)
=

sen(v)

cosh(T 0)
= −1e⊥2

�
∂e⊥3
∂η

= T0
∂

∂s

∣∣∣∣
s=T0

(tanh(s)) = T0
1

cosh2(T0)
=

1

T0senh
2(T0)

=
1

senh2(T0)
tanh(T0)

=
1

senh2(T0)
e⊥3 .

Em (BÉRARD; EARP, 2009) temos as seguintes proposições:

Proposição 4.2 (Campo de Jacobi Killing). Sejam x :M→M uma imersão mı́nima ou

de curvatura média constante e K um campo Killing sobre M. A função fK = g(K,N) é

um campo de Jacobi.

Proposição 4.3 (Campo de Jacobi Variacional). Seja xa :M→M uma famı́lia suave de

imersões isométricas, com a mesma curvatura média H, para a pertencente a um intervalo

em torno de a0 ∈ R. Então a função v = g

(
∂xa

∂a
(a0),N

)
é um campo de Jacobi em

x(a0,M).

Pela Proposição 4.2 temos que as seguintes funções sobre Σ são campos de Jacobi:

v⊥(x,z) = ⟨−ze1 + xe3,N⟩,

v⊥(x,y) = ⟨−ye1 + xe2,N⟩,

v⊥(y,z) = ⟨−ze2 + ye3,N⟩.

E pela Proposição 4.3 temos que a seguinte função é um campo de Jacobi associado

ao parâmetro c

ξ = −

〈
∂Xc

∂c
,N

〉
.
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Em coordenadas, as funções v⊥(x,z), v
⊥
(x,y), v

⊥
(y,z) e ξ são escritas como

v⊥(x,z) = Λ(s) cos(v)

v⊥(x,y) = 0

v⊥(y,z) = Λ(s)sen(v),

onde Λ(s) = c

(
s

cosh(s)
+ tanh(s) cosh(s)

)
, e ξ = 1− s tanh(s).

Usando essas expressões em coordenadas, temos

∂

∂η
v⊥(x,z)(T0, v) = T0

∂

∂s

∣∣∣∣
s=T0

(Λ(s) cos(v))

= T0c

(
cosh(T0) − T0senh(T0)

cosh2(T0)
+

cosh(T0)

cosh2(T0)
+ tanh(T0)senh(T0)

)
cos(v)

= c

(
T0

cosh(T0)
+ tanh(T0) cosh(T0)

)
cos(v)

= Λ(T0) cos(v)

= v⊥(x,z)(T0, v)

e
∂

∂η
v⊥(x,z)(−T0, v) = v

⊥
(x,z)(−T0, v).

Portanto,
∂

∂η
v⊥(x,z) = v

⊥
(x,z)|∂Σ. De modo totalmente análogo, obtemos

∂

∂η
v⊥(y,z) = v

⊥
(y,z)|∂Σ.

Agora, pela expressão em coordenadas de ξ segue que ξ > 0 em int.Σ e ξ = 0 em

∂Σ. Assim, ela é a primeira autofunção de J com as condições de bordo de Dirichlet do

seguinte problema  Ju = 0, em Σ

u = 0, em ∂Σ

.

Escrevendo o espectro de J como λ1(J) ⩽ λ2(J) ⩽ · · · ⩽ λn(J) ⩽ . . . , temos que

λ1(J) = 0. Assim, Σ é um domı́nio maximal (fracamente) estável do catenoide, veja

(BÉRARD; EARP, 2009).
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4.2.3 Uma Decomposição de Fourier

Agora, introduziremos uma decomposição de Fourier natural para Campos de Jacobi.

Para este fim, usaremos as coordenadas (ϕ, v) em Σ, introduzidas na Subseção 4.1.1, e

supondo u uma função suave definida em Σ podemos escrever a função u(ϕ, ·) como uma

série de Fourier em v dada por:

u(ϕ, v) = a0(ϕ) +

∞∑
n=1

(an(ϕ) cos(nv) + bn(ϕ)sen(nv)). (4.3)

Usando a fórmula ∆g = λ−2∆g relacionando o laplaciano ∆g na métrica g = λ2g conforme

a g, obtemos

J = λ−2J.

De acordo com os cálculos feitos na Subseção 4.1.1, J = ∆(S2,can) − 2. Portanto,

Ju = 0 se e somente se, nas coordenadas (ϕ, v), (∆(S2,can)−2)u(ϕ, v) = 0. Relembrando,

a expressão do laplaciano da esfera unitária em coordenadas esféricas:

−∆ =
1

sen(ϕ)

∂

∂ϕ

(
sen(ϕ)

∂

∂ϕ

)
+

1

sen2(ϕ)

∂2

∂v2
.

Desse modo, Ju = 0 equivale a Ju = 0 o que implica:

(∆(S2,can) − 2)u = Ja0 +

∞∑
n=1

J(an(ϕ) cos(nv)) + J(bn(ϕ)sen(nv)) = 0.

Assim, vemos que uma função u é um Campo de Jacobi se para todo n ⩾ 0 (respectiva-

mente n ⩾ 1) temos an(ϕ) (respectivamente bn(ϕ)) solução da seguinte EDO, conhecida

na literatura como Equação de Legendre associada com ı́ndices (1,n) (ABRAMOWITZ;

STEGUN, 1964),

{
−

1

sen(ϕ)

∂

∂ϕ

(
sen(ϕ)

∂

∂ϕ

)
+

(
n2

sen2(ϕ)
− 2

)}
an(ϕ) = 0 (4.4)

para ϕ ∈ [ϕ∗,π − ϕ∗], onde ϕ∗ = 2 tanh−1(e−T0). Segue então de (4.4) que podemos

definir os seguintes operadores diferenciais

Ln = −
1

sen(ϕ)

∂

∂ϕ

(
sen(ϕ)

∂

∂ϕ

)
+

(
n2

sen2(ϕ)
− 2

)
.
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Observe que L0 = −
1

sen(ϕ)

∂

∂ϕ

(
sen(ϕ)

∂

∂ϕ
− 2

)
corresponde a parte radial do ope-

rador de Jacobi J, ou seja, se u depender apenas de s, e portanto apenas de ϕ, temos

que Ju = 0 se e somente se L0u = 0. Por outro lado, como L0a0 = 0 é uma equação

linear de segunda ordem homogênea, temos que o espaço das soluções tem dimensão igual

a 2 e como as funções ξ e e⊥3 são Campos de Jacobi que dependem apenas de s e são

linearmente independentes, segue que {ξ, e⊥3 } é uma base para esse espaço de soluções.

Assim, o coeficiente de Fourier de ordem 0 é uma combinação linear de ξ e e⊥3 :

a0 = ae
⊥
3 + bξ

Para a equação L1a(ϕ) = 0, observamos as expressões em coordenadas das funções e⊥1

e e⊥2 por um lado e das funções v⊥(x,z) e v(y,z)⊥ por outro, e percebemos que:

e⊥1 = −χ(s) cos(v) e e⊥2 = −χ(s)sen(v),

com χ(s) = 1
cosh(s)

= sen(ϕ). Como e⊥1 é um Campo de Jacobi temos:

0 = Je⊥1 (ϕ, v) = −
1

sen(ϕ)

∂

∂ϕ

(
sen(ϕ)

∂

∂ϕ
(sen(ϕ))

)
cos(v) +

sen(ϕ)

sen2(ϕ)

∂2

∂v2
(cos(v))

+2sen(ϕ) cos(v)

= (L1(−χ(ϕ))) cos(v).

Portanto, L1χ = 0.

Analogamente, temos

v⊥(x,z) = Λ(s) cos(v) e v
⊥
(y,z) = Λ(s)sen(v).

Dáı,

0 = Jv⊥(x,z) = (L1Λ(ϕ)) cos(v). ⇒ L1Λ = 0

Assim, o coeficiente de Fourier de ordem 1, a saber, a1(ϕ) cos(v)+b1(ϕ)sen(v) se escreve

como combinação linear das quatro funções e⊥1 , e
⊥
2 , v

⊥
(x,z) e v

⊥
(y,z),

a1(ϕ) cos(v) + b1(ϕ)sen(v) = αe
⊥
1 + βe⊥2 + γv⊥(x,z) + δv

⊥
(y,z).
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Desse modo, a decomposição de Fourier na variável v de um campo de Jacobi u é dada

por:

u = ae⊥3 + bξ+ αe⊥1 + βe⊥2 + γv⊥(x,z) + δv
⊥
(y,z)

+

∞∑
n=2

an(ϕ) cos(nv) + bn(ϕ)sen(nv),

onde a,b,α,β,γ, δ são números reais e an(ϕ) e bn(ϕ) são soluções de (4.4).

4.3 O Problema de Dirichlet

Seguindo em direção para o cálculo do ı́ndice do Catenoide Cŕıtico Σ, vamos demons-

trar nessa seção um lema chave para esse cálculo. Para esse fim, introduziremos a condição

de fluxo zero no bordo para uma função suave u em Σ

Definição 4.1 (Fluxo Zero). Para uma função suave u em Σ definimos seu fluxo no

bordo como:

Φ(u) =

∫
∂Σ

∂u

∂η
.

Diremos que u tem fluxo zero no bordo se Φ(u) = 0.

Lema 4.1. Seja u uma função suave em ∂Σ. Então o problema de DirichletJû = 0, em Σ

û = u em ∂Σ

tem solução se e somente se
∫
∂Σ
u = 0, e nesse caso tem uma única solução û com fluxo

zero no bordo.

Demonstração. Seja ũ uma extensão de u a Σ com suporte numa vizinhança tubular de

∂Σ. Então escrevendo û = w+ ũ e f = −Jũ, vemos que resolver o Problema de Dirichlet

é equivalente a resolver o problema:Jw = f, em Σ

w = 0, em ∂Σ.

(4.5)
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Pela Alternativa de Fredholm (veja Teorema 6.2.4 de (EVANS, 2010)) existe uma solução

de (4.5) se e somente se ∫
∂Σ

fω = 0,

para toda ω tal que J∗ω = 0 e ω|∂Σ = 0. É sabido que J é um operador auto-adjunto, ou

seja, J∗ = J e 0 o menor elemento do espectro de J com condições de bordo de Dirichlet,

ele tem multiplicidade 1 como autovalor de J. Portanto, (4.5) tem solução se e somente

se: ∫
Σ

(Jũ)ξ = 0.

Mas, pela fómula de Green,

0 =

∫
Σ

(Jũ)ξ− (Jξ)ũ

=

∫
Σ

(∆ũ+ |A|2ũ)ξ− (∆ξ+ |A|2ξ)ũ

=

∫
Σ

ξ∆ũ− ũ∆ξ

=

∫
∂Σ

ξ
∂ũ

∂η
− ũ

∂ξ

∂η
,

como ξ|∂Σ = 0 e ũ|∂Σ = u, temos

−

∫
∂Σ

u
∂ξ

∂η
= 0.

Portanto, (4.5) tem solução se e somente se

∫
∂Σ

u
∂ξ

∂η
= 0. Mas

∂ξ

∂η
é constante em ∂Σ,

logo (4.5) tem solução se e somente se

∫
∂Σ

u = 0.

Para a unicidade, considere u1 e u2 duas soluções do mesmo problema de Dirichlet, então

u = u1 − u2 satisfaz Ju = 0 e u|∂Σ = 0 o que implica u ser um múltiplo de ξ. Como∫
∂Σ

∂ξ

∂η
̸= 0, se Φ(u1) = Φ(u2) = 0 teremos:

0 ̸= Φ(u) =

∫
∂Σ

∂u

∂η

=

∫
∂Σ

∂u1

∂η
−
∂u2

∂η
.
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Portanto, 0 ̸= Φ(u) = Φ(u1) −Φ(u2) = 0. Absurdo! Assim, finalizamos a demonstração

do Lema 3.1. ■

4.4 Índice do Catenoide Cŕıtico

Nessa seção demonstraremos o resultado principal de (DEVYVER, 2017), onde o

ı́ndice do Catenoide Cŕıtico foi efetivamente calculado.

Teorema 4.1 ((DEVYVER, 2017)). O Índice de Morse do Catenoide Cŕıtico na bola

unitária B3 é exatamente 4.

Demonstração. A ideia da demonstração é basicamente determinar um subespaço vetorial

W de dimensão 4 no qual a forma quadrática Q seja negativa definida e provar que esse é

um subespaço maximal com essa propriedade. Para tanto, vamos mostrar que as funções

1Σ (constante igual 1 em Σ) e v⊥, v ∈ R3, geram um subespaço de dimensão 4 onde Q é

negativa definida (fácil), depois provaremos que esse subespaço é maximal em relação a

essa propriedade (dif́ıcil). A demonstração se dará em duas etapas as quais apresentamos

a seguir.

� Ind(Σ) ⩾ 4

Sejam u um campo de Jacobi para Σ, Ju = 0, e w ∈ C∞(Σ), temos então

Q(u,w) =

∫
Σ

⟨∇u,∇w⟩− |A|2uw−

∫
∂Σ

uw

=

∫
Σ

div(w∇u) −w∆u− |A|2uw−

∫
∂Σ

uw

=

∫
Σ

div(w∇u) −wJu−

∫
∂Σ

uw.

Usando que u é campo de Jacobi e pelo Teorema da Divergência segue que

Q(u,w) =

∫
∂Σ

w

(
∂u

∂η
− u

)
.

Se u for uma autofunção de Steklov para o Problema (4.2), então temos que

Q(u,w) = (λ− 1)

∫
∂Σ

uw.



Caṕıtulo 4. O Índice de Morse do Catenoide Cŕıtico 55

Desse modo, os campos de Jacobi que contribuem para o ı́ndice de Σ são aqueles cujos

autovalores λ < 1. Por outro lado, veja que as funções e⊥1 , e
⊥
2 e e⊥3 são duas a duas

L2-ortogonais no bordo ∂Σ, isto é:

0 = Q(e⊥1 , e
⊥
2 ) = Q(e⊥1 , e

⊥
3 ) = Q(e⊥2 , e

⊥
3 ).

E como vimos, seus autovalores de Steklov são menores do que 1, logo Ind(Σ) ⩾ 3, o que

já é conhecido. Agora, observe que a função 1Σ constante igual a 1 em Σ satisfaz

Q(1Σ) =

∫
Σ

−|A|2 −

∫
∂Σ

1 = −

(
L(∂Σ) +

∫
Σ

|A|2
)
< 0.

Desde que,

0 =

∫
∂Σ

e⊥1 =

∫
∂Σ

e⊥2 =

∫
∂Σ

e⊥3 ,

temos:

Q(1Σ, e
⊥
1 ) = Q(1Σ, e

⊥
2 ) = Q(1Σ, e

⊥
3 ) = 0.

Portanto, obtemos que a forma quadrática Q é negativa definida no espaço W = span{1Σ,

e⊥1 , e
⊥
2 , e

⊥
3 }. Como esse espaço tem dimensão 4, segue que Ind(Σ) ⩾ 4.

� Ind(Σ) ⩽ 4

Para garantirmos que Ind(Σ) = 4 basta mostrarmos que se um campo Jacobi u é tal

que Q(u, v⊥) = Q(u,1Σ) = 0, então Q(u) ⩾ 0.

Proposição 4.4. Seja u um campo de Jacobi em Σ tal que

0 =

∫
∂Σ

u =

∫
∂Σ

uw⊥, w ∈ R3

então Q(u) ⩾ 0.

Demonstração da Proposição 4.4. Usaremos as coordenadas (ϕ, v) e a decomposição

de Fourier na variável v do campo de Jacobi u, assim:

u = ae⊥3 + bξ+ αe⊥1 + βe⊥2 + γv⊥(x,z) + δv
⊥
(y,z)

+

∞∑
n=2

an(ϕ) cos(nv) + bn(ϕ)sen(nv).
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Como Ju = 0, Q(e⊥1 , e
⊥
3 ) = Q(e⊥2 , e

⊥
3 ) = 0 e e⊥3 é constante em ∂Σ e, por hipótese, temos∫

∂Σ
ue⊥3 = 0, segue-se que

0 =

∫
∂Σ

ue⊥3 = a

∫
∂Σ

|e⊥3 |
2 ⇒ a = 0.

Da mesma forma, pelas propriedades de ortogonalidade das funções trigonométricas

0 =

∫
∂Σ

ue⊥1 = α

∫
∂Σ

|e⊥1 |
2 + γ

∫
∂Σ

e⊥1 v
⊥
(y,z),

uma vez que e⊥1 = −χ(s) cos(v), onde χ é uma função par, os termos an e bn são

constantes no bordo ∂Σ e este é formado por duas componentes conexas. Ademais, como

v⊥(y,z) = Λ(s) cos(v) e sendo Λ uma função impar, segue que

∫
∂Σ

e⊥1 v
⊥
(y,z) =

1

T0

∫ 2π

0

(−χ(T0)Λ(T0) − χ(−T0)Λ(−T0)) cos
2(V)dv

=
1

T0

∫ 2π

0

(−χ(T0)Λ(T0) + χ(T0)Λ(T0)) cos
2(v)dv

= 0

Logo,

0 = α

∫
∂Σ

|e⊥1 |
2 ⇒ α = 0.

Analogamente, obtemos β = 0.

Agora, uma vez que a = α = β = 0, temos:

Q(u) = Q(ae⊥3 + bξ+ αe⊥1 + βe⊥2 + γv⊥x,z + δv
⊥
y,z

+

∞∑
n=2

an(φ) cos(nv) + bn(φ)sen(nv))

= b2Q(ξ) + γ2Q(v⊥x,z) + δ
2Q(v⊥y,z)

+

∞∑
n=2

[Q(an(φ) cos(nv)) + Q(bn(φ)sen(nv))]

+P(ξ, v⊥x,z, v
⊥
y,z,an cos(nv) + bnsen(nv))

onde P(ξ, v⊥x,z, v
⊥
y,z,an cos(nv)+bnsen(nv)) representa as demais combinações dois a dois

entre os termos ξ, v⊥x,z, v
⊥
y,z e an cos(nv) + bnsen(nv). Pelas propriedades das funções

trigonométricas e sabendo que Q(ξ) = Q(v⊥(x,z)) = Q(v⊥(y,z)) = 0, podemos concluir que
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P(ξ, v⊥x,z, v
⊥
y,z, an cos(nv) + bnsen(nv)) = 0. Dese modo,

Q(u) =

∞∑
n=2

Q(an(φ) cos(nv)) + Q(bn(φ)sen(nv)).

Para n ⩾ 2, definimos uma forma quadrática Qn de uma função suave f(φ), φ ∈

[φ∗,π−φ∗] dada por:

Qn(f(φ)) = Q(f(φ) cos(nv)) = Q(f(φ)sen(nv)).

Explicitamente,

2Qn(f(φ)) =

∫π−φ∗

φ∗
(|f ′(φ)|2 +

(
n2

sen2(φ)

)
f2(φ))sen(φ)dφ−

1

T0
(f(π−φ∗)2 + f(φ)2).

Desse modo,

Q(u) =

∞∑
n=2

Qn(an(φ)) + Qn(bn(φ)).

Percebemos que Qn(f(φ)) ⩾ Q2(f(φ)) para todo n ⩾ 2. Assim, provando que Q2 é

positiva definida, temos a prova da Proposição 4.4.

Afirmação. Q2 é positiva definida. Para provarmos essa afirmação necessitamos do se-

guinte

Lema 4.2. Seja S uma forma quadrática agindo em funções f(φ), φ ∈ [a,b], definida

por

S(f) =

∫b

a

[(f ′)2 + Vf2]m(φ)dφ− α[f(a)2 + f(b)2],

onde m é uma função suave positiva, α é um número real e V é uma função potencial em

[a,b].Suponha que exista uma função positiva h(φ), φ ∈ [a,b] tal que:

(
1

m

d

dφ

(
m
d

dφ

)
− V

)
h ⩽ 0

e

−m(a)
d

dφ

∣∣∣∣
φ=a

(logh) > α, m(b)
d

dφ

∣∣∣∣
φ=b

(logh) > α.

Nessas condições, S é positiva definida.



Caṕıtulo 4. O Índice de Morse do Catenoide Cŕıtico 58

Prova do Lema 4.2 Como h é positiva, podemos escrever f(φ) como

f(φ) = g(φ)h(φ).

Pela Regra de Leibniz temos
df

dφ
=
dg

dφ
h+ g

dh

dφ
, o que implica

(
df

dφ

)2

=

(
dg

dφ

)2

h2 + 2g
dg

dφ
h
dh

dφ
+ g2

(
dh

dφ

)2

.

Mas, como

(
dg2

dφ

)(
dh2

dφ

)
= 4g

dg

dφ
h
dh

dφ
temos:

(
df

dφ

)2

=

(
dg

dφ

)2

h2 +
1

2

(
dg2

dφ

)(
dh2

dφ

)
+ g2

(
dh

dφ

)2

.

Dáı, aplicando na forma S temos:

S(f) =

∫b

a

[(
dg

dφ

)2

h2 +
1

2

(
dg2

dφ

)(
dh2

dφ

)
+ g2

(
dh

dφ

)2

+ Vf2

]
m(φ)dφ

−α[f(a)2 + f(b)2].

Agora, vamos analisar a expressão acima. Primeiramente, pela técnica de integração por

partes temos:

1

2

∫b

a

(
dg2

dφ

)(
dh2

dφ

)
mdφ =

1

2

[
g2
dh2

dφ
m

]b
a

−
1

2

∫b

a

g2
d

dφ

(
dh2

dφ
m

)
dφ

= mg2h
dh

dφ

∣∣∣∣b
a

−

∫b

a

g2
d

dφ

(
h
dh

dφ
m

)
dφ

= mg2h
dh

dφ

∣∣∣∣b
a

−

∫b

a

g2m

(
dh

dφ

)2

+ g2h
d

dφ

(
dh

dφ
m

)
dφ.

Desse modo, substituindo essa última igualdade na expressão de S(f), temos:

S(f) =

∫b

a

[
mh2

(
dg

dφ

)2

+mg2
(
dh

dφ

)2

+mVf2

−mg2
(
dh

dφ

)2

− g2h
d

dφ

(
dh

dφ
m

)]
dφ

+mg2h
dh

dφ

∣∣∣∣b
a

− α[f(a)2 + f(b)2]
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=

∫b

a

(
dg

dφ

)2

h2m+ Vf2m− g2h
d

dφ

(
dh

dφ
m

)
dφ

+mg2h
dh

dφ

∣∣∣∣b
a

− α[f(a)2 + f(b)2].

Fazendo manipulações convenientes e colocando o termo g2hm em evidencia no integrando

da última igualdade temos

S(f) =

∫b

a

[
−

1

m

d

dφ

(
dh

dφ
m

)
+ Vh

]
g2hmdφ+

∫b

a

(
dg

dφ

)2

h2mdφ

+mg2h
dh

dφ

∣∣∣∣b
a

− α[f(a)2 + f(b)2].

Agora, pela primeira hipótese sobre a função h temos que

−
1

m

d

dφ

(
dh

dφ
m

)
+ Vh = −

(
1

m

d

dφ

(
d

dφ
m

)
− V

)
h ⩾ 0.

Dáı

S(f) ⩾
∫b

a

(
dg

dφ

)2

h2mdφ+mg2h
dh

dφ

∣∣∣∣b
a

− α[f(a)2 + f(b)2]

=

∫b

a

(
dg

dφ

)2

h2mdφ+m

(
f

h

)2

h
dh

dφ

∣∣∣∣b
a

− α[f(a)2 + f(b)2]

=

∫b

a

(
dg

dφ

)2

h2mdφ+mf2
1

h

dh

dφ

∣∣∣∣b
a

− α[f(a)2 + f(b)2].

Note que
d

dφ
log(h) =

1

h

dh

dφ
, assim:

S(f) ⩾
∫b

a

(
dg

dφ

)2

h2mdφ+ mf2
d

dφ
log(h)

∣∣∣∣b
a

− α[f(a)2 + f(b)2]

⩾ m(b)f(b)2
d

dφ
log(h)

∣∣∣∣
φ=b

− αf(b)2

−

(
m(a)f(a)2

d

dφ
log(h)

∣∣∣∣
φ=a

+ αf(a)2
)
.

Por outro lado, usando a segunda hipótese sobre a função h temos:

S(f) > αf(b)2 − αf(b)2 + αf(a)2 − αf(a)2 = 0.
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Assim, provamos que S é positiva definida.

□

Agora podemos provar nossa afirmação sobre a forma Q2. Primeiramente, fazendo a

mudança de variável x = cos(φ) obtemos de (4.4) a seguinte equação:

{
−
d

dx

(
(1− x2)

d

dx

)
+

4

1− x2
− 2

}
a(x) = 0,

1

T0
⩽ x ⩽

1

T0

Vamos resolver esta equação. Comecemos “abrindo” as derivadas:

2xa ′ − (1− x2)a ′′ + 2a
1+ x2

1− x2
= 0.

Isolando o termo a ′′ no segundo membro da equação temos:

a ′′ =
2xa ′ + 2a

1+ x2

1− x2

1− x2

=
2x

1− x2
a ′ + 2

1+ x2

(1− x2)2
a

=
2x

1− x2
a ′ +

(
2x

1− x2

) ′

a

=

(
2x

1− x2
a

) ′

.

Assim, integrando a ′′ e

(
2x

1− x2
a

) ′

em φ temos a ′ =
2x

1− x2
a.

Agora, separando e integrando obtemos:

∫
a ′

a
=

∫
2x

1− x2

⇒ loga = − log(1− x2) = log(1− x2)−1.

Assim, a(x) = (1− x2)−1 é solução da equação. Retornando a variável φ temos:

a(φ) = (sen2(φ))−1 = cosh2(s).
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Note ainda que:

d

dφ
log(a(φ)) = sen2(φ)

−2sen(φ) cos(φ)

sen4(φ)

= −2cotan(φ).

Para φ = φ∗, temos

−2cotan(φ∗) = −
2

tan(2 tan−1(e−T0))
= −

2

2 tan(tan−1(e−T0))

1− tan2(tan−1(e−T0))

= −
1− e2T0

e−T0
= −

(
eT0 − e−T0

)
= −2 tanh(T0) cosh(T0) = −2senh(T0).

Para φ = π−φ∗ temos:

−2cotan(π−φ∗) =
2

tan(2 tan−1(e−T0))

= 2senh(T0) >
cosh(T0)

T0
.

Portanto,

−
1

cosh(T0)

d

dφ
(loga(φ)) >

1

T0
e

1

cosh(T0)

d

dφ
(loga(φ)) >

1

T0
.

Agora, observando a expressão de Q2:

Q2(f) =

∫π−φ∗

φ∗
((f ′)2 +

(
4

sen2(φ)
− 2

)
f2)sen(φ)dφ−

1

T0
(f(π−φ∗)2 − f(φ∗)2),

tomemos α =
1

T0
, a = φ∗, b = π − φ∗, m(φ∗) = sen(φ∗) =

1

cosh((T0))
, m(π − φ∗) =

sen(π − φ∗) =
1

cosh(T0)
, V =

4

sen2(φ)
− 2 e como a(φ) = (sen2(φ))−1 satisfaz as

hipóteses do Lema 4.2, conclúımos que Q2 é positiva definida. Assim, finalizamos a prova

da Proposição 4.4.

□

Finalização da prova do Teorema 4.1

De posse da Proposição 4.4 provaremos que Ind(Σ) ⩽ 4 e, consequentemente a igual-
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dade Ind(Σ) = 4. Relembrando, queremos mostrar que se u é tal que Q(1Σ,u) =

Q(e⊥1 ,u) = Q(e⊥2 ,u) = Q(e⊥3 ,u) = 0, então Q(u) ⩾ 0. Considere a seguinte função

auxiliar f = u + c1Σ, onde c é tal que

∫
∂Σ

f = 0. Assim, como Q(v⊥,1Σ) = 0 para todo

v ∈ R3, temos que Q(f, v⊥) = 0. Ademais, como Q(u,1Σ) = 0 temos:

Q(u) = Q(f) − c2Q(1Σ).

Como Q(1Σ) < 0, para provarmos que Q(u) ⩾ 0 é suficiente provar que Q(f) ⩾ 0. Desse

modo, seja h o único Campo de Jacobi com fluxo zero em ∂Σ tal que h|∂Σ = f|∂Σ cuja

existência garantimos pela Proposição 4.1. Então, podemos escrever f como uma extensão

de h numa vizinhança tubular de ∂Σ como

f = h+ g,

onde g|∂Σ ≡ 0. Pela Fórmula de Green temos:

Q(h,g) =

∫
Σ

−g(Jh) +

∫
∂Σ

g

(
∂h

∂η
− h

)
= 0.

Agora, como g|∂Σ ≡ 0, temos que Q(g) =

∫
Σ

|∇g|2 − |A|2g2, a qual é não-negativa pois

λ1(J) ⩾ 0, ou seja, Σ é estável para J com condições de Dirichlet. Além disso, por

integração por partes temos:

0 = Q(f, v⊥) =

∫
∂Σ

f

(
∂v⊥

∂η
− v⊥

)
.

Como e⊥1 , e
⊥
2 , e

⊥
3 são auto-funções de Steklov com auto-valores diferentes de 1, a condição

Q(f, v⊥) = 0, v ∈ R3 é equivalente a

0 =

∫
∂Σ

fv⊥, v ∈ R3.

Portanto,

0 =

∫
∂Σ

h =

∫
∂Σ

hv⊥, v ∈ R3.

Pela Proposição 4.4 conclúımos que Q(h) ⩾ 0 e então Q(f) ⩾ 0. Dáı, Q(u) ⩾ 0 e o

Teorema 4.1 está provado. ■
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4.5 O que tem além?

Ainda sobre o Catenoide Cŕıtico, Devyver apresenta alguns resultados a cerca da seguinte

conjectura:

Conjectura 1. Seja Σ uma superf́ıcie mı́nima com bordo livre imersa na bola unitária

B3 com Índice de Morse igual a 4. Então Σ é isométrica ao Catenoide Cŕıtico.

Essa conjectura é baseada no seguinte teorema provado por Urbano em 1990 no paper

(URBANO, 1990).

Teorema 4.2 (URBANO, 1990). Seja M uma superf́ıcie em S3 compacta, orientável e

não totalmente geodésica. Então, Ind(M) ⩾ 5 e a igualdade vale se, e somente se M é o

Toro de Clifford.

Devyver provou o seguinte lema

Lema 4.3. Se Σ é uma superf́ıcie mı́nima com bordo livre em B3 com ı́ndice 4, então

σ1(Σ) o primeiro auto valor de Steklov para o laplaciano ∆ é 1.

Como consequência imediata do Lema 4.3 e do Teorema 6.6 de (FRASER; SCHOEN,

2016) temos o seguinte corolário.

Corolário 4.1. Seja Σ um superf́ıcie mı́nima orientada e com bordo livre em B3. Suponha

que Σ com ı́ndice 4 e topologicamente um anel. Então Σ é congruente ao Catenoide

Cŕıtico.
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Considerações Finais

Em resumo, dada uma hipersuperf́ıcie M mı́nima ou com curvatura média constante

imersa numa bola euclidiana B, podemos indagar a respeito de sua estabilidade. Como

visto, se podemos provar queM é fracamente estável então pelo Teorema 3.1 garantimos

que M deve ser um disco ou uma calota esférica em B. No caso de M ser instável, estu-

damos o Catenoide Cŕıtico (caso n = 3) como feito em (DEVYVER, 2017) e calculamos

seu Índice de Morse como sendo 4 no Teorema 4.1.

Agora, existem algumas questões que não foram tratadas nesse trabalho. No quesito

da estabilidade fraca, o paper de Wang e Xia ainda trata de hipersuperf́ıcies imersas em

bolas unitárias em outras formas espaciais, a saber, na Esfera Unitária Sn+1 (K = 1) e no

Espaço Hiperbólico Hn+1 (K = −1). Nesses casos, eles usaram uma técnica semelhante a

que foi apresentada e conclúıram um resultado similar, ou seja, as únicas hipersuperf́ıcies

mı́nimas ou com curvatura média constante imersas numa bola unitária nesses espaços

são as umb́ılicas.

No quesito da instabilidade forte, apenas citamos uma fórmula para o cálculo do Índice

de Morse apresentada por Tran e Zhou em 2023. Na verdade, eles a obtiveram antes, em

2020. Tal fórmula foi usada por Meza para calcular o ı́ndice do catenoide capilar e obter

os ı́ndices para os ângulos de contato em diferentes intervalos, veja (MEZA, 2022).

64
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