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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar resultados de controlabilidade para equacoes
diferenciais parciais de evolucao. Mais especificamente, numa primeira etapa, estudamos
uma equacao do calor com nao-linearidade globalmente Lipschitz com termo de memoria,
onde o sistema original ¢é linearizado e em seguida aplicamos o Teorema do Ponto Fixo
de Schaefer, o qual é uma consequéncia do Teorema do Ponto Fixo de Schauder, para
concluir um resultado de controlabilidade aproximada. Numa segunda etapa é analisada
uma equacao de ondas em um dominio com fronteira variavel, seguindo a estratégia de
Stackelberg, onde um resultado de controlabilidade aproximada é obtido.

Palavras-chave: Controlabilidade, Equacgoes Diferenciais Parciais, Continuagao Unica,

Estratégia de Stackelberg.
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Abstract

The aim of this work is to present controllability results for partial differential equations
of evolution. More specifically, in a first step, we study a heat equation with globally
Lipschitz nonlinearity with memory term, where the original system is linearized and
then Schaefer’s Fixed-Point Theorem, which is a consequence of Schauder’s Fixed-Point
Theorem, is applied to obtain a result of approximate controllability. In a second step, a
wave equation is analyzed in a domain with a variable boundary, following the Stackelberg
strategy, where a result of approximate controllability is obtained.

Keywords: Controllability, Partial Differential Equations, Unique Continuation, Stac-

kelberg Strategy.
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Introducao

Ao longo da histéria, o homem tem feito tentativas de controlar o comportamento de
fenomenos naturais, tecnolégicos ou de qualquer outra natureza, o que em geral nos faz
pensar: conhecendo como um determinado sistema se comporta, como é possivel atuar
sobre ele para que se comporte de um modo desejado? Por exemplo, um engenheiro
pode tentar controlar um maquinario ou uma barragem, por meio da aplicacao de forgas
ou de barreiras de contencao, um economista pode atuar sobre uma variacao financeira
por meio da modificacdo de taxas ou da insercao de mais moeda, um quimico pode
melhorar um processo por meio da regulacao da temperatura do experimento ou retirando
ou adicionando mais compostos para alterar a concentracao, enquanto um médico pode
controlar uma enfermidade usando de medicamentos e assim por diante.

Com o propodsito de entender a essas questoes é que surge a Teoria do Controle, que é
uma teoria matematica que visa compreender como podemos atuar com um comando que
pode ser aplicado de modo a alterar um sistema dinamico, para que o mesmo atinja um
certo objetivo pré-determinado. Teoria essa que na histéria moderna teve inicio a partir
do século XVIII durante a revolucao industrial, com a aplicacao da teoria das equacoes
diferenciais ao estudo da eficiéncia dos sistemas mecanicos, o que levou a resolucao de pro-
blemas de controle em certos mecanismos e permitiu um enorme crescimento da producao.

Atualmente, devido aos trabalhos de matematicos como R. Bellman, H. Fattorini, R.
Kalman, J. -L. Lions, L. S. Potryagin e D. Russell, e muitos outros, a Teoria do Controle
tornou-se uma rica area da matemaéatica, com aplicacoes em outros campos do conheci-
mento, como biologia, economia, medicina e engenharia (veja [21, 50]). Um grande marco
para o desenvolvimento da teoria matemética do controle foi devido ao matematico frances
J. -L. Lions no final do anos 80 (veja [38, 40]), quando o mesmo introduziu o Método de
Unicidade de Hilbert (HUM) para resolugao de problemas lineares de controlabilidade.

Nessa direcao, podemos estabelecer varias nocoes diferentes de controlabilidade. Mais



Contetdo 2

precisamente, um sistema de controle é uma equagao de evolu¢ao (EDO ou EDP) que

depende de um parametro y, descrito pela expressao:

y/:f(t7y7u)7 (1)

onde y : [0, T] — X é a funcao estado, w: [0, T] — Y é um controle e t € [0, T] representa
a variavel temporal. Nesse modelo, X e Y sao espacos de fungoes adequados, T > 0 é um
valor real fixado e y’ representa a derivada de y em relagao ao tempo t.

Em seguida, destacamos algumas das principais defini¢oes de controlabilidade presen-

tes na literatura.

Definicao 0.1. (Controlabilidade exata) Sejam T > 0 e yo,ys € X dois estados do
sistema (1). Dizemos que tal sistema é exatamente controldvel se existe w: [0, T] — Y tal
que:

y' =f(t,y,u) em [0,T],

y(0) =yo, y(T) =ys.
Defini¢ao 0.2. (Controlabilidade aproximada) Sejam T > 0 e yo,y; dois possiveis
estados do sistema (1). Dizemos que tal sistema é aproximadamente controldvel se, para

todo € > 0 dado, existir we : [0, T] =Y tal que;

y' ="f(t,y,ue) em [0, T],
y(0) =yo, [[y(T) -yl <e.

Definicao 0.3. (Controlabilidade nula) Sejam T > 0 e yo € X um estado arbitrdrio
do sistema (1). Dizemos que tal sistema é nulamente controldvel se eziste w: [0, T] =Y

tal que;
y' =f(t,y,u) em [0, T],

y(0) =yo, y(T)=0.
Definicao 0.4. (Controlabilidade exata as trajetorias) Sejam T > 0, yo € X um
estado e Y uma trajetdria (isto é, uma solugao arbitrdria do sistema (1) sem controle).
Dizemos que tal sistema € exatamente controldvel as trajetdrias se existe w: [0, T] — Y

tal que;
y’' =f(t,y,u) em [0,T],

y(0) =yo, y(T) =y(T).
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E possivel mostrar que, em problemas lineares, as defini¢oes de controle nulo e exato
as trajetorias sao equivalentes.

Nosso trabalho estd dividido em duas etapas. Inicialmente, como em de Jesus et al.
[30], estudamos a controlabilidade aproximada para um sistema envolvendo uma equagao

do calor com nao-linearidade globalmente Lipschitz com termo de memoria dado por

t

u’ —Au—J g(t—o)Au(o) do+ f(u,Vu) =vxpo em  Q,
0

u=20 sobre X, (2)
u(x,0) = ug(x) em Q.

Em (2), u=u(x,t) é o estado do sistema, v =v(x,t) é a funcao controle distribuida
num subconjunto O de Q, e xo denota a fungao caracteristica do subconjunto 0. Por
u’ =u'(x, t) representamos a derivada %—1:[‘.

O sistema (2) para o caso especial g = 0 foi estudado por Zuazua [57]. No presente

trabalho, adaptamos as ideias do referido artigo para o caso de g satisfazendo

geL'0,00) e oc:zl—J g(s)ds > 0.
0

Um exemplo de funcao satisfazendo a propriedade acima é dado por
g(s) =e PFs Vs >0,

com 3 > 1.
Podemos encontrar na literatura varios trabalhos em conexao com termos de memoria.
Em Barbu [6] é dado um resultado de controlabilidade aproximada da equagao do calor

com memoria

y'(x,t) —vAy(x,t) — J; a(t—s)Ay(x,s)ds = u(x, t)1e,

quando a € C*®(0,4+o00) é localmente integravel e completamente mondtono, ou seja,
(—1YaP(t) =0 vt>0, j=0,1,..

Ao leitor sao indicados os trabalhos de G. Leugering [35], I. Lasiecka [34], J. U. Kim
[31] e o livro cléssico de J. Lagnese & J.-L. Lions [33], enquanto os problemas sem memoria
tem sido objeto de pesquisa intensa nos ultimos anos. Em Fabre et al. [18], os autores
adaptaram o método do ponto fixo de Zuazua [58] para provar a controlabilidade aproxi-

mada de um sistema do mesmo tipo de (2), sem meméria, no caso particular f = f(y), f
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sendo globalmente Lipschitz. Observe que nao foi permitido que a nao-linearidade depen-
desse do gradiente do estado neste resultado. O caso completo onde f(y, Vy) foi analisado
por Ferndndez & Zuazua em [20], sem o termo de memdria, por meio da abordagem de
controle 6timo introduzida por J.-L. Lions [41].

Para obter os resultados em Ferndndez & Zuazua [20], foi fundamental aproveitar um
resultado de continuagao unica devido a Fabre [17] no contexto das equagoes lineares de
calor envolvendo termos gradientes. O resultado em Fabre [17] serve para concluir que a

propriedade de continuacao tnica pode ser aplicada para equagoes da forma

—p’ = Ap +alx,tp + div (B(x, p ) =0,

assumindo que (a,b) € (L®(Q x (0, T))™".

Seguindo as ideias de Zuazua [57] mostramos como o ponto fixo pode ser adaptado a
esses problemas de controlabilidade para o sistema completo (2) em que a nao linearidade
pode depender tanto do estado quanto de seu gradiente. No entanto, a inovagao aqui é o
termo de memoria.

Em uma segunda etapa, como em Oliveira et al. [47], obtemos um resultado de

controlabilidade hierarquica aproximada no contexto de uma equacgao de onda dada por

U — Uy =0 em Qr«,
(3)

u(x,0) =up(x), u'(x,0) =w(x) em (0,1),

onde

Qra={(x,t) €R* 0 <x < «(t), t € (0,T)},

)

Up, U, sao dados iniciais e & é uma funcao C?(R_) com as seguintes propriedades:
(H1) «(0) =1;

(H2) o/(t) € (m,M) C (0,1) C R, Vt € Ry;

(H3) o’ é mondétona.

Estudamos a situagao onde a solu¢ao u do sistema (3) estd sujeita a cada uma das

condicoes de fronteira

f+v sobre X,
u= (4)
0 sobre LY,
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ou
0 sobre X9,

u= (5)
g+w sobre X,

onde f,v € L?(£Y), g,w € L?(Z%) sdo fungdes controle e £} e ¥ sdo dados, respectiva-

mente, por

20 ={0,0); te (0,TM} e Z§={(aft),t); te(0,T)}

isto é, L3 U L& = X1 4 forma a fronteira 11« de Q .«

A fim de resolver nosso problema multiobjetivo relativo aos sistemas (3) - (4) e (3) -
(5), assumimos um cenério de cooperatividade entre os controles f e v, onde v depende
de f.

Para cada um dos controles f, v atuando no sistema da onda (3) - (4) e g, w em (3) -

(5) damos uma tarefa:

1. Tarefa para f e g: Controlabilidade aproximada

O objetivo é encontrar os melhores controles f e g que aproximam arbitrariamente
a solucdo u de (3) - (4) e (3) - (5), respectivamente, de um dado u' no tempo final

T, isto é, que faz o sistema satisfeito por u aproximadamente controlével.

2. Tarefa para v e w: Minimizacao

O objetivo é fazer a melhor aproximagcao (no sentido de distancia calculada pelas
normas) da solugao u de (3) - (4) a outro dado uy com a menor escolha possivel de v.
Esta situagao pode ser traduzida para uma minimizacao de um funcional adequado.

Da mesma forma para uma solugao u de (3) - (5).

Esta escolha de cendrio configura a chamada estratégia hierdrquica de Stackelberg (ver
Stackelberg [52]) e, devido a essa estrutura, costumamos nomear f como o controle lider e
v como o controle sequidor. Esta atribuicao hierdrquica dos controles nos permite proce-
der da seguinte forma: em primeiro lugar, para qualquer f fixo, provamos a existéncia de
um controle v unicamente definido por f e que minimiza um certo funcional. Por causa
de tal unicidade, escrevendo v = v(f), nos tornamos capazes de contornar a busca de
(f,v) em encontrar apenas um controle f. Isso é feito a partir de um sistema auxiliar que
fornece uma caracterizagdo de v. O referido sistema auxiliar, combinado com (3), (4),
gera o que conhecemos como sistema de otimalidade, que tem apenas o controle f atu-

ando. Portanto, provando a controlabilidade aproximada para o sistema de otimalidade,
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encontramos controles que satisfazem as tarefas 1 — 2. Para finalizarmos, minimizamos
um outro funcional J no conjunto composto por todos os controles do sistema de otima-
lidade a fim de encontrar uma caracterizacao do controle lider f. Esta etapa final fornece
o par de controles que resolvem o Teorema 3.1. A mesma abordagem serd usada para
provarmos o Teorema 3.2.

Existem algumas abordagens além da estratégia cooperativa hierarquica de Stackel-
berg a serem usadas para resolver um problema multiobjetivo envolvendo equacoes di-
ferenciais parciais. Por exemplo, citamos a estratégia de otimizacao nao cooperativa
proposta por Nash [46] e a estratégia cooperativa de Pareto [48], onde ambas sao ideias
originadas na teoria dos jogos e motivadas principalmente pela economia.

No contexto da controlabilidade aproximada, varios problemas multiobjetivos foram
estudados. Com efeito, em J. -L. Lions [37], o autor usa a estratégia de Stackelberg para
uma equacgao parabdlica com controles distribuidos. Por outro lado, o conceito de controle
hierdrquico no contexto de EDP’s hiperbdlicas foi introduzido pelo mesmo autor em [39],
quando o mesmo analizou a controlabilidade aproximada para um sistema associado com
uma equagao da onda seguindo uma estratégia de Stackelberg. Mais tarde, nessa mesma
direcao, algumas adaptagoes em relagao a esse mesmo topico podem ser encontrados nos
trabalhos de Jesus [28, 29, 26, 27|, onde a estratégia hierarquica de Stackelberg é seguida.
Em Diaz & Lions [14], os autores estabeleceram a controlabilidade aproximada de um
sistema de controle, seguindo uma estratégia de Stackelberg-Nash, e a sua extensao em
Diaz [13], onde o autor usa a teoria da dualidade de Fenchel-Rockafellar para dar uma
caracterizacao da solugdo. Nos trabalhos de Glowinski et al. [22, 23|, os autores analisam
o equilibrio de Nash para EDP’s parabdlicas lineares e para a equagao de Burger. No
artigo de Gonzélez et al. em [24], a controlabilidade aproximada para o sistema Stokes
¢ estabelecida usando a estratégia de Stackelberg-Nash . Com relacao a controlabilidade
nula, trazemos os recentes trabalhos [3, 2, 1, 4] sobre problemas parabdlicos estudados
por Araruna et al. utilizando a estratégia de Stackelberg-Nash. Para a equagao de onda,
até o momento, Araruna et al. [4] é o tinico trabalho que trata da controlabilidade nula
hierarquica.

Em resumo, o trabalho estd dividido da seguinte forma:

No capitulo 1, apresentamos os resultados preliminares, essenciais ao desenvolvimento

do nosso trabalho.
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No capitulo 2, estabelecemos um resultado de controle aproximado para a equagao (2),
onde inicialmente lineariazamos um sistema original e em seguida aplicamos o Teorema
do Ponto Fixo de Schaefer para atingirmos nosso objetivo desejado.

O capitulo 3 ¢ dedicado a obtermos um resultado de controle aproximado para a
equagao (3) sujeita a uma das condigbes (4) ou (5), seguindo uma estratégia de Stackel-
berg.

Finalmente, nos apéndices A e B apresentamos, respectivamente, a existéncia, unici-
dade e regularidade para a solucao fraca e solucao forte de um sistema situada no capitulo
2 e, por fim, estabelecemos algumas justificativas para as expressoes de funcoes conjugadas

e adjunta que aparecem no capitulo 3.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Resultados basicos

Neste capitulo apresentamos alguns resultados que serao utilizados no decorrer do
texto para ajudar o leitor a ter uma melhor compreensao do conteido abordado nos

capitulos seguintes.

Teorema 1.1 (Aubin-Lions). Sejam X, B e Y espacos de Banach com X C B C Y.
Suponha que X estd compactamente imerso em B e B estd continuamente imerso em Y.

Entao,

(i) Se F € limitado em LP(0,T;X), onde 1 < p < oo e OF/0t = {of/0t : f € F} é

limitado em LY(0,T;Y), entdo F € relativamente compacto em LP(0,T;B).

(i1) Se F € limitado em L*®(0,T;X) e 0F/0t € limitado em L"(0,T;Y) onde r > 1, entao

F ¢ relativamente compacto em C([0,T]; B).
Demonstracao. Ver ([51]). O

Teorema 1.2 (Desigualdade de Gronwall). Sejam x, @ e ) fungées continuas em [a,b]

com P(t) > 0 para todo t € [a,b]. Se

entao

@(s)P(s)exp (Jtll)(’t) dT) ds, Vté€ [a,b]. (1.1)
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Em particular, se @ = C, entdo (1.1) se reduz a

t

x(t) < Cexp (J P(s) ds) , Vtela,b]
Demonstragao. Ver [7]. O

1 1
Teorema 1.3 (Desigualdade de Young com ¢). Sejam 1 < p,q < oo com —+ — =1¢e¢
P

q

um numero real € > 0. FEntao,

ab < eaP + C(g)b9, Va,b >0,

)?q_l. No caso particular quando p = q = 2, a desigualdade reduz-se a

onde C(e) = (ep
9, o9
ab < ea”"+ —b", Va,b>0.
4e
Demonstragao. Ver [16]. O

Teorema 1.4 (Desigualdade de Young para Convolugoes). Sejam f € L}'(R) e g € LP(R),

com 1 <p < oo. EntiofxgelP(R) e

15 gllie ey < [l llglle @)
Demonstragao. Ver [9]. O

Teorema 1.5 (Outra versao para a desigualdade de Young para Convolugoes). Considere
nimeros reais p, q,v = 1 tais que 1/p +1/q+ 1/r = 2. Sejam f € LP(R™), g € LY(R")
eh e L"(R™). Entao

| ] foagte—yinty) axay| < Cpamnltlpliglalil-
A melhor constante Cp, g+ € igual a (C,CqCy)™, onde (1/p+1/p’' =1)
2 _ 1/ 1/p’
Cp =P p/p/ P .
Demonstragao. Ver [36]. O

Teorema 1.6 (Teorema do Ponto Fixo de Schaefer). Suponhamos que A : X — X € uma
aplicacao continua e compacta, onde X € um espaco de Banach. Assuma além disso que
0 conjunto

{fue X :u=2AA(u) para algum A € [0, 1]}

¢ limitado. Entao A possui um ponto fixo.
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Demonstragao. Ver [16]. O

Teorema 1.7. Seja C um subconjunto fechado e convexo de um espago reflexivo. Suponha
que F =F, +Fy, onde Fy e Fy sdo fungoes convexas e semicontinuas inferiormente de C

em R e Fy Gateauz-diferencidvel com derivada F{. Entdo, se uw € C, sdo equivalentes:
(a) w € uma solucao de 1iLrelgF(u);

(b) (Fj(w),v—u)+Fy(v) —F(u) 20 WveC;

(c) (Fi(v),v—u) + F(v) = Fo(w) >0 WveC.

Demonstragao. Ver [15]. O

Teorema 1.8 (Dualidade de Fenchel-Rockafellar). Sejam X e Y espagos de Banach,
fungoes converas f: X = RU{+oo} eg:Y — RU{+o0} e A : X = Y uma aplicacao

linear limitada. Suponha que f,g e A satisfacam uma das sequintes condigoes:

(a) f e g sao semicontinuas inferiormente e 0 € core(domg — Adomf), onde core € o

interior algébrico e domh, onde h é uma funcao qualquer, é o conjunto

domh ={z: h(z) < +oo};

(b) Adom N cont g # 0, onde cont € o conjunto dos pontos onde a fungdo é continua.

Entao,
inf {f(x) + g(Ax)} = sup {—F*(A™x") — g"(—x")}
xeX X*EY/
e o supremo € atingido.
Demonstracao. Ver [8]. O

Teorema 1.9. Seja D um subconjunto de um espaco de Hilbert H. FEntdo as sequintes

condicoes sao equivalentes:
(a) D gera um subespago vetorial que € denso em H.
(b) Toda funcional linear continuo em H que se anula em D € identicamente zero em H.

Demonstragao. Ver [5]. O
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Teorema 1.10. Para T > Ty, onde Ty € dado em (3.7) e (z°,z') € H{(0,1) x L2(0,1),

existe uma constante C > 0 tal que a solugao correspondente de
2"+ L1*2=0 em  Q,
z(0,t) =0, zy(1,t)=0 sobre T,

z(y,0) = zo(y), 2'(y,0)=z1(y) em Q,

satisfaz

0
Demonstragao. Ver [55].

N
J B(0,t)zx(0, )" dt > C(HZOH%{(l)(o,l) + ||Zl||%2(0,1))-

]

Teorema 1.11. Para T > Ty, onde Ty € dado em (3.8) e (2°,z') € H{(0,1) x L2(0,1),

existe uma constante C > 0 tal que a solugcao correspondente de
2"+ 1*2=0 em  Q,
z(0,t) =0, zy(1,t)=0 sobre T,

Z(y,O) :ZO(y)a Z/(U7O) :Zl(y) em Q7

satisfaz

0
Demonstragao. Ver [55].

Teorema 1.12 (Lions-Magenes). Sejam V,H e V' trés espacos de Hilbert tais que

VCH=H cV/,

onde cada espaco € denso no sequinte, as inje¢oes sao continuas e V' é o dual de V. Se

uma funcao u pertence a L2(0,T; V) e sua derivada u' pertence a L2(0,T; V'), entdo u é

.
J B(1,t)zx(1, )] dt > C(||ZO||%4(1)(0,1) + HZIH%Q(O,U)-

igual q.t.p. a uma fungao continua de [0, T] em H e temos a sequinte igualdade, a qual

vale no sentido de distribuicao escalar sobre (0,T):

d
alul2 =2(u’,u).

Demonstragao. Ver [42].

Teorema 1.13 (Du Bois-Reymond). Seja u € Li__.(Q). Entdo,

loc
| umemax=o. veeDl@)
Q
se, e somente, se w =10 q.t.p em Q.

Demonstragao. Ver [43].



Capitulo 2

Controlabilidade para uma equacao
do calor semilinear com
nao-linearidade globalmente

Lipschitz e termo de memoria

2.1 Introducao

Neste capitulo, investigamos a controlabilidade para uma equacao do calor semilinear
com termo de meméria e controle interno em um dominio limitado de R™. A semilineari-
dade possui termos gradiente e é globalmente Lipschitziana. Como o termo de meméria
nao permite diretamente a aplicagdo do teorema de continuagao tnica de Fabre [17] no
contexto da equacao do calor, fizemos alguns ajustes nos termos da equagao. Além disso,
a prova da controlabilidade usa uma variante de um método classico de ponto fixo e uma

técnica devida a Zuazua [57] e Fabre-Puel-Zuazua [18].

2.1.1 Apresentacao do problema e o resultado principal

A controlabilidade de EDP’s lineares e nao-lineares tem sido objeto de muitos tra-
balhos nas ultimas décadas. Aspectos tedricos e sua conexao com aplicacoes tém sido
considerados por muitos autores e muitos avancos podem ser mencionados.

Seja Q) um aberto limitado de R™ com fronteira I' de classe C2. Seja T > 0 um tempo

12
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dado e denotemos por Q o cilindro Q x (0, T) do R™*! com fronteira lateral £ =T x (0, T).

Para um aberto limitado e nao-vazio O C (), nosso propédsito ¢é investigar a controla-

bilidade aproximada para o sistema semilinear dado por:

t
u’ —Au—J g(t—o)Au(o) do+ f(u,Vu) =vxe em  Q,

0
u=20 sobre X, (2.1)

u(x,0) = ug(x) em Q.

Em (2.1), u = u(x,t) é o estado do sistema, v = v(x,t) é a fungado controle dis-
tribuida em O, e xo denota a funcao caracteristica do subconjunto O. Por u’ = u’(x, t)
representamos a derivada %—?.

Ao longo deste capitulo, adotaremos as seguintes hipdteses:

(A1) Semilinearidade: Assumimos que a fungao f : R x R™ — R é globalmente
Lipschitz, isto é, para quaisquer y,z € R e £, € R™ existe uma constante positiva K tal
que

1f(y, &) — f(z,Mle < K{ly — zlg + & —Nlgn ). (2.2)

(A2) Termo de Memdria: A funcao g: [0,00) — [0, 00) satisfaz

gecL'(0,00) e oc:zl—Jo g(s)ds > 0. (2.3)

(A3) Continuacao Unica: Seja {a, E)} € L*(Q) x (L*(Q))™. Se
P € L2(0, T; H3(Q)) n C([0, TI; L*(Q)) (2.4)

é solucao do problema

s T
—w’—A¢+atl)—div(btl))—J gm—t)Ap(n)dn=0 em Q,

t

Pp=0 sobre X,

P(x, T) =Po(x) em Q,
P =0 em  Ox(0,T),

(2.5)

onde O é um subconjunto aberto de (), entao P =0 em Q.
A condigao restritiva na suposicao (A2) significa que o termo de meméria é pequeno.
Esta condigao é suficiente para garantir a existéncia e unicidade de uma fungaou: Q — R,

como veremos na Segao 2.2. Além disso, a afirmacao (2.3) é também usada para mostrar
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que um funcional é continuo e coercivo. Posteriormente na Secao 2.3, explicitaremos com
mais profundidade a hipdtese sobre «.

No contexto da Fisica, o termo de memoria em (2.1) esta relacionado a propriedades de
viscoelasticidade do material. O termo g * Au da origem a algumas dificuldades técnicas
nesta adaptacao.

O problema de controlalbilidade para (2.1) pode ser formulado da seguinte maneira:
Dados T > 0, uy € L2(Q), um estado ideal u' € L2(Q) e € > 0, encontrar uma funcao

controle v € L2(O x (0, T)) tal que a solucao correspondente u de (2.1) satisfaz
W(T) —u'iz (o) < (2.6)

Em outras palavras, o problema de controlabilidade aproximada de (2.1) consiste em

mostrar que a familia de solugoes de (2.1) no tempo T dada por
R(u, T) = {u(-, T) : u é solugdo de (2.1) com v € L*(O x (0,T))}. (2.7)

é densa em L2(Q).

Mais precisamente, nosso principal resultado ¢ o seguinte:

Teorema 2.1. Suponhamos que valem as condi¢oes (A1), (A2) e (A3). Entao o sis-
tema (2.1) € aprovimadamente controldvel, isto é, para cada T > 0 e ug,u’ € [2(Q),

existe um controle v € L2(O x (0,T)) tal que a solugdo correspondente de (2.1) satisfaz

(2.6).

2.1.2 Organizacgao do capitulo

Os contetdos deste capitulo estao organizados como segue. Na Secao 2.2, lineariza-
mos o problema (2.1) e descrevemos o método do ponto fixo. Na Segao 2.3 obtemos a
controlabilidade aproximada para o sistema linearizado. Na Secao 2.4 provamos a con-
trolabilidade para o sistema original (2.1). Finalmente, apresentamos alguns comentérios

adicionais e questoes na Segao 2.5.

2.2 Sistema Linearizado

Os objetivos desta segao, seguindo ideias de Zuazua [57], sdo linearizar o sistema (2.1),
e em seguida descrever como usaremos o teorema do ponto fixo de Schaefer (Teorema 1.6)

para atingir nosso propésito.
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Com efeito, notemos que para u € L?(0, T; H}(Q)), vale a seguinte identidade

f(u, Vu) —1(0,0)

of of
onde g, on
variaveis u e Vu.

Consideremos

' of
—(ou,oVu)do e

Fu) = Jo 30

rl d
], E{f(cru, oVu)}do
(t of ' of
—(ou, GVu)d(Gu) dO‘—l—J —(ou,oVu) - d(oVu)
Jo 00 do o O

Bl tof
—(ou,ocVu)udo + | —(ou,oVu) - Vudo,
Jo 06 0 0N

' of
G(u) = a—(Gu, oVu)do.
o 9N

Com essas notagoes, temos que

f(u, Vu) — (0,0) = F(u)u+ G(u) - Vu.

Usando a propriedade Lipschitziana de f, deduzimos que

[F(u)]

/A

—(ou,ocVu)do

Jl of
0

00

(1] of
I, %((m, GVu)‘ do
| f(ou+h,oVu)—f(ou, oVu)
lim do
Jo |h—0 h
1 |f(ou+h, oVu) — f(ou, oVu)|
lim do
Jo h—0 [h|
! K h— Vu— oV
. {lou+ ou| + |oVu—o ul}dg
Jo h—0 |h
K,
Lof
J —(ou,ocVu)do
0 0N
nl af
—(ou, O'Vu)‘ do
0| 0M
| f(ou,oVu+h)—f(ou, oVu)
lim do
Jo |h—0 h
"t |f(ou,oVu+h) — f(ou, oVu)|
lim do
Jo h—0 [h
! K — \Y% h—oV
- {lou—oul+ [oVu + o u|}dcr
Jo h—0 I

K,

do

denotam, respectivamente, as derivadas parciais da funcao f com respeito as
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ou seja,
[Flw) < Ke|Gu)lg~ <K,
onde K é uma constante de Lipschitz de f.
Portanto,
[F(w)|liw(q) < Ke |[G(w)||(1e(q)n < K Vu € L?(0,T; Hy(Q)),
onde (L*(Q))™ = L*(Q) x L*(Q) x --- x L*(Q).
Logo, estao bem definidas as aplicacoes
F:L2(0, T;Hp(Q)) — L°(Q) e G:L*0,T; Ho(Q)) — (L2(Q))™
Assim, o sistema (2.1) pode ser reescrito como sendo:
t
u' —Au— J g(t—o)Au(o) do+ F(uw)u+ G(u) - Vu+1f(0,0) =vxe em Q,
0
u=0 em X (2.8)
u(x,0) = up(x) em Q.
Fixado y € L2(0,T; H}(Q)), consideramos o seguinte sistema:
t
u —Au— J g(t—o)Au(o) do+ Fly)u+ G(y) - Vu+ f(0,0) =vxe em Q,
0
u=90 em X, (2.9)
u(x,0) = up(x) em Q.
O sistema (2.9) ¢é linear no estado u com potenciais
(o) _> o n
a(x,t) == F(y(x,t)) € L7(Q) e b (x,t) := G(y(x, 1)) € (L*(Q))
satisfazendo a seguinte limitacao uniforme
lallte@) <K e [Iblfre(qm < K. (2.10)
Nesta configuragao, o sistema linearizado (2.9) pode ser reescrito na forma
t -
u’—Au—J g(t—o)Au(o) do+au+ b - Vu+1(0,0) =vxe em Q,
0
u=>0 sobre X, (2.11)
u(x,0) = up(x) em Q.

Logo, valem as seguintes afirmacgoes, cujas demonstracoes podem ser encontradas no

Apéndice A:
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(i) Sel=wvxo—f(0,0) € L2(0, T; L2(Q)), wp € L2(Q),{a, b} € L*°(Q) x (L*(Q))" e g

satisfaz (2.3), entao existe uma tnica fun¢ao u: Q — R, solucdo do sistema (2.11)

satisfazendo
u e C°([0, T L*(Q)),u € L*(0, T; Hy(Q) N L=(0, T; L*(Q))
no sentido de L2(0, T; H1(Q)) e u(0) = uy.

%
(i) Sel=vxo—*(0,0) € L*(0, T;L*(Q)), uo € H5(Q), {a, b} € L¥(Q) x (L*(Q))" e g
satisfaz (2.3), entdo existe uma tnica funcdo u: Q — R, solucdo do sistema (2.11)

satisfazendo
u e C°(0, T Hy(Q)),u € L*(0, T; Hy(Q) N H?(Q)) N L=(0, T; L*(Q))

no sentido de L2(Q) e u(0) = wuy.

Na Secao 2.3, mostraremos que para cada y € L2(0,T;H}(Q)), o sistema (2.9) é
aproximadamente controldvel, ou seja, dados ug, u' € L2(Q), existe um controle v =
v(x,t;y) € L3O x (0,T)) tal que a tnica solucao uw = u(x, t;y) € C([0, T];L*(Q)) N
L2(0,T; H(Q)) de (2.9) satisfaz

u(T) — UT’B(Q) <€

A partir dai, para obter a controlabilidade aproximada para o sistema (2.8), definiremos

a aplicagao nao-linear
T:L2(0, T; Hg(Q)) — L2(0, T; Hp(Q)); - Tly) =, (2.12)

onde u é solugao de (2.9), e mostraremos que J tem um ponto fixo, o que sera feito através
do teorema do ponto fixo de Schaefer (Teorema 1.6), que é uma consequéncia do teorema
do ponto fixo de Schauder. Com efeito, se y € L2(0, T; H}(Q)) é tal que y = T(y) = u,

entao a solucao u de (2.9) é também solucao de (2.8).

2.3 Controlabilidade para o sistema linearizado

Nesta secao, provaremos a controlabilidade aproximada para o sistema linearizado

(2.11). Para isso, inicialmente é importante notarmos que a solu¢ao u de (2.11) depende
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nao somente de (x,t) € Q, mas também da fungao controle v. Esta dependéncia é

representada por u(x,t,v).

Para 1(x, t) = v(x, t)xe temos que L € L2(0, T; L2(Q)), e podemos assumir que uy = 0
e f(0,0) = 0, pois o sistema (2.11) é linear. Logo, estamos no caso regular (ii) apresentado
na Secao 2.2. Consequentemente, obtemos uma tnica solucao forte u = u(x,t,v) para
o problema (2.11), e além disso, u € C°([0, TI; H{(Q)) ou u(-,t,v) € H}(Q) C L*(Q).
Isto significa que para uma funcao arbitraria u' € L2(Q), a qual é chamada de estado
ideal do sistema, nao é possivel obter um controle v € L2(O x (0,T)) tal que a solucao
correspondente u(-, t,v) € H}(Q) satisfaca u(x, t,v) = u' (x).

No entanto, provaremos que os elementos de L2(Q) podem ser pelo menos aproximados
por solugoes de (2.11) calculadas no tempo T; ver [41]. O resultado a seguir é essencial

para estabelecermos a controlabilidade aproximada do sistema (2.11). Mais precisamente,

temos:

Lema 2.1. Seja g : [0,00) — [0,00) uma funcao de 11(0,00) ey, € L2(0,T;L?(Q)).

Entao, para cada t € [0, T], vale a sequinte igualdade:

T

J U o(s — oly(o) do} as)dszj U gn — s)C(n) dn| y(s) ds.
Qx(0,t) Qx(0,t)

0 s

Demonstracao. Consideremos

~ y em [0, ] ; ¢ em [0,t]
y = =
0 fora de [0,1t]; 0 fora de [0,1],
s g(u) se u=0 | g*y em [0,
g(u) = e gxy=
0 se u<0; 0 fora de [0, t].

Logo, § € L2(R; L*(Q)), ¢ € LX(R;1*(Q)), g € L'(R) e g ¥y € L*(R;L2(Q)). Dai,

J J la(s — o)y(o)do] ¢(s)ds :J g% y(s)i(s) ds =
Qx(0,t)

0 Qx(0,t)

J ms)as)as::j @*g(s)i(s)dszj §(s) * &(s) ds =
OxR O xR

QxR

J U §(S—n)5(n)dn]9(3)ds:J U g(n—s)é(n)dn}g(s)dsz
OxR R O xR R

)
J J lg(n — s)C(m)dnl y(t)ds,
Qx(0,t)

S

onde por ¢ denotamos é(x) = g(—x). H
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Agora, usando o Lema 2.1, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 2.2. (Controlabilidade Aproximada para o Sistema Linearizado) Seja R(T) o
conjunto de todas as solugoes fortes u(x,T,v) para a equagio de estado (2.11) com v
variando em 12(O x (0,T)). Assumindo as hipdteses (A1), (A2) e (A83), entio R(T) é
denso em L2(Q).

Demonstragdo. Mostraremos que dados u' € L2(Q) e ¢ > 0, existe v € L2(O x (0,T)) tal
que a solugao correspondente u do problema (2.11) satisfaz (2.6).
Denotamos por P(x,t) € C°([0, T]; L3(Q)), (x,t) € Q a solugao fraca de

T

' A+ ap - div(B) | gl A dn =0 em  Q
V=0 sobre X, (2.13)
P(x,T) = o), by € 12(Q) em Q.

Observagao 2.1. Escrevendo 0(x,t) = P(x, T—t), transformamos (2.13) em um sistema

equivalente

t

9’—A9+a9+?-VG—J g(t—m)Ad(m)dn=0 em Q,
0

0=0 sobre L, (2.14)
6(x,0) = Wo(x), by € L*(Q) em Q.
na funcao desconhecida ©, mas com 0(0) = Vg, onde Py € L2(Q). Logo, estamos no caso
(i) de existéncia; ver Se¢ao 2.2.
Usando a solucao de (2.13) e o dado Py € L3(Q), definimos para um dado ¢ > 0, o
seguinte funcional ] : L2(Q) — R dado por:

1

J(o) = §J W (x, )] dx dt + elboli2(q) —J w1 dx. (2.15)
0Ox(0,T) Q

Provaremos agora algumas propriedades a respeito deste funcional:

e | é continuo.

De fato, consideremos P — 1y em L*(Q). Entao,

efgliz(a) — elboliz) e J u' P dx — J u"g dx.
Q Q
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Por outro lado, seja (0,, — 0) a solucao do sistema:

(0, —0) —A(6, —0)+ a6, —0)+ b - V(6, —6)

_th(t—O‘)A(en(O‘)—G(o‘)) do=0 em  Q,
0 (2.16)
0, —0=0 sobre X,
(60 —6)(0) =g — o em Q.

Multiplicando cada parcela da primeira equagao de (2.16) por 8, — 6 e integrando

em Q x (0,t), obtemos

ta
J Lo, (x.s) — 0(x. s)P dsdx

o[ [ oo o aas =] [ 4

0 Q

1 1
:—jr&au—eade——j|&4m—edex
2)a 2]o
1 2 1 2
= §|6n(t) —0(t) L2(Q) — §|en(0) —0(0) L2(Q)
1 2 1 n 2
= 5!971(’() —0(){2q) — 5"4’0 —Yoliz(q)-
t rtop
. J J (0, — B)A(6, —0) dxds — V(0. — 0)[ dxds
0Jo JoJa
t( 0(6,—06
_ Q(en_e) ds
Jo Joo ov T
ot
= IV (0, — 0)* dxds
0JQ

t t
° JJ a(en—9)2dxds < JJ HaHL"O(Q)(en_e)ZdXdS
Q 0Jo
t
= Jlaleia) | [ 1007 axas
0Jao

t
:!MhquJ&dﬂ—eﬁﬁﬁmd&
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°* — JtJ (0, —0)(s) JS g(s —o)A(0,(0) —0(0)) dodxds
Q

—0)(s)g(s — 0)A(0,,(0) —O0(0)) dodxds

__[ J(én—e)(s)g(s—G)A(én(G)— (0)) dodxds
R

RJIQ
. g(s—a)J (0.(s) — 0(s)) A8 (0) — (o)) dxdods
RJR Q

RJIRJIQ

_ J §(s — 0)V (6, — 0)(x,5) - V(6 — 0)(x, 0) do dx ds
RJOQ JR

= V(0. —0)(x,s) J Q(S—G)V(én—é)(x, o) do dx ds
RJO R

= V(0, —0)(x,s) - g * V(0, —0)(x,s) dx ds
RJQ

< [V(0n — 0)(x,5)] 1§ * V(6, — 0)(x, )| dx ds
JRJQ

_ J V(8 — 0)(x, 5)] 1§ * V(8 — 8)(x, 5)| ds dx
JO JR

= 19l (m)
QIQ

< | IV(On — Oz (18]l @)V (O — 0)lr2m) dx
Jo

= (|9l (m) QHen_eHHg)(R) Hen_eHHg)(R) dx

[6n — e”ﬁ—(})(R] dx

= 19l (r) . 16 (s) —é(S)II%{(l)(Q) dx ds

t

= 191t (00 J [8a(s) — O(3)]I2 ) .
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0

* Jt JQ V(0. —6)- B)(en — 0) dxds.
LJ 8 — 01V (6, — 0)] B | dxds

<K J 0, —0)||V(0,, — 0)| dxds
JOo JQO

ot % %
<K (J 0, —0)[? dX) (J IV(0, —0) dx) ds
Jo \Ja o

rt

=K | 10n(s) = 0(s)l2()|On( (S)”H}J(Q) ds

JO

K2 t
< 4—J 0(s) — 9(5)’%2((1) ds + 5J [6n(s) — 9(3)"1211((1) ds,
& 0 0 0

onde na ultima desigualdade foi usada a desigualdade de Young com & (Teorema

1.3), com ¢ > 0 a ser determinado posteriormente.

Dai, combinando as expressoes acima, segue que

0

JtJ (6 —06)(0, —0) — (6,, —B)A(6,, — 6) dxds
Q

- —E L a(6,, — 0)% dxds + Jt L(en — 0)div(® (6, —0)) dxds

0

+] ] @n=0)| gls—0)a(ea(o) (o)) dodras

0 0
2

t K2t
KJ IGH(S)—G(S)%Q(Q) ds+4—£J 0(s) — O(s) %2(51) ds
0 0

t
2
v [ 180(5) ~ 80512y 0 ds

t
gl oo J [8n(s) — ()12 ) s

e portanto,
1 2 L n 2 ’ 2
§|9n(t) —0(W)l2q) — §|1|)0 —olizq) + . 10n(s) = O0(s) [y ) ds

t K2 t
< KJO 10 (s) — 0(s)IF2(0) ds + e L 10n(s) — 0(s)F2q) ds

t
v [ 10n(s) 0y s

t
gl ose) j 10n(s) — 8(s)]12 ) s,
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e assim,
1 2 L n 2 ‘ 2
S18n(t) = B(t) 20y < S5 — otz — L 18n(s) — 0(s)|[34 ) ds

K2 t
J (_O_) ds+zj0 |en($)—e($) %_Q(Q) ds

t
e [ 100051~ 805 ) s+ liglsioe | 190151 = 005 g @5 217

t
= §|1|)(TJ1 _11’0|2L2(Q) + (5 —1+ ||9HL1(0,00)) L [6n(s) — e(s)||2Hé(Q) ds

K2\ *
+ (K + E) J'O ’en(S) — 9(3) %Q(Q) ds.

Vamos tomar ¢ = 1 — ||g]|11(0.00), de modo que € — 1 + ||g]|11(0.00) = 0. Assim, a

desigualdade (2.17) se torna

1 1 K?
100(8) = 01010 < 0T —Wolf + (K5 ) [ 100051 = 00512 5.

4e

(2.18)

Se denotarmos

o x(t) = 110 (t) ~ 8(t)2 )

1
= S — otz

K2
e B(t) = (K—|—4€>

entao a desigualdade (2.18) se escreve como

t

x(t) < C—i—J B(s)x(s) ds, Vtel[0,T].

0

Logo, pela desigualdade de Grénwall (Teorema 1.2), segue que

x(t) < Cexp Ut B(u) du} , Vtelo,Tl. (2.19)

S

Observando que 3 é constante, temos
x(t) < CeMT vt e [0, Tl

ou seja,

1
§|9n(t) —0(t) %_2(_()_) < gy _¢0|%_2(Q)6M1T7 vt e [0, T],

onde M; é uma constante positiva.
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Dai, 0, — 0 em L2(0,T;L2(Q)), e concluimos que

[0nll2(0x0,1)) = [1OllL2(0x(0,1)),

ou, equivalentemente,

[Wnllezoxom) = [[Wllzox01)-

Logo,
J(bg) = J(o).
e | é estritamente convexo.

Provaremos que

J(Ag + (1 = A1) < AJ(o) + (1 = A)J (W),

para Py £ ;e A € (0,1). De fato, inicialmente notemos que

Mo + (1 = A)ili2(a) < Aehbolizia) + (1 —A)elbili2 (),

—J uT(A1b0+(1—?\)1b1)dx:7\(—J uTtl)de)+(1—7\) (—J uleldx).
Q Q Q

1
Por outro lado, |[\pol|l = UOX(O n P? dx} * define uma norma em 12(Q). De fato, se
[lbolll = 0, temos que P = 0 q.t.p. em O x (0, T). Logo, pela hipdtese (A3) obtemos
que b =0em Q x (0,T). Entao Py =0 em Q. Portanto,

Ao + (1 = A [[| < Mifwpolll + (1 = Af[Rball,

pois P # ;. Isso finaliza a prova de que | é estritamente convexo.

e | é coercivo. Para provarmos este item, mostraremos que

J (o)

Im ——— > ¢
[Wbol|—o00 |1|)0|L2(Q) -

De fato, seja Po; uma sequéncia em L?(Q) tal que [g;lr2(q) — o0 e P; a solugao

do problema (2.13) associada a ;. Consideremos

1I)Oj T 1I))'

T CEE
" Woiliz(a)

" Woiliza)
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Observemos que, ; é a solucao normalizada do problema (2.13) associada a ;.

Assim, temos que

1(11)0]') 1 J 2 1 T
. = - Pidxdt+e— — | uw Vg dx
[Wojlz(a) 2MWoilizi0) Joxor) Wojliza) Ja !

UDIETES) | Baxdtees | wyax
2 9x(0,T) o}

Agora, analisaremos dois casos:

Caso 1: lim ian LAI)]Q dxdt > 0.
Ox(0,T)

Neste caso, temos que

J(Wo;) f Wojliz(a) J
2

liminf —————— > limin 1./\1)]2 dxdt + ¢ + lim supJ uT$0j dx.
21Po;li2(0) 9x(0,T) o)
Como lim inf f(9x(0 n IT)]Q dxdt > 0, obtemos

nf |1|)0j|2L2(Q)

lim J P? dxdt = +oo.
Ox(0,T)
Sendo

< uMliz(q) - Wojliza) = 'liz(q),

T
U u Po;
Q

segue que

J (Po5)

liminf ———— = +00
Wojliz(a)

Caso 2: lim ian $J2 dxdt = 0.
9% (0,T)

Como lim ian lAb? dxdt = 0, podemos extrair uma subsequéncia, ainda deno-
Ox(0,T)

tada por 1A|)]-, tal que

J lAbf dxdt — 0 quando j — oo.
Ox(0,T)

Por outro lado, sendo |1A|)0]-|L2( o) = 1, podemos extrair uma subsequéncia tal que
Yo — Py em L*(Q). (2.20)

Considerando $i solucao fraca de
—~ —~ —~ — T —~
b} Ay + by — div(Bhy) — | gin—tadm di=0 em Q.

t

1Al),- =0 sobre X, (2:21)
P; (%, T) = oj (%), boj € L*(Q) em  Q
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obtemos, por meio de um calculo andlogo ao feito acima, o seguinte:

1~ to ~
§|6j(t) T2y H(—e+1—=lgllL1(0.00) L 185(8) 111 2y ds < C(TMboslfz (), Yt € 0, T],

onde € > 0 é tomado de modo que —¢ + 1 — ||g]|L1(0,00) > 0.
Dali,
1~ v
§|¢1(T —t)lf2(q) + (e + 1 —=1gllL1(0,00)) L [; ()} (o) ds < C(T), Vte [0, T
Assim, da desigualdade acima, segue que
1/]\)]~ ¢ limitada em L*(0, T;L%(Q)),
P; ¢ limitada em L2(0, T; H3(Q)),
donde deduzimos, a menos de subsequéencia, que
P; =P em L0, T;12(Q)),
Py = b em L2(0, T;HE(Q)).
Por meio das convergéncias acima podemos passar o limite em (2.13) com 1/\])]- e pro-
varmos que I/l; é solugao fraca de (2.13) com dado inicial 1Abo. Para maiores detalhes,
ver Apéndice A.

Como @i — 1 em L2(0,T;L2(Q)), temos que 1/|3j — 1 in L2(O x (0, T)). Portanto,

pelo Teorema de Banach-Steinhaus, obtemos
Wlez(ox(0,1)) < Hminf [jlz(ox(0,1)) = 0.
] — 0

Logo, 1Ab =0 q.t.p. em O x (0,T). Pela hipétese (A3), temos que IAI) =0em Q, isto

é, 150 =0 em Q. Agora, de (2.20), vale necessariamente que
Po; — 0 em L2(Q),

e assim, temos que
J uoj dx — 0.
Q

Sendo
J(bo;)

liminf ————— > ¢ + lim supJ uT1A|)0j,
j—oo [WojlL2(q) j—oo Ja

temos a desigualdade desejada:

J (Po;)

lim inf P9 5
j—oo [Wosli2(0)
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]

Tendo em vista as propriedades do funcional | acima, deduzimos que | atinge seu

minimo em um tnico @y € L2(Q), ou seja,

J(@o) = woggr(lm J (o) 02,

J(@o) < J(Wo), Vo€ L*(Q), o # o

Consideremos o problema com dado inicial ¢q dado por:

.
.
—@’—A@Jracp—dw(bcp)—J gm—t)Ae(m)dn=0 em Q,

t

=0 sobre X, (2.23)

o(x, T) = @o(x) em Q.
Sendo @y € L*(Q), o problema (2.23) admite uma tinica solugao @ € C°([0, T]; L(Q)).
Logo, considerando o controle

v=¢ in Ox(0,T),

onde @ é a solugao de (2.23) com dado @, € L2(Q) sendo o minimo de J em (2.22), segue

que a solugao u para o problema

t

u'—Au—JO g(t—o)Au(o) do + au—l—?-Vu:(p)(o em Q,
u=0 sobre X, (2.24)
u(x,0) = em Q,
satisfaz
w(T) — uT’LQ(Q] < e
De fato, consideremos & a solucao fraca do problema adjunto
o T

—E'—A5+a£—div(b5)—L gm—tJAEM)dn =0 em  Q,

&E=0 sobre X, (2.25)
E(x, T) = &(x) em Q,

onde & € L2(Q).
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Multiplicando a primeira equacdo em (2.24) por &, e integrando em Q, nos conduz a
expressao

i
(u(T)LET) — ((0), £0) + | <u, % Ar+ai- dw(?a)> at —
0
i
J, (

E g(t—o)Au(o) do, &) dt = J

@& dxdt,
Ox(0,T)
onde (-,-) é a paridade de dualidade entre H}(Q) e H*(Q), e (+,-) é o produto interno

em [2(Q). Logo, de (2.25), deduzimos que

i
((T)LET) = ((0), £0) + <u,

.
) J g(n—t)Ari(n)dn> dt —
.
I, (

¢ (2.26)
J g(t — o)Au(o) do, é) dt = J @& dxdt.
0 Ox(0,T)

Como u, & € L2(0, T; H{(Q)), do Lema 2.1, segue que
T /ot T /T
| (J g(t — 0)Vu(o) do,va(t)) at= | (J o(n —t)va(n)dn,w(t)) dt.
o \Jo 0o \Jt
Portanto, pelo Teorema de Green, obtemos que
T /ot T /(T
J (J g(t—o)Au(o) do, &(t)) dt — J <J
0o \Jo

gn— t)AE(n)dn,u(t)> dt =0.
0o \Jt
Assim, de (2.26), temos que

(w(T), &) :J 0E dxdt,

Ox(0,T)

(2.27)
para todo & solugao de (2.25) com dado &y € L3(Q).

Lembremos que a solu¢ao @q do problema de minimizagao (2.22) é caracterizada pela
equacao de Euler

J'(@0)&0 =0, V& € L(Q). (2.28)

O nosso proposito, nesse momento, é calcularmos a derivada de Gateaux de J(@o).

Para um elemento arbitrdrio & € L2(Q) e pela definicao de derivada de Gateaux de
J(@), temos que

(J'(@0), &) = diA (@0 +A&) =0 -

De (2.15), encontramos que

1
J(po+AE) = S (@ +AE, @ + AE) 205 (01)) T € (90 + A&o, @0+ A&0) (2

(2.29)
- (uT7 ®o + }\EO)LQ(Q) :
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Notemos que a derivada com respeito a A, calculada em A = 0 em (2.29), é dada por

d (@0, &0)r2
(@0 +A&o) rmo= (@, E)rzox (01 — (U7, Eo)r2(a) + et (2.30)
dA [Poli2(q)
De (2.28) e (2.30), temos que
(@0, &o)r2
(@, &) 12(0x(01)) — (U, &)i2(0) = —€w, vV & € L*(Q). (2.31)
l@olrz(a)
Combinando (2.27) e (2.31), deduzimos que
(@0, &o)r2
(WT) = uT, &) 1) = —E— 0 Yy € L2(Q).

|(Po|L2(Q)

Em particular, para & = u(T) —u' € L2(Q), vale que
T|2 T
u(T) —u |L2(Q) <efu(T—u ‘L2(Q) ;
onde
lu(T,v) —uT‘LQ(Q) <e, Ve>0

e assim a prova do Teorema 2.2 esta completa.

2.4 Prova do Teorema 2.1

O principal objetivo desta se¢ao é provarmos a controlabilidade aproximada para o

sistema semilinear (2.1). Antes, vamos revisar alguns resultados das se¢oes anteriores.

Observacao 2.2. Usando as propriedades da funcao f na Se¢ao 2.2, podemos transformar
o sistema (2.1) no sistema (2.8). Para um dadoy € L2(0, T; H{(Q)) fizado, consideramos
o sistema linearizado (2.9), onde os potenciais a(x,t) = F(y(x,t)) e ?(x, t) = Gy(x,t))
satisfazem (2.10). Na Se¢do 2.3 estabelecemos a existéncia de uma fungao controle v que

pertence a L2(0 x (0,T)) e tal que a solugdo correspondente u(x, t,y;v) para (2.9) satisfaz
u(T;v) —ulleq) <é,

para dados up, u' € 12(Q), T >0, ¢ >0, ey € L2(0, T; H{(Q)) fizado.
Agora seja T a aplicagio ndo linear definida em (2.12), com u solugdo do sistema
(2.9). Conforme visto anteriormente, a prova do Teorema 2.1 sequird mostrando que T

tem um ponto fizo.
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O seguinte resultado nos fornece uma propriedade de coercividade que sera essencial

para o nosso propoésito. Mais precisamente, vale que:

Proposicao 2.1. Sejam X um subconjunto relativamente compacto de L2(Q) e R uma

constante estritamente positiva. Entdo, a propriedade de coercividade

J (o)

lim — >
thl]_?[Q)"OO |1-|)0|L2(Q)

%
vale uniformemente sobre u' € X com os potenciais {a, b} € (L=(Q))™"! satisfazendo
%
lalli=@) <R, [|b[lre@m <R

Consequentemente, os minimizantes @q do funcional | em (4.4) sao uniformemente
limitados quando u' € X e os potenciais a, E) também os sao. Logo, o controle v = ¢,
onde @ ¢é solucao do problema adjunto associado a @ ¢ uniformemente limitado, ou seja,
existe uma constante positiva C(R) tal que ||v||r2(0x(0,1)) < C(R).

Prova da Proposicao 2.1. Suponhamos, por contradi¢ao, que a propriedade de coerci-
vidade nao vale uniformemente. Assim, existem sequéncias ujT € X, Po; € L2(Q) tal que

[Wojliz() — oo e aj, b; com
%
lajllte@) <R, [|bjll(L=(q)n <R,

tais que

Ji (o;) _
Wojlr2(a) semo (2.82)

para algum 6 < ¢, onde J; denota o funcional correspondente a ujT e aos potenciais a;, bj.

Pondo

S 1 S

Poj = —— e Py = —_—
[Wojli2(0) [Wojli2(0)
onde ; ¢ tal que

-~ — T
—l.l)]/ — Alb) + a]'l]))' — dl\)(b]'lj)]) _J Q(T] - t)A'l])]' (ﬂ) dT] =0 em Qa

t

P; =0 sobre X (2.33)

Y(x, T) =i (x), Poj € L*(Q) em (),

entao podemos notar que 1A1)]~ satisfaz

~ ~ ~ EENPN T ~
_¢;—A¢j+aj¢j—div(bjxpj)—J gm—t)Ap;(n) dn=0 em  Q,

t

IT)j =0 sobre X, (2.34)
W(x, T) = by (x), bo; € [2(Q) em Q.
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Temos que,
]j (11’0)') 1 J 2 1 T
= Pydxdt+ e — — [ u; Py dx
[Wojli2(a) 2[oil2(0) JoxoT) Wosliza) Ja 0 0
N’Oﬂﬂ J 1A|)]2 dxdt + ¢ — J u)-TLAboj dx.
2 9x(0,T) o
Como Npjlr2(q) — 00, entdo por (2.32), segue que
J 1A|)]2 dxdt — 0, quando j — oo. (2.35)
Ox(0,T)
Extraindo subsequéncias, temos
P — o em L*(Q), (2.36)
¥; — b em L*(0, T; HG(Q),
ujT —u' em L2(Q),
a; = aem L*(Q), (2.37)
b; = bem L®(Q)". (2.38)
Por (2.35), vale que
¥ =0em O x (0,T). (2.39)
Agora, mostraremos que 1A|) satisfaz
~ —~ —~ — T ~
-8+ ab - dv(B9) - | g vabmidn =0 an Q.
t
1Al’ =0 sobre X, (2.40)
D, T) = bo(x), bo € L*(Q) em Q.

De fato, multiplicando a primeira equagao em (2.34) por 1Ab]-, integrando em Q x (0, t),

usando as desigualdades de Young, Young para convolugoes e Holder, e posteriormente a

desigualdade de Gronwall (Teorema 1.2), concluimos que
I/IBJ’ é limitado em L2(0, T; H™'(Q)).
Assim, pelo Teorema de Aubin-Lions (Teorema 1.1), segue que

~

ll)j' é relativamente compacto em L2(0, T; L?(Q)),
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o que implica,

; — P em L2(0, T; L(Q)). (2.41)

Por (2.37), (2.38) e (2.41), podemos concluir que

a;h; — ad em L2(0,T; L3(Q))

b;P; — b em L2(0, T; L2(Q)™

Das convergéncias acima, segue que o limite LAl) satisfaz (2.40).

Assim, como ) satisfaz (2.39) e (2.40), entdo a hipétese (A3) nos diz que

-~

P=0em Q x (0,T),
e em particular, IAI)O =0 em L?(Q). Retornando a (2.36), vemos que
Po; — 0 em L2(Q),

o que implica

J ujTtAl)oj dx — 0.
o)
Portanto,

J5(Wo;) _ [Wojlz(a)
[Wojli2(0) 2

T~
> €—J ui oy — ¢,
o)

J @f dxdt 4+ ¢ — J ujTtAl)o,- dx.
0x(0,T) Q

mas isso contradiz (2.32). Logo, a prova da Proposigao 2.1 esté concluida.

Agora a proxima etapa é provar o principal resultado deste capitulo.
Prova do Teorema 2.1. Consideremos a aplicagdo T definida em (2.12). Mostraremos
que T admite um ponto fixo via Teorema do Ponto Fixo de Schaefer (Teorema 1.6). Para

isto é suficiente mostrarmos que
e T é continuo;
e T é compacto;

e J tem imagem limitada, isto é, existe 3 > 0 tal que

1TW2 0,130 < B, Yy e L2(0,T; Ho(Q)).
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No que segue, mostraremos os trés itens acima.
e Continuidade de T
Inicialmente, consideremos uma sequénciay; — y em L?(0, T; H)(Q)). Entao mostraremos

que os potenciais F(y;), G(y;) satisfazem as seguintes condicoes:
(a) F(y;) = F(y) em LP(Q) para todo 1 < p < o0;
(b) G(y;) = G(y) em (LP(Q))™ para todo 1 < p < o0;

(¢) IFyi)lleq) < K, Gyl =@y < K.

Para provarmos o item (a), observamos que
Fly;) = Fly) atp.em Q e J (IF(y;) [P + [F(y)[P), dxdt < 2KP med(Q).
Q
Entao pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que

Fly;) = Fly) em LP(Q),

para todo 1 < p < oo. Isto encerra a prova do item (a). A prova do item (b) é andloga.
O item (c) segue pela hipétese sobre f.

Agora, do caso linearizado, da Proposicao 2.1 e pelo item (c), temos que os controles
sao uniformemente limitados. Mais precisamente, os controles v; = 1jXo, onde \; sao

solugoes do sistema

.
_lp]!_Aq)).JrF(yj)xpj—div(G(yj)xpj)—J gm—t)AP;m)dn =0 em  Q,

t

b =0 sobre X, (2.42)
Y;(x, T) = Poj (x), oy € L*(Q) em Q.
onde 1y; ¢ o minimizante do funcional correspondente J; dado por (2.22), satisfazem
IVillizoxo1) < C Vj>1,

de acordo com a Proposicao 2.1.

Também obtemos, da Proposicao 2.1, que

Wojlrzio) < C, Vj=>1.
Assim, existe uma subsequéncia de (;) tal que

Po; — Py em L*(Q). (2.43)
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Multiplicando a primeira equagdo em (2.42) por 1j, integrando em Q x (0, t), usando

as desigualdades de Young, Young para convolugoes e Holder, e apds isso a desigualdade

de Gronwall (Teorema 1.2), deduzimos que

(P!) é limitado em L2(0, T;H™'(Q)), (2.44)

)

P; =P em L*(0,T; Hy(Q)), (2.45)

onde 1 é a solugao do sistema

]
HV—A¢+wa—dw@wmﬂ—J9M—¢M¢MMH=0em Q.

V=0 sobre X, (2.46)
Y(x, T) =o(x), by € L*(Q) em Q.

De (2.44), (2.45) e pelo Teorema de Aubin-Lions (Teorema 1.1), obtemos que
P; =P em L*(Q). (2.47)
Sendo vj = X0, segue que
v; = v em L*(O0 x (0,T)), (2.48)

onde v = 1Px, P solugdo do problema (2.46).
Seja u; = T(y;) a solucdo do sistema
t

u — Au; — L g(t — o)Auy(o)do + Fly;)u; + G(y;) - Vuy +1(0,0) = vjxo em Q,

u; =0 sobre X,
u;(x,0) =up(x), em Q.
(2.49)

com hu(T) —u'| <e.

Entao, por (2.48) e pelos itens (a) e (b), vale que
w; —u em [*(0,T; Hj(Q), (2.50)

onde u resolve o sistema (2.9), com |[u(T) —u'| < e.
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De fato, para vermos que vale (2.50), consideremos wj = u; — u, solucéo do sistema

t

Wi — Aw; —J g(t — 0)Aw;(0)do + F(y;)w; + G(y;) Vw; + (F(y;) — F(y))u

0
+(G(y;) — Gly))Vu = (v; =v)xo em Q, (2.51)
wj = 0 sobre X,

w;j(0) =0 em Q,

a qual satisfaz

wj — 0 em L*(0,T; Hy(Q)). (2.52)

Para mostrar a afirmacao (2.52), multiplicamos a primeira equagao em (2.51) por wj, em
seguida integramos em Q x (0, t), apds isso usando as desigualdades de Young, Young para
convolugdes e Holder, e por tltimo a desigualdade de Gronwall (Teorema 1.2), obtemos

que

Wiltsomiz)) T (=€ + 1= llglltr0.00) Wilt20mm100))

(2.53)
< K|[F(y;) — F(U)H%v(Q) + K[|G(y;) — G(U)H%LP(Q))H + v _v|?_2((‘)><(0,T))7

onde ¢ > 0 é escolhido de modo que —& +1 — ||g||11(0,00) > 0. Assim, da hipétese (2.3),
itens (a), (b) e (2.48) segue (2.52). Portanto, (2.50) vale.

Para concluirmos a prova da continuidade de T, é suficiente mostrarmos que T(y) = u.
Para este propdsito é suficiente provar que g (condigao inicial em (2.46)), a qual é limite
fraco de o; (condic@o inicial em (2.42)), minimiza o funcional | em (2.22) associada ao

problema de controle limite (2.9). Para isso, mostraremos que

J(o) < J(&0), ¥ & € L2(Q). (2.54)

De fato, consideremos o funcional

T (£0) =J

EJ-QdX dt + €l&lr2(0) —J u' &dx dt, (2.55)
Ox(0,T)

Q

onde &; ¢ a solugao para o problema

.

—&; — A& + F(y;) & — div(Gly;) &) —J gm—t)AgM)dn =0 em  Q,
t

& =0 sobre X,

E(x, T) = &(x), & € L*(Q) em Q.

Similarmente a (2.47), obtemos que
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onde & resolve o sistema

]
—e—Aa+Hma—mwemﬁJ—Jgm—waammrzoem Q.

&E=0 sobre X,
Ex,T) =&(x), & €L*Q) em Q.

Logo, usar a convergéncia (2.56) em (2.55), implica que
J(&) = hjlgglf Ji(&o)- (2.57)
De (2.43) e (2.45), deduzimos que
Jo) < limintJ; 4y (2.58)
Por outro lado, como p; € o minimizante de J;, resulta que
lijrgglf Ji(Wo5) < lijrgglf Ji(&), ¥V & € L*(Q). (2.59)

Combinando (2.57), (2.58), e (2.59), segue (2.54). Isso encerra a prova da continuidade
de 7.

e Compacidade de T

Seja y € B, onde B é limitado em [%(0,T; H}(Q)). Entao da hipétese (A1) segue que
IFY)llie(@) < L e [|G(y)||t=@ < L. Da Proposicao 2.1, os controles do problema

linearizado sao tais que
Vt2ox(0,m) < C.

Logo, a solugao u = T(y) de (2.9) satisfaz

||u||L2(O,T;H(1)(Q)] < C (2.60)

Consideremos m = vxp — F(y)u — G(y) - Vu — f(0,0). Entao de (2.60), temos que m é
uniformemente limitado em L2(Q).
Portanto, a solu¢ao u do sistema (2.9) pode ser decomposta como uw = p + ¢, com p

e q satisfazendo

t

p'—ap—| glt—0)aploldo =0 am  Q,

p=0 sobre X, (2.61)

p(x,0) = uo(x) em  Q,
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e
t

q’—Aq—J g(t—o)Aq(o)do=m em Q.

0

q=20 sobre X, (2.62)

q(x,0) =0 em Q.
O problema (2.61) admite uma tnica solugao p € L*(0, T; H}(Q)). Por outro lado, sabe-

mos que (2.62) possui uma unica solugao q, que satisfaz
q ¢ limitada em [2(0, T;H(Q)),

q’ ¢ limitada em L%(0,T;L*(Q)).

Consequentemente, pelo Teorema de Aubin-Lions (Teorema 1.1), temos que q varia em

um conjunto relativamente compacto de L?(0, T; H}(Q)). Dai, segue que
T(y) =u=7p + q é relativamente compacto em L*(0, T; H;(Q)).

Isto mostra que T é compacto.
e Limitacao da imagem de T
Sendo [[F(y)|li=(q) < K e [|G(Y)||re(o)r < K, segue da Proposicao 2.1 que existe uma

constante C > 0 tal que o controle v = v(y) do sistema (2.9) satisfaz
IVY)|lizioxoT) < C, ¥y € L*0,T; Hy(Q)).
Com isso, conseguimos provar que

(Y2 0,513 0)) < C.

Com efeito, sem perda de generalidade, supondo f(0,0) = 0 em (2.9); e multiplicando

cada parcela da equacao

u — Au— Jt g(t—o0)Au(o) do+ Fly)u+ G(y) - Vu = vxoe

0

por u e integrando em Q x (0,t), temos que

t , 1 t d )
° uu dx dt = - —|ul* dx dt
0Jo 2J)oJodt
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t t
o —J J uAu dx dt = J J IVul? dx dt
1o) 1o

t t
. _JJ Fyh? dx dt < HF(y)HLw(Q)J (), dx dt
Q 0

t

0

t t
° —JJ uG(y)-Vudx dt < JJ u||G(y) - Vu| dx dt
Q 0Ja

t
< H G (y)IVul dx dt
0JQ

N

t
1G (W)l L=(0)n j j IVl dx dt
0JQO

t 3 3
KJ (J lu/? dx) (J Vul? dx) dx dt
o \Ja Q

t
_ X J (1)l 0 w(t) ) it
0

N

K2 ! 2 ¢ 2
< EJ u(t)i2(q) dt + SJ u(t) Iy (0, dt,
0 0

onde na tultima desigualdade foi usada a desigualdade de Young com & (Teorema 1.3),

com ¢ > 0 a ser determinado posteriormente.

(u(t),v(t)) 2 (o) dt

=] -+

t
) JJ uvxe dx dt =
0Ja

w(t)|2(o)v(t)liz(o) dt

A
=

1 1
0 0
1 t 2 1 2
g 5 ’u(t) L2(0) dt + §|v’L2(OX(O,t))'

0
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Na préxima desigualdade, vamos usar a desigualdade de Young na forma do Teorema

L,

Jt ug(t — o)Au(o) do dx dt

0

th g(t—o)Au(o) do dx dt = r L)

0

0JoJa
rt pt

< JJ lg(t — o)|[Vu(x, t) - Vu(x, o)| dx do dt
JoJoJo

lg(t — o)|[Vu(x, t)||Vu(x, o)| dx do dt

N
S
=) -+
%
>0

r t
= J lg(t — 0)|[Vu(x, t)[|Vu(x, o) do dt dx

< N (L IVu(x,t)] dt) (Jo lg| dt) (Jo IVu(x, o)) dO‘) dx
_ | (J IVu(x, t)? dt) (J gl dt) dx
JQ 0 0

- t
= llgllLr0.1) (J Vu(x, t)? dt) dx
Jo

0

rt

= (19l (0.0) <J IVu(x, t)? dx> dt
Jo \Ja

rt

= [lglltr(0,0) . ||u(t)||2Hé(Q) dt;

Dai, temos que

t t t
J J (uu” — uAu) dxdt:J J UvXo dxdt—irJ J
0Ja 0Ja 0Jo

—Jt L} Fy)u? dx dt — Jt JQ uG(y) - Vu dx dt

0 0

t
uJ g(t—o)Au(o) do dx dt
0

1

t t
<3| MO0y @t R0 + gl | Tl
0

t K2 t t
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e portanto,
1 1 9 t 1 t 9
|U«( ) 12(0) — §|U«(O) 12(0) T Hu H 2 . u(t)[{2 (o) dt

t
Mmm0t+mmw,kwmmwnﬁ

t K2 t t )
+K Jo lu(t ) o) dt+ Te L lu(t ) ) dt+ sJ ||u(t)||H(1)(Q) dt dx dt,
e assim, concluimos que

t

1 1

t o1 K2\ 1 )
+ JO 2 (5 + K+ 4—€> §Iu(t) L2(Q) dt.

Vamos tomar ¢ > 0 de modo que —e¢ +1 —||g||r1(0.t) > 0, ou seja, 0 < & <1 —||g]|L1(0,1)-

Denotando,
1
Lo ’ 2 1 2
0
1 K?
t)=2(=-+K+—
. o(t) Q+ +%>
temos que

t

ﬂﬂ<¢m+J@®ﬂﬂ®-

0
Pela desigualdade de Gronwall (Teorema 1.2), segue que

x(t) < (t) +J @ (s)(s)exp U ¢(u) du} ds. (2.63)

0 s
Observando que @(s) é constante e que valem as desigualdades

1 1
P(s) < §|V‘?_2(Q) + §Iu(0) ?_2(11) <G

exp Ut @(u) du] < Gy

S

entao pela desigualdade (2.63), resulta que
x(t) <P(t) +Cs
ou seja,
1 t
§|U(t) %_2(_(2) + (_5 +1— ||9||L1(0,t)) L ||u(t)||$45(g) dt < G, + Cs.

Portanto, [[u/|r2(01;Hp(q)) € limitado e assim T tem imagem limitada. Logo, a prova do

Teorema 2.1 esta concluida.
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2.5 Comentarios e problemas em aberto

Vimos neste capitulo que é possivel analisar problemas de controlabilidade aproximada
para uma equacao semilinear do calor com nao-linearidade globalmente Lipschitz e com
um termo de memoria. As mesmas ideias e técnicas podem ser aplicadas em muitas outras
situagoes semelhantes, como por exemplo: controlabilidade aproximada hierarquica para
equacoes lineares e semilineares do calor e de ondas, dominios de controle nao cilindricos,
problemas de controle de contorno semelhantes, etc. No contexto da controlabilidade nula,
em geral, nao é possivel obter resultados para o sistema (2.1). De fato, a principal dificul-
dade encontrada ao estudarmos a controlabilidade para uma EDP com memoria se deve
ao carater nao local da mesma, devido ao termo de memoria, que faz com que os métodos
classicos da Teoria do Controle nao possam ser aplicados diretamente. Com efeito, é sa-
bido na literatura que as equagoes parabdlicas com memoria nao sao controlaveis quando
o controle estd aplicado em uma regiao fixa do dominio (ver Guerrero & Imanuvilov [25]).
Por outro lado, no trabalho de Chaves-Silva et al. [10], os autores mostram que ¢é possivel
controlar um sistema governado por uma EDP parabdlica com memoria por meio de con-
troles méveis numa dada regiao. No trabalho de Fernandez-Cara et al. [19], os autores
apresentam resultados de nao controlabilidade nula para uma equacgao de Stokes. Por
outro lado, no trabalho de Tao & Gao [54], a controlabilidade nula para uma equagao do
calor com memoria é estabelecida. Nesse contexto, seria interessante como um trabalho
futuro, analisar como seria possivel obter ou nao, sob certas condicoes restritivas, resul-
tados de controlabildade nula para o problema (2.1), por exemplo, inicialmente no caso

de ntcleos de memoria do tipo polinomial ou exponencial.



Capitulo 3

Problema de controlabilidade
multiobjetivo de uma equacao da

onda em um dominio nao-cilindrico

3.1 Introducao

O objetivo desse capitulo é obter um resultado de controlabilidade hierarquica apro-
ximada para uma equacao de ondas em um dominio com fronteira mével. A ideia é
estabelecermos uma mudanca de variaveis em um sistema de ondas em um dominio com
fronteira mével para um dominio com fonteira fixada para apés isso usar uma desigualdade

inversa como em Wang et al. [55].

3.1.1 Apresentacao do problema e resultados principais

Seja Q1,« um dominio nao-cilindrico associado a uma funcao «(t) > 0 e a uma

constante T > 0, dado por
Qra ={(x,t) €R* 0 <x < «ft), t € (0,T)}
Neste capitulo, analisamos um problema de controlabilidade multiobjetivo relativo a
equacao da onda linear unidimensional

U —uUy =0 em o
Qr (3.1)
U—(,O) = Uy, u,(UO) =1u; em (071)7

onde ug, u; sao dados iniciais e & é uma funcao C2(R..) com as seguintes propriedades:

42
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(H1) «(0) =1;

(H2) &/(t) € (m,M) C (0,1) CR,, Vt € Ry;
(H3) o’ é mondétona.

Do ponto de vista fisico, a equacdo (3.1) juntamente com as hipéteses feitas sobre «,
modela pequenas vibragoes de uma corda, onde um ponto final é fixado e o outro é movel,
com velocidade o'(t).

A fronteira lateral L1, de QT é composta por dois conjuntos disjuntos LY e Z%

dados, respectivamente, por
28 ={0,t); t€ (0,7} e IF={(alt),t); te(0,T)}

isto 6, 1o = L} U L. Estamos interessados no estudo da situagao onde a solugao u da

equagao da onda (3.1) estd sujeita a uma das condicoes de fronteira

f+v sobre XY,

0 sobre X,

ou
0 sobre X9,
u= (3.3)
g+w sobre XL,
onde f,v € L?(Z9%) e g,w € L?(Z%) sdo fungoes controle.
A partir de agora apresentaremos os problemas a serem estudados no presente capitulo.

Para cada um dos controles f, v atuando no sistema da onda (3.1) - (3.2) e g, w em (3.1)

- (3.3) damos uma tarefa que podem ser descritas como segue:

1. Tarefa para f e g: Controlabilidade aproximada.

O objetivo é encontrar os melhores controles f e g que aproximam arbitrariamente a
solugao u de (3.1) - (3.2) e (3.1) - (3.3), respectivamente, de um dado u' no tempo
final T.

2. Tarefa para v e w: Minimizacao.

O objetivo é fazer a melhor aproximacao (no sentido de distancia calculada pelas
normas) da solugao u de (3.1) - (3.2) a outro dado uy com a menor escolha possivel
de v. Esta situacao pode ser traduzida para uma minimizacao de um funcional

adequado. Da mesma forma para uma solugao u de (3.1) - (3.3).
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Nosso problema consiste em analisar a existéncia de um par (f,v) que cumprem as
tarefas acima simultaneamente. Como cada tarefa tem um diferente objetivo a ser atin-
gido por u, entao encontrar o par (f,v) é chamado problema multiobjetivo. A mesma
abordagem serd considerada para o sistema (3.1), (3.3), onde as tarefas de f e v sdo dadas
a g e w, respectivamente.

Consideremos os funcionais J : L?(£%) — R e X : L*(Z%) — R definidos, respectiva-
mente, como sendo

a0 = | rar Kig =3 | lofar. (3.4)
2 ])s 2])s

0 o
T T

e os funcionais Jr : [*(Z) — R e Kg : L2(£¥) — R dados por

1
Hf(v) = _J |u(X7 ta f,V,u(),‘LLl) _u2|2 dx dt+ EJ |V|2 dz7 (35)
2 QT 2 put)
s & T
1
Kgw) == J w(x, t; g, w, up, uy) — uyl? dx dt + o4 J lwl? dx. (3.6)
2 Jqr. 2 Jxg

Na defini¢ao dos dois funcionais acima, 0y e 04 sao constantes positivas; denotamos por
u(x, t; f,v,up, 1) a solucao do sistema (3.1), (3.2) associada aos dados f, v, ug, uy; e de-
notamos por u(x, t; g, w, ug, u;) a solugao do sistema (3.1), (3.3) associada a g, w, ug, u;.

Com base no exposto acima, podemos enunciar nossos principais resultados como

segue:

Teorema 3.1. Sejam uy € L2(0,1), w; € H71(0,1), u" € L0, x(T)), e us € L*(Qr.a)-

Assumamos que as condi¢oes (H1) — (H3) wvalem e que
1 2M?2(1—m)
T>T = M e m(I-M)* _ 11|, (37)

Entao, se 09 € suficientemente grande, para cada € > 0 existem controles
f. € L2(Z9) eve(fc) € L2(Z})

tais que

(a) [[u(-, T;fe,ve, Uo, 1) _uT”LQ(O,oc(T)) <g;

(b) d¢.(ve) = min Jy, (v);

12(%9)

(c) d(fe) = min J(f).

12(x9)
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Teorema 3.2. Sejam ug € L?(0,1), u; € H1(0,1), u" € L2(0, (T)), e ws € L*(Qr.a)-

Suponhamos que as condicoes (H1) — (H3) wvalem e que
1 2M2(1—m)(14+M)
T>T,:= M e m(1-M)? —1]. (38)

Entao, se o4 € suficientemente grande, para cada € > 0 existem controles

ge € L*(ZF) e we(ge) € L*(ZF)
tais que
(a) |ul-, T; ge, we, Ug, W) —uT||L2(o,cx(T)) < g
(1) Ko (we) = mpin K, (w);

(¢c) K(ge) =minK(g).

£¢
Nos Teoremas 3.1 e 3.2, as condicoes (a), (b) e (¢) traduzem as tarefas que devem ser
cumpridas pelos pares de controles (f,v) e (g,w). A condigado (a) em ambos os teoremas

representa a bem conhecida propriedade de controlabilidade aproximada.

3.1.2 Organizacao do capitulo

Este capitulo esta organizado da seguinte forma. Na secao 3.2 declaramos brevemente
a boa colocacao dos problemas. Na se¢ao 3.3 reorganizamos os problemas visando obter
os sistemas de otimalidade a serem utilizados na prova dos Teoremas 3.1 e 3.2. As se¢oes
3.4 e 3.5 sao dedicadas a provar, respectivamente, o Teorema 3.1 e o Teorema 3.2. A secao

final é reservada para comentarios e problemas em aberto.

3.2 Boa colocacao do problema

O objetivo desta secao é estabelecermos a boa colocagao dos problemas (3.1), (3.2)
e (3.1), (3.3). Inicialmente, faremos uma mudanca de varidveis para transformar os pro-
blemas (3.1), (3.2) e (3.1), (3.3). Ao separar uma das fronteiras laterais do dominio
cilindrico em cada problema, nos deparamos com quatro controles f, v, g, w atuando nessa
separacao, onde pensamos f, g como controles lideres e v, w como seguidores na termino-

logia de Stackelberg.
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Observamos que quando (x,t) varia em QT «, 0 ponto

(y,t) = (ﬁt)

varia em Q = Q x (0, T), onde Q = (0,1). Considerando o difeomorfismo ¢: Qr o = Q
definido por {(x,t) = (y,t), escrevemos I' = ¢(X),Ty = ((£%),Tx = {(£%). A partir da

mudanga de varidveis u(x, t) = z(y, t), obtemos que

u(x,t) = [u(xt)]
= [Z'(y, )
= 2y, )y +2'(y, 1))
= lzy(y, )y +zyly, t)-y" + [2'(y, 1))

= (zyy(y, )y +2z{(y, 1) -y +zy(y, t) - y" +z{(y, t) -y +2"(y, 1),

uxx(x7 t) - [ux (Xa t)]x - [Zx (y, t)]x
= [Zy (U, 1) - yxlx
1
= {Zy (y,t) - W}

)]«
1
= W'Zyy(yat) “Yx

1
= ngy(yﬂ)-
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Logo, obtemos que

W) —un (1) = [zyy(y, ) -y + 2y, )] -y +zy(y, 1) - y”

/ / 7 1
+ Zy(yat)'y +z (y7t)_(x2—(t)z"99(y7t)

[ 1
zyy(y, 1) |(y')? — o@—(t)} +z,(y, )y’ +y’]

+ zy(y,thy” +2"(y,t)
- r 20(’(’()2 1 , o' (t)

/ 2 12
+ zy(y,t) {29 o;((tt))z —yo;((t))} +2z"(y, 1)

_ Zw(gjt)“g l—1+y o/ (t) ]

1 1
— zyly ) sy (U] + 24y, t)@[—%cx’(t)] +2"(y, t)

_ {e(y,t)
N o(t)

zy} 2yl Uy (0]

onde

Como u”(x,t) — u(x,t) =0, segue que

[e(y, t)
o(t)

1 1
Zy] - zy(y, t)m[ya”(t)] +z,(y, t)m[—%a’(t)] +2z"(y,t) = 0.

Portanto, a mudanga de varidveis u(x,t) = z(y, t) transforma os problemas de fronteira
(3.1), (3.2) e (3.1), (3.3) nos sistemas equivalentes dados, respectivamente, por:

2/ +1z=0 em Q,

z(y,t) = (f +v)1p, sobre T, (3.9)

z(y,0) =z, z'(y,0)=2z; em Q,

2" +1z=0 em Q,
z(y,t) = (g + w)lr, sobre T (3.10)

z(y,0) =z, 2z'(y,0) =2z; em Q,
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onde
By, t) v(y,t) , Ty, t)
[z=—
z=—| (1) Zy]y+ a1 7T ) v
1_ OCIQ .t 2
Bly,t) = BV ) = —20 by, Ty t) = —a(t)y,
a(t) (3.11)

= FO U rcx: rO = {(Ovt) te (07T)}7 roc = {(17t) te (07T)}7
com regularidade

BeC(Q), v.Te W' (Q). (3.12)

Tal mudanga de varidvel também define os funcionais como sendo:

1 1
=3 mear. i =3 | Ikan (313)
o o
(§
1
Je(v) = = J a(t)lz(y, t; f,v, z0,21) — 20> dy dt + 2 J hv[?dr, (3.14)
2 Q 2 ro
1 :
Kyw) =5 | aliely tgwzoz) —zfayars § | wrar, @)
Q [

onde 0,5 > 0 sdo constantes e z(y, t),z4(y, t) sdo funcoes dadas em L2(Q).

Observagao 3.1. Por Milla Miranda [{5], vale que para cada zo € 12(Q),z; € H1(Q)
e f,v e L3(Iy), g,w € L2(Ty), existe uma tnica solugdo por transposicio z dos problemas

(3.9) e (3.10). FEsta solugcao tem a reqularidade
z € C([0, T); L*(Q)) N C' ([0, TI; HH(Q)).

Portanto, os problemas (3.1), (3.2) e (3.1), (3.3) sdo também bem postos, o que signi-

fica que os funcionais J¢, Kgq, J¢ € Kg sdo bem definidos.

3.3 Caracterizacao dos problemas

Nesta secao, nosso objetivo é obtermos os sistemas de otimalidade, que caracterizam os
controles seguidores e darao suporte a prova dos teoremas principais. Fixados controles
lideres f € L%(I}) e g € L*(Ty) determinaremos a existéncia e unicidade de solucoes para

os problemas

inf ~ J¢(V) (3.16)

veL2(Ty)
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e
inf Kg(w
Pel?(M) g(W), (3.17)

e também uma caracterizacao de tais solugoes usando um sistema adjunto.
A seguir, mostraremos que para cada f € L*(Ty) e g € L?(I'y) fixados, temos que os
funcionais J¢, K4 sao fracamente semicontinuos inferiormente, estritamente convexos e

coercivos. De fato,

e J; é fracamente semicontinuo inferiormente.

Com efeito, suponha que z,, — z em [2(Q) e v,, = v em L?(T). Entao
() (zn — 20) — (1) (z — 23),
e assim temos

||OC(t)1/2(Z — Z2)||L2(Q) < lim inf ||O((t)1/2(Zn - ZQ)HLQ(Q)

e
[Vllz(ry) < liminf [jva[[r2(r)-
Logo,
lim inf ~ liminfd L V20 2 o 2
iminf J¢(zn,vn) = limin 2”0((’() (zn Z2)HL2(Q)+2HVTI||L2(FO)
> liminf 2 |a(t)/2(zn — 2)|F 20 b + liminf { Zjjva|
> 5 mn 2)1IL2(Q) o IIVmIL2(To)
1 o
> EHOC(t)l/Q(Z_Z?)H%?(Q)+§||V||%2(Fo)
= If(Z7V),
ou seja,

lim inf ]f(ZTUvn) 2 If(zav)'
Portanto, J¢ ¢ fracamente semicontinuo inferiormente. Analogamente, o mesmo
raciocinio vale para o funcional K.
e J; é estritamente convexo.

Sejam A € (0,1), v,v € L%(I}) e z,Z as solucoes associadas a v, V, respectivamente.

Entao, usando a condicao estrita da desigualdade de Young para produtos, segue
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que

.
JJ o(t) Az + (1 —A)z — z5)* dydt
0 JO

+9J AV + (1 =AW dr
2 Jr,

Te(AWw+ (1= A)) = %

.
J J x(t)Az+ (1 =A)zZ— (Azy + (1 — A)zy)] dydt
Q

+9Jymw41—mwﬁw
2 )

]
J J ()Az — 22) + (1 — A)(Z — 2)]? dydt
Q

+9J|mw41—mwhw
2 )

T

— A* JT JQ x(t)(z — z9)?dydt + A(1 — A)J

J a(t)(z —zo)(z — zo)dydt
0 Ja

! oA?
JJ‘WUNE—QVQMi+7?JIW%F+GM1—MJ wdl
Q Mo

0 o

1—A)2
+SL——LJIW%T
2 r

2 T _ T
<7\_J J;) oc(t)(Z—ZQ)2dydt—|—M1 MJ L} x(t)(z — z5)*dydt

2 Jo 2 0
_ T
e JO JQ () (2 — 20)?dydt
(1_)\)2 T _ )
5 L JQ a(t)(z — zo)°dydt

Al

A2 Al —A —A
+9;—J‘IdeF%—E—L———lJ\!deF+—g—————lJ‘IVPdF
2 2 I 2 o

1 )2
+9L——Ljyﬂ%r
>

A (1—2A)
2

JT JQ o(t)(z — z)*dydt

JT JQ «(t)(z — z2)?dydt + .

0
A 1—A
+E—JIWMF+EL——2JIW%F
2 Jr, 2 Mo
=AJs(v) + (1 = A)J¢(v),
ou seja,

Je(Av + (1 =A)W) < AJ¢(v) + (1 = A)J¢(V), Vv, v € L*(Ty),A € (0,1).

Similarmente, essa mesma afirmacao vale para o funcional Kg.
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e J; é coercivo.

Com efeito, como

1 1 o o
Je(v) = §H“(t)2 (z— ZZ)H%Q(Q) + 5“"”%2@0) > 5”"“%2(%)7

entao

J#(v) — oo quando ||v|| — oo.

De modo andlogo, segue que o funcional K4 é coercivo.

Portanto, existe uma tnica solucao v € L2(I}) de (3.16) e w € L%(T,) de (3.17), isto &,

= inf Ji(¥), Kgw)= inf Kq(W).
J¢(v) Gelng(ro)If(V), glw) = inf Kg(w)

Agora, calcularemos a derivada de Gateaux dos funcionais J¢ e Ky e, em seguida
escreveremos a equacao de Euler que esta associada a cada problema de minimizacao.

Fixado v € L2(T}) e Z como solucao do sistema
zZ'+1z=0 em Q,
z(y,t) = V1, sobre T, (3.18)
z(y,0) =0, Z'(y,0)=0 em  Q,
temos que,

Je(z + ez, v + &V)

Ji(z,v) = lim
&

—0 £
11" . ) o I
= lim —{ = a(t)(z+ez—2zy)*dydt+ = | (v+ev) dl
1 (7
——J J oc(t)(z—22)2dydt—c—yJ V2 dr}
2)o Ja 2 Jr,
1" 2 o, 229 o 2
= lim =< = a(t)(z—z2)* +2(z—2z0)ez+ ez ] dydt + = | v*dl
N o . 1"
+€0‘J WdF—l—&Q—J vzdr——J J x(t)(z — z)* dydt
o 2 Jr, 2J)o Ja
o 2
—— | vodr
2,

.
:liml{lj J o(t)[2(z — z0)€Z + €227 dydt+wj
o

~ o ~
wdF+52—J v2dr}
e=0¢e (2 ) 2 ),

o

_ JT JQ x(t)(z — )2 dydt + O'J Vdr.

0 o
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Como v é o minimo de J¢, temos J¢(v) = 0, ou seja,
T
J J a(t)(z — zo)zdy dt + O‘J wdl' =0, Vv e L(T}), (3.19)
0 Ja To

onde Z é solugao de (3.18). Analogamente,

.
J J oc(t)(z—zﬂidydt—k&J wwdl =0, Yw € L3(Ty),
Q

0 T
onde z é solucao do sistema
2" +1z2=0 em  Q,
z(y,t) = wlr, sobre T, (3.20)

z(y,0) =0, z'(y,0)=0 em Q.

Agora, encontraremos o sistema adjunto de (3.18) e (3.20). Para isso, multiplicando (3.18)
por p =p(y,t) e integrando de 0 a T, deduzimos que
T T
J pz” dt +J plzdt =0,
0 0
onde uma integracao por partes nos conduz a equagao
T T
p(T)z'(T) —p(0)2'(0) — p'(T)z(T) + p’(0)z(0) + J p"zdt+ J plzdt = 0.
0 0

Escrevendo a expressao do operador L e integrando em Q, resulta que

[ pmzmay- |

Q

ro, ! B(y,t) Yy, t) ,  T(y,t) B
+Jo Lp Zd”d”L Lp (_[Wzy]ﬁwzﬁ «(t) 7‘9) dydt =0.
(3.21)

P(0)'(0) dy — J

P! (T)2(T) dy + J p'(0)2(0) dy
Q

Q

Agora, denotaremos as integrais Iy, I, els como sendo

L (] Y[ (20)
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Supondo p =0 sobre I'e p(y, T) =p’(y, T) = 0 para todo y € Q, temos que

!
b e (), ) e

_JTPB(y,t) ldt—i—JTJprB(y’t)zy dydt

0 O((t) b 0 OC(t)

~~

=0

TRy ' (" { B(y,t)]
J, 75t i I, | v oate i

Bly,t) ! {_ B(y,t)]
ery (t) Zdr+Jo L) Py x(t) yzdydt.
Para I, vale que

[ Y(y, t) ,)
2 = JO Qp< o) v) W

0

_ (Tylyt) ) (vt ],
= | e e L[ () pLZ dydt
=0
T vy ! dudt
_JO Ll (1) pLZ Y
[ [rvy,v ! ' {v(y,t) ]'
JQ[ 0] pLZody+L Jo et P

- L[St e

Yy

Finalmente, ao desenvolvermos a integral I3 nos leva a expressao

)
o= ] Lo (s e

I I I Y {T(yﬂ)}

- Jo o e, at) PJ, P

([ [ty }
= L JQ[ (1) P yzdydt.

=0
Substituindo as expressoes encontradas acima para as integrais Iy, I e I3 em (3.21), ob-

temos que

o ! By, t) yu,t) 1" [ty t) ] }
L Jﬂp zdydt+L J'Q{{ () pyLnL{ () p} l () P , zdydt

Yy
t
+L Bgft) )pyz dr =0.
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Consideremos o sistema adjunto a (3.18) e (3.20) definido por

P+l p=o(t)(z—2z) em Q,
ply,t) =0 sobre T, (3.22)
ply, T =p'(y,T)=0 em Q,

onde L* é o adjunto formal do operador L dado por

Ly lfi(y,t)py] . 'v(y,t)p] - {r(y,t)p}
y o Yy

aft) x(t) "], o(t)
ou ainda, )
e |Byt) Y(y,t)
' __{ oty o], Ty PR
onde,
Ry [ = (E)e(t) + 20/ (1)? —o" (1) ac(t) + 20/ ()2 —2a/(t)
p‘{ ()2 }“{ ()2 ]yp”{ () }pt

e By, t), v(y,t), e T(y, t) sdo dadas em (3.11).

Multiplicando (3.22), por z e integrando por partes, concluimos que

Bly.t)
o(t)

Separando a fronteira I' = Ty U I’y na integral e usando (3.18), temos que

JT JQ a(t)(z —z2)zdy dt + Jr

0

pyzdl=0.

.
x(t)(z—z9)zd dt+J vdr =0,
Jo Lz 2= r, o2(t) Py
de modo que por (3.19), obtemos que
V= ———Py sobre .

oo?(t)
Similarmente, podemos encontrar uma expressao explicita para w dada por

1
w = mpy sobre F‘x.

Portanto, fica provado o seguinte teorema:

Teorema 3.3 (Sistema de otimalidade para o controle seguidor). Para cada f € 1%(T})
e g € L*(Ty) emiste um tinico equilibrio de Nash v e w no sentido de (3.16) e (3.17),

respectivamente. Além disso, os sequidores v,w sao dados por

_ 1
- oa2(t)

v =v(f) py sobre T, (3.23)
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1

m Py sobre F(X, (324)

w=w(g) =
onde no primeiro caso {z,p} € a solu¢do unica de
Ztt+LZ:0> p//+L*p = OC(t) (Z_ZQ) em Q>
1
(f+ o2 (1) py> 1r,, p=0 sobre

z(0) =zy, z(0)=2z1, p(M=p(T)=0 em Q,

—

: (3.25)

e no sequndo caso {z,p} € a solugao unica de
Ztt+LZ:0, p,,+L*p = Oé(t) (Z—Z4) em Q,
1
(g 4+ Tty Py) p=0 sobre T, (3.26)

z(0) =z0, z(0) =2z, p(T)=p'(T)=0 em Q.

3.4 Prova do Teorema 3.1

Apoés caracterizarmos o controle seguidor, nos concentraremos em provar a existéncia

de um controle lider f como solugao do problema

inf  J(f), (3.27)

feu(vovle)

onde U(V°,v', ¢), é o conjunto de controles admissiveis
u(v V 8) - {f € I—2 r0 ||{Z T7 f,\})7zl(-7T; f,V)} _{VO)VI}HLQ(Q)XH*l(Q) < 8}7

com v como em (3.23).

Em outras palavras, o controle lider f trabalha de modo que a solugao z de (3.9) e z/,
calculadas no tempo t = T, se aproximem de {v’,v'}. Como o sistema (3.9) é linear, é
suficiente provar isto para dados iniciais nulos.

Inicialmente, decompomos a solugao (z,p) de (3.25) como sendo

(z,p) = (vo,po) + (h, q) (3.28)
onde v, pg sao solugoes de

vi+Lvog=0, pj+Lpo=aft)(vo—2zy) em Q,
1
oo(t

vo(0) = v4(0) =0, po(T) =pg(T) =0 em  Q,

Vo = ——F—<

O (Po)ylr,, Po=0 sobre T, (3.29)
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e h, q sao solugoes de

h"+Lh=0, q"+L'q=«(t)h em Q,
1
h = <f + W(t) qy) ].[“O, q =0 sobre r, (330)
h(0) =h'(0) =0, q(T)=q'(T)=0 em Q.
Seja A o operador definido por

A I2(T) — H Q) x [2(Q)

(3.31)
f o Af={N(T;f),—h(T; )},

o qual é linear e continuo (devido a boa colocagao do sistema (3.30)), ou seja,
A€ L (L*(Th); HHQ) x L*(Q)) .

Consideremos as funcoes Fy : L2(I)) — RU{+o0} e Fo : H}(Q) x L2(Q) — R U {400}
definidas, respectivamente, por

1
HH)Z—J 2 dr,
2F0

F2(Af) = Fo({R/(T, ), —h(T, f)})
w h(T) € —=v{(T) + Bu-1(0) (V' €),
=¢ | R Evo(T) = Braa) 0, e),
+00, caso contrario.
as quais sao convexas e proprias.

Entao, o problema (3.27) torna-se equivalente a

T [F1(f) + F2(Af)] (3.32)

se provarmos que a imagem de A gera um subconjunto denso em H™'(Q) x L*(Q).
De fato, vamos supor que a imagem de A gera um subconjunto denso do espaco
vetorial H™'(Q) x L*(Q). Se o problema (3.27) tem uma solugdo, isso significa que existe

f € 12(T}) tal que

H{Z('7 T7 f,V), Z/('7 T7 f,\))} - {voavl}HLQ(Q)XHfl(Q] <e&

||fHL2(F0) < ||]_CHT-2(FO) vf e u(\)O?Vl? E)'
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Para provar a densidade, usamos o Teorema 1.9. Com efeito, basta mostrar que

se (AR, ) =0 WFe L) entio (7} ={0,0}

onde <<, >> representa a dualidade de paridade entre o espaco H71(Q) x L2(Q) e o
espago Hj(Q) x L2(Q).

Consideremos o sistema adjunto de (3.30) dado por:

" +L'¢=a(t)hp, Y"+Lp=0 em  Q,
1
=0, V= 2D Qylr, sobre T, (3.33)

e(T) =1 @ (T)=f", Y(0)=9'(0)=0 em Q.

Multiplicando por q a equagao satisfeita por 1P em (3.33);, onde q é solugao de (3.30), e

integrando em Q, obtemos que

Bly,t)
o(t)

Usando a equacao satisfeita por q em (3.30); e a condi¢do de P sob I em (3.33)2, entao

T T
J J 1|)q”dydt+J J q)L*qdydtJrJ Gy dr =0. (3.34)
Q Q r

0 0

(3.34) torna-se

! 1 1
JO JQ (X(t)hlb dy dt = _3' Jro 0(4—(t) qy Oy dr. (335)

Multiplicando por h a equacao satisfeita por @ em (3.33), onde h é solucao de (3.30), e

integrando em Q, resulta que

.
J J «(t)phdy dt:(h(T),fl)—<h’(T),f0>H1(Q)XH6(Q)—J B(y’t)<[)1_m,(1r:().
0 Jo rooft)

Usando a condigao de h sobre I' em (3.30)9, temos que

.
J L a(t)phdydt = (h(T), ') — (W (T), ) -1 (0)xmi(0)

0 1 i 1 1 : (3.36)
—| —oyfdl——| —— dr.
Jro a2 ? s LO )t v
Combinando as equagoes (3.35) e (3.36), concluimos que
1
—J ——@yfdT = (h'(T), %) — (h(T), ). (3.37)
ro o*(t)

Considerando o lado direito da equagao (3.37) como um produto interno entre os

espacos H™1(Q) x L2(Q) e H{(Q) x L2(Q) de {h/(T),—h(T)} com {f°, f'}, obtemos que

<<Af,{f“, f1}>> - —J L fr. (3.38)

r, &*(t)



Capitulo 3. Problema de controlabilidade multiobjetivo de uma equagao da
onda em um dominio nao-cilindrico 58

Logo, se

<<Af, Tty Tﬂ}>> —0 Vfel%(n), (3.39)

entao de (3.38), deduzimos que
@y = 0 sobre T, (3.40)

onde @ é a solugao de (3.38) associada a {1?0, 1/?\1}.
Portanto, de (3.33), temos que

~

P =0 sobre T, (3.41)

de modo que fp = 0.

Assim, @ satisfaz

¢"+L"9 =0 em  Q,
®(y,t) =0, @ylp(y,t)=0 sobre T,
oy, M= ¢'yT=FF em Q.

Portanto, de acordo com o Teorema 1.10, para z(y,t) = @(y, T—t) e {2°, 2!} = {@, %\1},
concluimos que {%\0, 1?1} ={0,0} se T > T;. Isto finaliza a prova da densidade.
Retornamos agora a prova do problema de minimizacao (3.32). Usando o Teorema de
Fenchel-Rockafellar (Teorema 1.8) ([49], [9], [15]), obtemos que
inf [Fy(f) 4+ Fo(Af)]
fELQ(rO) (342)
=— inf [Fy (A0, 1)) + Fa{—f°, —f"}],
{fO,flleH}(Q)xL2(Q)
onde A* : Hj(Q) x [*(Q) — L*(I}) é a adjunta de A e F} é a fun¢do conjugada convexa

de F; (i =1,2) dadas, respectivamente, por:

A*{fo’ fl} — _OCQL(T') Oy, Fi(f) = Fl(f)7

onde @ é dado em (3.33), e
F; ({foa fl}) = <V1 - V(/)(T), f0>H*1(Q)><H(1](Q)
+(vo(T) = VO, 1) + ¢[|fO)] + elf'].

As justificativas destas expressoes podem ser encontradas no Apéndice B.

Entao, podemos reescrever a expressao em (3.42) como sendo

inf [Fi(f) + F2(Af)] = — inf o({f’, '), (3.43)

feL2(I) {fOf1eHE(Q)xL2(Q)
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onde o funcional © : H}(Q) x L*(Q) — R é dado por

2(t)

1 1 \°
o({f’, '} :_J ( ) @2 d T+ (V) —vo(T), 1)
2 Jr, \x

— (v = v (T), ) o) xry o) + el + elf'],

ou ainda,

2
01,7 = 5 | (o) whar (ot (o) + el + el

onde N =V — v4(T) e n' = v —v{(T).
Como © definido acima é um funcional continuo, coercivo e estritamente convexo,

existe uma tnica solucao f = {f°, f'} de

inf O({f, '}).

{fO,fIIeHE(Q)xL2(Q)

Pelo item (b) do Teorema 1.7 com F =0, F; =0, F; = ©,,

@_1J 1 2 er_1J |A*(f0f1)|2
e 2 ro 0(2(t) (Py - 2 Ry ) )
O, = ({=" LA, D) + €[] + elf'],
u=f={"ev="F={f1}

temos que

(©[(f),f—f) +©,(f) —©,(f) =0 VfeC,
ou seja,
/ = 20 7 20 71
(O, F= 1)+ (') (PP )+ el P + P o
—(({=" L {0, 1) — €| — elf'| =0 Vfe C.

Analisaremos o termo
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Da definigao de derivada de Gateaux (ver Ekeland [15]), temos que

©I(f),f—f) = lim O, (f +A(f— ) — O, (f)

A—0 A
- Mnl<lj|AWﬁ+M?—ﬂWdF—1JIAWﬂFM>
A—0A \ 2 o 2 o
- mnl<lj|AWﬂ+AAWﬂ—AAWﬂFdF—1JIAWﬂFm)
A=0A \ 2, 2,
. 1/1 * 2 * * (1) *
_ ggx(§LJA(ﬂ!+2A.HMNALH—AA(H)

+ mAwi—AAwﬂPmt—%J|AwﬂFm)

o

- L AS(F)(A*() — A*(£))dr

1\
= JF (“Q—(t)) (Py((py_q)y)dr-

Assim, a desigualdade (3.44) torna-se

Jr (%m)z Oy (@y — @y)dT + <<{—n1,n0},{@,1ﬁ}>> + aH@H

(3.45)
+elf!] — (' L0, 1) — el —elf'[ 2 0, vfeC.
De (3.37) com f = —O(%m(py, temos que
1 \?2
<h/(T)7fO>H*1(Q)><H(1)(Q) - (h(T)Jd) :J ( B ) (Pi, dr, (3-46)
ro \ o%(t)
além disso,
1 \?2
WP~ 0P = [ () ewdvar @7
0
Combinando (3.45), (3.46) e (3.47), resulta que
(2 (T) = ', B = 1) — (2(T) =", ' — 1)
e[ — 1) + (T = £ > 0, WP, ).
A partir da desigualdade acima, podemos ver que f = —ﬁm(py induz a solucao z a
satisfazer
||{Z(',T;f,V),Z/(',T;f,V)}—{VO,Vl}H[_Q(Q)XHfl(Q) < E. (348)

Com efeito, usando a desigualdade triangular |x| — |y| < [x —yl, temos que

(& (T), 2T = ! WO (0, P — (10, £19) ) e (R, PR, Py ierziay 2 0 WP, P,
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ou seja,
()= {2/, 2L, Y= 100, 73) ) < ell®, 7= {1, MHlgyxezier W P,

donde

, {0, 13 — {f°, £} > 2
{17 0}_{ T7 T}y ~ g v{f7f}7
<< viv z'(T),z(T) H{f07f1}_{f07fl}HHé(Q)xLQ(Q)>> €

o que nos da (3.48). Logo, a prova do Teorema 3.1 esta concluida.

3.5 Prova do Teorema 3.2
O objetivo desta se¢ao é encontrarmos um controle lider g como solu¢ao do problema

inf  K(g), (3.49)

geEW (VO vl e)

onde WV’ v, €) é o conjunto de controles admissiveis
W(vovvla 8) = {9 € LQ(roc)a ||{Z(7Ta ng)az’/('a—l—; ng)}_{Vovvl}HLz(Q)XH*l(Q) < £}a

com w como em (3.24). Como o sistema (3.10) é linear, é suficiente provar isto para dados
iniciais nulos. A prova do Teorema 3.2 é similar a prova do Teorema 3.1.

Inicialmente, decompondo a solugao (z,p) de (3.26) como

(z,p) = (¥o,P0) + (R, §) (3.50)
onde Vg, po sao dados como solucoes de

Vo + LV =0, Py +LPo=alt)(Vo—2zs) em Q,
1

Vo= =573

O Ga2(t)

Vo(0) = v4(0) =0, Po(T) =pg(T) =0 em  Q,

(Po)ylr,, Po=0 sobre T,

e ﬁ,q sao dados como solucoes de

hW+Lh=0, q"+L'§=x(tth em Q,

~ 1
h = (g + (]y) 1r,, q=0 sobre T, (3.51)

h0)=h'(0)=0, g(T)=¢§'(T)=0 em Q.
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A aplicacao
A L%(Ty) — HY(Q)xL%2Q
(M) ( )~ (Q) ) (3.52)
g > Ag={h'(T;g),—h(T;g)},
é tal que

A€ £ (I2(Ty); H(Q) x 1%(Q)).

Consideremos as funcoes G : L2(I'y) — RU{+oo}e Gy : HH(Q) x [2(Q) — RU{+oc0}

definidas, respectivamente, por

1
Gilg) =5 | Irean,
™

Ga(Ag) = Fy({h/(T, 9)})
h(T) € —4(T )+BH o)V e),
0, se ~
= —h(T) € vo(T) = B2 ( 0,
400, caso contrario,
as quais sao convexas e proprias.

Entao, o problema (3.49) torna-se equivalente a

geile(fra) [Gi(g) + G2(Ag)] (3.53)

se provarmos que a imagem de A gera um conjunto denso em H™1(Q) x L2(Q). A prova
da densidade segue como na demonstracao anterior vista na Se¢ao 3.4, onde na conclusao
usamos o Teorema 1.11.

Retornando & prova do problema (3.53), usamos o Teorema de Fenchel-Rockafellar

(Teorema 1.8) para obtermos

inf [G G,(AQ)] = — inf ©({g", g'
Jnf [Gilg) + Ga(Ag) o0 girerBh i ({g°, 9",

onde o funcional © : H{(Q) x L?(Q) — R é dado por

1 1\’
e 0o .1 :_J 2 r 0 _ 3 T 1
19 =3 | () whar+ (2 —suin.g)
—(v! = 5(T), 911 (@) <y o) + ellg°l + elg'l.
A solucao {g°, g'} de

inf @({go, gl}).

{9°,g"}eHG(Q)xL2(Q)



Capitulo 3. Problema de controlabilidade multiobjetivo de uma equagao da
onda em um dominio nao-cilindrico 63

satisfaz a desigualdade variacional

(2'(M) =", g% = ¢°) — (z(T) =", g" — g"))
+e([9° = lg°I) +e(ig'l —Ig') = 0, W{g° g'} € Hy(Q) x L*(Q).

com g = —“+(t) @y, que é a fungao desejada em (3.49). Portanto, a prova do Teorema 3.2

esta completa.

3.6 Comentarios e problemas em aberto

Neste capitulo mostramos que é possivel obter controlabilidade aproximada para uma
equacao de ondas com fronteira varidvel, onde o dominio Q7 4 cresce linearmente no
tempo (funcdo «). Os resultados obtidos aqui podem gerar vérios problemas interessan-
tes, generalizando ou melhorando os resultados para outros modelos, como por exemplo,
equagao da onda com memdria [56], equagao de Kirchoff [32], dominios de controle mais
geral [44], etc. Por outro lado, sabemos que o tempo T para uma equagao de ondas é sufi-
cientemente grande, devido a velocidade da propagacao ser finita. Nessa direcao, existem
alguns trabalhos (ver por exemplo, [11], [12],[53]) onde o melhor tempo T e a velocidade
de um ponto final k é estudada para obter resultados de controlabilidade exata, usando o
método do multiplicador. Nesse sentido, seria interessante para o nosso propésito estimar,
se possivel, o melhor tempo T para obtermos controle aproximado para o problema estu-
dado nesse topico. Nessa mesma direcao, num contexto mais geral, estabelecer condigoes
para obter controlabilidade exata hierarquica inicialmemte para o caso linear, e apos isso,

0 caso nao-linear.



Apéndice A

Esse apéndice é dedicado a estabelecer a existéncia, unicidade e regularidade de solugao
fraca e solucao forte para a equacao (2.11), vista no Capitulo 2. Para isso, inicialmente
faremos a defini¢ao formal de solucao fraca para a equacao (2.11). Ap6s isso, utilizaremos
o Método de Faedo-Galerkin para mostrarmos a existéncia de solugoes. A unicidade segue
de um método padrao. O mesmo sendo feito para a solucao forte a posteriormente. Os

produtos internos e as normas de [? e H} serdo denotados, respectivamente, por (-,-),
Definigao 3.1. Dizemos que u: Q — R € solugdo fraca de (2.11) quando

w € L™(0, T; Hy(Q)), v €10, T;H Q)

e satisfaz

—Egﬁ—ﬂﬂwﬂﬂdeZHMAﬂ\NEHMQ)

no sentido de D’(0,T) com u(0) = uyg.

Teorema 3.4. Sel € 12(0,T;L%(Q)) eug € L2(Q), entdo o problema (2.11) admite uma
unica solu¢ao fraca w com reqularidade

u e C°[0, T]; L*(Q)).

Demonstracao. A prova é baseada no método de Faedo-Galerkin que consiste, inicial-
mente, em obter solugoes aproximadas em um espaco de dimensao finita, apds isso este-
belecer estimativas para as solugoes aproximadas e finalmente, na passagem ao limite das

solugoes aproximadas.

o Existéncia

64



Capitulo 3. Problema de controlabilidade multiobjetivo de uma equagao da
onda em um dominio nao-cilindrico 65
Solucoes Aproximadas.

Seja (Wn)n>1 uma base Hilbertiana de Hi(Q) formada por autofungoes do opera-
dor —A e Vi = [wyq, ..., W] o subespaco gerado pelos m primeiros vetores dessa base.

Definimos o problema aproximado como sendo
m
Un(x,t) = Zhim(t)wi(x) € Vn tal que
i=1

(un(t), W) + ((wm(t),w;)) + (althum(t), w;)
(3.54)

—L g(t — o) ((um(o),wj)) do + (?(t) - Vum (t), w;) = (1(t), w;)
Un(0) =uom — wy € L2(Q), m — +oo.

O sistema de equagoes diferenciais ordinérias acima tem soluc¢ao em [0, t,], tp < T. Agora

estenderemos a solucao local para o intervalo [0, T] como consequéncia das estimativas que

faremos abaixo.
Estimativas a priori.

Multiplicando (3.54) por hjm(t) e somando de 1 até m, obtemos que

(ufn (1), um (1) 4 (um (t), um (1)) 4 (a(t)um(t), um(t))

m

—L gt — 0) (tm(0), () do + (B (1) - Vi (£), um (1)) = (Ut), um (1)),

ou seja,

1d 2 2 __
5 g m (W A+ um (O] = —(a{t)um(t), um(t))

+L g9(t — o) ((um(0), um(t))) do— (E)(t) Vg (1), um (1)) + (L), wm (t)).

Integrando essa ultima expressao de 0 a t e usando as desigualdades de Young, Holder,

Young para convolugoes e Young com ¢, concluimos que
t

t
lum (DI dt < K J (6P dt + ngmo,oo)j I (0] dt
0 0

1J't d t

Y T dt+J

t t t

Hum(t)HZdt—i—J IL(t)[? dt+J lum (1)]? dt,
0

K2 t
+—J [ (1)]? dt + sJ
0

de o 0

_>
onde K = maX{“aHLOO(Q)a || b ||L°°(Q)}‘

Assim, vale que

1 t K2 t 1
—rum(t)l2+J lum@®)?dt < (K+-—+1 Jrum(t)l2c1t+—|um(0)|2
2 0 4e 0 2

t

t t
+Hgnmo,m)J Hum(t)HthHJ Hum(t)HZdHJ L at,
0 0

0
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donde,

1 1 ‘
Sm(OF < Shm(OF = (=& + 1= lglisooo)) | Tm ()P e
0

(3.55)

K> '
+(K+—44)memﬁa+m@@y
4e 0

Vamos tomar ¢ > 0 de modo que —e +1—||g||L1(0.00) > 0, ouseja, 0 < & < 1—||g]|L1(0.00)-
Se denotarmos
1 2
o x(t) = Slum (),

t
1
o alt) =Wz~ (& + 1= lglluomm) | IemOI de+ Jhun 0P
0

° B(t)ZZ(K-I-K—Z-i-l),
4e

entao a expressao (3.55) é equivalente a
X(t) < alt) + | Bls)x(s)ds, Vi [T

donde, pela desigualdade de Gronwall (Teorema 1.2), nos leva a estimativa

t

B(s)x(s)exp Ut B(u) du} ds, Vvtel0,T].

S

x(t) < «(t) +J
0

Observando que ((s) é constante e que valem as desigualdades

1

t
exp U B(u) du} < eMiT (M constante positiva)

S

entao concluimos que

Jt B(s)o(s)exp Ut B(u) du} ds < CeMiT,

0 s

Assim, temos que para todo t € [0, T], vale que

x(t) < oft) 4+ CeMT

t
1
= [U2iq) — (e +1=1lgllt1(000)) L [ (1)[? dt + §|um(0)|2 + CeMiT
isto é,

t
1
x(t)+ (—e+1—gllt1(0.00)) J wm (1)])? dt < !U%Q(Q)+§!um(0)!2+CeMlT, vt € [0, T].
0
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Portanto,

1 t
RO + (e +1— HgHLl(Om))J lum @7 dt < CeMT, Ve [0,T],  (3.56)
0

onde —¢ + 1 — ||g||L1(0,00) € POSitivo e My é uma constante positiva.

Assim, da desigualdade (3.56), segue que

Uy ¢ limitada em L*°(0, T; L2(Q)),
U, 6 limitada em L2(0, T; H(Q)),

donde deduzimos, a menos de subsequéncia, que
Un —u em L0, T;L2(Q)), (3.57)

um —u em L2(0, T; H(Q)). (3.58)

Passagem ao limite.
Multiplicando (3.54) por 6 € D(0,T) e integrando de 0 a T, obtemos que

T T

((um(t),w;)) 6(t) dt + L (a(t)um(t), w;)0(t) dt

JT(u;n(t),wj)e(t) dt + J

0 0
T

0 JO 0

B (1) - Vi (1), w;)0(t) dt

.
:J (1(t), w;)0(t) dt.

0
Integrando por partes essa tultima expressao, temos que

T T

((um(t),w;)) 6(t) dt + L (a(thum(t), w;)0(t) dt

—JT(um(t),wj)G'(t) dt + J

0 0
T

_JT th(t— o) ((1tm(0), w;)) O(t) det+J (

0 Jo 0

B (t) - Vum(t), w;)0(t) dt

:
:J (L(t), w;)0(t) dt,

0
ou ainda,

T T

((um(t), w;6(t))) dt + L (a(thum(t), w;6(t)) dt

—JT(um(t),wje’(t)) dt + J

0 0
T

_JT Jt g(t—0) (um(0), w;0(1))) dodt +J (

0 Jo 0

B (t) - Vi (), w;0(t)) dt

.
— L (1(t), w;0(t)) dt.
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De (3.57) e (3.58), obtemos as convergéncias

T

:
L (1 (1 9700)) dt = | ((u(t), wi0(1) dt.

JT(?(t) Vit (), w;0(t)) dt — hT(?(t) - Vu(t), wi0(t)) dt,

JO

L gt — o) ((u(0), w;6(1))) dodt,

T

.
L (a(t)hum(t),w;0(t)) dt — Jo (a(t)u(t), w;0(t)) dt.

Das convergéncias acima resulta que

T T

((u(t),w;0(t))) dt + L (a(t)u(t),w;0(t)) dt

—LT(u(t),wje’(t)) dt + J

0
T

T prt
—J J ot — o) ((u(o), w;0(t))) dodt+j (
0 JoO

0

B (1) - Vu(t), w;0(t)) dt

.
— L (1(t), w;0(t)) dt.

Sendo o conjunto das combinacoes lineares finitas dos wj’s denso em H}(Q), concluimos

que

T T

((u(t),vO(t))) dt + L (a(t)u(t),vO(t)) dt

—J()T(u(t),ve’(t)) dt + J

0
T

0 0

B (1) - Vut), vo(t)) dt

T
= J (L(t),vO(t)) dt,
0

para todo v € H}(Q).

Dessa ultima expressao, deduzimos que

~((u(v),v),0')) (w(t),v), 0(1))

+ <(
D’(0,T),D(0,T) D’(0,T),D(0,T)

+<(a(t)u(t),v), G(t)> — <E g(t — 0)(Vu, Vv) do, 9(t)>

D’(0,T),D(0,T)

= ((),v).80)

D’(0,T),D(0,T) D’(0,T),D(0,T)
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ou seja,
d t
(S 0)9) + (u(t). ) + altulthv) — | glt—o)(Vu.Tv) do
0
+(b - V() v) = (U(1), ), 8(1)) =0,
D’(0,T),D(0,T)

para todo © € D(0,T) e v € H}(Q), donde concluimos que

(u(t), v) + ((u(t),v)) + (a(t)u(t),v) — L g(t—o)(Vu,Vv)do 550
3.59

d
dt

(B - Vult),v) = (L(t),v), W e HY(Q),
no sentido de D’(0, T).

Resta mostrarmos que u € CY([0, T]; L2(Q)). Com efeito, em particular, se v € D(Q),

entao de (3.59) segue que

<u’(t),v> _ <Au(t),v> + <a(t)u(t),v>
D’'(Q),D(Q) D’'(Q),D(Q) D’'(Q),D(Q)

t

+< JO g(t— o)Au(o) dG,V> - <€>(t) : Vu(t),v> (3.60)

D'(Q),D(Q) D'(Q),D(Q)
= <l(t),v> , WveH(Q),
D’(Q),D(Q)
no sentido de D’(0, T), ou ainda,

<u/(t)’v>D/(Q),D[Q] B <Au(t)’v>D/(Q),D(Q) + <a(t)u(t)

t

+< Jo g(t—o)Au(o) dG,v>

D’(Q),D(Q)

_ 1
_ <1(t),v>D/(QLD(Q), W € Hi(Q),

t

<u’(t) — Au(t) + a(thult) + J g(t — o)Au(o) do
0

%
£ () Vult) — 1(t),v>D/(Q) I

no sentido de D’(0, T).
Logo, resulta que

t
u —Au+ au+ E) . Vu—J g(t—o)Au(o)do =1lem D'(Q).
0

Lembrando que u € L2(0, T; H}(Q)), temos

au € L2(0, T; Hy (Q)),
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Au e L?(0, T: H 1(Q)),

T - Vu e 120, T: 12(Q)),

Jt g(t— o)Au(o) do € L*(0, T; H1(Q)),
0

1 L0, T;L*(Q)),
donde concluimos que u’ € L2(0, T; H7}(Q)). Assim, de
u e L?(0, T; Hy(Q)) euw € L2(0, T; H H(Q)),
deduzimos, pelo Lema de Lions-Magenes (Teorema 1.12), que w € C°([0, T]; L*(Q)).
e Dado inicial

Agora mostraremos que w(0) = uy. Com efeito, multiplicando a equacao do problema
aproximado (3.54) por uma fungao 8 € C([0, T]) tal que 8(0) = 1 e 8(T) = 0 e integrando

de 0 a T, obtemos que

T T

(wm(t),w;)) O(t) dt + L (alt)um (t), wy)O(t) dt

JT(u:n(t),wj)e(t) dt + J

0 0
T

_JT Jt gt — 0) ((um(0), ) B(t) dodt +J (

0 Jo 0

B (1) - Vum (), w;)0(t) dt

;
:J (L(t), w;)0(t) dt,

0
ou, equivalentemente, apds usar integracao por partes na primeira integral, resulta que

T T

(um(t), w;)0’(t) dt + J ((um(t), w;)) 6(t) dt

0

~(uum(0), )~ |

0

T T ot
—|—J (a(t)um(t),w;)O(t) dt—J J g(t — o) (um(o),w;)) 6(t) dodt (3.61)

0 0 Jo

T T
+J (B (1) - Vi (), w;)0(t) dt:J (L(t), w;)8(t) dt.

0 0
Das convergéncias
Uy —u em L®(0, T; L2(Q)),

un —u em L2(0, T; HY(Q))
um (0) = uy em HY(Q),

podemos passar o limite em (3.61), obtendo

T T T

((u(t),w;0(t))) dt + L (au(t),w;0(t)) dt

—(ug, wj) —J

(u(t),wje’(t))dwj
0

0
T

T T ot
+J (?-Vu(t),wje(t))d’c—‘[ J g(t—G)((u(o),wje(t)))dcdtzj (L(t),w;0(t)) dt.
0 0 Jo 0
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Sendo o conjunto das combinagoes lineares finitas dos w;’s denso em Hj(Q), concluimos
que

T T T

((u(t),vO(t))) dt + L (a(t)u(t),vO(t)) dt

—(up, V) —J

(u(t), ve'(t)) dt+J
0

0

T T ct
+J (B)(t%Vu(t),ve(t))dt—‘[ J g(t—o)((u(o),vO(t)))do dt (3.62)
0 0 Jo

;
- J (1), vO(1)) dt.,

0
para todo v € H}(Q).
Por outro lado, como
— t
W =Au—au—>b - Vu—J g(t— o)Au(o)do+ 1€ L?(0, T;H 1(Q)),

0

entao,

.
+J (1(t),vO(t)) dt.
0

(3.63)
De (3.62) e (3.63), temos que
T T
| (wiwvern) dt = —(uav) — | (w0, v0'()dt, W e Hi(O),
0 H-1(Q),H}(Q) 0
isto é,
Td
- | gl ve dt = (). we R,
0
ou seja,

(u(0),v) = (ug,v), Wv € Hy(Q).

Da densidade de H}(Q) em [%(Q), temos
(w(0),v) = (up,v) W e L*(Q),
donde concluimos que w(0) = ug.

e Unicidade
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Para provarmos a unicidade, suponhamos que u; e uy s@o solugoes fracas de (2.11).

Considerando w = u; — U, temos que

t
w’—Aw—J g(t—o)Aw(o) do + aw+€>~Vw:O em L%(0,T;H1(Q)),
0

w=0 sobre X, (3.64)
w(x,0) =0 em Q,
w € L0, T; Hi(Q)), w’ € L2(0, T; H Q).

Multiplicando (3.64); por w e integrando em ), nos conduz a expressao

+ ((w(t), w(t))) — L g(t —o)((wlo),w(t))) do

(w'(1),w(v)

H-1(Q),Hj(Q)

Flaltwt). wt) + (B (1) - Vw(t), w(t)) = 0.

ou seja,

t
%
+J g(t—o) ((w(o),w(t)))do— (b (t) - Vw(t),w(t)).
0
Integrando de 0 a t e utilizando as desigualdades de Young, Holder, Young para con-

volugoes e Young com €, concluimos

1 t t

td
—J a|w(t)|2 dt + L [w(t)||* dt < KJO w(t)[? dt

t K2 t
+||g||L1<o,oo)J ||w(t)||2dt+—j w(t)P? dt+ej Iw(t)]? dt.
0 4e Jo 0

_>
onde K = maX{”aHLD"(Q)v b L))

Assim,
1 t t 1
M (OF dt +J [wit)]* dt < KJ W dt + Sw(0)f dt
0 0
Hlgllt 0,009 J w(t)]* dt + 4—J w(t)P dt + eJ lw(t)]? dt,
0 e Jo o
donde,

t

1 t 1
5|w(t)|2 dt+ (—e+1—gllt1(0,00)) J [w(t)]|? dt < §|w(0)|2 + CJ w(t)]? dt,
0 0

(3.65)

K2
onde C = K+ —. Vamos tomar ¢ > 0 de modo que —& + 1 — ||g|[r1(0,00) > 0, OU s€ja,

3
0<e<1—lglom.
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Comow(0) =0e (—e+1—g|lt1(0.00)) J [w(t)]|* dt > 0, entdo a desigualdade (3.65)
0

nos leva a
t

SF < | itk a
0

ou seja,
t

Wt < cj ()P dt.

0
Pela desigualdade de Grénwall (Teorema 1.2), concluimos que

t
w(t)]* <0-exp (J Cdt) =0,

0
e portanto, [w(t)|* = 0 para todo t € [0, T]. Logo, u; = u,.

Definicao 3.2. Dizemos que w: Q — R € solucdo forte de (2.11) quando
ue L*(0,T; Hy(Q) N H*(Q)), ' eL?*0,T;L*(Q))
e satisfaz
u’—Au+au+?-Vu+g*Au:1,
em L2(Q) com u(0) = uy.
Teorema 3.5. Sel e L?(0,T;L%(Q)) euy € H{(Q), entao o problema (2.11) admite uma
unica solugao forte w com reqularidade

ue COo, TI; HA(Q)).

Demonstracdo. Para provarmos a existéncia, usaremos novamente o método de Faedo-

Galerkin.
e Existéncia

Solucoes Aproximadas.
Seja (Wn)n>1 uma base Hilbertiana de H}(Q) formada por autofungoes do opera-
dor —A e V,n = [wyq, ..., W] o subespaco gerado pelos m primeiros vetores dessa base.

Definimos o problema aproximado como sendo
m
U (X, 1) = ) Rim(H)Wi(x) € Vi tal que
i=1

(U (8, ws) + ((wm(t),wy)) + (alt)um(t), w;)
(3.66)

—L gt — o) ((tm(0),w;)) do + (B (1) - Vim (£),w;) = (U(t), wy)
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O sistema de equagoes diferenciais ordindrias acima tem soluc¢ao em [0, t,,,], t,n < T. Agora
estenderemos a solucao local para o intervalo [0, T] como consequéncia das estimativas que
faremos abaixo.

Estimativas a priori.

Multiplicando (3.66) por —Ajhjm (t) e somando de 1 até m, obtemos que

—((un (1), um (1)) — (Aum(t), Aum (1)) + (a(t)um(t), Aum (1))

—Jt g(t — o) (Aum (0], Aun (t)) do + (B(1) - Vit (8), Aum (1)) = (L), Aun (1)),
0

ou seja,

< U NAUR (D] 4 Kl (1) [|Awm (t)]

+K[AW (V)| um (V) ]| + L g(t—o0) (Aun(o), Aun,(t)) do.

Integrando essa ultima expressao de 0 a t, e aplicando de Young com ¢, obtemos que

| v at+ SO = S un (O]

0

< J 1)1 Aun (1)) dt + KJ (4| A ()] dt
0 0

+KJ At (O ()] dt+J J 9t — o) (At (0), At (1)) do

0 0 JO

t t 1 t 1
< J elL(t)]* dt + J —|Aun, (1))? + J ek (1)]? dt + J —|Aun, (1) dt

t

ﬁ\Aum(t)l2 dt + J J g(t— o) (Aun (o), Aun(t)) do.

0JO

t
+J eK?|lun (1)]]? dt + J
0

0
Usando a desigualdade de Poincaré na terceira integral do lado direito da ultima desi-

gualdade acima, nos conduz a expressao

t 1 1
J A (O @t + [ (D] — (0]
0

t t

1 t 1
" Aun () + J eK2cy [um (1) |* dt + J —|Aun, (1) dt
€ 0 4e

0

< Jt ell(t)]* dt + J
0 0
Z%EIAum(t)l2 dt + J J g(t— o) (Aun (o), Aun(t)) do.

t
+J eK? |lun (1)]]? dt + J
0 0Jo

0
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Dai,
‘ 2 1 p 1 2
|AUy, (1)[* dt + §||um(t)|| - §||um(0)||
0
' 2 3 (" 2 2 o [ 2
< | ogll(t)] dt+4—£ [Awg (B)]° + (eK%cp + eK?) | Jum (t)]]” dt (3.67)
0 0 0
t pt
+J J g(t— o) (Aun (o), Aun(t)) do.
0Jo
Usando que

j j gt — 0) (Atim(0), Aun(t)) do < ugumo,m)j A (V)P dt
0JO 0

em (3.67), segue que
' 2 1 2 1 2
A (OF dt -+ 5 (0] = 5 fun (0)]

0
t

t 3 t
< J e[l(t)* dt + EJ [Aum ()] dt + (eK?cy + eK?) J wm (1)])? dt (3.68)
0

0 0
t
+11g]l11 (0,00) J |Auw, (1) dt.
0

Assim,

S (O] = 2 e (O)]

3 t
0

t

t
F(eK2e, + eKZ)J Im (7 dt + | gllc (0,00 J Au (1) dt.
0 0

3
Vamos tomar ¢ > 0 de modo que —— + 1 — L1(0.00) > 0, Ou seja, € > ————
R CICES A1 gl

Se denotarmos

9

o x(t) = %Hum(t)

3 ¢ 1
g (X(t) - €|l|%_2(Q) — <—4_£ +1— H9HL1(0,00)> J |Aum(t)|2 dt + §Hum(0)|’2>
0

o B(t) =2 (eK’c; +eK?),
entao a desigualdade (3.69) é equivalente a

x(t) < «ft) +J B(s)x(s)ds, Vtel[0,T].
0
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Pela desigualdade de Gronwall (Teorema 1.2), segue que

t

B(s)x(s)exp Ut B(u) du} ds, Vtel0,Tl. (3.70)

S

x(t) < alt) +J
0

Observando que 3(s) é constante e que valem as desigualdades

1
(s) < 5 um(O)|* + ellifzq) < €

exp Ut B(u) du} <eMiT

S

entao

Jt B(s)x(s)exp Ut B(u) du} ds < CeMiT,

0 s
Assim, pela desigualdade (3.70), temos para todo t € [0, T],

x(t) < «aft) + CeMT

3

t 1
= ellf2q)— | ==+ 1—lgllr0.00) J [Au, (B))? dt + =||um (0)]?
4e 0 2

+ CeMlT,

3 ! 1
)+ (1= loluiom ) | (6P @t < eifg)+ 5lunO)?

+ ceMT  vtelo,Tl.
Portanto,

1 3 t
§Hum(t)|\2 + (_E +1— HgHU(o,oo)) J |Aun, (B))? dt < CeM T vt e [0,T],
0

3 L . i
onde T + 1 —[|gllL1(0,00) € POsitivo e My é uma constante positiva.
€

Assim, da tultima desigualdade acima, segue que

Uy é limitada em L*°(0, T; H}(Q)),
Au,, ¢ limitada em L[2(0,T;L%(Q)),

donde deduzimos, a menos de subsequéncia, que

Uy —uw em L0, T; HA(Q)),
Au,, — Au em L2(0,T;L%(Q)).

Passagem ao limite.
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Multiplicando (3.66) por 8 € D(0,T) e integrando de 0 a T, obtemos que

T T

((um(t),v))0(t) dt + L (aum(t),v)6(t) dt

JT(u{n(t),v)e(t) dt + J

0 0

T T t
+J (D - Vi (1), v)0(1) dt—JO G(t)J g(t — 0)((um(0),v)) dodt

ou, equivalentemente, apds usarmos integracao por partes nessa tultima expressao e no-

tando que 6(0) = 0(T) = 0, entao temos que

T T

((um(t),vO(t))) dt +J (aum (t),vO(t)) dt

0

—JT(um(t),ve'(t)) dt+J

0 0

T T ot
+J (?~Vum(t),v9(t))dt—J J g(t—o)((um(o),vO(t))) dt (3.71)
0 0 Jo

.
:J (1(t),v(t)) dt.

0
Da convergéncia Au,, — Au em L[2(0,T;L%(Q)), vale que

T

)
L(u»nuxvnea)dt=J;c—Aum(nnneu)dt

converge para
T

.
J (—Au(t),v)0(t) dt :J ((u(t),v))0(t) dt.

0 0
Da convergéncia U, — w em L*(0, T; H}(Q)), resulta que

JT(? Vi (1), v0(1)) dt — JT(? - Vu(t),ve(t)) dt.

0 0

Da convergéncia w, — u em L=(0,T; H}(Q)), segue que

T

JT(aum(t),ve(t)) dt — J (au(t),vO(t)) dt.
0 0

T

—JT(um(t),ve/(t)) dt — —J (u(t),vo’(t)) dt.
0 0

Agora, observe que da convergéncia u,,, — u em L?(0, T; H}(Q)), obtemos que

T

)
JuwﬁWMN&ﬁjmwmmn@ vz e 12(0,T; H)(Q)).
0 0

Tomando as extensoes

. Uy, em [0, T] ~ gu) se u>0
Um = ; g(u) - )
0 fora de [0, TI; 0 se u<O0;
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~ z em [0,T]
z =
0 fora de [0, TI;

temos que Vi, Vz € L3(R; L3(Q)), g € L}Y(R) e

JT J glt = 0) {1t (0),2(1)) dodt = |

S w5 vamaa= | |

R

J g(t—o0)| Viim(o)- VZ(t) dxdodt
R Q

J Vit (t) - § * VZ(t) dxdt.
Q

Como ¢ * z € L2(R; H{(Q)), entdo

T et
J J g(t—o)((um(o),z(t)))dodtzj J Vit (1) - § * VE(1) dxdt
0 JO Q

— JR JQ Vi(t) - g * VZ(t) dxdt = LT

donde

T ot T ot
L JO g(t—o)((um(o),vO(t))) dodt — JO L g(t—o)((u(o),vO(t))) dodt.

Assim, fazendo m — oo em (3.71), nos leva a expressao
T T

((u(t),vO(t))) dt + JO (au(t),vO(t)) dt

T T (ot T
+J (F)-Vu(t),ve(t))dt—J J g(t—c)((u(d),ve(t)))dcd’c:J (L(t),vO(t)) dt,
0 0 Jo 0

—JOT(u(t),VG’(t)) dt+J

0

e portanto segue que
T T T
J (u'(t),vO(t)) dt + J ((u(t),vO(t))) dt + J (au(t),vO(t)) dt
0 0 0

T T pt T
+J (?-Vu(t),ve(t))dt—J J g(t—cr)((u(c),ve(t)))dcrdt:J (1(t),vO(t)) dt.
0 0 JO

0
Como Au(t) € L2(Q), entao da tltima desigualdade acima, nos conduz a expressao

T t
J (W (t) — Aut) + a(thu(t) + b - Vu(t) + J

0

g(t—o)Au(o)do —1(t),vO(t)) dt =0,

para todo v € Hj(Q) e 6 € D(0,T). Em particular,

T t
J (u'(t) — Aul(t) + a(t)u(t) + B) -Vu(t) + J g(t—o)Au(o)do —1(t), @O(t)) dt
0 0

para todo @ € D(Q) e 0 € D(0,T).

=0,

Como {0 : @ € D(Q),0 € D(0,T)} é denso em D(Q), temos que

T t
J (W () — Au(t) + a(t)u(t) + b - Vu(t) + J
0 0

g9(t — o)Au(o) do —L(t), P(t)) dt =0,
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para todo P € D(Q).

Pelo Lema de du Bois-Reymond (Teorema 1.13), concluimos que

t
u' —Au+ au—i—?-Vu—i—J g(t—o)Au(o)do =1,
0

em [%(Q).

Resta mostrarmos que u € C°([0, T]; H{(Q)). Com efeito, como

-Vu(t) — E g(t—o)Au(o) do,

W(t) = U(t) + Au(t) — a(u(t) — B

e o lado direito dessa tltima igualdade pertence a L2(Q), entdo temos que u’ € L2(Q).

Assim, da regularidade
u € L2(0, T; Hy(Q) NH?(Q)) e u' € L*(0, T; L*(Q)),
concluimos, pelo Teorema de Lions-Magenes (Teorema 1.12), que w € C°([0, T]; H(Q)).
e Dado inicial

Finalmente, mostraremos que u(0) = uy. Com efeito, multiplicando (3.66) por uma

funcao 0 € C([0,T]) tal que 8(0) =1 e O(T) = 0 e integrando de 0 a T, obtemos que

T T

((um(t),w;)) O(t) dt + L (a(t)um(t), w;)0(t) dt

J'T(u{n(t),wj)e(t) dt + J

0 0
T

_Htg(t—o)((um(o),wj))e(ﬂd“mj(

0

B (1) - Vi (1), w;)0(t) dt

]
=J (1(1), w;)0(t) dt.

0

ou, equivalentemente, apds usarmos integracao por partes na primeira integral dessa

ultima expressao, deduzimos que

T T

(wm (t), wy)0'(t) dt + L ((um(t), w;)) 6(t) dt

(1t (0), w;) —J

0

T T pt
+J (a(t)hum(t),w;)0(t) dt—J J g(t— o) (um(o),w;)) 6(t) dodt (3.72)
0 0 Jo

T T
+J (6 (1) - Viem (1), w;)0(t) dt:J (L(t), w;)0(t) dt.
0 0

Das convergéncias
Uy —uw em L0, T; HA(Q)),
Au,, — Au em L2(0,T;L%3(Q)),

um (0) = uy em HL(Q),
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podemos tomar o limite em (3.72), obtendo que

T T T

((ut), wyB(t))) dt + J (au(t), w;0(1)) dt

—(ug, wjy) —J

(u(t), w;0'(t)) dt+J
0

0

T T pt
+J (?W(t),wie(t))dt—J J g(t — o) ((u(o), w;0(t)))do dt
0 0 JoO

.
:J (1(t), w;0(t)) dt.

0
Sendo o conjunto das combinagoes lineares finitas dos w;’s denso em H{(Q), concluimos

que

—(uo, V) —J

0

T T T

((u(t),vO(t))) dt + L (a(t)u(t),vO(t)) dt

(u(t),ve’(t)) dt +J

0
T T ot
+J (?(t)-Vu(t),vG(t))dt—J J g(t—o)((u(o),vo(t)))dodt (3.73)
0 0 Jo

para todo v € H}(Q).

Por outro lado, como
t

W=Au—au—b - Vu—J g(t—o)Au(o) do +1 € %0, T; L*(Q)),
0

entao,

T T T
J (u’(t),vG(t))dt:—J ((u(t),v@(t)))dt—J (au(t),vO(t)) dt
0 0 0

T N T pt
—J T -Vu(t),ve(t))dwj J gt — o) ((u(o),vO(t))dodt  (3.74)
0 0 JO

:
+J (1(t),v8(t)) dt.

0
Por (3.73) e (3.74), resulta que

T

JT(u’(t),vG(t)) dt = —(up, V) —J (u(t),v0’(t)) dt, Vv e Hi(Q),
0 0

isto é,
Td
- | SR e = (), e Hi),
0
ou seja,

(u(0),v) = (ug,v), Vv e H;(Q).

Da densidade de H}(Q) em L2(Q), temos
(1(0),v) = (u,v) Vv e L*(Q),

donde concluimos que u(0) = ug.
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e Unicidade

Para provarmos a unicidade, suponhamos que u; e uy sao solugoes fortes de (2.11).

Considerando w = u; — Uy, temos que

t

w’—Aw—J g(t— o)Aw(o) dcr+aw+€>-Vw:0 qt.pem Q,

0

w=20 sobre 2, (3.75)
w(x,0) =0 em Q,

w € L2(0, T; H)(Q) N H2(Q)), w’ € L2(0,T; L*(Q)).

Multiplicando (3.75), por w e integrando em Q, obtemos que

ou seja,

< W+ (D)2 = —(athw(t) w(t)
t -
+JO g(t— o) (wlo),w(t))) do— (b (t) - Vw(t), w(t)).
Integrando essa ultima expressao de 0 a t e utilizando as desigualdades de Young, Holder,

Young para convolugoes e Young com ¢, concluimos que

t

1 t t
—J i|w(t)y2 dt+J Hw(t)H?dthJ w(t)[* dt
2 J, dt 0

t

t K2 t
Hlgluoee | WO de+ 3 [ ol at+e | P
0 4e Jo 0

0

%
onde K = max{||al[t=(q), || b [[=(q)}-

Assim, temos que
t

1 t 1
5|w(t)|2 dt +J [w(t)]]* dt < KJ w(t)* dt + §|w(0)|2 dt
0 0

t K2 t t
wwwmﬁwwmwa+—JmuWa+ﬁwmew
0 4e Jo 0

donde,

t

1 t 1
§|w(t)|2 dt+ (—e+1—gllt1(0,00)) J [w(t)]|? dt < §|w(0)|2 + CJ w(t)? dt, (3.76)
0 0

K2
onde C = K+ —. Vamos tomar ¢ > 0 de modo que —& + 1 — ||g||r1(0,00) > 0, OU s€ja,

0<e<l—]gllo00)-



Capitulo 3. Problema de controlabilidade multiobjetivo de uma equagao da
onda em um dominio nao-cilindrico 82

Como w(0) =0e (—e+1—]gllL1(0.00)) J [w(t)||* dt > 0, entdo da tltima desigual-
0

dade acima, segue que
t

SF < | itk a
0

ou seja,
t

Wt < CL w(t)P dt.

Pela desigualdade de Gronwall (Teorema 1.2), concluimos que
t
w(t)]? <0-exp (J Cdt) =0,
0
e portanto, [w(t)|* = 0 para todo t € [0, T]. Substituindo em (3.76), temos |[w(t)|| = 0

para todo t € [0, T]. Logo, u; = u,.



Apéndice B

O objetivo deste apéndice é estabelecermos formalmente as nogoes de fungao adjunta
e conjugada, a fim justificar as expressoes de A*, F] e F} vistas no Capitulo 3. Para isso,

faremos algumas defini¢oes que serao necessarias para o nosso proposito.

Defini¢ao 3.3 (Funcao conjugada). Seja @ : E — (—o0, +00] uma funcao tal que @ # 0.

Definimos a fun¢ao conjugada @* : E* — (—o0, +00] como

©*(f) =sup{{f,x) — @(x)}, feE"
x€E

Defini¢ao 3.4 (Fungao adjunta). Seja A : E — F um operador linear. A adjunta de A é

o operador A* : F' — E’ tal que
(v, Aw)pr = (A", We k.
Mostraremos que Fi(f) = F;(f) para cada f € L?(I}), ou seja,

Fi(f) = sup {({f,x) —Fi(x)}.

XELQ(F())

Inicialmente, observamos que para cada f € L2(I}) fixado, temos que F;(f) pertence a este

conjunto, visto que

Fitf) =5 | 1P dr = (£, = Fa(o)

Agora para concluirmos, basta mostrar que F;(f) é cota superior do conjunto. De fato,

33
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temos que

Fi(f) — (f,x) + F1(x)

ou seja,

Fi(f) — J fx dl + J Ix|2dr
o

o
[f|2dr — J

To

—
=

fx dI' + J Ix|2dr

To

— N =
=

f(f—x)dF+%J (x?2 —f?)dr

o

f(f—x)dl"—i—%J (x +f)(x —f)dr

o

S

r

2f(f — x) dr—f—lj (x +f)(x —f)dl
J1y 2 o

(f—x)(2f — (x +f))dl
Jro

r

If —x[2dlr >0, V¥x e L%(Ty),

N = N = N = /™

Jro

Fi(f) = (f,x) —Fi(x), ¥xe (),

o que prova que F;(f) é cota superior. Logo, F;(f) = F;(f) para cada f € L*(T}).

Para F;, observe que

B0, 1) = sup

AfEH1(Q)XL2(Q)

= sup

AfEH1(Q)XL2(Q)

= sup

AfEH1(Q)xL2(Q)

{ ((A£,{f0, 1)) — Fg(Af)}
{ ((Ih'(T), =h(T)}{f", f})) — Fg(Af)}

{(h’(T), %) — (h(T), fl)}

= sup {(—v(’)(T) + v+ ey, ) — (—vo(T) +v° — evo, fl)}

= sup {(—v(’)(T) + v+ ey, ) + (vo(T) =V + evo, fl)}

= (—v)(T) + v, ) + (vo(T) = v, 1) + sup {(ayl,fo) + (eyo,fl)}

= (=v(T) + ', 1) + (vo(T) = v°, 1) + €[] + elf'].

Para calcularmos a adjunta A*, lembramos que por (3.37), vale que

—J %q;yfdrz<h’(T),f0)—(h(T),f1), vf € L3(T).
o

o?(t)
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Assim, temos que

_Jrooc%(t)%fdr = (h/(T), ) — (h(T), ")
= (({('(T), =h(T)L{F, £3))
= ((Af, {fO 1))
= (f,A"{f*, ')

= J A0 FIHAT,  Vf e L*(T),
o

e portanto, segue que

*[e0 1y
A '} = ocz(t)(py'
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