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Resumo

Nesta tese de doutorado, o foco principal será o estudo das variedades tipo-Einstein,

com o objetivo de resolver desafios relacionados à rigidez dessas estruturas. Inicialmente,

apresentaremos um resultado de rigidez para variedades do tipo-Einstein, considerando a

condição de curvatura de Ricci paralelo, o que melhora à condição de Einstein analisada

por Freitas e Gomes em [27]. Além disso, estabeleceremos uma condição crucial relacio-

nada à norma do gradiente da função potencial, visando demonstrar que essas métricas

são, de fato, Einstein, ou seja, que a curvatura de Ricci é um múltiplo da métrica. Por

fim, investigaremos uma condição de curvatura pinçada, inspirados por [6] e [12], com o

intuito de classificar variedades compactas que possuem curvatura escalar não negativa e

que atendem a uma condição especial de Ln/2 pinçada.

Palavras chaves: Métricas críticas. Variedades tipo-Einstein. Métricas Einstein. Ricci

paralelo. Condição pinçada.

vi



Abstract

In this doctoral thesis, the main focus will be the study of Einstein-type manifolds, with

the goal of addressing challenges related to the rigidity of these structures. Initially,

we will present a rigidity result for Einstein-type manifolds, considering the condition of

parallel Ricci curvature, which improves upon the Einstein condition analyzed by Freitas

and Gomes in [27]. Additionally, we will establish a crucial condition related to the norm

of the gradient of the potential function, aiming to demonstrate that these metrics are

indeed Einstein, meaning that the Ricci curvature is a multiple of the metric. Finally, we

will investigate a pinched curvature condition, inspired by [6] and [12], with the intention

of classifying compact manifolds that have non-negative scalar curvature and meet a

special Ln/2 pinched condition.

Keywords: Critical metrics. Einstein-type manifolds. Einstein metrics. Parallel Ricci.

Pinched condition.
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Capítulo 1

Introdução

Este trabalho é estruturado em duas partes. Na primeira, nos aprofundaremos no estudo

das variedades do tipo-Einstein, com o objetivo de alcançar resultados significativos em

relação à rigidez dessa estrutura. Na segunda parte, direcionaremos nossa análise para

casos especiais de métricas do tipo-Einstein amplamente reconhecidos na literatura, tais

como a métrica crítica do funcional de Einstein Hilbert, a tripla estática positiva e a mé-

trica crítica do funcional volume. A seguir, apresentaremos um breve panorama histórico

dos problemas estudados, destacando os resultados alcançados nos últimos anos. Além

disso, faremos uma análise detalhada de nossa própria contribuição para os problemas

apresentados neste estudo. No primeiro momento do trabalho, apresentamos resultados

de rigidez para variedades do tipo-Einstein, o qual é baseado no artigo “Compact Einstein-

type manifolds with parallel Ricci tensor”, escrito pelo autor com parceria com H. Baltazar

e M. Andrade ([3]).

O estudo das variedades do tipo-Einstein foi introduzido por Catino et al. [19] e emerge

como uma forma de unificar algumas estruturas amplamente investigadas na literatura.

No que segue (Mn, g) representa uma variedade Riemanniana conexa. Seguindo a termi-

nologia empregada em [2, 36, 37, 49], dizemos que uma variedade Riemanniana compacta

(Mn, g) é uma variedade do tipo-Einstein se existem funções suaves f, h : M → R tais

que

fRic = ∇2f + hg, (1.1)

onde f > 0 em int(M) e f−1(0) = ∂M. Aqui, Ric e Hess representam, respectivamente, o

tensor de Ricci e a forma Hessiana em Mn.

Vamos nos referir à equação (1.1) como a equação fundamental de uma variedade do

2



Capítulo 1. Introdução 3

tipo-Einstein (Mn, g, f, h). Na verdade, tomando o traço na equação (1.1), note que

fR = ∆f + nh, (1.2)

onde ∆ representa o operador laplaciano.

O raciocínio por trás do uso de (1.1) e (1.2) é que generalizam várias equações geomé-

tricas importantes, veja os exemplos a seguir:

• Equação de Einstein do vácuo estático com constante cosmológica nula([35]):

fRic = ∇2f e ∆f = 0, (1.3)

onde h = 0 e R = 0.

• Equação do vácuo estático com constante cosmológica não nula ([1]):

fRic = ∇2f + Rf

n− 1g e ∆f + Rf

n− 1 = 0, (1.4)

onde h = Rf/(n− 1).

• Equação estática de fluido perfeito ([50]):

fRic = ∇2f + (µ− ρ)f
n− 1 g e ∆f +

((n− 2)µ+ nρ

n− 1

)
f = 0, (1.5)

onde h = (µ − ρ)f/(n − 1), e µ = R/2 e ρ são, respectivamente, as funções suaves

de densidade e pressão. Mais acima, a condição de energia implica que µ ≥ |ρ|.

• Equação do ponto crítico ([6]):

(1 + f)R̊ic = ∇2f + Rf

n(n− 1)g e ∆f + Rf

n− 1 = 0, (1.6)

onde R̊ic é o tensor de Ricci sem o traço. Aqui, ∂M = ∅ com h = R
n−1f −

R
n(n−1) e

f = 1 + F, onde F é a função potencial na equação de ponto crítico.

• Equação V-estáticas ([9]):

fRic = ∇2f + Rf + k

n− 1 g e ∆f + Rf

n− 1 = −nk
n− 1 , (1.7)

onde k é uma constante e h = R
n−1f + k

n−1 .
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Recentemente, Freitas e Gomes foram capazes de classificar variedades do tipo-Einstein

que são Einstein, veja os Teoremas 1 e 2 em [27]. Em seu artigo, a equação fundamental

das variedades do tipo-Einstein foi estudada da seguinte maneira:

∇2f = µ

β
f(Λg − α

β
Ric) + γg, (1.8)

para alguma função suave Λ em Mn e constantes α, β, µ, γ ∈ R, com β 6= 0. Claramente,

considerando µα
β2 = −1 e h = −µΛ

β
f − γ, obtemos a Equação (1.1). Assim, tal equação

pode ser vista como um caso particular da Equação (1.8).

É importante destacar que, em toda variedade Riemanniana, o tensor métrico é pa-

ralelo (i.e., ∇g = 0), imediatamente obtemos que variedades Einstein possuem tensor de

Ricci paralelo (i.e., ∇Ric = 0), entretanto a recíproca deste fato é falsa, como podemos

constatar com o Exemplo 3.4.

Uma das estruturas mais importantes estudadas na literatura e que satisfaz a equação

do tipo-Einstein para h = −∆f são as triplas estática positiva. Para nosso propósito,

vamos lembrar a classificação de tripla estática positiva para uma variedade tridimensional

que satisfaz a condição de Ricci paralelo. De fato, como consequência dos resultados de

Kobayashi e Lafontaine para variedades estáticas localmente conformemente planas, ver

[45] e [47], respectivamente, é imediato deduzir o seguinte resultado.

Teorema 1.1 (Kobayashi [45], Lafontaine [47]). Seja (M3, g, f) uma tripla estática po-

sitva com curvatura escalar R = 6. Suponhamos que (M3, g) tem tensor de Ricci paralelo,

então (M3, g, f) é um recobrimento de uma tripla estática equivalente a um das seguintes

triplas estáticas:

1. O hemisfério padrão com métrica canônica (S3
+, gS3).

2. O cilindro padrão sobre S2 com métrica produto
(
M = [0, π√

3
]× S2, g = dt2 + 1

3gS
2

)
.

Antes de prosseguir, vamos definir a função λ em termos de h e da função potencial

f , da seguinte forma:

λ = (n− 1)h−Rf = −(n− 1)
n

[
fR

n− 1 + ∆f
]
. (1.9)
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Essa função aparece em [36] e os autores conseguiram deduzir que a curvatura escalar

é constante se, e somente se, λ for constante, conforme a Proposição 2.1 em [36].

Neste trabalho, seremos capazes de classificar variedades do tipo-Einstein que satisfa-

zem a condição de curvatura de Ricci paralelo, e o principal ingrediente será provar que

essas estruturas são, de fato, métricas V -estáticas. Mais precisamente, estabelecemos o

seguinte resultado.

Teorema 1.2. Seja (Mn, g, f, h) uma variedade do tipo-Einstein com tensor de Ricci

paralelo. Então, a função λ definida acima é constante e uma das seguintes afirmações é

verdadeira:

(1) se λ > 0, então (Mn, g) é isométrica a uma bola geodésica em Rn, Sn, ou Hn.

(2) se λ = 0 e n = 3, então (M3, g) é coberta por uma das triplas estáticas descritas no

Teorema 1.1;

(3) se λ < 0 e Mn tem bordo conexo, então (Mn, g) é isométrica a uma bola geodésica

em Sn.

Nosso próximo resultado foi inspirado por B. Leandro [48], onde o autor estudou uma

condição necessária e suficiente sobre a norma do gradiente da função potencial para que

métricas criticas do funcional curvatura escalar total sejam Einstein, e mais recentemente

H. Baltazar e C. Queiroz em [4], onde resultados similares foram deduzidos para métricas

críticas do funcional volume. Mais precisamente, temos o seguinte resultado.

Teorema 1.3. Seja (Mn, g, f, h) uma variedade do tipo-Einstein satisfazendo
1
2 |∇f |

2 + 1− 2n
2n(n− 1)Rf

2 + hf = const. (1.10)

Então, (Mn, g) é uma variedade Einstein, desde que∫
M
〈∇R,∇f〉dMg ≥ 0.

Como corolário imediato, temos que

Corolário 1.1. Seja (Mn, g, f, h) uma variedade Tipo-Einstein com curvatura escalar

constante satisfazendo a seguinte condição
1
2 |∇f |

2 + 1− 2n
2n(n− 1)Rf

2 + hf = const. (1.11)

Então a função λ definida em (1.9) é constante e uma das seguintes afirmações é verda-

deira:
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(1) se λ > 0, então (Mn, g) é isométrico a uma bola geodésica em Rn, Sn, ou Hn.

(2) se λ = 0, então, a menos de um quociente finito, (Mn, g) é isométrico a um hemis-

fério padrão com métrica canônica (Sn+, gSn).

(3) se λ < 0 e Mn tem bordo conexo, então (Mn, g) é isométrico a uma bola geodésica

em Sn;

Além disso, restrito ao caso tridimensional, a condição integral pode ser enfraquecida.

Na verdade, temos o seguinte resultado:

Corolário 1.2. Seja (M3, g, f, h) uma variedade tipo-Einstein satisfazendo

1
2 |∇f |

2 − 5
12Rf

2 + hf = const. (1.12)

Então, (M3, g) é uma variedade de Einstein desde que∫
∂M
〈∇R,∇f〉dS ≥ 0.

A segunda parte desta tese faz referência ao artigo “Rigidity theorem for integral pin-

ched static manifolds and related critical spaces”, em colaboração com H. Baltazar ([5]).

Neste caso, investigamos casos particulares de variedades do tipo-Einstein, a saber, as tri-

plas estáticas positivas, métricas críticas da funcional de volume (Métrica de Miao-Tam) e

métricas críticas do funcional curvatura escalar total (Métricas CPE). Duas destas estru-

turas podem ser associadas a um problema clássico de análise geométrica: a investigação

de métricas críticas de determinados funcionais definidos em uma variedade riemanniana.

No capítulo 4 motivaremos o estudo de cada estrutura e investigaremos estes três

tipos de variedades do tipo-Einstein, supondo uma condição de curvatura pinçada. Este

estudo tem atraído muitos autores nos últimos anos, veja, por exemplo, [6, 10, 12, 20,

21, 29, 30, 32, 39, 40, 42, 51, 58, 60] e referências associadas. De fato, relacionado ao

nosso trabalho, em 2017, H. Baltazar provou que, para 4 ≤ n ≤ 10, uma métrica CPE

(veja a Seção 4.3.1 para definição) que satisfaz uma condição de Lp pinçamento com

uma restrição sobre o tensor de curvatura de Weyl é isométrica a uma esfera padrão,

veja [6, Teorema 3]. Posteriormente, H. Baltazar, R. Diógenes e E. Ribeiro Jr. em [12]

estudaram as métricas críticas do funcional volume em 4 dimensões e foram capazes de

deduzirem uma estimativa envolvendo a constante de Yamabe, a função potencial e alguns

termos de curvatura. Além disso, se a igualdade ocorrer, os autores provaram que M4 é
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isométrica a uma bola geodésica em S4. A demonstração desses resultados fornece direções

para deduzir uma condição de pinçamento geral sem hipóteses adicionais, em especial, a

dependência da função potencial. Então, motivados por [6] e [12], estaremos interessados

em classificar variedades compactas com curvatura escalar não negativa e uma condição

especial de Ln/2 pinçamento. Mais precisamente, temos os seguintes resultados:

No caso da métrica CPE, obtemos o teorema abaixo

Teorema 1.4. Seja (Mn, g, f, ) 4 ≤ n ≤ 38, uma métrica CPE não trivial que satisfaça

a seguinte condição pinçada∫
M

∣∣∣∣∣W + α(n)√
2n
R̊ic7 g

∣∣∣∣∣
n/2

dMg

2/n

≤ β(n)Y([g]),

onde α(n) = n[2(n−1)
√

2n+4]
(n−2)[2(n−1)

√
2n+2n] e β(n) =

√
(n−2)

32(n−1)
n

(n−1)
√

2n+n . Então (Mn, g) é isométrica

a esfera padrão.

Para proceder, devemos lembrar de um lema clássico devido a Gursky [34]. Tal lema

fornece um limite inferior para o invariante de Yamabe e será importante para deduzir

uma consequência em dimensão 4.

Lema 1.1. ([34]) Seja (M4, g) uma variedade compacta de dimensão 4 com bordo vazio.

Então, vale a seguinte estimativa

Y(M, [g])2 ≥
∫
M
R2dMg − 12

∫
M
|R̊ic|2dMg.

Além disso, a desigualdade é estrita a menos que (M4, g) seja conformemente Einstein.

Corolário 1.3. Toda métrica CPE não trivial de dimensão 4 que satisfaz

(22 + 12
√

2)
∫
M
|W |2dMg + (77 + 24

√
2)
∫
M
|R̊ic|2dMg ≤

1
12

∫
M
R2dMg (1.13)

é isométrica a uma esfera padrão.

Observação 1.1. Observe que a condição de pinçamento (1.13) pode ser reescrita como

121 + 48
√

2
77 + 24

√
2

∫
M
|W |2dMg + 38 + 12

√
2

3(77 + 24
√

2)

∫
M
R2dMg ≤ 32π2X (M).

Tal mudança se faz utilizando a conhecida fórmula de Chern-Gauss-Bonnet, a saber,
∫
M
|W |2dMg − 2

∫
M
|R̊ic|2dMg + 1

6

∫
M
R2dMg = 32π2X (M).



Capítulo 1. Introdução 8

Em seguida, obtemos um resultado de rigidez para o caso da tripla estática positiva e

que fornece uma resposta positiva para conjectura

Conjectura 1.1 (Cosmic no-hair). [Boucher et al., [16]] A única tripla estática compacta,

simplesmente conexo, com curvatura escalar positiva e fronteira conexa é o hemisfério

padrão Sn+.

Segue abaixo esse resultado

Teorema 1.5. A conjectura cosmic no-hair é verdade para variedades n-dimensional

(3 ≤ n ≤ 38) satisfazendo a seguinte condição pinçada
∫

M

∣∣∣∣∣W + α(n)√
2n
R̊ic7 g

∣∣∣∣∣
n/2

dMg

2/n

≤ β(n)Y([g]),

onde α(n) = n[2(n−1)
√

2n+4]
(n−2)[2(n−1)

√
2n+2n] e β(n) =

√
(n−2)

32(n−1)
n

(n−1)
√

2n+n .

No caso da métrica crítica de Miao-Tam, temos o seguinte teorema

Teorema 1.6. Seja (Mn, g, f) uma métrica crítica de Miao-Tam, compacta de dimensão

n (3 ≤ n ≤ 38), com curvatura escalar positiva. Suponha que vale a seguinte condição

pinçada ∫
M

∣∣∣∣∣W + α(n)√
2n
R̊ic7 g

∣∣∣∣∣
n/2

dMg

2/n

≤ β(n)Y([g]),

onde α(n) = n[2(n−1)
√

2n+4]
(n−2)[2(n−1)

√
2n+2n] e β(n) =

√
(n−2)

32(n−1)
n

(n−1)
√

2n+n . Então Mn é isométrica a

uma bola geodésica em Sn.

Para concluir, com base no artigo "Critical metrics of the volume functional with

pinched curvature", com colaboração de H. Baltazar ([4]), agora destacamos a métrica

crítica de Miao-Tam.

Existem vários trabalhos sobre a classificação de métricas críticas de Miao-Tam en-

volvendo o tensor de curvatura de Weyl, veja, por exemplo, [11, 7, 12, 9, 53]. Portanto,

motivados por [20] e com base em técnicas desenvolvidas em [6, 10], iremos fornecer uma

classificação dessas métricas críticas considerando uma condição de curvatura pinçada.

Mais precisamente, temos o seguinte resultado.
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Teorema 1.7. Seja (Mn, g, f) uma métrica crítica de Miao-Tam com curvatura escalar

positva e satisfazendo a seguinte estimativa∣∣∣∣∣W +
√
n√

2(n− 2)
R̊ic7 g

∣∣∣∣∣ ≤ R√
2(n− 1)(n− 2)

. (1.14)

Então (Mn, g) é isométrica a uma bola geodésica em Sn.

Como o tensor de Weyl se anula na dimensão três, obtemos a seguinte consequência:

Corolário 1.4. Seja (M3, g, f) uma métrica crítica de Miao-Tam com curvatura escalar

positiva e satisfazendo

|R̊ic| ≤ R√
24
. (1.15)

Então (M3, g)é isométrica a uma bola geodésica em S3.

Observação 1.2. É fácil verificar que, a condição pinçada (1.15) torna-se neste caso

|R̊ic| ≤ R√
24
≤ R√

6
.

Então, basta aplicar [9, Corolário 1.5] para concluir que (M3, g) é isométrica a uma bola

geodésica em S3.



Capítulo 2

Noções Preliminares

Neste capítulo, vamos estabelecer as notações e revisitar brevemente os conceitos essen-

ciais da Geometria Riemanniana, para uma boa compreensão dos capítulos que seguem.

Não entraremos em detalhes sobre demonstrações, porém o leitor pode consultar como

leitura complementar [22] e [25] para esclarecimentos.

2.1 Notações e alguns tensores importantes

No que segue (Mn, g) denotará uma variedade Riemanniana n-dimensional com métrica g

e conexão de Levi-Civita ∇. O espaço das funções diferenciáveis (ou de classe C∞ ) sobre

M será denotado por C∞(M). O espaço dos campos diferenciáveis sobre M denotaremos

por X(M).

A seguir vamos definir alguns operadores diferenciais com os quais vamos trabalhar

nessa trabalho de tese.

Definição 2.1. Definamos a derivada covariante de um (1, s)-tensor T, como sendo

o (1, s+ 1)-tensor

∇T : X(M)× ...× X(M)︸ ︷︷ ︸
s+1

→ X(M)

dado por

∇T (X, Y1, ..., Ys) = (∇XT )(Y1, ..., Ys)

= ∇X(T (Y1, ..., Ys))−
s∑
i=1

T (Y1, ...,∇XYi, ...., Ys).

10
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Dizemos que um tensor T é paralelo se ∇T ≡ 0. Observe que uma métrica Riemanniana

g é um tensor paralelo. De fato,

(∇g)(X, Y, Z) = ∇X(g(Y, Z))− g(∇XY, Z)− g(Y,∇XZ)

= g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)− g(∇XY, Z)− g(Y,∇XZ)

= 0

para quaisquer X, Y, Z ∈ X(M).

Definição 2.2. Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana. O tensor curvatura de

Riemann é o (1, 3)-tensor

Rm : X(M)× X(M)× X(M)→ X(M),

dado por

Rm(X, Y, Z) = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z,

para todo X, Y, Z ∈ X(M).

Em coordenadas,

Rm

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
∂

∂xk
= Rl

ijk

∂

∂xl
.

Além disso, quando necessário, faremos a seguinte convenção ∂

∂xi
= ∂i.

Usando o tensor métrico podemos interpretar o tensor Rm como um (0, 4)-tensor, definido

por

Rm : X(M)× X(M)× X(M)× X(M)→ C∞(M),

onde

Rm(X, Y, Z,W ) = g(Rm(X, Y )Z,W ).

Em coordenadas,

Rm (∂i, ∂j, ∂k, ∂l) = Rijkl.

Proposição 2.1. O tensor curvatura de Riemann satisfaz as seguintes propriedades

(1) Rm(X, Y, Z,W ) = −Rm(Y,X,Z,W ) = −Rm(Y,X,W,Z).

(2) Rm(X, Y, Z,W ) = Rm(Z,W,X, Y ).
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(3) Primeira identidade de Bianchi

Rm(X, Y, Z,W ) +Rm(Y, Z,X,W ) +Rm(Z,X, Y,W ) = 0.

Em coordenadas,

Rijkl +Rjkil +Rkijl = 0.

(4) Segunda identidade de Bianchi

(∇WRm)(X, Y, Z, U) + (∇YRm)(W,X,Z, U) + (∇XRm)(Y,W,Z, U) = 0.

Em coordenadas,

∇lRijks +∇jRliks +∇iRjlks = 0.

Para a prova veja [25].

Definição 2.3. Dados dois vetores X e Y não nulos e lineramente independentes em

TpM definimos a curvatura seccional do plano σ gerado pelos vetores X e Y , por

K(σ) = K(X, Y ) = R(X, Y,X, Y )
|X|2|Y |2 − g(X, Y )2 .

Definição 2.4. Definimos o tensor curvatura de Ricci o (0, 2)-tensor

Ric : X(M)× X(M)→ C∞(M)

como sendo o traço do tensor curvatura de Riemann, i.e.,

Ric(X,Z) = tr {Y 7→ Rm(X, Y )Z} ,

onde X, Y, Z ∈ X(M).

Em coordenadas,

(Ric)ik = Rik = gjlRijkl.

Definição 2.5. A curvatura escalar de uma variedade é a função R : M 7→ R dada

por

R = trRic.

Em coordenadas,

R = gikRik.
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Proposição 2.2. Em uma variedade Riemanniana (Mn, g), vale

(1) Identidade de Ricci contraída

∇jRik −∇iRjk = gls∇lRijks.

(2) Segunda identidade de Bianchi contraída duas vezes

gjk∇jRik = 1
2∇iR.

Para a prova veja [25].

Além disso, segue das fórmulas de comutatividade da derivada covariante (identidade

Ricci), que para qualquer variedade Riemanniana Mn temos

∇i∇jRkl −∇j∇iRkl =RijkmRml +RijlmRkm. (2.1)

para mais detalhes veja [22].

2.2 Alguns tensores importantes

Agora, relembraremos alguns tensores para uma variedade Riemanniana (Mn, g) de di-

mensão n, os quais serão vistos em coordenadas locais para facilitar o entendimento do

próximo capítulo. Começamos com o tensor de Weyl W que é definido, para n ≥ 3, pela

seguinte decomposição:

Rijkl = 1
n− 2(Ric7 g)ijkl −

R

2(n− 1)(n− 2)(g 7 g)ijkl +Wijkl,

onde Rijkl denota o tensor de curvatura de Riemann e 7 representa o produto Kulkarni-

Nomizu, o qual é definido por

(A7B)ijkl = AikBjl + AjlBik − AilBjk − AjkBil.

Outro tensor importante é o tensor de Cotton C, definido como segue:

Cijk = ∇iRjk −∇jRik −
1

2(n− 1)(∇iRgjk −∇jRgik), (2.2)

Não é difícil verificar que Cijk é anti-simétrico nos dois primeiros índices e sem traço em

quaisquer dois índices.
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Uma relação importante entre o tensor de Weyl e o tensor de Cotton é dada pela

seguinte identidade:

Cijk = −(n− 2)
(n− 3)∇lWijkl, (2.3)

fornecido que n ≥ 4.

Para finalizar essa seção, apresentaremos uma fórmula interessante para o Laplaciano

da norma do tensor de Ricci sobre uma variedade arbitrária obtida em [7, Lema 2.1]. Para

efeito de completude apresentaremos a sua demonstração. Segue abaixo esse resultado:

Lema 2.1. Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana. Então vale a seguinte igualdade:

∆|Ric|2 = 2|∇Ric|2 − |Cijk|2 + 2∇i(CijkRjk) + 2(RijRikRjk −RikRjlRijkl)

− n

2(n− 1) |∇R|
2 + 1

n− 1div[(n− 2)Ric(∇R) +R∇R]. (2.4)

Demonstração. Iniciaremos com o cálculo do laplaciano da norma ao quadrado do tensor

de Ricci, para isso, lembre que

1
2∆|Ric|2 = 1

2∇p∇pR
2
ij

Assim, desenvolvendo o lado direito da igualdade acima e usando a expressão (2.2) do

tensor de Cotton, obtemos

1
2∆|Ric|2 = |∇Ric|2 +Rij∇p∇pRij

= |∇Ric|2 +Rij∇p(Cpij +∇iRpj + 1
2(n− 1)(∇pRgij −∇iRgpj))

= |∇Ric|2 +Rij∇pCpji +Rij∇p∇iRpj + 1
2(n− 1)(R∆R−∇i∇jRRij).

Por outro lado, usando a identidade de Ricci (2.1) no termo ∇p∇iRpj podemos reescrever

a igualdade acima da seguinte forma

1
2∆|Ric|2 = |∇Ric|2 +Rij∇pCpij +∇i∇pRpjRij + (RijRikRjk −RikRjlRijkl)

+ 1
2(n− 1)(R∆R−∇i∇jRRij),

onde alteramos alguns índices por simplicidade.

Dessa forma, a partir da segunda identidade contraída de Bianchi 1
2∇iR = gjk∇jRki

obtemos uma nova expressão para igualdade acima

1
2∆|Ric|2 = |∇Ric|2 +Rij∇pCpij + n− 2

2(n− 1)∇i∇jRij + 1
2(n− 1)R∆R

+(RijRikRjk −RikRjlRijkl). (2.5)
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Por fim, observando que alguns termos da igualdade acima podem ser escritos da seguinte

forma

• Rij∇pCpij = ∇p(CpijRij)− 1
2 |Cpij|

2

• Rij∇i∇jR = div(Ric(∇R))−∇iRij∇jR = div(Ric(∇R))− 1
2 |∇R|

2

• R∆R = div(R∇R)− |∇R|2

podemos substituir na Equação (2.5) para obter

1
2∆|Ric|2 = |∇Ric|2 +∇p(CpijRij)−

1
2 |Cpik|

2 + (RijRikRjk −RikRjlRijkl)

− n

4(n− 1) |∇R|
2 + 1

2(n− 2)div((n− 2)Ric(∇R)−R∇R).

Logo, para finalizar a demonstração basta trocar p ↔ k e usar que o tensor de Cotton é

anti-simétrico nas primeiras duas entradas e tem traço livre quaisquer duas entradas.

2.3 Variedades de Einstein

Agora falaremos um pouco sobre variedades de Einstein.

Definição 2.6. Uma variedade Riemanniana (Mn, g) é chamada variedade de Einstein

se o tensor de Ricci é um múltiplo da métrica g, ou seja,

Ric(X, Y ) = λg(X, Y )

para todo X, Y ∈ X(M) em que λ : M → R é uma função diferenciável.

Em coordenadas,

Rij = λgij. (2.6)

Observe que multiplicando (2.6) por gij e tomando o traço, temos que R = λn. Além

disso, quando uma variedade de Einstein de dimensão n ≥ 3 e conexa, tem-se que λ é

constante. A prova é uma aplicação direta da segunda Identidade de Bianchi contraída

duas vezes.
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2.4 Estimativa envolvendo o tensor de Weyl

Nesta seção, apresentaremos uma estimativa algébrica da curvatura que envolve o tensor

de Weyl e o tensor de Ricci sem traço. Essa estimativa será fundamental para a conclusão

dos principais resultados que abordaremos ao longo deste trabalho. A demonstração

dessa estimativa pode ser encontrada em [41, Lemma 2.3], e recomendamos também a

consulta à [21, Proposition 2.1] para uma compreensão mais aprofundada do contexto e

das aplicações dessa relação. A conexão entre esses tensores é crucial para avançarmos em

nossa análise e para entendermos as implicações geométricas que surgem a partir dessas

relações.

Lema 2.2. Em toda variedade Riemanniana de dimensão n, a seguinte estimativa é valida

∣∣∣∣αtr(R̊ic3)−WijklR̊ikR̊jl

∣∣∣∣ ≤
√

n− 2
2(n− 1)

(
|W |2 + 2(n− 2)α2

n
|R̊ic|2

)1/2

|R̊ic|2,

onde α > 0 é uma constante. Aqui, R̊ic3 é um 2-tensor definido por (R̊ic3)ij = R̊ikR̊klR̊lj.

Demonstração. Primeiramente, observe que usando o produto de Kulkarni-Nomizu ob-

temos

(R̊ic7 g)ijkl = (R̊ikgjl + R̊jlgik − R̊ilgjk − R̊jkgil)

(R̊ic7 R̊ic)ijkl = 2(R̊ikR̊jl − R̊ilR̊jk).

Assim, como consequência destas expressões podemos deduzir que

WijklR̊ikR̊jl = 1
4Wijkl(R̊ic7 R̊ic)ijkl (2.7)

R̊ijR̊jkR̊ik = −1
8(R̊ic7 g)ijkl(R̊ic7 R̊ic)ijkl. (2.8)

De fato, desenvolvendo o lado direito da Equação (2.7)

1
4Wijkl(R̊ic7 R̊ic)ijkl = 1

2WijklR̊ikR̊jl −
1
2WijklR̊ilR̊jk

= 1
2WijklR̊ikR̊jl −

1
2 WijlkR̊ikR̊jl︸ ︷︷ ︸

l↔k

= 1
2WijklR̊ikR̊jl + 1

2WijklR̊ikR̊jl

= WijklR̊ikR̊jl,
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e o lado direito da Equação (2.8)

−1
8(R̊ic7 g)ijkl(R̊ic7 R̊ic)ijkl =− 1

4(R̊ikgjl + R̊jlgik − R̊ilgjk − R̊jkgil)(R̊ikR̊jl

− R̊ilR̊jk)

=1
4R̊ikR̊jkR̊ilgjl + 1

4R̊ilR̊jlR̊jkgik + 1
4R̊ilR̊ikR̊jlgjk

+ 1
4R̊jkR̊ikR̊jlgil

=1
4R̊ikR̊jkR̊ij + 1

4R̊ilR̊jlR̊ij + 1
4R̊ilR̊ijR̊jl + 1

4R̊jkR̊ikR̊ij

=1
2R̊ikR̊jkR̊ij + 1

4 R̊ikR̊jkR̊ij︸ ︷︷ ︸
l↔k

+1
4 R̊ikR̊ijR̊jk︸ ︷︷ ︸

l↔k

=R̊ijR̊jkR̊ik,

provamos o resultado pretendido.

Daí, usando as Equações (2.7) e (2.8), obtemos:

−WijklR̊ikR̊jl + αR̊ijR̊jkR̊ik =−
(1

4Wijkl(R̊ic7 R̊ic)ijkl
)

+ α
(
−1

8(R̊ic7 g)ijkl(R̊ic7 R̊ic)ijkl
)

=− 1
4Wijkl(R̊ic7 R̊ic)ijkl −

α

8 (R̊ic7 g)ijkl(R̊ic7 R̊ic)ijkl

=− 1
4

(
W + α

2 R̊ic7 g
)
ijkl

(R̊ic7 R̊ic)ijkl. (2.9)

Antes de tudo, relembremos a decomposição ortogonal para o tensor R̊ic7R̊ic que é um

(0, 4)-tensor e tem as mesmas propriedades do tensor curvatura de Riemann. Para mais

detalhes dessa decomposição veja [55, Subseção 1.4.1]. Logo, pode ser ortogonalmente

decomposto como

R̊ic7 R̊ic = T + U + V,

onde T tem traço livre,

Vijkl = − 2
n− 2(R̊ic2 7 g)ijkl + 2

n(n− 2) |R̊ic|
2(g 7 g)ijkl

e

Uijkl = − 1
n(n− 1) |R̊ic|

2(g 7 g)ijkl

em que (R̊ic2)ik = R̊ipR̊kp.

Agora, vamos calcular a norma ao quadrado dos tensores R̊ic7R̊ic, V e U da seguinte

maneira:
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I)

|R̊ic7 R̊ic|2 = (R̊ic7 R̊ic)ijkl(R̊ic7 R̊ic)ijkl

= 4(R̊ikR̊jl − R̊ilR̊jk)2

= 4(R̊ik)2(R̊jl)2 − 8R̊ikR̊jkR̊ilR̊jl + 4(R̊il)2(R̊jk)2

= 8|R̊ic|4 − 8R̊ikR̊jk R̊ikR̊jk︸ ︷︷ ︸
l↔k

= 8|R̊ic|4 − 8|R̊ic2|2.

II)

|U |2 = UijklUijkl

= 1
n2(n− 1)2 |R̊ic|

4(g 7 g)2
ijkl

= 4
n2(n− 1)2 |R̊ic|

4(gikgjl − gilgjk)2

= 4
n2(n− 1)2 |R̊ic|

4(g2
ikg

2
jl − 2gikgilgjlgjk + g2

ilg
2
jk)

= 4
n2(n− 1)2 |R̊ic|

4(n2 − 2n+ n2)

= 4
n2(n− 1)2 |R̊ic|

4 · 2n(n− 1)

= 8
n(n− 1) |R̊ic|

4.

III)

|V |2 =VijklVijkl

=
(
− 2
n− 2(R̊ic2 7 g)ijkl + 2

n(n− 2) |R̊ic|
2(g 7 g)ijkl

)2

= 4
(n− 2)2 (R̊ic2 7 g)2

ijkl −
8

n(n− 2)2 |R̊ic|
2(R̊ic2 7 g)ijkl(g 7 g)ijkl

+ 4
n2(n− 2)2 |R̊ic|

4(g 7 g)2
ikjl.

Note que

(R̊ic2 7 g)2
ijkl =

(
(R̊ic2)ikgjl + (R̊ic2)jlgik − (R̊ic2)ilgjk − (R̊ic2)jkgil

)2
.

Daí, desenvolvendo a expressão do lado direito da igualdade acima teremos
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(
(R̊ic2)ikgjl + (R̊ic2)jlgik − (R̊ic2)ilgjk − (R̊ic2)jkgil

)2

= (R̊ic2)2
ikg

2
jl + (R̊ic2)2

jlg
2
ik + (R̊ic2)2

ilg
2
jk + (R̊ic2)2

jkg
2
il + 2(R̊ic2)ikgik(R̊ic2)jlgjl

−2(R̊ic2)ikgjk(R̊ic2)ilgjl − 2(R̊ic2)ikgil(R̊ic2)jkgjl − 2(R̊ic2)jlgjk(R̊ic2)ilgik

−2(R̊ic2)jlgil(R̊ic2)jkgik + 2(R̊ic2)ilgil(R̊ic2)jkgjk

= 4n|R̊ic2|2 + 4|R̊ic|4 − 8|R̊ic2|2

= 4|R̊ic2|2(n− 2) + 4|R̊ic|4.

Portanto,

(R̊ic2 7 g)2
ijkl = 4|R̊ic2|2(n− 2) + 4|R̊ic|4. (2.10)

Além disso, temos

(R̊ic2 7 g)ijkl(g 7 g)ijkl =((R̊ic2)ikgjl + (R̊ic2)jlgik − (R̊ic2)ilgjk

− (R̊ic2)jkgil) · 2(gikgjl − gilgjk),

o que implica,

(R̊ic2 7 g)ijkl(g 7 g)ijkl

= 2((R̊ic2)ikgikg2
jl − (R̊ic2)ikgjkgjlgil + (R̊ic2)jlgjlg2

ik − (R̊ic2)jlgikgjkgil

−(R̊ic2)ilgikgjkgjl + (R̊ic2)ilgilg2
jk − (R̊ic2)jkgjlgilgik + (R̊ic2)jkgjkg2

il)

= 8n|R̊ic|2 − 8|R̊ic|2

= 8|R̊ic|2(n− 1),
seque que

(R̊ic2 7 g)ijkl(g 7 g)ijkl = 8|R̊ic|2(n− 1). (2.11)

Logo, pelas Equações (2.10) e (2.11), temos

|V |2 = 4
(n− 2)2

(
4|R̊ic2|2(n− 2) + 4|R̊ic|4

)
− 8
n(n− 2)2 |R̊ic|

2
(
8|R̊ic|2(n− 1)

)
+ 4
n2(n− 2)2 |R̊ic|

4 (8n(n− 1))

= 16
n− 2 |R̊ic

2|2 + 16
(n− 2)2 |R̊ic|

4 − 32(n− 1)
n(n− 2) |R̊ic|

4

= 16
n− 2 |R̊ic

2|2 − 16
n(n− 2) |R̊ic|

4.
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Em particular, usando os itens I), II) e III) obtemos

|T |2 + n

2 |V |
2 =

(
|R̊ic7 R̊ic|2 − |V |2 − |U |2

)
+ n

2 |V |
2

=|R̊ic7 R̊ic|2 + (n− 2)
2 |V |2 − |U |2

=
(
8|R̊ic|4 − 8|R̊ic2|2

)
+ (n− 2)

2

(
16

n− 2 |R̊ic
2|2 − 16

n(n− 2) |R̊ic|
4
)

−
(

8
n(n− 1) |R̊ic|

4
)

=8|R̊ic|4 − 8
n
|R̊ic|4 − 8

n(n− 1) |R̊ic|
4

=8(n− 2)
n− 1 |R̊ic|

4. (2.12)

Agora, pelo fato deW e T terem traço livre e V ter componentes (R̊ic2 7g)ijkl e (g7g)ijkl
concluímos então que WijklVijkl = 0 e Tijkl · (R̊ic7 g)ijkl = 0. Além disso, observe que

(
(W + α

2 R̊ic7 g
)
ijkl
· U =

(
W + α

2 R̊ic7 g
)
ijkl

(
− 1
n(n− 1) |R̊ic|

2(g 7 g)ijkl
)

= − α|R̊ic|2

n(n− 1)(R̊ikgjl + R̊jlgik − R̊ilgjk − R̊jkgil)(gikgjl − gilgjk)

= − α|R̊ic|2

n(n− 1)(−R̊ikgjlgilgjk − R̊jlgikgilgjk − R̊ilgjkgikgjl − R̊jkgilgikgjl)

= 0 e que

(
W +

√
2α

2
√
n
R̊ic7 g

)
ijkl

(
T +

√
n

2V
)
ijkl

=Wijkl · Tijkl +
√
n

2Wijkl · Vijkl

+
√

2α
2
√
n
Tijkl(R̊ic7 g)ijkl

+ 1
n− 2Vijkl(R̊ic7 g)ijkl

=Wijkl · Tijkl + α

2Vijkl(R̊ic
2 7 g)ijkl

=
(
W + α

2 R̊ic7 g
)
ijkl

(T + V )ijkl.

Dessa forma, iremos estimar (2.9) aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, a Equação

(2.12) e as observações feitas acima da seguinte maneira:
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∣∣∣∣∣
(
W + α

2 R̊ic7 g
)
ijkl

(R̊ic7 R̊ic)ijkl
∣∣∣∣∣
2

=
∣∣∣∣∣
(
W + α

2 R̊ic7 g
)
ijkl

(T + U + V )ijkl
∣∣∣∣∣
2

=
∣∣∣∣∣
(
W + α

2 R̊ic7 g
)
ijkl

(T + V )ijkl
∣∣∣∣∣
2

=
∣∣∣∣∣∣
(
W +

√
2α

2
√
n
R̊ic7 g

)
ijkl

(
T +

√
n

2V
)
ijkl

∣∣∣∣∣∣
2

≤

∣∣∣∣∣∣
(
W +

√
2α

2
√
n
R̊ic7 g

)
ijkl

∣∣∣∣∣∣
2 ∣∣∣∣∣
(
T +

√
n

2V
)
ijkl

∣∣∣∣∣
2

=
(
|W |2 + α2

2n |R̊ic7 g|2
)(
|T |2 + n

2 |V |
2
)

=
(
|W |2 + α2

2n · 4(n− 2)|R̊ic|2
)
· 8(n− 2)
n− 1 |R̊ic|

4

= 8(n− 2)
n− 1

(
|W |2 + 2(n− 2)α2

n
|R̊ic|2

)
|R̊ic|4.

Por outro lado, temos

∣∣∣−WijklR̊ikR̊jl + αR̊ijR̊jkR̊ik

∣∣∣2 = 1
16

∣∣∣∣∣
(
W + α

2 R̊ic7 g
)
ijkl

(R̊ic7 R̊ic)ijkl
∣∣∣∣∣
2

≤ (n− 2)
2(n− 1)

(
|W |2 + 2(n− 2)α2

n
|R̊ic|2

)
|R̊ic|4,

podendo ser escrito como

∣∣∣−WijklR̊ikR̊jl + αR̊ijR̊jkR̊ik

∣∣∣ ≤
√√√√ (n− 2)

2(n− 1)

(
|W |2 + 2(n− 2)α2

n
|R̊ic|2

)1/2

|R̊ic|2,

concluindo a demonstração.



Capítulo 3

Variedades do tipo-Einstein

Neste capítulo, deduzimos uma identidade do tipo Bochner para variedades compactas

do tipo-Einstein gradiente e com fronteira. Como consequência, somos capazes de de-

monstrar um resultado de rigidez para variedades do tipo-Einstein, assumindo a condição

de curvatura de Ricci paralelo. Além disso, fornecemos uma condição sobre a norma do

gradiente da função potencial para classificar tais estruturas.

3.1 Definições e resultados existentes

Primeiramente, recordemos a definição de variedade do tipo-Einstein.

Definição 3.1. Uma variedade do tipo-Einstein é uma variedade Riemanniana (Mn, g)

com n ≥ 3 que admite funções suaves f, h : M → R tais que

fRic = ∇2f + hg, (3.1)

onde f > 0 em int(M) e f−1(0) = ∂M. Aqui, Ric e ∇2f representam, respectivamente, o

tensor de Ricci e a forma Hessiana em Mn.

Vamos nos referir à equação (3.1) como a equação fundamental de uma variedade do

tipo-Einstein (Mn, g, f, h).

Observe que a função h é determinada por f e a curvatura escalar na métrica g

denotada por R. De fato, veja que a equação fundamental de uma variedade do tipo

Einstein pode ser reescrita na linguagem tensorial da seguinte forma

fRjk = ∇j∇kf + hgjk. (3.2)

22
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Tomando o traço em (3.2), obtemos

fR = ∆f + nh. (3.3)

Além disso, com um cálculo direto envolvendo (3.1) e (3.3), não é difícil verificar que

fR̊ic = ∇̊2f, (3.4)

onde T̊ representa o traço-livre do tensor T .

Prosseguindo, precisamos encontrar uma expressão para ∇h e ∆h que será importante

para esse capítulo. Antes de tudo, lembre que é possível relacionar a curvatura tensorial

com uma função suave f ∈ C∞(M) usando a identidade de Ricci (2.1),

∇i∇j∇kf −∇j∇i∇kf = Rijkl∇lf. (3.5)

Por outro lado, derivando em i a equação (3.2), inferimos que

∇ifRjk + f∇iRjk = ∇i∇j∇kf +∇ihgjk. (3.6)

Dessa forma, combinando as equações (3.5) e (3.6), obtemos:

∇ifRjk + f∇iRjk = ∇j∇i∇kf +Rijkl∇lf +∇ihgjk.

Podemos concluir a partir da identidade contraída de Bianchi 1
2∇iR = gjk∇jRki e

contraindo em i e k, que

1
2f∇jR = ∇j∆f +∇jh.

Substituindo (3.3) na igualdade acima, concluímos que

(n− 1)∇jh = R∇jf + 1
2f∇jR. (3.7)

Isso implica que

(n− 1)∇i∇jh = ∇iR∇jf +R∇i∇jf + 1
2∇if∇jR + 1

2f∇i∇jR. (3.8)

Portanto, tomando o traço de (3.8) em i e j resulta em

(n− 1)∆h = 3
2〈∇R,∇f〉+R∆f + 1

2f∆R. (3.9)

Com essa notação, obteremos a seguinte fórmula para uma variedade do tipo-Einstein,

vale ressaltar que tal equação pode ser encontrada em [49, Lema 1]. Por completude

faremos sua demonstração.
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Lema 3.1. Seja (Mn, g, f, h) uma variedade tipo-Einstein. Então vale a seguinte igual-

dade

fCijk = Rijkl∇lf + R

n− 1(∇ifgjk −∇jfgik)− (∇ifRjk −∇jfRik). (3.10)

Demonstração. Primeiro, observe que trocando i por j na Equação (3.6) obtemos

∇jfRik + f∇jRik = ∇j∇i∇kf +∇jhgik. (3.11)

Por outro lado, subtraindo as equações (3.6) e (3.11) temos

∇if Rjk −∇jf Rik + f (∇iRjk −∇jRik) = ∇i∇j∇kf −∇j∇i∇kf + (∇ihgjk −∇jhgik)

= Rijkl∇lf + (∇ihgjk −∇jhgik),

onde na segunda igualdade usamos a Equação (3.5).

Para finalizar, basta combinar a expressão (2.9) para o ∇h e a definição do tensor de

Cotton

Cijk = ∇iRjk −∇jRik −
1

2(n− 1)(∇iRgjk −∇jRgik),

para concluir a demonstração.

A seguir, veremos alguns exemplos de variedades do tipo-Einstein em bolas geodésicas

das formas espaciais simplesmente conexas. O primeiro, trata-se das bolas geodésicas do

espaço Euclidiano com a métrica canônica.

Exemplo 3.1. Considere Bn ⊂ Rn uma bola geodésica unitária centrada na origem e as

funções f e h definidas por

f(x) = 1
2(n− 1)(1− |x|2) e h(x) = 1

n− 1 .

Note que, f > 0 no int(B) e f−1(0) = ∂B. Além disso, Considerando em Rn a métrica

canônica g e em Bn a métrica restrita, temos que ∂f
∂xi

= − xi

n−1 . Logo, obtemos que

∇2f = − 1
n− 1g e ∆f = − n

n− 1 .

Portanto,

∇2f + hg = − 1
n− 1g + 1

n− 1g = fRic,

Logo (Bn, g, f, h) é uma métrica do tipo Einstein.
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Exemplo 3.2. Considere Ln+1 = (Rn+1, ds2), onde ds2 = dx2
1 + ...+dx2

n−dt2. Considere

Hn = {(x1, ..., xn, t) ∈ Ln+1;x2
1 + ... + x2

n − t2 = −1, t ≥ 1} mergulhado em Ln+1 e

seja g a métrica induzida. Nessas condições g é uma métrica Riemanniana. Agora fixe

p = (0, ...0, 1) ∈ Hn e considere Bn ⊂ Hn uma bola geodésica centrada em p e raio r0 e as

funções f e h definidas por

f(x1, ..., xn, t) = 1
n− 1

(
1− cosh r

cosh r0

)
= 1
n− 1

(
1− t

cosh r0

)

e

h(x1, ...xn, t) = −1 + nt

(n− 1) cosh r0
,

onde r é a distância geodésica de (x1, ..., xn, t) à p. Note que, t = cosh r e t é a função

altura relativa a p. Daí,

∇2f = − 1
(n− 1) cosh r0

∇2(t) = − t

(n− 1) cosh r0
g.

Portanto, lembrando que Ric = −(n− 1)g segue que

∇2f + hg = − t

(n− 1) cosh r0
g − g + nt

(n− 1) cosh r0
g = fRic,

e f−1(0) = ∂M. Assim, (Bn, g, f, h) é uma métrica tipo-Einstein.

Exemplo 3.3. Considere Sn ⊂ Rn+1 e p = (0, ...0, 1) ∈ Sn. Sejam Bn ⊂ Sn uma bola

geodésica centrada em p e raio r0 <
π
2 e as funções f e h definidas por

f(x1, ..., xn, t) = 1
n− 1

( cos r
cos r0

− 1
)

= 1
n− 1

(
t

cos r0
− 1

)

e

h(x1, ..., xn, t) = −1 + nt

(n− 1) cos r0

onde r é a distância geodésica de (x1, ..., xn, t) à p. Assim, t = cos r e t é a função altura

relativa a p. Daí,

∇2f = 1
(n− 1) cos r0

∇2(t) = − t

(n− 1) cos r0
g.

Portanto, lembrando que Ric = (n− 1)g segue que

∇2f + hg = − t

(n− 1) cos r0
g − g + nt

(n− 1) cos r0
g = fRic,

e f−1(0) = ∂M. Assim, (Bn, g, f, h) é uma métrica tipo Einstein.
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Esses exemplos são variedades de Einstein com bordo conexo e são inspirados por casos

particulares de métricas discutidas em nossa introdução, a saber, métricas V-estáticas.

Destacamos que uma vasta área de pesquisa tentou obter a rigidez de tais métricas para

um desses exemplos, dadas certas restrições geométricas. Recentemente, Freitas e Gomes

em [27], estudaram a equação fundamental das variedades do tipo-Einstein da seguinte

maneira:

∇2f = µ

β
f(Λg − α

β
Ric) + γg, (3.12)

para alguma função suave Λ em Mn e constantes α, β, µ, γ ∈ R, com β 6= 0. Claramente,

considerando µα
β2 = −1 e h = −µΛ

β
f − γ, obtemos a Equação (3.1). Assim, tal equação

pode ser vista como um caso particular da Equação (3.12). Dessa forma, foram capazes

de classificar variedades do tipo-Einstein que são Einstein. Mais precisamente, obtiveram

o seguinte resultado

Teorema 3.1 ([27], Teorema 1, Teorema 2). Seja (Mn, g) uma variedade compacta tipo-

Einstein gradiente com bordo conexo ∂M. Se (Mn, g) é uma variedade de Einstein, então

Mn é isométrica a uma bola geodésica em uma forma espacial simplesmente conexa quando

γ 6= 0 ou é isométrico a um hemisfério de uma esfera redonda quando γ = 0.

Vale ressaltar que os Exemplos 3.1, 3.2 e 3.3 são casos explícitos onde o Teorema acima

se aplica.

Prosseguindo, uma das estruturas mais importantes estudadas na literatura e que

satisfaz a equação do tipo-Einstein para h = −∆f são as triplas estática positiva. Além

disso, é importante lembrar que, em toda variedade Riemanniana, o tensor métrico é

paralelo (i.e., ∇g = 0), imediatamente obtemos que variedades Einstein possuem tensor

de Ricci paralelo (i.e., ∇Ric = 0). No entanto, é importante ressaltar que a recíproca

desse fato não é verdadeira, como ilustrado no exemplo a seguir:

Exemplo 3.4. Cilindro sobre Sn−1 com métrica produto,(
M =

[
0, π√

n

]
× Sn−1, g = dt2 + n− 2

n
gSn−1 , f(t) = sen(

√
nt), h = −∆f

)
,

onde gSn−1 representa a métrica canônica de Sn−1. Tal estrutura define uma variedade

do tipo-Einstein não-Einstein, conformemente plana e que satisfaz a condição de Ricci

paralelo (veja mais detalhes no Capítulo 2, Seção 2.3 em [14].)
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Portanto, concluímos que a hipótese de Ricci paralelo é uma condição mais fraca do que

a de Einstein. Assim, com o objetivo de entender melhor a geometria de uma variedade

do tipo-Einstein sobre a condição Ricci paralelo veremos na próxima seção fórmulas tipo

Bochner.

3.2 Fórmulas tipo Bochner

Prosseguindo, obteremos uma fórmula divergente para uma variedade tipo-Einstein.

Lema 3.2. Seja (Mn, g, f, h) uma variedade tipo-Einstein. Então vale a seguinte igual-

dade

divX = ∇i(fCijkRjk) +
(
Rf

n− 1 + ∆f
)
|R̊ic|2 + 1

n− 1Ric(∇R,∇f)

+ n− 4
4n(n− 1)〈∇R

2,∇f〉+ 〈∇|R̊ic|2,∇f〉,

onde Xi = RikRkj∇jf +Rijkl∇lfRjk.

Demonstração. Começamos substituindo a Equação (3.10) em divX, ou seja,

divX = ∇i

[
RikRkj∇jf + fCijkRjk −

R

n− 1(∇ifgjk −∇jfgik)Rjk

+(∇ifRjk −∇jfRik)Rjk

]
= ∇i

[
fCijkRjk −

R2

n− 1∇if + R

n− 1Rij∇jf +∇if |Ric|2
]

= ∇i(fCijkRjk)−
3

4(n− 1)〈∇R
2,∇f〉+

(
|Ric|2 − R2

n− 1

)
∆f

+ 1
n− 1Ric(∇R,∇f) + R

n− 1Rij∇i∇jf + 〈∇f,∇|Ric|2〉,

que pode ser reescrita usando (3.2), da seguinte forma:

divX = ∇i(fCijkRjk) +
(
Rf

n− 1 + ∆f
)
|R̊ic|2 + 1

n− 1Ric(∇R,∇f)

+ R2

n(n− 1)(−∆f − nh+Rf) + n− 4
4n(n− 1)〈∇R

2,∇f〉+ 〈∇f,∇|R̊ic|2〉.

Para concluir, basta aplicar (3.3).

Agora, vamos fornecer outra fórmula para divX.
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Lema 3.3. Seja (Mn, g, f, h) uma variedade do tipo-Einstein. Então temos que

divX = f(RijRikRjk +RijklRilRjk) + n

2(n− 1)Ric(∇R,∇f) + f

2 |Cijk|
2

+CijkRik∇jf −
1

2n(n− 1)〈∇R
2,∇f〉+ 1

2〈∇f,∇|R̊ic|
2〉,

onde Xi = RikRkj∇jf +Rijkl∇lfRjk.

Demonstração. Por meio de um cálculo direto usando a equação fundamental de uma

variedade do tipo Einstein, obtemos:

divX = ∇i∇jfRikRjk + 1
2Ric(∇R,∇f) +∇jfRik∇iRjk

+Rijkl∇i∇lfRjk +∇iRijkl∇lfRjk +Rijkl∇lf∇iRjk

= f(RijRikRkj +RijklRilRjk) + 1
2Ric(∇R,∇f)− 1

2〈∇f,∇|Ric|
2〉

+2∇jfRik∇iRjk +Rijkl∇lf∇iRjk, (3.13)

onde na última igualdade usamos a identidade de Bianchi uma vez contraída.

Agora, usando (2.2) e (3.10), podemos reescrever (3.13) como

divX = f(RijRikRkj +RijklRilRjk) + 1
2Ric(∇R,∇f) + f

2 |Cijk|
2

− 1
4(n− 1)〈∇f,∇R

2〉+∇iRjkRik∇jf (3.14)

Finalmente, é suficiente substituir (2.2) em (3.14) para obter o resultado solicitado.

Lema 3.4. Seja (Mn, g, f, h) uma variedade do tipo-Einstein. Então temos:

div(X) = −
(
Rf

n− 1 + ∆f
)
|R̊ic|2 − 〈∇f,∇|R̊ic|2〉+ n− 2

n− 1R̊ic(∇R,∇f)

+f
(
|Cijk|2 − |∇Ric|2 + n

4(n− 1) |∇R|
2
)
,

onde Xi = −f
2∇i|R̊ic|2 + 2fCijkRjk + n−2

2(n−1)fRij∇jR− n−2
4n(n−1)f∇iR

2.

Demonstração. Primeiro, comparando a Lema 3.2 e a Lema 3.3, podemos deduzir

f(RijRikRjk +RijklRilRjk)

= ∇i(fCijkRjk)− CijkRik∇jf +
(
Rf

n− 1 + ∆f
)
|R̊ic|2 + 1

2〈∇f,∇|R̊ic|
2〉

− n− 2
2(n− 1)Ric(∇R,∇f) + n− 2

4n(n− 1)〈∇R
2,∇f〉 − f

2 |Cijk|
2. (3.15)
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Por outro lado, com um cálculo direto, podemos reescrever a Equação (2.4) como

f(RijRikRjk +RijklRilRjk)

= f∇i

(
1
2∇i|Ric|2 − CijkRjk −

1
2(n− 1)

(
(n− 2)Rij∇jR + 1

2∇iR
2
))

−f |∇Ric|2 + 1
2f |Cijk|

2 + n

4(n− 1)f |∇R|
2.

Usando que |R̊ic|2 = |Ric|2 − R2

n
, obtemos ainda que

f(RijRikRjk +RijklRilRjk)

= f∇i

(
1
2∇i|R̊ic|2 − CijkRjk −

n− 2
2(n− 1)

( 1
2n∇iR

2 −Rij∇jR
))

−f |∇Ric|2 + 1
2f |Cijk|

2 + n

4(n− 1)f |∇R|
2.

Agora, observando que fdivX = div(fX)− 〈∇f,X〉, onde

X = 1
2∇i|R̊ic|2 − CijkRjk −

n− 2
2(n− 1)

( 1
2n∇iR

2 −Rij∇jR
)
,

podemos concluir a seguinte expressão

f(RijRikRjk +RijklRilRjk)

= ∇i

(
f

2∇i|R̊ic|2 − fCijkRjk + n− 2
2(n− 1)f

( 1
2n∇R

2 −Rij∇jR
))

−1
2〈∇f,∇|R̊ic|

2〉+ CijkRjk∇if − f |∇Ric|2 + f

2 |Cijk|
2

+ n− 2
2(n− 1)

(
Ric(∇f,∇R)− 1

2n〈∇f,∇R
2〉
)

+ n

4(n− 1)f |∇R|
2. (3.16)

Para finalizar, basta comparar as expressões (3.15) e (3.16).

3.3 Resultados de Rigidez

Nesta seção apresentaremos os principais resultados deste capítulo, os quais foram obtidos

no artigo "Compact Einstein-type manifolds with parallel Ricci tensor", escrito pelo autor

com parceria com H. Baltazar e M. Andrade. Iniciaremos com um teorema que classifica

as variedades do tipo-Einstein com tensor de Ricci paralelo.

Antes de prosseguir, vamos definir a função λ em termos de h e da função potencial

f , da seguinte forma:

λ = (n− 1)h−Rf = −(n− 1)
n

[
fR

n− 1 + ∆f
]
. (3.17)



Capítulo 3. Variedades do tipo-Einstein 30

Observe que derivando a Equação (3.17), temos que

∇λ = (n− 1)∇h−∇(Rf).

Usando a expressão (3.7) para o ∇h, concluímos que

∇λ = 1
2f∇R.

Portando, como f > 0 no int(M) segue que, se R é constante então a função λ é constante.

Essa função λ aparece em [36] e os autores conseguiram deduzir na verdade que a

curvatura escalar é constante se, e somente se, λ for constante, conforme Proposição 2.1.

Agora estamos em posição de apresentar o nosso primeiro resultado que classifica as

variedades do tipo-Einstein com Ricci paralelo. Segue abaixo o seu enunciado:

Teorema 3.2. Seja (Mn, g, f, h) uma variedade do tipo-Einstein com tensor de Ricci

paralelo. Então, a função λ definida acima é constante e uma das seguintes afirmações é

verdadeira:

(1) se λ > 0, então (Mn, g) é isométrica a uma bola geodésica em Rn, Sn, ou Hn.

(2) se λ = 0 e n = 3, então (M3, g) é coberta por uma das triplas estáticas descritas no

Teorema 1.1;

(3) se λ < 0 e Mn tem bordo conexo, então (Mn, g) é isométrica a uma bola geodésica

em Sn.

Demonstração. Para começar, podemos usar (3.2) e (3.3) para deduzir

−∆fg +Hessf − fRic = (−∆f − h)g

= ((n− 1)h−Rf)g

= λg, (3.18)

onde λ foi definido em (3.17).

Agora, como estamos assumindo a condição de curvatura de Ricci paralelo, isso implica

que Mn tem curvatura escalar constante e a função λ é constante. Como consequência, a

identidade (3.18) nos diz que (Mn, g, f) é uma métrica V -estática.

Portanto, se λ > 0, até a normalização, temos as métricas críticas de Miao-Tam

introduzidas por Miao e Tam em [52, 53], e a classificação para o caso de curvatura de
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Ricci paralelo foi obtida por Baltazar e Ribeiro Jr. em [8]. Ou seja, estamos em posição

de usar o Corolário 1 em [8] para concluir que (Mn, g) é isométrico a uma bola geodésica

em Rn, Sn, ou Hn. Caso contrário, se λ = 0, temos os espaços estáticos bem conhecidos e

a classificação segue diretamente do Teorema 1.1 anunciado na introdução. Finalmente,

se λ < 0, com um cálculo direto, temos que

−
(
Rf

n− 1 + ∆f
)

= n

n− 1λ,

e levando em conta o Lema 3.4 e nossa suposição de que (Mn, g) tem curvatura de Ricci

paralela, imediatamente temos
n

n− 1λ|R̊ic|
2 = 0

e isso força (Mn, g) a ser Einstein. Agora, é importante notar que a equação V-estática

satisfaz

∇2f = fRic+ ∆fg + λg

= fRic+
(
− Rf

n− 1 −
n

n− 1λ
)
g + λg

= fRic− R

n− 1fg −
λ

n− 1g,

que é a Equação (1.8) para

µα

β2 = −1, µΛ
β

= −R
n− 1 e γ = −λ

n− 1 .

Como já sabemos que (Mn, g) é Einstein e estamos assumindo que o bordo é conexo,

basta aplicar o Teorema 3.1 para concluir que Mn é isométrico a uma bola geodésica em

Sn.

Prosseguindo, estudaremos um dos problemas abordados recentemente, que procura

obter uma condição necessária e suficiente sobre a norma do gradiente da função potencial

para que uma métrica seja Einstein.

Em 2015, Leandro Benedito [48] contribuiu significativamente nesse sentido, ao esta-

belecer uma condição desse tipo para métricas CPE em qualquer dimensão. Seu resultado

representa um marco importante no entendimento das métricas riemannianas e fornece

uma ferramenta crucial para a classificação dessas estruturas. Mais precisamente, temos

o seguinte resultado:
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Teorema 3.3. (Benedito, L., 2015) Seja (Mn, g, f) uma métrica CPE n-dimensional.

Então Mn é Einstein se, e somente se, vale a seguinte igualdade

|∇f |2 + Rf 2

n(n− 1) = Λ,

onde Λ é uma constante.

Utilizando uma abordagem semelhante àquela utilizada na demonstração do teorema

mencionado acima, H. Baltazar e C. Queiroz em [4] apresentam uma condição necessária

e suficiente para classificar uma métrica crítica de Miao-Tam. A escolha da hipótese que

envolve a função potencial será detalhada no Capítulo 4. Nesse contexto, a seguir, no

Teorema 3.5 iremos apresentar a generalização desses resultados para variedades tipo-

Einstein.

Antes de tudo, com base nos resultados mencionados anteriormente, encontraremos

a condição para que (Mn, g, f, h), uma variedade do tipo-Einstein, seja uma variedade

Einstein. Para fazer isso, usaremos (3.4) e (3.3) para obter

f
(
Rij −

R

n
gij

)
= ∇i∇jf +

(
−fR
n

+ h

)
gij.

Assim, segue que

fR̊ij∇jf = ∇i∇jf∇jf +
(
−fR
n

+ h

)
∇if

= 1
2∇i|∇f |2 +∇i(hf)− f∇ih−

fR

n
∇if

Agora, de (3.7), concluímos que

fR̊ij∇jf = ∇i

(1
2 |∇f |

2 + hf + cnRf
2
)

+ f 2

2n∇iR, (3.19)

onde cn = (1−2n)/(2n(n−1)). É fácil ver que se (Mn, g) é uma variedade Einstein, então

1
2 |∇f |

2 + hf + cnRf
2 = Λ

é constante. Agora, estudamos a função Λ para obter alguma classificação para variedades

do tipo-Einstein.

Lema 3.5. Seja (Mn, g, f, h) uma variedade do tipo-Einstein. Consideremos a função

Λ = 1
2 |∇f |

2 + hf + cnRf
2,

onde cn = (1− 2n)/(2n(n− 1)). Então,

div(f∇Λ)− 2〈∇Λ,∇f〉 = f 3|R̊ic|2 + 1
2f

2〈∇R,∇f〉 − 1
2ndiv(f 3∇R).
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Demonstração. Assumimos que (Mn, g, f, h) é tipo-Einstein e Λ é definida acima, apli-

cando a derivada covariante na expressão de Λ, obtemos

∇kΛ = 1
2∇k|∇f |2 +∇k(hf) + cn∇k(Rf 2). (3.20)

Tomando a segunda derivada em (3.20) e usando a expressão (3.7) para o ∇h, temos

∇i∇kΛ = 1
2∇i∇k|∇f |2 + 1

n− 1

(
R∇if∇kf + 1

2f∇if∇kR
)

+ f∇i∇kh

+ 1
n− 1

(
R∇if∇kf + 1

2f∇kf∇iR
)

+ h∇i∇kf

+cn(2f∇if∇kR + f 2∇i∇kR + 2R∇if∇kf + 2f∇iR∇kf + 2fR∇i∇kf).

Tomando o traço em i e k, chegamos a

∆Λ = 1
2∆|∆f |2 + R

n(n− 1) |∇f |
2 + (−3n+ 2)

n(n− 1) f〈∇f,∇R〉+ f∆h+ cnf
2∆R

+(2cnfR + h)∆f. (3.21)

Por outro lado, lembramos da fórmula clássica de Bochner
1
2∆|∇f |2 = |∇2f |2 +Ric(∇f,∇f) + 〈∇f,∇(∆f)〉.

Assim, substituindo as expressões (3.3) para o ∆f e (3.7) para o ∇h na igualdade acima,

obtemos
1
2∆|∇f |2 = |∇2f |2 +Ric(∇f,∇f) + 〈∇f,∇(fR− nh)〉

= |∇2f |2 +Ric(∇f,∇f)− R

n− 1 |∇f |
2

+ n− 2
2(n− 1)f〈∇R,∇f〉. (3.22)

Dessa forma, substituindo a expressão (3.9) para o ∆h e a Equação (3.22) na igualdade

(3.21), obtemos

∆Λ = |∇̊2f |2 +Ric(∇f,∇f)− R

n
|∇f |2 + n− 4

2n f〈∇R,∇f〉

+
(
Rf

n− 1 + h+ 2cnfR
)

∆f − 1
2nf

2∆R. (3.23)

Observando que fR = ∆f + nh, fR̊ic = ∇̊2f e

fR̊ic(∇f,∇f) = 〈∇Λ,∇f〉+ f 2

2n〈∇R,∇f〉,

podemos reescrever a igualdade (3.23) da seguinte forma

f∆Λ = f 3|R̊ic|2 + 〈∇Λ,∇f〉+ (n− 1)
2n f 2〈∇f,∇R〉 − f 2

2ndiv(f∇R).

Usando que div(f 3∇R) = 2f 2〈∇f,∇R〉+ f 2div(f∇R), terminamos a prova.
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Uma consequência imediata do Lema 3.5 é a seguinte:

Corolário 3.1. Seja (Mn, g, f, h) uma variedade do tipo-Einstein. Se
∫
M
f 2〈∇R,∇f〉dMg ≥

0 e a função Λ é constante ao longo do fluxo de ∇f . Então, (Mn, g) é Einstein.

Demonstração. Na verdade, uma vez que estamos admitindo que 〈∇Λ,∇f〉 = 0 e
∫
M
f 2〈∇R,∇f〉dMg ≥

0, integramos a expressão no Lema 3.5 e usando que f > 0 em int(M) e f = 0 em ∂M ,

concluímos que R̊ic = 0, ou seja, (Mn, g) é Einstein.

Em particular, se considerarmos f = 1+F , onde F é o função potencial na equação do

ponto crítico, obtemos o Corolário 1 em [17], porque R é constante. Mais precisamente,

F. Benjamin obteve o seguinte resultado:

Teorema 3.4. (Benjamin, F.,[17]) Seja (Mn, g, F ) uma métrica CPE. Se a função h =

|∇F |2 + R
n(n−1)F

2 é constante ao londo do fluxo do ∇F. Então M é isométrica à esfera

redonda e F é a primeira autofunção do operador Laplaciano.

Além disso, considerando que o gradiente da função potencial é um autovetor do tensor

de Ricci, temos mais uma consequência do Lema 3.5.

Corolário 3.2. Seja (Mn, g, f, h) uma variedade do tipo-Einstein. Se Ric(∇f) = R
n
∇f

e
∫
M
f 2〈∇R,∇f〉dMg ≥ 0. Então, (Mn, g) é Einstein.

Demonstração. Por (3.19), obtemos que 〈∇Λ,∇f〉 = − f2

2n〈∇R,∇f〉. usando o lema 3.5,

segue que

div(f∇Λ) = f 3|R̊ic|2 + (n− 2)
2n f 2〈∇R,∇f〉 − 1

2ndiv(f 3∇R).

Novamente, integrando sobre M e usando que f > 0 em int(M) e f = 0 em ∂M , termi-

namos a prova.

Por fim, ao considerar que a função Λ é constante, obtemos uma condição que relaciona

a função potencial de uma variedade do tipo-Einstein, resultando no seguinte teorema de

rigidez.

Teorema 3.5. Seja (Mn, g, f, h) uma variedade do tipo-Einstein satisfazendo

1
2 |∇f |

2 + 1− 2n
2n(n− 1)Rf

2 + hf = const.. (3.24)

Então, (Mn, g) é uma variedade Einstein, desde que∫
M
〈∇R,∇f〉dMg ≥ 0.
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Demonstração. Como Λ é constante, do Lema 3.5 e f > 0 em M , obtemos

div(f∇R) = 2nf |R̊ic|2 + (n− 2)〈∇R,∇f〉. (3.25)

Integrando sobre M , usando que
∫
M
〈∇R,∇f〉dMg ≥ 0 e f = 0 em ∂M , concluímos que

R̊ic = 0, ou seja, (Mn, g) é Einstein.

Como corolário imediato, temos que

Corolário 3.3. Seja (Mn, g, f, h) uma variedade tipo-Einstein com curvatura escalar

constante satisfazendo a seguinte condição

1
2 |∇f |

2 + 1− 2n
2n(n− 1)Rf

2 + hf = const. (3.26)

Então a função λ definida em (3.17) é constante se, e somente se, algum dos itens abaixo

é satisfeito

(1) se λ > 0, então (Mn, g) é isométrico a uma bola geodésica em Rn, Sn, ou Hn.

(2) se λ = 0, então, a menos de um quociente finito, (Mn, g) é isométrico a um hemis-

fério padrão com métrica canônica (Sn+, gSn).

(3) se λ < 0 e Mn tem bordo conexo, então (Mn, g) é isométrico a uma bola geodésica

em Sn;

Além disso, restrito ao caso tridimensional, a condição integral pode ser enfraquecida.

Na verdade, temos o seguinte resultado:

Corolário 3.4. Seja (M3, g, f, h) uma variedade tipo-Einstein satisfazendo

1
2 |∇f |

2 − 5
12Rf

2 + hf = const. (3.27)

Então, (M3, g) é uma variedade de Einstein desde que∫
∂M
〈∇R,∇f〉dS ≥ 0.

Demonstração. Antes de prosseguir, observe que a Equação (3.25) pode ser reescrita como

f∆R = 2nf |R̊ic|2 + (n− 3)〈∇R,∇f〉.

Então, considerando o caso tridimensional, imediatamente temos

∆R = 6|R̊ic|2.



Capítulo 3. Variedades do tipo-Einstein 36

Portanto, ao integrar esta última expressão sobreM3, aplicamos a fórmula de Stokes para

chegar em ∫
∂M
〈∇R, ∇f

|∇f |
〉dS + 6

∫
M
|R̊ic|2dMg = 0,

onde o vetor normal em ∂M é definido por ν = − ∇f|∇f | . Como |∇f ||∂M é constante e∫
∂M〈∇R,∇f〉dS ≥ 0, obtemos uma variedade Einstein. Portanto, a prova está concluída.

Além disso, podemos deduzir o seguinte:

Corolário 3.5. Seja (Mn, g, f, h) uma variedade do tipo-Einstein com curvatura escalar

constante e suponha que Ric(∇f) = R
n
∇f. Então, (Mn, g) é Einstein.

Demonstração. Na verdade, como R é constante, Ric(∇f) = R
n
∇f e f > 0, então por

(3.19), obtemos que Λ é constante. Esse resultado segue pelo Teorema 3.5.

Outra consequência do Teorema 3.5 é o Teorema 3.3 provado por Leandro [48], que

fornece uma condição necessária e suficiente para a Conjectura de Besse ou equação CPE

ser verdadeira em termos da norma da função potencial F . Mais precisamente, seja

(Mn, g, f, h) uma variedade do tipo-Einstein com h = R
n−1f −

R
n(n−1) , f = 1 + F e R

constante, onde F é a função potencial na equação do ponto crítico, veja [48], neste caso,

obtemos

Corolário 3.6. Seja (Mn, g, f, h) uma variedade do tipo-Einstein com R constante e

∂M = ∅. Então (Mn, g) é Einstein se e somente se

Λ = 1
2 |∇f |

2 + hf + cnRf
2 = 1

2 |∇F |
2 + R

2n(n− 1)F
2

é constante.



Capítulo 4

Variedades compactas satisfazendo

uma condição pinçada

Neste capítulo, estudaremos casos particulares de variedades do tipo-Einstein, a saber,

as triplas estáticas positivas, métricas críticas da funcional de volume (Métrica de Miao-

Tam) e métricas críticas do funcional de curvatura escalar total (Métricas CPE). Mais

precisadamente, deduziremos algumas fórmulas de divergência para variedades compactas

com curvatura escalar constante e que admitem uma solução não constante para a equação

L∗g(f) = λg. Tais fórmulas foram previamente obtidas no contexto da Equação do Ponto

Crítico (CPE) e métricas V -estáticas em [6] e [9], respectivamente. Esses fatos têm

mostrado perspectivas interessantes para deduzir resultados de classificação e algumas

respostas parciais de rigidez de métricas críticas envolvendo condições Lp pinçada, veja,

por exemplo, [6, 12, 61].

4.1 Definições e resultados existentes

Apresentaremos aqui, alguns resultados já conhecidos de triplas estáticas positivas, Mé-

trica de Miao-Tam e Métricas CPE.

• Métrica CPE

Seja M uma variedade compacta (sem fronteira) de dimensão n, e sejaM o conjunto

de estruturas Riemannianas suaves emMn de volume 1. A funcional de curvatura escalar

total ou funcional de Einstein-Hilbert, R :M→ R, é definido por

R(g) =
∫
M
RgdMg,

37
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onde Rg e dMg representam, respectivamente, a curvatura escalar de Mn e a forma de

volume determinada pela métrica e orientação. A derivada do funcional R na métrica

g ∈M na direção de um 2−tensor u é dada por

R′g(u) =
∫
M
〈−Ric+ R

n
g, u〉gdMg.

Portanto, os pontos críticos do funcionalR são precisamente métricas de Einstein, veja por

exemplo [15, Capítulo 4]. Agora, considerando o conjunto C = {g ∈ M;Rg é constante},

Koiso [46] conseguiu mostrar que, sob condições genéricas, C é uma variedade de dimensão

infinita. Motivado por esse fato, segue que a equação de Euler-Lagrange de R restrita a

C pode ser escrita como

L∗g(F ) = Ricg −
R

n
g (4.1)

para alguma função F definida em Mn e L∗g é L2-adjunto formal da linearização do

operador curvatura escalar Lg dado por

L∗g(F ) = −(∆F )g +∇2F − FRic.

Em particular, comparando as duas últimas equações, obtemos exatamente a Equação

(3.1) para h = R
n−1f −

R
n(n−1) e f = 1 + F.

Foi conjecturado que os pontos críticos da funcional de Einstein-Hilbert R restrita a

C, por simplicidade, métricas CPE, devem ser Einstein. Além disso, segue do teorema

de Obata que qualquer métrica CPE não trivial (ou seja, F não é constante) que seja

Einstein deve ser isométrica a uma esfera padrão. A conjectura foi formulada em [15,

p.128] e gostaríamos de apresentá-la aqui da seguinte forma.

Conjectura 4.1. [Besse Conjecture] Uma métrica CPE é sempre Einstein.

Vale ressaltar que usando (3.3) com h = R
n−1f −

R
n(n−1) e f = 1 + F, imediatamente

temos F como uma autofunção do Laplaciano e, como já sabemos que o Laplaciano tem

espectro não positivo, podemos concluir que R deve ser positivo. Além disso, assumindo

F constante na equação fundamental das métricas CPE, então F = 0 e g é claramente

Einstein.

Algumas respostas positivas foram dadas para essa conjectura. Em particular, a Con-

jectura 4.1 é válida para variedades localmente conformemente plana e variedades Bach-

flat, veja Lafontaine [47], e Qing e Yuan [54], respectivamente. Mais tarde, Baltazar em
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[6] estudou métricas de CPE sob a suposição de que a variedade tenha curvatura de Weyl

radialmente nula (ou seja, ι∇fW = W (·, ·, ·,∇f) = 0) e conseguiu provar que uma mé-

trica CPE com curvatura seccional não negativa deve ser isométrica a uma esfera padrão.

Também provou que uma métrica CPE n-dimensional, com 4 ≤ n ≤ 10, que satisfaça

uma condição Ln
2 pinçada será isométrica a uma esfera padrão. Mais precisadamente,

obteve o seguinte resultado:

Teorema 4.1 (Baltazar, [6]). Seja (Mn, g, f, ), 4 ≤ n ≤ 10, uma métrica CPE com

curvatura de Weyl radialmente nula satisfazendo a seguinte condição pinçada∫
M

∣∣∣∣∣W +
√
n√

2(n− 2)
R̊ic7 g

∣∣∣∣∣
n/2

dMg

2/n

≤
√

n− 2
72(n− 1)Y(M, [g]),

onde Y(M, [g]) é a constante de Yamabe associada a variedade Riemanniana (Mn, g).

Então (Mn, g) é isométrica a esfera padrão.

Em 2020, Baltazar provou em [10] a conjectura considerando apenas uma condição de

pinçamento pontual sobre a norma do tensor de Weyl. Mais precisamente, estabeleceu o

seguinte resultado.

Teorema 4.2 (Baltazar, [10]). A conjectura de Besse é verdadeira para qualquer métrica

de CPE que satisfaça

|W | ≤
√

n

2(n− 2)

 R√
n(n− 1)

− 2|R̊ic|
 .

Portanto, motivado pelo estudo recente das métricas CPE, vamos obter na Seção 4.3

uma resposta positiva à Conjectura de Besse sob a condição Ln/2 pinçada (4.19) a qual

retira a condição de curvatura de Weyl radialmente nula do Teorema (4.1) e melhora

a dimensão da variedade Riemanniana. Além disso, inspirado no Teorema (4.2), vamos

mostrar na Seção 4.4 uma versão para o de métricas críticas de Miao-Tam.

• Tripla Estática Positiva

As triplas estáticas positivas são estruturas definidas em uma variedade Riemanniana

compactaM com fronteira suave ∂M que admite uma solução não trivial f para o sistema

elíptico determinado abaixo

L∗gf = −∆fg +∇2f − fRic = 0. (4.2)

Além disso, o potencial estático f é não negativo e se anula precisamente em ∂M . Observe

que a última igualdade é exatamente a Equação (3.1) para h = R
n−1f.
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Abaixo, apresentamos um exemplo clássico de tripla estática positiva com bordo não

vazio.

Exemplo 4.1. Um exemplo de tripla estática positiva com fronteira conexa é obtido es-

colhendo (Sn+(r), g), onde Sn+(r) é o hemisfério superior aberto de raio r em Rn+1 , dotado

com a métrica euclidiana g. Assim, ∂M = Sn−1(r) é o equador, a função altura f sobre

Sn+(r) é positiva, anula-se precisamente sobre ∂M = Sn−1(r), e satisfaz à Equação (4.2).

O estudo de espaços estáticos atraiu o interesse de muitos matemáticos após a for-

mulação da conjectura Cosmic no-hair por Boucher, Gibbons e Horowitz em [16]. Esta

conjectura foi proposta em 1984 e afirma que o único espaço-tempo estático com constante

cosmológica positiva e horizonte de eventos conexo é o espaço de de Sitter de raio r. Ou

de forma similar, este problema pode ser formulado da seguinte maneira:

Conjectura 4.2. (Cosmic no-hair) A única tripla estática compacta, simplesmente co-

nexo, com curvatura escalar positiva e fronteira conexa é o hemisfério padrão Sn+.

As investigações que têm sido desenvolvidas para obter uma solução para esta conjec-

tura estão aumentando e atraem atenção tanto do ponto de vista físico quanto matemá-

tico, veja, por exemplo, [1, 11, 13, 9, 18, 45, 47, 54]. É importante destacar que apenas

respostas parciais foram fornecidas e, como por exemplo, assumindo que (Mn, g) é de

Einstein, é suficiente aplicar o teorema do tipo Obata devido a Reilly [56] para concluir

que a conjectura é verdadeira. Além disso, Kobayashi [45] e Lafontaine [47] provaram

independentemente que tal conjectura também é verdadeira sob a condição de ser confor-

malmente plana. Qing e Yuan [54] provaram a Conjectura do cosmic no-hair considerando

uma hipótese mais fraca sobre o tensor de Cotton. No trabalho [33], Gibbons, Hartnoll

e Pope construíram contraexemplos à Conjectura cosmic no-hair nos casos de dimensão

4 ≤ n ≤ 8, mas seus contraexemplos não são simplesmente conexos. Mais recentemente,

em [24], Costa, Diógenes, Pinheiro e Ribeiro Jr forneceram um contraexemplo simples-

mente conexo à Conjectura cosmic no-hair para dimensões arbitrárias n ≥ 4. Abaixo,

apresentamos esse exemplo.

Exemplo 4.2 ([24]). Considere Mn = Sp+1
+ × Sq, com q > 1, e a métrica do produto

dada por

g = dr2 + sin2(r) gSp + q − 1
p+ 1gS

q ,
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onde r(x, y) = r(x) é a função altura de Sp+1
+ . Considerando a função potencial f(r) =

cos(r) e r ≤ π
2 , obtém-se que (Mn, g) tem curvatura escalar constante positiva e satisfaz

a Equação 4.2.

No entanto, é interessante estudar em que condições esta conjectura permanece ver-

dadeira. Motivados a esse estudo, vamos obter na Seção 4.3 uma reposta parcial para a

Conjectura cosmic no-hair sob a condição Ln/2 pinçada.

• Métrica de Miao-Tam

Finalmente, gostaríamos de relatar aqui outro exemplo de variedades do tipo Einstein

para h = R
n−1f + 1

n−1 na Equação (3.1), ou seja, vamos considerar uma variedade Rie-

manniana (Mn, g) compacta com bordo suave ∂M que admite solução não constante para

equação

−∆fg +∇2f − fRic = g. (4.3)

Este estudo foi iniciado por Miao e Tam em [52], veja também [53], onde os autores foram

capazes de deduzir que essas estruturas surgem como pontos críticos da funcional de

volume em Mn sob o espaço de métricas g com curvatura escalar constante prescrita e tal

que g|T∂M = u para uma métrica Riemanniana prescrita u na fronteira, para mais detalhes,

veja [52, Teorema 5]. Devemos nos referir a essas métricas como métricas críticas de Miao-

Tam, isto é, uma tripla (Mn, g, f), onde (Mn, g) é uma variedade Riemanniana conexa

e compacta com bordo suave ∂M , f é uma função suave em M tal que f−1(0) = ∂M e

satisfaz à equação (4.3).

Os primeiros exemplos de métricas críticas de Miao-Tam foram inicialmente identifica-

dos em [52]. Estes exemplos compreendem as bolas geodésicas nos espaços formas Rn,Hn

e Sn. Para uma análise mais aprofundada, os Exemplos 3.1, 3.2 e 3.3 no Capítulo 3 são

recomendados, para o caso que h = R
n−1f −

1
n−1 .

Neste mesmo trabalho em [52], Miao e Tam provaram que os únicos domínios nos espa-

ços formas tais que as métricas padrão são pontos críticos da funcional de volume, devem

ser bolas geodésicas. Motivados por esse fato, no mesmo artigo, os autores levantaram a

seguinte questão:

Questão 1. As bolas geodésicas das formas espaciais simplesmente conexas

Rn, Hn e Sn são as únicas métricas críticas de Miao-Tam simplesmente

conexa?
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Em busca de respostas para a pergunta acima, Miao-Tam [53] consideraram este problema

com a hipótese da métrica ser de Einstein e obtiveram a seguinte resposta

Teorema 4.3. (Miao e Tam, 2011) Seja (Mn, g, f) uma métrica crítica de Miao-Tam

Einstein e bordo ∂Msuave. Então (Mn, g) é isométrica a uma bola geodésica em Rn, Hn

e Sn.

Em 2017, Baltazar e Ribeiro Jr. [8] mostraram que a hipótese Einstein sobre a vari-

edade pode ser substituída pela condição do tensor de Ricci ser paralelo, melhorando o

Teorema acima. Existem várias respostas parciais relacionadas a esse problema, algumas

delas envolvendo condições geométricas e restrições de curvatura, como podemos ver em

[11, 13, 12, 8, 9, 18, 12, 38, 53, 57].

Entre as referências mencionadas, destacaremos dois trabalhos que fornecem respostas

parciais para o problema em questão. Esses estudos desempenharam um papel fundamen-

tal na obtenção dos resultados principais desta tese. O primeiro trabalho, se encontra em

[4] e nele o autor desta tese com com parceira com H. Baltazar obtiveram uma resposta

para questão considerando uma hipótese envolvendo a função potencial. Mais precisada-

mente, estudamos os exemplos clássicos de métricas críticas de Miao-Tam e uma propri-

edade envolvendo sua função potencial. O primeiro analisado é a bola euclidiana de raio

r0 em Rn com métrica padrão g0 e função potencial

f(x) = 1
2(n− 1)(r2

0 − |x|2).

Agora, como a curvatura escalar é nula e |∇f ||∂M
= r0

n−1 , podemos deduzir que no ∂M,

|∇f |2 + Rf 2

n(n− 1) + 2f
n− 1 = r2

0
(n− 1)2 = |∇f |2|∂M

.

Ao mesmo tempo, tomando h = R
n−1f + 1

n−1 no Exemplo 3.3, temos que a bola geodésica

de raio r0 na esfera padrão com métrica canônica g0, é uma métrica crítica de Miao-Tam

com função potencial

f(x) = 1
n− 1

(
cosr

cosr0
− 1

)
,

onde r is a distância geodésica do ponto (0, . . . , 1) e raio r0 6= π
2 . Além disso, com um

cálculo simples obtemos a mesma identidade, ou seja,

|∇f |2 + Rf 2

n(n− 1) + 2f
n− 1 = sen2r0

(n− 1)2cos2r0
= |∇f |2|∂M

.
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Finalmente, o último exemplo interessante é o espaço hiperbólico Hn mergulhado no

conhecido espaço de Minkowski (Rn+1, dx2
1 + . . .+ dx2

n − dt2),

Hn = {(x1, . . . , xn, t) | x2
1 + . . . x2

n − t2 = −1, t > 0}.

A bola geodésica em Hn centrada em (0, . . . , 0, 1) é uma métrica crítica de Miao-Tam com

função potencial

f(x) = 1
n− 1

(
1− cosh(r)

cosh(r0)

)
.

Esse fato segue do Exemplo 3.2, uma vez que estamos restringindo o nosso estudo para

métrica crítica de Miao-Tam. Da mesma forma, a função potencial satisfaz a seguinte

expressão

|∇f |2 + Rf 2

n(n− 1) + 2f
n− 1 = senh2r0

(n− 1)2cosh2r0
= |∇f |2|∂M

.

É natural perguntar se esses exemplos são as únicas métricas críticas de Miao-Tam que

satisfazem tal propriedade. Nesse sentido, inspirados por ideias desenvolvidas por Leandro

em [48], forneceremos uma resposta completa a essa questão. Mais precisamente, o autor

dessa tese e Baltazar em [4], provaram o seguinte resultado.

Teorema 4.4. Seja (Mn, g, f), uma métrica crítica de Miao-Tam

|∇f |2 + Rf 2

n(n− 1) + 2f
n− 1 = |∇f |2|∂M

. (4.4)

Então Mn é isométrica a uma bola geodésica em um espaço forma simplesmente conexo

Rn, Hn ou Sn.

Como as métricas críticas de Miao-Tam é um caso particular de variedades tipo-

Einstein, observe que a condição (4.4) garante a hipótese do Teorema 3.5 apresentado no

capítulo 3 e como R é constante, segue a prova do teorema acima.

Observação 4.1. Ressaltamos que, para que a igualdade (4.4) faça sentido, é necessário

lembrar que uma métrica crítica de Miao-Tam tem |∇f | constante ao longo do bordo ∂M,

veja [12, Seção 3] para mais detalhes. Então, a hipótese significa que |∇f | assume a

mesma constante sobre cada componente conexa do seu bordo.

O segundo trabalho que destaremos, resolve parcialmente a Questão 1 considerando

uma condição L
n
2 pinçada. Neste trabalho, os autores H. Baltazar, R. Diógenes e E.

Ribeiro Jr. em [12] estudaram as métricas críticas do funcional volume em dimensão 4
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e obtiveram uma classificação de tal métrica crítica considerando uma condição pinçada

ponto a ponto que envolve a constante de Yamabe, a função potencial e alguns termos de

curvatura. Mais precisamente, como aplicação direta do Teorema 4.7 combinado com a

classificação das métricas críticas de Einstein de Miao-Tam, obtida em [53, Teorema 1.1],

temos o seguinte resultado.

Teorema 4.5 (Baltazar, Diógenes, Ribeiro Jr, [12]). Seja (M4, g, f) uma métrica crítica

Miao-Tam compacta e simplesmente conexa com curvatura escalar positiva. Então temos:

Y(M,∂M, [g])φ(M) ≤ 4
√

3
(∫
M(|W |2 + |R̊ic|2)dVg

) 1
2 φ(M)

+3(3
√

2− 1)
∫
M |R̊ic|2|∇f |2dVg,

onde Y(M,∂M, [g]) é a constante de Yamabe associada a variedade Riemanniana (Mn, g)

e φ(M) = (
∫
M f 4|R̊ic|4dVg)

1
2 . Além disso, se a igualdade ocorre, então M4 é isométrica a

uma bola geodésica em S4.

Ao analisar o teorema acima, podemos identificar limitações associadas a dimensão da

variedade Riemanniana e dependência da função potencial na condição pinçada. Diante

desse cenário, vamos resolver na Seção 4.3 a Questão 1 parcialmente aumentando a

dimensão da variedade Riemanniana e retirando a dependência da função potencial na

condição pinçada.

4.2 Fórmulas tipo Bochner para variedades compac-

tas satisfazendo L∗g(f ) = λg

Primeiramente, para simplificar, faremos uma adaptação focada principalmente nas es-

truturas mencionadas na Seção 4.1 deste capítulo. Mais especificamente, iremos estudar

variedades Riemannianas compactas (M, g) que admitem uma solução não constante f

para o sistema de equações

L∗g(f) = λg, (4.5)

onde λ é uma constante e L∗g é a forma L2-adjunto da linearização do operador curvatura

escalar Lg, ou seja, denotandoM o espaço de métricas Riemannianas emM e u um tensor

simétrico (0, 2) em M , a linearização Lg do operador curvatura escalar R :M→ R é

Lg(u) = −∆g(trgu) + divgdivgu− 〈u,Ricg〉,
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e a forma L2-adjunto é dado por

L∗gf = −(∆gf)g +∇2
gf − fRicg.

Portanto, podemos reescrever (4.5) como

fRic = ∇2f − (∆f + λ)g. (4.6)

Assim, a Equação (4.6) pode ser vista como um caso particular da Equação (3.1), para

h = −(∆f + λ). A principal razão para estudar tal estrutura vem da relação direta com

uma classe de espaços bem conhecida na literatura. Para ser mais preciso, considerando

a equação fundamental associada a cada estrutura, temos que:

• Tripla estática positiva: λ = 0 e ∂M 6= ∅;

• Métricas críticas de Miao-Tam: λ = 1 e ∂M 6= ∅;

• Métricas CPE: λ = −R/n e ∂M = ∅, com f = 1 + F e F é a função potencial na

equação de ponto crítico.

Na última igualdade, R é constante e denota a curvatura escalar de uma métrica CPE.

Primeiramente, observamos que (4.6) pode ser reescrita na linguagem tensorial da

seguinte forma:

−∆fgij +∇i∇jf − fRij = λgij. (4.7)

Tomando o traço em (4.7) temos

∆f = − R

n− 1f −
nλ

n− 1 . (4.8)

Além disso, utilizando (4.8), não é difícil verificar que

fR̊ic = ∇̊2f, (4.9)

onde T̊ representa a parte sem traço de T .

Após essa informação preliminar, o primeiro resultado que gostaríamos de relatar é

uma consequência direta das seguintes fórmulas do tipo Bochner obtidas por Baltazar e

Ribeiro Jr. em [9].

Lema 4.1 (Lema 3.1, [9]). Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana conexa com cur-

vatura escalar constante e f : M → R uma função suave definida em M . Então temos

que:

div(f∇|Ric|2) = −f |Cijk|2 + 2f |∇Ric|2 + 〈∇f,∇|Ric|2〉
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+ 2n
n− 2fRijRikRjk −

4n− 2
(n− 1)(n− 2)fR|Ric|

2 − 2fR3

n(n− 2)
+2∇i(fCijkRjk) + 2Cijk∇jfRik − 2fWijklRjkRil.

Lema 4.2 (Lema 3.2, [9]). Seja (Mn, g, f, λ) um espaço V-estático. Então temos que

1
2div(f∇|Ric|

2) = −f |Cijk|2 + f |∇Ric|2 + 〈∇f,∇|Ric|2〉 − nλ

n− 1 |R̊ic|
2 + 2∇i(fCijkRjk).

De fato, não é difícil verificar que o Lema 3.1 e o Lema 3.2 em [9] assumem as mesmas

expressões, a saber,

div(f∇|R̊ic|2) = −f |Cijk|2 + 2f |∇R̊ic|2 + 〈∇f,∇|R̊ic|2〉

+2f
(

R

n− 1 |R̊ic|
2 + n

n− 2tr(R̊ic
3)−WijklR̊ikR̊jl

)
+2∇i(fCijkRjk) + 2Cijk∇jfRik

e

1
2div(f∇|R̊ic|2) = −f |Cijk|2 + f |∇R̊ic|2 + 〈∇f,∇|R̊ic|2〉

− nλ

n− 1 |R̊ic|
2 + 2∇i(fCijkRjk).

Em seguida, multiplicando essas novas expressões pela função f e após um cálculo direto,

chegamos a

divX1 = −|∇f |2|R̊ic|2 + f 2
(

n− 3
2(n− 1) |Cijk|

2 + |∇R̊ic|2
)

+ 2
n− 1Rf

2|R̊ic|2 + nλ

n− 1f |R̊ic|
2

+f 2
(

n

n− 2tr(R̊ic
3)−WijklR̊ikR̊jl

)
−n− 2
n− 1fCijkWijkl∇lf, (4.10)

onde (X1)i = f2

2 ∇i|R̊ic|2 − f 2CijkRjk − f |R̊ic|2∇if, e

divX2 = −3
2 |∇f |

2|R̊ic|2 + f 2
(
− 1
n− 1 |Cijk|

2 + |∇R̊ic|2
)

+ 3
2(n− 1)Rf

2|R̊ic|2 + nλ

2(n− 1)f |R̊ic|
2

−n− 2
n− 1fCijkWijkl∇lf, (4.11)

onde (X2)i = f2

2 ∇i|R̊ic|2 − 2f 2CijkRjk − 3
2f |R̊ic|

2∇if. Finalmente, a diferença entre as

Eqs (4.10) e (4.11) nos permite concluir o seguinte resultado.
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Lema 4.3. Seja (Mn, g, f) uma variedade compacta com curvatura escalar constante

satisfazendo (4.5). Então vale

divX3 = |R̊ic|2|∇f |2 + f 2|C|2 + nλ

n− 1f |R̊ic|
2 + 1

n− 1f
2R|R̊ic|2

+2f 2
(

n

n− 2tr(R̊ic
3)−WijklRikRjl

)
,

onde X3 = 2(X1 −X2).

Antes de apresentar nosso próximo resultado, é importante lembrar que em [12], ins-

pirados por um resultado obtido em [9], Baltazar, Diógenes e Ribeiro Jr. deduziram uma

fórmula integral chave para uma métrica crítica de Miao-Tam, veja [12, Lema 4]. Aqui,

para nosso propósito, anunciamos sua versão divergente.

Lema 4.4. Seja (Mn, g, f) uma variedade compacta com curvatura escalar postiva satis-

fazendo (4.5). Então temos

divX4 = f 2|∇R̊ic|2 + (n+ 4)λ
2(n− 1)f |R̊ic|

2 + 3n+ 4
2n(n− 1)Rf

2|R̊ic|2

+f 2
( 4
n− 2tr(R̊ic

3)− 2WijklRikRjl

)
+ 1

2 |∇f |
2|R̊ic|2 − 2|R̊ic(∇f)|2,

onde (X4)i = 1
2f

2∇i|R̊ic|2 + 1
2f |R̊ic|

2∇f − 2fR̊ikR̊kj∇jf.

Demonstração. De fato, podemos usar (4.7) e (4.8) para deduzir

f∇iR̊jkR̊ik∇jf = ∇i(fR̊jkR̊ik∇jf)− |R̊ic(∇f)|2

−fR̊jkR̊ik∇i∇jf

= ∇i(fR̊jkR̊ik∇jf)− |R̊ic(∇f)|2 − f 2tr(R̊ic3)

+ 1
n− 1λf |R̊ic|

2 + 1
n(n− 1)Rf

2|R̊ic|2. (4.12)

Por outro lado, é fácil verificar que

−1
2〈∇|R̊ic|

2, f∇f〉 = −1
4div(|R̊ic|2∇f 2) + 1

2 |R̊ic|
2(f∆f + |∇f |2)

= −1
4div(|R̊ic|2∇f 2) + 1

2 |∇f |
2|R̊ic|2

− 1
2(n− 1)f

2R|R̊ic|2 − n

2(n− 1)λf |R̊ic|
2. (4.13)

Por fim, é crucial lembrar uma fórmula do tipo Böchner para métricas V-estáticas obtida

em [12] (cf. Lema 3 em [12]). Mais precisamente, Baltazar, Diógenes e Ribeiro Jr.
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provaram que uma variedade Riemanniana conexa e suave Mn e uma função suave f em

Mn que satisfaçam a equação V-estática devem satisfazer

1
2div(f 2∇|R̊ic|2) = f 2|∇R̊ic|2 + n

n− 1λf |R̊ic|
2 + 2

n− 1Rf
2|R̊ic|2

+2f∇iR̊jkR̊ik∇jf −
1
2〈f∇|R̊ic|

2,∇f〉

−2f 2WijklR̊ikR̊jl + 2n
n− 2f

2R̊ijR̊jkR̊ki.

Assim, substituindo as duas identidades (4.12) e (4.13) na fórmula divergente acima obtida

em [9], obtemos

1
2div(f 2∇|R̊ic|2) = f 2|∇R̊ic|2 + n+ 4

n− 1λf |R̊ic|
2 + 3n+ 4

2(n− 1)Rf
2|R̊ic|2

+1
2 |∇f |

2|R̊ic|2 − 1
4div(|R̊ic|2∇f 2)− 2|R̊ic(∇f)|2

−2f 2WijklR̊ikR̊jl + 4
n− 2f

2R̊ijR̊jkR̊ki + 2∇i(fR̊ikR̊kj∇jf).

Por fim, tomando (X4)i = 1
2f

2∇i|R̊ic|2 + 1
2f |R̊ic|

2∇f − 2fR̊ikR̊kj∇jf e reescrevendo a

expressão acima concluímos a demonstração.

Para encerrar esta seção, vamos combinar os lemas anteriores para deduzir uma estima-

tiva fundamental, que desempenha um papel fundamental em nossos principais resultados.

Lema 4.5. Seja (Mn, g, f) uma variedade compacta com curvatura escalar positiva sa-

tisfazendo (4.5). Então vale

divX5 ≥ f 2|∇|R̊ic||2 + (n+ 4 + 2(n− 1)
√

2n)λ
2(n− 1) f |R̊ic|2

+(n− 1)
√

2n
n

f 2|Cijk|2 + 3n+ 4 + 2(n− 1)
√

2n
2n(n− 1) Rf 2|R̊ic|2

+f 2
(

4 + 2(n− 1)
√

2n
n− 2 tr(R̊ic3)− 2n+ 2(n− 1)

√
2n

n
WijklRikRjl

)
,

onde X5 = X4 + (n−1)
√

2n
n

X3.

Demonstração. Primeiramente, precisamos lembrar a desigualdade

|R̊ic(∇f)|2 ≤ (n− 1)
√

2n
2n |R̊ic|2|∇f |2, (4.14)

cuja a prova detalhada pode ser encontrada em [12, Equação 3.19]. Para garantir a

completude, apresentaremos a demonstração completa abaixo.
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Para provar essa desigualdade, observe primeiro que um cálculo direto dá

− 1
8 ((df ⊗ df) 7 g)ijkl (R̊ic7 R̊ic)ijkl

= −1
8 (∇if∇kfgjl +∇jf∇lfgik −∇if∇lfgjk −∇jf∇kfgil) (2R̊ikR̊jl − 2R̊ilR̊jk)

= −1
8(−2R̊ijR̊jk∇if∇kf − 2R̊ilR̊ji∇jf∇lf − 2R̊ijR̊jl∇if∇lf − 2R̊ikR̊ji∇jf∇kf)

= |R̊ic(∇f)|2

e ∣∣∣((df ⊗ df) 7 g)ijkl (R̊ic
◦
7 R̊ic)ijkl

∣∣∣2 ≤ |(df ⊗ df) 7 g|2 |R̊ic7 R̊ic|2.

Além disso, temos

|(df ⊗ df) 7 g|2 = 4(n− 1)|∇f |4

e

|R̊ic7 R̊ic|2 = 8|R̊ic|4 − 8|R̊ic2|2.

onde (R̊ic2)ik = (R̊)ip(R̊)kp. Em particular, é fácil verificar que tr(R̊ic2) = |R̊ic|2, e então

imediatamente temos |R̊ic2
|2 ≥ |R̊ic|4

n
, o que nos permite deduzir que

|R̊ic7 R̊ic|2 ≤ 8(n− 1)
n

|R̊ic|4.

Daí, segue que

∣∣∣((df ⊗ df) 7 g)ijkl (R̊ic
◦
7 R̊ic)ijkl

∣∣∣2 ≤ 32(n− 1)2

n
|R̊ic|4|∇f |4.

Com isso, obtemos imediatamente

|R̊ic(∇f)|2 ≤ (n− 1)
√

2n
2n |R̊ic|2|∇f |2,

o que conclui a prova da desigualdade.

Agora, podemos substituir (4.14) e a desigualdade clássica de Kato, |∇|R̊ic|| ≤ |∇R̊ic|,

no Lema 4.4 para chegar a

divX4 ≥ f 2|∇|R̊ic||2 + (n+ 4)λ
2(n− 1)f |R̊ic|

2 + 3n+ 4
2n(n− 1)Rf

2|R̊ic|2

+f 2
( 4
n− 2tr(R̊ic

3)− 2WijklRikRjl

)
− (n− 1)

√
2n

n
|R̊ic|2|∇f |2.
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Agora, substituindo a expressão de |R̊ic|2|∇f |2 obtida no Lema 4.3 para deduzimos

divX4 ≥ f 2|∇|R̊ic||2 + (n+ 4)λ
2(n− 1)f |R̊ic|

2 + 3n+ 4
2n(n− 1)Rf

2|R̊ic|2

+f 2
( 4
n− 2tr(R̊ic

3)− 2WijklRikRjl

)

−(n− 1)
√

2n
n

[
divX3 − f 2|C|2 − nλ

n− 1f |R̊ic|
2 − 1

n− 1f
2R|R̊ic|2

−2f 2
(

n

n− 2tr(R̊ic
3)−WijklRikRjl

) ]
.

Por fim, tomando X5 = X4 + (n−1)
√

2n
n

X3 e simplificando alguns termos obtemos a de-

monstração desejada.

4.3 Resultados de integral pinçada

Para estabelecer nossos principais resultados, vamos introduzir a definição da constante

de Yamabe associada a uma variedade Riemanniana compacta (Mn, g),

Y(M,∂M, [g]) = inf
φ 6≡0

∫
M

(
4(n−1)
n−2 |∇φ|

2 +Rφ2
)
dMg + 2

∫
∂M Hφ2dσ(∫

M |φ|
2n

n−2dMg

)n−2
n

, (4.15)

onde H é a curvatura média de ∂M e φ é uma função suave e positiva em Mn. Além

disso, ao considerarmos a variedade sem fronteira, o termo de fronteira desaparece e a

expressão assume a seguinte forma:

Y(M, [g]) = inf
φ 6≡0

∫
M

(
4(n−1)
n−2 |∇φ|

2 +Rφ2
)
dMg(∫

M |φ|
2n

n−2dMg

)n−2
n

. (4.16)

Aqui, para simplicidade, devemos denotar a constante de Yamabe como Y([g]), mas se

precisarmos explicar detalhadamente algum cálculo, adotaremos a notação acima. Para

detalhes sobre este assunto, sugerimos ao leitor consultar [26] e as referências ali presentes.

Continuando, seja (Mn, g, f) uma variedade compacta com curvatura escalar constante

satisfazendo (4.5). Se ∂M 6= ∅, considere o conjunto de nível f−1(0) que é precisamente

o bordo de M , ou seja, ∂M = {x ∈ Mn; f(x) = 0}. Então, considerando a função

φ = f |R̊ic|, é imediato verificar, usando a definição da constante de Yamabe, que

∫
M
|∇(f |R̊ic|)|2dMg ≥

n− 2
4(n− 1)Y([g])φ̃− n− 2

4(n− 1)

∫
M
Rf 2|R̊ic|2dMg,
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onde φ̃ =
(∫
M f

2n
n−2 |R̊ic|

2n
n−2dMg

)n−2
n . Tal expressão pode ser reescrita como∫

M
f 2|∇|R̊ic||2dMg ≥

n− 2
4(n− 1)Y([g])φ̃− n− 2

4(n− 1)

∫
M
Rf 2|R̊ic|2dMg

−1
2

∫
M
〈∇|R̊ic|2,∇f 2〉dMg −

∫
M
|R̊ic|2|∇f |2dMg. (4.17)

Por outro lado, um cálculo direto usando (4.8) fornece a seguinte identidade:

1
2〈∇|R̊ic|

2,∇f 2〉 = 1
2div(|R̊ic|2∇f 2)− |R̊ic|2(f∆f + |∇f |2)

= 1
2div(|R̊ic|2∇f 2) + 1

n− 1f
2R|R̊ic|2

+ nλ

n− 1f |R̊ic|
2 − |∇f |2|R̊ic|2.

Portanto, substituindo esses dados em (4.17), obtemos∫
M
f 2|∇|R̊ic||2dMg ≥

n− 2
4(n− 1)Y([g])φ̃− n+ 2

4(n− 1)

∫
M
Rf 2|R̊ic|2dMg

− nλ

n− 1

∫
M
f |R̊ic|2dMg. (4.18)

Agora, estamos em posição de apresentar nosso primeiro resultado de compressão Ln/2.

Teorema 4.6. Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana de dimensão n (4 ≤ n ≤ 38),

compacta sem bordo satisfazendo (4.5) com λ 6= 0. Se R > 0 e a seguinte desigualdade é

satisfeita ∫
M

∣∣∣∣∣W + α(n)√
2n
R̊ic7 g

∣∣∣∣∣
n/2

dMg

2/n

≤ β(n)Y([g]), (4.19)

onde α(n) = n[2(n−1)
√

2n+4]
(n−2)[2(n−1)

√
2n+2n] e β(n) =

√
(n−2)

32(n−1)
n

(n−1)
√

2n+n , então M
n é Einstein.

Demonstração. Primeiro, observe que o conjunto de nível B = {x ∈ Mn; f(x) = 0} tem

medida zero. De fato, procedendo como em [43] (veja também [48]), podemos denotar

B′ = {p ∈ B;∇f(p) = 0} e usando (4.7) e (4.8), é fácil verificar que

∇2f(X,X) = − λ

n− 1g(X,X) 6= 0,

para todo p ∈ B′ e vetor não nulo X ∈ TpM . Isso significa que p é um ponto crítico

não degenerado de f e, consequentemente, todos os pontos críticos em B são isolados.

Portanto, o conjunto B′ deve ser finito. Para concluir, é suficiente observar que B =

B′∪(B\B′), onde B\B′ é uma união de hipersuperfícies. Consequentemente, ao tomarmos

a divergência de ambos os lados de (4.7), obtemos

f∇R = 0
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e claramente R deve ser constante em M .

A seguir, ao integrando a expressão obtida no Lema 4.5 sobre M , obtemos

0 ≥
∫
M
f 2|∇|R̊ic||2dMg + (n+ 4 + 2(n− 1)

√
2n)λ

2(n− 1)

∫
M
f |R̊ic|2dMg

+(n− 1)
√

2n
n

∫
M
f 2|Cijk|2dMg + 3n+ 4 + 2(n− 1)

√
2n

2n(n− 1)

∫
M
Rf 2|R̊ic|2dMg

+4 + 2(n− 1)
√

2n
n− 2

∫
M
f 2tr(R̊ic3)dMg −

2n+ 2(n− 1)
√

2n
n

∫
M
WijklRikRjldMg

e por (4.18) chegamos

0 ≥ n− 2
4(n− 1)Y([g])φ̃+ (n− 1)

√
2n

n

∫
M
f 2|Cijk|2dMg

+2(n− 1)
√

2n− n+ 4
2(n− 1) λ

∫
M
f |R̊ic|2dMg

+4(n− 1)
√

2n− n2 + 4n+ 8
4n(n− 1) R

∫
M
f 2|R̊ic|2dMg

+2n+ 2(n− 1)
√

2n
n

∫
M
f 2
(
α(n)tr(R̊ic3)−WijklRikRjl

)
dMg (4.20)

Por outro lado, aplicando o Lema 2.2, temos que∫
M
f 2
(
α(n)tr(R̊ic3)−WijklRikRjl

)
dMg

≥ −
√

n− 2
2(n− 1)

∫
M
f 2|R̊ic|2

(
|W |2 + 2(n− 2)α2(n)

n
|R̊ic|2

)1/2

dMg

= −
√

n− 2
2(n− 1)

∫
M
f 2|R̊ic|2

∣∣∣∣∣W + α(n)√
2n
R̊ic7 g

∣∣∣∣∣ dMg,

que pode ser reescrito usando a desigualdade de Hölder como∫
M
f 2
(
α(n)tr(R̊ic3)−WijklRikRjl

)
dMg

≥ −
√

n− 2
2(n− 1) φ̃

∫
M

∣∣∣∣∣W + α(n)√
2n
R̊ic7 g

∣∣∣∣∣
n/2

dMg

2/n

.

Portanto, pela nossa condição pinçada, é imediato verificar que
n− 2

4(n− 1)Y([g])φ̃+ 2n+ 2(n− 1)
√

2n
n

∫
M
f 2
(
α(n)tr(R̊ic3)−WijklRikRjl

)
dMg ≥ 0.

Isso aplicado em (4.20) torna-se

0 ≥ (n− 1)
√

2n
n

∫
M
f 2|Cijk|2dMg

+2(n− 1)
√

2n− n+ 4
2(n− 1) λ

∫
M
f |R̊ic|2dMg

+4(n− 1)
√

2n− n2 + 4n+ 8
4n(n− 1) R

∫
M
f 2|R̊ic|2dMg. (4.21)
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Antes de prosseguir, é importante lembrar a seguinte identidade, obtida, por exemplo, em

[6, Equação 3.9], ∫
M
fR|R̊ic|2dMg = 0. (4.22)

Além disso, fazendo g(n) = 4(n − 1)
√

2n − n2 + 4n + 8 podemos estudar o sinal dessa

função por meio do seu gráfico. Mais precisamente,

2 6 10 14 18 22 26 30 34 38 42
−100

−50

0

50

100

150
180

n

g
(n

)

g(n) = 4(n− 1)
√

2n− n2 + 4n+ 8

Figura 4.1: Gráfico da função g(n) = 4(n− 1)
√

2n− n2 + 4n+ 8.

Portanto, ao observar a Figura 4.1, podemos ver que a função g assume valores posi-

tivos no intervalo 4 ≤ n ≤ 38. Para valores de n > 38, a função g passa a assumir valores

cada vez mais negativos. Assim, podemos voltar à última desigualdade e deduzir que M

é uma variedade de Einstein para 4 ≤ n ≤ 38.

Em nosso próximo resultado, abordaremos o caso ∂M 6= ∅, onde o conjunto de níveis

f−1(0) deve ser precisamente o bordo de M e a função f é positiva no interior de M .

Com essa consideração em mente, temos o seguinte resultado.

Teorema 4.7. Seja (Mn, g) uma variedade compacta de dimensão n (4 ≤ n ≤ 38), com

fronteira suave satisfazendo (4.5) tal que λ ≥ 0, f ≥ 0 e {f = 0} = ∂M . Se R > 0 e a

seguinte desigualdade é satisfeita∫
M

∣∣∣∣∣W + α(n)√
2n
R̊ic7 g

∣∣∣∣∣
n/2

dMg

2/n

≤ β(n)Y([g]),
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onde α(n) = n[2(n−1)
√

2n+4]
(n−2)[2(n−1)

√
2n+2n] e β(n) =

√
(n−2)

32(n−1)
n

(n−1)
√

2n+n . Então M
n é Einstein.

Demonstração. É imediato verificar que R é constante e, similarmente ao resultado an-

terior, a desigualdade (4.21) também é verdadeira. A diferença agora é que não temos

garantia da validade de (4.22), mas como estamos considerando o caso λ ≥ 0 e f ≥ 0,

tal termo deve ser não negativo. Novamente, (4.21) força Mn a ser Einstein. Portanto, a

prova está completa.

Como aplicação dos Teoremas 4.6 e 4.7, consideraremos a constante especial λ que

têm sido estudadas por muitos matemáticos nas últimas décadas.

4.3.1 Métrica CPE

Portanto, motivados pelo estudo recente das métricas CPE, podemos deduzir diretamente

do Teorema 4.6, uma resposta positiva à Conjectura de Besse sob uma condição L
n
2

pinçada.

Teorema 4.8. Seja (Mn, g, F ), 4 ≤ n ≤ 38, seja uma métrica CPE não trivial que

satisfaz a condição pinçada∫
M

∣∣∣∣∣W + α(n)√
2n
R̊ic7 g

∣∣∣∣∣
n/2

dMg

2/n

≤ β(n)Y([g]), (4.23)

onde α(n) = n[2(n−1)
√

2n+4]
(n−2)[2(n−1)

√
2n+2n] e β(n) =

√
(n−2)

32(n−1)
n

(n−1)
√

2n+n . Então (Mn, g) é isométrica

a uma esfera padrão.

Demonstração. Tomando λ = −R
n

e f = 1 + F onde F é função potencial na equação

do ponto crítico, temos que (Mn, g, F ) satisfaz a Equação (4.5). Portanto, considerando

as hipóteses que 4 ≤ n ≤ 38 e a estimativa (4.23), segue como aplicação do 4.6 que

(Mn, g, F ) é uma variedade de Einstein. Como (Mn, g, F ) tem curvatura escalar R > 0,

segue que (Mn, g) é isométrica a uma esfera padrão.

Para prosseguir, devemos lembrar de um lema clássico devido a Gursky [34]. Tal lema

fornece um limite inferior para o invariante de Yamabe e será importante para deduzir

uma consequência do Teorema 4.8 ao considerar uma variedade Riemanniana compacta

de dimensão 4.
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Lema 4.6 (Gursky,[34]). Seja (M4, g) uma variedade compacta de dimensão 4 sem fron-

teira. Então, a seguinte estimativa vale

Y(M, [g])2 ≥
∫
M
R2dMg − 12

∫
M
|R̊ic|2dMg.

Além disso, a desigualdade é estrita a menos que (M4, g) seja conformemente Einstein.

Então, com este lema em mente, somos capazes de obter o seguinte resultado.

Corolário 4.1. Toda métrica CPE não trivial de quatro dimensões que satisfaz

(22 + 12
√

2)
∫
M
|W |2dMg + (77 + 24

√
2)
∫
M
|R̊ic|2dMg ≤

1
12

∫
M
R2dMg (4.24)

é isométrica a uma esfera padrão.

Demonstração. Substituindo a expressão do Lema 4.6 na condição de integral pinçada do

Teorema 4.8, obtemos a seguinte relação
∫
M

(|W |2 + α2|R̊ic|2)dMg − β2Y([g])2 ≤
∫
M
|W |2dM2 − β2

∫
M
R2dMg

+(12β2 + α2)
∫
M
|R̊ic|2dMg,

onde α e β são constantes escolhidas de acordo com (4.23), ou seja, α = 2(3
√

2+1)
3
√

2+2 e

β = 1√
12(3
√

2+2) . Mais precisamente, temos

∫
M
|W |2dMg + 76 + 24

√
2

22 + 6
√

2

∫
M
|R̊ic|2dMg −

1
12(22 + 12

√
2)
Y([g])2 ≤

1
22 + 12

√
2

[
(22 + 12

√
2)
∫
M
|W |2dM2 + (77 + 24

√
2)
∫
M
|R̊ic|2dMg −

1
12

∫
M
R2dMg

]
.

Para concluir a prova, basta aplicar (4.24) para obter o lado direito da desigualdade acima

é não negativo. Consequentemente, (4.23) é válida e o resultado segue do Teorema 4.8.

Observação 4.2. Note que a condição de pinçamento (4.24) pode ser reescrita como

121 + 48
√

2
77 + 24

√
2

∫
M
|W |2dMg + 38 + 12

√
2

3(77 + 24
√

2)

∫
M
R2dMg ≤ 32π2X (M)

onde usamos a conhecida fórmula de Chern-Gauss-Bonnet, ou seja,
∫
M
|W |2dMg − 2

∫
M
|R̊ic|2dMg + 1

6

∫
M
R2dMg = 32π2X (M).
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4.3.2 Tripla estática positiva

Após estas considerações, estamos preparados para apresentar nossa segunda aplicação,

agora relacionada ao Teorema 4.7. O resultado a seguir nos fornece as condições para a

validade da Conjectura Cosmic No-Hair. Abaixo, apresentamos o enunciado e sua

demonstração.

Teorema 4.9. A conjectura cosmic no-hair é verdadeira para variedades (3 ≤ n ≤ 38)

de dimensão n que satisfazem a condição de pinçamento∫
M

∣∣∣∣∣W + α(n)√
2n
R̊ic7 g

∣∣∣∣∣
n/2

dMg

2/n

≤ β(n)Y([g]),

onde α(n) = n[2(n−1)
√

2n+4]
(n−2)[2(n−1)

√
2n+2n] e β(n) =

√
(n−2)

32(n−1)
n

(n−1)
√

2n+n .

Demonstração. Tomando λ = 0, do Teorema 4.7, deduzimos imediatamente que (Mn, g)

é uma variedade de Einstein. Portanto, basta aplicar o Lema 3 em [56] para concluir que

Mn é isométrico a um hemisfério de Sn.

4.3.3 Métrica crítica de Miao-Tam

Aqui, motivados por [12], forneceremos uma classificação de uma tal métrica crítica con-

siderando uma condição Ln
2 pinçada ponto a ponto. Mais precisamente, como aplicação

direta do Teorema 4.7 combinado com a classificação das métricas críticas de Einstein de

Miao-Tam, obtida em [53, Teorema 1.1], temos o seguinte resultado.

Teorema 4.10. Seja (M, g, f) uma métrica crítica de Miao-Tam compacta de dimensão

n (3 ≤ n ≤ 38), com curvatura escalar positiva. Suponha que que vale a condição pinçada∫
M

∣∣∣∣∣W + α(n)√
2n
R̊ic7 g

∣∣∣∣∣
n/2

dMg

2/n

≤ β(n)Y([g]),

onde α(n) = n[2(n−1)
√

2n+4]
(n−2)[2(n−1)

√
2n+2n] e β(n) =

√
(n−2)

32(n−1)
n

(n−1)
√

2n+n , é satisfeita. Então, Mn é

isométrico a uma bola geodésica em Sn.

Demonstração. Tomando λ = 1, segue que a métrica crítica de Miao-Tam (Mn, g, f)

satisfaz a Equação (4.5). Portanto, segue do Teorema 4.7 que (Mn, g) é uma variedade

de Einstein e, consequentemente, usando o fato que a curvatura escalar R na métrica g é

positiva segue pelo Teorema 4.3 que (Mn, g) é isométrico a uma bola geodésica em Sn.
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4.4 Métrica crítica de Miao-Tam com curvatura de

Wely pinçada

Nesta seção, vamos provar o Teorema 1.7 anunciado na introdução e destacamos que

existem vários trabalhos sobre a classificação de métricas críticas de Miao-Tam envolvendo

o tensor de curvatura de Weyl, veja, por exemplo, [11, 7, 12, 9, 53]. Portanto, motivados

por [20] e com base em técnicas desenvolvidas em [6, 10], iremos fornecer uma classificação

dessas métricas críticas considerando uma condição pinçada. Mais precisamente, temos o

seguinte resultado.

Teorema 4.11. Seja (Mn, g, f) uma métrica crítica de Miao-Tam com curvatura escalar

positva e satisfazendo a seguinte estimativa∣∣∣∣∣W +
√
n√

2(n− 2)
R̊ic7 g

∣∣∣∣∣ ≤ R√
2(n− 1)(n− 2)

. (4.25)

Então (Mn, g) é isométrica a uma bola geodésica em Sn.

Demonstração. Primeiramente, usando o Lema 4.3 para caso λ = 1, temos a seguinte

fórmula divergente para uma métrica crítica de Miao-Tam

divX3 = |R̊ic|2|∇f |2 + f 2|C|2 + n

n− 1f |R̊ic|
2 + 1

n− 1f
2R|R̊ic|2

+2f 2
(

n

n− 2tr(R̊ic
3)−WijklRikRjl

)
,

onde (X3)i = 2f 2CijkRjk + f |R̊ic|2∇if.

Integrando sobre Mn a expressão acima, obtemos

0 =
∫
M
|R̊ic|2|∇f |2dMg +

∫
M
f 2|Cijk|2dMg + n

n− 1

∫
M
f |R̊ic|2dMg

+ 1
n− 1

∫
M
f 2R|R̊ic|2dMg

+2
∫
M
f 2
(

n

n− 2tr(R̊ic
3)−WijklR̊ikR̊jl

)
dMg. (4.26)

Antes de prosseguir, é importante lembrar da seguinte desigualdade vista no Lema 2.2

para α = n
n−2 , a saber,

∣∣∣∣ n

n− 2R̊ijR̊jkR̊ik −WijklR̊ikR̊jl

∣∣∣∣ ≤
√

n− 2
2(n− 1)

(
|W |2 + 2n

n− 2 |R̊ic|
2
)1/2
|R̊ic|2, (4.27)

que é verdadeira para uma variedade riemanniana de dimensão arbitrária.
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Por outro lado, como W tem traço livre temos∣∣∣∣∣W +
√
n√

2(n− 2)
R̊ic7 g

∣∣∣∣∣
2

= |W |2 + 2n
n− 2 |R̊ic|

2.

Portanto, combinando a igualdade acima com a desigualdade (4.27) e utilizando a nossa

estimativa de curvatura (4.25), é imediato verificar que

1
n− 1R|R̊ic|

2 + 2
(

n

n− 2tr(R̊ic
3)−WijklR̊ikR̊jl

)
≥
[

1
n− 1R− 2

√
n− 2

2(n− 1)

∣∣∣∣∣W +
√
n√

2(n− 2)
R̊ic7 g

∣∣∣∣∣
]
|R̊ic|2 ≥ 0.

Como consequência, ao retornar à Identidade (4.26), forçamos Mn a ser uma variedade

de Einstein. Em seguida, estamos em posição de usar o Teorema 4.3 obtido em [53] para

concluir que (Mn, g) é isométrica a uma bola geodésica em Sn. Portanto, a prova está

completa.

Como o tensor de Weyl se anula na dimensão três, obtemos a seguinte consequência:

Corolário 4.2. Seja (M3, g, f) uma métrica crítica de Miao-Tam com curvatura escalar

positiva e satisfazendo

|R̊ic| ≤ R√
24
. (4.28)

Então (M3, g)é isométrica a uma bola geodésica em S3.

Observação 4.3. É fácil verificar que, a condição pinçada (4.28) torna-se neste caso

|R̊ic| ≤ R√
24
≤ R√

6
.

Então, basta aplicar [9, Corolário 1.5] para concluir que (M3, g) é isométrica a uma bola

geodésica em S3.
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