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Assintótico para a Equação de Schrödinger 3D
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José Vitor Sekeff Budaruiche Sousa

Teresina - 2024
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do Programa de Pós-Graduação em Ma-
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Agradeço aos professores, Ćıcero, Gleison, Ítalo, Joel e Mykael, por terem ministrados
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Resumo

Neste trabalho, consideramos o Problema de Valor Inicial associado à equação não li-

near de Schrödinger cúbica com dado inicial radial em H1(R3). Para este modelo, es-

tudamos a boa colocação global e o comportamento assintótico de soluções em H1(R3).

Aqui analisamos condições suficientes para obtermos soluções com intervalo máximo de

existência infinito e intervalo máximo de existência finito (blow-up), baseados no trabalho

de Holmer-Roudenko, 2008 [20]. Além disso, usando a técnica aplicada no trabalho de

Dodson-Murphy, 2017 [10], mostramos que, no caso das soluções globais estabelecidas,

temos a propriedade de espalhamento quando o tempo tende a ±∞.

Palavras-chave: Equação de Schrödinger; Blow-up; Boa Colocação Global; Espalha-

mento.
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Abstract

In this work, we consider the Initial Value Problem associated with the cubic nonlinear

Schrödinger equation with radially symmetric initial data in H1(R3). For this model,

we study the global well-posedness and the asymptotic behavior of solutions in H1(R3).

Here we analyze sufficient conditions to obtain solutions with infinite maximal interval

of existence and finite maximal interval of existence (blow-up), based on the work of

Holmer-Roudenko, 2008 [20]. Furthermore, using the technique applied in the work of

Dodson-Murphy, 2017 [10], we show that in the case of the established global solutions

we have the scattering effect when time goes to ±∞.

Keywords: Schrödinger’s Equation; Blow-up; Global Well-Posedness; Scattering.
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Apêndice 63

Construção de η . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

Construção de φ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

Construção de ω . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

Referências Bibliográficas 68



Caṕıtulo 1

Introdução

Neste trabalho, consideramos o problema de valor inicial (PVI) associado à equação

não linear de Schrödinger (NLS) cúbicai∂tu+ ∆u+ |u|2u = 0,

u(0) = u0 ∈ H1(RN), com N = 3.

(1.1)

Segundo Fibich [15], esta equação é geralmente associada à mecânica quântica, porém,

também é utilizada na modelagem de fenômenos da f́ısica clássica. Na ótica, por exemplo,

a equação de Schrödinger surge das equações de Maxwell, que são equações da f́ısica

clássica (veja o caṕıtulo 1 de [15]). Dentre os fenômenos que são modelados por esta

equação está a propagação de raios laser de alta intensidade em meios transparentes.

Segundo Sulem e Sulem [23], esta equação modela o comportamento de ondas de água

sobre a superf́ıcie livre de um flúido ideal e de ondas de plasma. Entende-se por solução

de (1.1), uma função u ∈ C(I,H1(RN)), com I ∋ 0 um intervalo, tal que para todo t ∈ I

seja satisfeito o prinćıpio de Duhamel em H−1(RN), ou seja,

u(t) = eit∆u0 + i

∫ t

0

ei(t−s)∆(|u|2u)(s)ds.

Sabemos que o problema (1.1) é localmente bem posto em H1(RN), com N ∈ N (veja

Ginibre e Velo [18], Cazenave [8], Linares e Ponce [21], Tao [25]), ou seja, para cada dado

inicial u0 ∈ H1(RN), existe um intervalo I ∈ R e uma única solução u ∈ C(I,H1(RN))∩E,

onde E é um espaço de Banach auxiliar, e a solução depende continuamente do dado

inicial. Além disso, as soluções possuem as seguintes quantidades conservadas, a massa

M(u(t)) =M(u(0)) e a energia E(u(t)) = E(u(0)), onde

M(u(t)) = ∥u(t)∥2L2(RN),

1
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e

E(u(t)) =
1

2
∥∇u(t)∥2L2(RN) −

1

4
∥u(t)∥4L4(RN).

No caso em que o intervalo maximal de existência da solução é finito, dizemos que

ocorre blow-up em tempo finito, ou seja, a solução explode em tempo finito. De acordo

com Sulem e Sulem [23] e Fibich [15], na propagação de raios lasers, o fenômeno de blow-

up corresponde ao colapso das ondas que se propagam. Se a solução existe para qualquer

instante t ∈ R, dizemos a solução é global.

A equação não-linear eĺıptica

∆Q+ |Q|2Q−Q = 0, Q = Q(x), x ∈ R3,

tem um número infinito de soluções em H1(R3). Dentre essas soluções, existe exatamente

uma que tem norma L2(R3) mı́nima, chamada de ground state, denotada por Q, e é

positiva, radial, suave e decai exponencialmente. Para mais detalhes, veja o apêndice B

do trabalho de Terence Tao [25].

Uma solução global u de (1.1) se espalha, ou seja, acontece o fenômeno de scattering,

se existir u± ∈ H1(R3) tal que

lim
t→±∞ ∥u(t) − eit∆u±∥H1(R3) = 0.

Nosso principal objetivo é mostrar o seguinte teorema devido a Holmer e Roudenko

[20].

Teorema 1.1. Sejam u0 ∈ H1(R3) uma função radial e u a correspondente solução

maximal de (1.1), com intervalo maximal de existência I. Suponha que

M(u0)E(u0) < M(Q)E(Q).

(1) Se ∥u0∥L2(R3)∥∇u0∥L2(R3) < ∥Q∥L2(R3)∥∇Q∥L2(R3), então

(a) I = R (a solução é global), e,

(b) u se espalha em H1(R3), isto é, existe u± ∈ H1(R3) tal que

lim
t→±∞ ∥u(t) − eit∆u±∥H1(R3) = 0.

(2) Se ∥u0∥L2(R3)∥∇u0∥L2(R3) > ∥Q∥L2(R3)∥∇Q∥L2(R3), então I é limitado (a solução

explode em tempo finito).
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Em Holmer e Roudenko [20], a prova da afirmação (b) do item (1) do Teorema 1.1

foi feita baseando-se na concentração compacidade-rigidez. No trabalho de Dodson e

Murphy [10], é apresentada uma demonstração alternativa para este resultado. Usa-se a

imersão Radial de Sobolev para estabelecer a estimativa virial de Morawetz, que implica

na ’evacuação da energia’ quando t → ±∞. Juntando essas informações e o critério de

espalhamento introduzido por Tao em [24], é posśıvel demonstrar a afirmação (b). Em

Holmer e Roudenko [20], para a demonstração da afirmação (a) do item (1) e o item (2)

do Teorema 1.1, utiliza-se o seguinte Teorema, conhecido como Dicotomia Global versus

Blow-up, demonstrado em [20].

Teorema 1.2 (Dicotomia Global versus Blow-up). Seja u0 ∈ H1(R3) (possivelmente não

radial) e seja I = (−Tmin, Tmax) o intervalo maximal de existência de u solução de (1.1).

Então são válidas as seguintes afirmações

1. Se M(u0)E(u0) < M(Q)E(Q) e ∥u0∥L2(R3)∥∇u0∥L2(R3) < ∥Q∥L2(R3)∥∇Q∥L2(R3),

então I = R, e para todo instante de tempo t ∈ R, temos

sup
t∈R

∥u(t)∥L2(R3)∥∇u(t)∥L2(R3) < ∥Q∥L2(R3)∥∇Q∥L2(R3).

2. Se M(u0)E(u0) < M(Q)E(Q) e ∥u0∥L2(R3)∥∇u0∥L2(R3) > ∥Q∥L2(R3)∥∇Q∥L2(R3),

então, para todo instante de tempo t ∈ I, temos

∥u(t)∥L2(R3)∥∇u(t)∥L2(R3) > ∥Q∥L2(R3)∥∇Q∥L2(R3).

Além disso, se (a) |x|u0 ∈ L2(R3) ou (b) u0 é radial, então I é finito, implicando

que a solução explode em tempo finito.

Um ingrediente importante na demonstração do Teorema 1.2 vem da aplicação da

desigualdade de Gagliardo-Nirenberg

∥f∥4L4(R3) ⩽ CGN∥f∥L2(R3)∥∇f∥3L2(R3),

com constante ótima CGN = 4
3∥Q∥L2∥∇Q∥L2

, estabelecida por M. Weistein [26]. Duyckaerts

e Roudenko em [13] e [12] exploram o comportamento da solução acima do limiar de massa-

energia, ou seja, M(u0)E(u0) > M(Q)E(Q), onde em [12] explora-se o comportamento

no limiar massa-energia, ou seja, o caso em que M(u0)E(u0) = M(Q)E(Q). O trabalho
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de Cardoso e Campos [7] também explora o comportamento da solução acima do limiar

de massa-energia no caso da equação de Schrödinger não-linear e não-homogênea (INLS)i∂tu+ ∆u+ |x|−b|u|p−1u = 0,

u(0) = u0 ∈ H1(RN).

Nos últimos anos houve avanços no estudo do comportamento assintótico dessas soluções.

Dodson e Murphy [11], por exemplo, obtiveram o resultado (1) do Teorema 1.1 sem a

hipótese de u0 ser radial. Outros trabalhos recentes são os de Arora, Dodson e Murphy

[3], que tratam sobre o espalhamento abaixo do ground state para a NLS 2D radial, Arora

[2], que trata sobre o espalhamento da NLS do tipo focusing para dados radiais e sobre

equações hartree generalizadas, Campos [6], que trata sobre o espalhamento de soluções

radiais na INLS, e Dinh [9], que trata da teoria do espalhamento da NLS com potencial.

Este trabalho está dividido em 5 caṕıtulos. No segundo caṕıtulo, apresentamos al-

gumas noções preliminares para os resultados utilizados no trabalho, como, as notações

utilizadas, espaços Lp, transformada de Fourier e sua aplicação no espaço de Schwartz e

distribuições temperadas, transformada inversa de Fourier e espaços de Sobolev.

No terceiro caṕıtulo introduzimos o PVI associado à equação de Schrödinger linear,

que é a motivação para definir o operador eit∆, introduzimos o PVI associado à equação

não-linear de Schrödinger, mostramos a motivação por trás do prinćıpio de Duhamel,

definimos o que se entende por solução do PVI não-linear, definimos a boa colocação em

H1(RN), apresentamos as estimativas de Strichartz, discutimos sobre o espalhamento e

introduzimos resultados sobre o ground state.

No quarto caṕıtulo, apresentamos os resultados importantes para a demonstração dos

Teoremas 1.1 e 1.2. Inicialmente provamos alguns lemas, como a Imersão Radial de So-

bolev, também conhecida como Lema de Strauss, introduzido por Strauss [22]. Após isso,

provamos os Lemas 4.4, 4.6 e 4.8, que são resultados de coercividade. A coercividade no

Lema 4.4 serve, por exemplo, para mostrar a boa colocação global no Teorema 1.1. Pro-

vamos a Identidade Virial, que é necessária para provar a Estimativa Virial de Morawetz.

Provamos então a evacuação de energia, que juntamente com o critério de espalhamento

de Tao são essenciais para a demonstração da afirmação (1) do Teorema 1.1. Após isso,

provam-se alguns lemas necessários para a demonstração do Teorema 1.2.

Finalmente, no quinto caṕıtulo, introduzimos o Lema 5.2 que é o Critério de Espalha-

mento de Tao que, juntamente com os resultados dos caṕıtulos anteriores, são utilizados
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nas demonstrações dos Teoremas 1.1 e 1.2.



Caṕıtulo 2

Noções Preliminares

Neste caṕıtulo apresentamos alguns resultados básicos sobre Espaços Lp(RN), transfor-

mada de Fourier e suas aplicações no espaço de Schwartz e nas distribuições temperadas,

e sobre a transformada inversa de Fourier e sobre espaços de Sobolev. Tais resultados são

utilizados ao longo de todo este trabalho.

2.1 Notações Utilizadas

• Dado um número z ∈ C, denotamos por Re(z) e Im(z) a parte real de z e a parte

imaginária de z respectivamente.

• Dado um número z ∈ C, denotamos por z o conjugado de z.

• Dados dois números reais não negativos a e b, escrevemos a ≲ b quando existe uma

constante c > 0 independente de a e b tal que a ⩽ cb.

• Denotamos por B(x,R) a bola aberta de raio R centrada em x ∈ R3.

• Seja N ∈ N. Seja v ∈ RN. Denotamos por |v| a norma euclidiana de v. Em

particular, se z ∈ C, o módulo de z é dado por |z|.

• Seja E um espaço vetorial normado. Denotamos por ∥ · ∥E a norma adotada em E.

• Seja Z+ o conjunto dos números inteiros não negativos. Seja N ∈ N. Seja α =

(α1, . . . ,αN) ∈ ZN
+ . Seja x = (x1, . . . , xN) ∈ RN. Definimos |α| :=

∑N
j=1 |αj|;

xα := xα1
1 . . . xαN

N ; ∂α := ∂α1
x1

. . .∂αN
xN

.

6



Caṕıtulo 2. Noções Preliminares 7

• Seja N ∈ N. Em RN, definimos ∇ϕ := (∂x1ϕ, . . . ,∂xN
ϕ).

• Sejam E e F espaços topológicos. Denotamos por C(E, F) o conjunto das funções

cont́ınuas de E em F. Quando F = C, denotamos simplesmente por C(E). Denotamos

por Cc(E, F) o conjunto das funções cont́ınuas de E em F com suporte compacto em

E.

• Seja E um espaço topológico. Seja f ∈ C(E). Dizemos que f se anula no infinito se

para todo ϵ > 0, o conjunto {x ∈ E : |f(x)| ⩾ ϵ} é compacto. O conjunto das funções

que se anulam no infinito é chamado de C0(E).

• Seja E um espaço vetorial normado. Denotamos por E ′ o espaço dual de E, isto é,

o espaço dos funcionais lineares cont́ınuos de E em C.

• Dizemos que um espaço vetorial normado E é um espaço de Banach quando este é

completo com a métrica induzida pela norma do espaço.

• Dizemos que um espaço vetorial normado E completo munido com o produto interno

⟨·, ·⟩ é um espaço de Hilbert quando ∥x∥2E = ⟨x, x⟩ para todo x ∈ E.

• Seja p ∈ [1,∞]. Denotamos por p ′ ∈ [1,∞] o par conjugado de p, ou seja, p ′

satisfaz 1
p
+ 1

p ′ = 1.

• Seja N ∈ N. Seja f : Ω ⊂ RN → C. Dizemos que f é radial se para quaisquer

x,y ∈ Ω tais que |x| = |y|, temos f(x) = f(y).

Para o restante deste caṕıtulo, consideremos N ∈ N.

2.2 Espaços Lp

Definição 2.1. Seja p ∈ [1,∞]. Denotamos por Lp(RN) o espaço das funções men-

suráveis f : RN → C tais que ∥f∥Lp(RN) <∞ com

∥f∥Lp(RN) =


(∫

RN |f(x)|pdx
) 1

p se 1 ⩽ p <∞,

sup essx∈RN |f(x)| se p = ∞.
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É conhecido que ∥ · ∥Lp(RN) é uma seminorma em Lp(RN). Definamos os espaços

Lp(RN) por

Lp(RN) = Lp(RN)
/
∼,

onde f ∼ g ⇐⇒ f ≡ g qtp. em RN. Seja [f] ∈ Lp(RN). Denotemos ∥[f]∥Lp(RN) por

∥[f]∥Lp(RN) = ∥f∥Lp(RN).

É um fato conhecido que ∥ · ∥Lp(RN) é uma norma em Lp(RN) (veja [1]). De agora em

diante não faremos distinção entre [f] e f, e entre ∥[f]∥Lp(RN) e ∥f∥Lp(RN). Também é

conhecido que os espaços Lp(RN) são espaços de Banach quando munidos com as normas

∥·∥Lp(RN) (veja [1]) e que L2(RN) é um espaço de Hilbert quando equipado com o produto

interno

⟨u, v⟩L2(RN) = Re

∫
RN

u(x)v(x)dx,

(veja [8]). Vemos que ⟨u,u⟩L2(RN) = ∥u∥2
L2(RN)

. Abaixo temos alguns teoremas impor-

tantes sobre esses espaços.

Teorema 2.2 (Desigualdade de Hölder). Seja p ∈ [1,∞]. Sejam f,g funções mensuráveis

de RN em C. Então,

∥fg∥L1(RN) ⩽ ∥f∥Lp(RN)∥g∥Lp ′
(RN), para

1

p
+

1

p ′ = 1.

Demonstração. Veja o Teorema 4.6, página 92 de [5].

Corolário 2.3. Sejam 1 ⩽ p,q, r ⩽ ∞ satisfazendo

1

r
=

1

p
+

1

q
.

Sejam f,g funções mensuráveis de RN em C. Então,

∥fg∥Lr(RN) ⩽ ∥f∥Lp(RN)∥g∥Lq(RN).

Demonstração. Veja o Corolário 2.5, página 25 de [1].

Corolário 2.4 (Desigualdade de Hölder Generalizada). Seja M ∈ N. Seja f =
∏M

j=1 fj,

onde cada fj é uma função mensurável de RN em C. Sejam pj ⩾ 1 com (1 ⩽ j ⩽ M) e

q ⩾ 1 satisfazendo

1

q
=

M∑
j=1

1

pj
.

Então,

∥f∥Lq(RN) ⩽
M∏
j=1

∥fj∥Lpj(RN).
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Demonstração. Veja o Corolário 2.6, página 25 de [1].

Teorema 2.5 (Desigualdade de Minkowski). Seja p ∈ [1,∞]. Sejam f,g funções men-

suráveis de RN em C. Então,

∥f+ g∥Lp(RN) ⩽ ∥f∥Lp(RN) + ∥g∥Lp(RN).

Demonstração. Veja o Teorema 1.2.2, página 7 de [4].

Teorema 2.6 (Desigualdade de Minkowski para Integrais). Sejam M ∈ N e p ∈ [1,∞].

Seja f : RM ×RN → C uma função mensurável tal que f(·,y) ∈ Lp(RM) para quase todo

y ∈ RN. e que a função y 7→ ∥f(·,y)∥Lp(RM) pertença a L1(RN). Então f(x, ·) ∈ L1(RN)

para quase todo x ∈ RM, a função x 7→
∫
RN f(x,y)dy pertence a Lp(RM) e∥∥∥∥∫

RN

f(·,y)dy
∥∥∥∥
Lp(RM)

⩽
∫
RN

∥f(·,y)∥Lp(RM) dy.

Demonstração. Veja o Teorema 6.19, página 194 de [16].

Proposição 2.7 (Interpolação da Desigualdade de Hölder). Seja f : RN → C uma função

mensurável e p,q, r ∈ R tais que 1 ⩽ p < q < r e

1

q
=
θ

p
+

1− θ

r
,

para algum θ satisfazendo 0 < θ < 1. Então,

∥f∥Lq(RN) ⩽ ∥f∥θLp(RN)∥f∥
(1−θ)

Lr(RN)
.

Demonstração. Como |f| = |f|θ|f|(1−θ) e

1

q
=

1
p
θ

+
1
r

1−θ

,

basta aplicarmos o Corolário 2.3.

Em vista do Teorema 2.2, para p = 2 (p ′ = 2), obtemos a chamada Desigualdade de

Cauchy-Schwarz ∣∣⟨f,g⟩L2(RN)

∣∣ ⩽ ∥f∥L2(RN)∥g∥L2(RN).

Com efeito, temos∣∣⟨f,g⟩L2(RN)

∣∣ = ∣∣∣∣Re

∫
RN

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣∫
RN

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣ ⩽ ∫
RN

|f(x)||g(x)|dx

= ∥fg∥L1(RN) ⩽ ∥f∥L2(RN)∥g∥L2(RN).
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Teorema 2.8 (Teorema de Riesz-Thorin). Sejam p0,p1,q0,q1 números reais tais que

1 ⩽ p0,p1,q0,q1 ⩽ ∞. Seja T : Lp0(RN) + Lp1(RN) → Lq0(RN) + Lq1(RN) um operador

linear limitado de Lp0(RN) em Lq0(RN) com norma M0 e de Lp1(RN) em Lq1(RN) com

norma M1. Então T é limitado de Lpθ(RN) em Lqθ(RN) com norma Mθ tal que

Mθ ⩽M1−θ
0 Mθ

1 ,

Com
1

pθ
=
θ

p1
+

1− θ

p0
, e

1

qθ

=
θ

q1

+
1− θ

q0

, θ ∈ [0, 1].

Demonstração. Veja [21], página 26.

Teorema 2.9 (Integração por Partes). Seja U ⊂ RN um conjunto limitado cuja fronteira

∂U é C1. Para cada ponto de ∂U, seja n = (n1, . . . ,nN) o vetor unitário normal a U

que aponta para fora da superf́ıcie. Seja u, v ∈ C1(RN). Então,∫
U

∂iuvdx = −

∫
U

u∂ivdx+

∫
∂U

uvnidS (i = 1, . . . ,N).

Demonstração. Veja o Teorema 2 da página 712 de [14].

Vamos definir agora o que são espaços mistos. Esses espaços serão usados nas estima-

tivas de Strichartz, que são ferramentas importantes no estudo da Equação não-linear de

Schrödinger. Para mais detalhes, veja [21].

Definição 2.10. Sejam N ∈ N, I um intervalo, p,q ∈ (0,∞) e f : I × RN → C uma

função tal que para quase todo t ∈ I, f(t, ·) ∈ Lq(RN). Definimos ∥ · ∥Lp
t L

q
x(I×RN) por

∥f∥Lp
t L

q
x(I×RN) :=

(∫
I

∥f(t, ·)∥p
Lq(RN)

dt

) 1
p

.

Se p = ∞, então,

∥f∥Lp
t L

q
x(I×RN) := sup ess

t∈I

∥f(t, ·)∥Lq(RN).

Definimos os espaços mistos Lpt L
q
x(I× RN) por

Lpt L
q
x(I× RN) =

¶
f : I× RN → C ; ∥f∥Lp

t L
q
x(I×RN) <∞© .
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2.3 Transformada de Fourier em L1(RN)

Nesta seção, definimos e apresentamos resultados sobre a transformada de Fourier.

Esta ferramenta é de extrema importância no estudo de equações diferenciais. A trans-

formada de Fourier é inicialmente definida em L1(RN), mas com o aux́ılio do espaço de

Schwartz, pode ser definida em espaços mais gerais.

Definição 2.11. Chamamos de Transformada de Fourier o operador F definido nas

funções em L1(RN) tal que

Ff(ξ) = pf(ξ) :=

∫
RN

f(x)e−2πi(ξ·x)dx,

onde ξ · x =
∑N

j=1 ξjxj é o produto interno em RN.

Proposição 2.12. Seja f ∈ L1(RN). Temos que ∥Ff∥L∞(RN) ⩽ ∥f∥L1(RN). Além disso,

F : L1(RN) → L∞(RN) é linear, cont́ınuo e ∥F∥ = 1.

Demonstração. Veja a página 249 de [16]. Para provar que ∥F∥ = 1, basta ver que para

g ∈ L1(RN) tal que g ⩾ 0, temos que

Fg(0) =

∫
RN

g(x)e−2πi(0·x)dx =

∫
RN

g(x)dx = ∥g∥L1(RN).

Logo, temos ∥Fg∥L∞(RN) = ∥g∥L1(RN).

Abaixo temos algumas propriedades conhecidas da transformada de Fourier

Teorema 2.13. Sejam f,g ∈ L1(RN). Então,

(a) (f(·− y))p(ξ) = e−2πi(ξ·y)
pf(ξ) e ph(ξ) = pf(ξ− κ), onde h(x) = e2πi(κ·x)f(x).

(b) {(f ∗ g)(ξ) = pf(ξ)pg(ξ) para todo ξ ∈ RN, onde ∗ é o operador convolução.

(c) Se xαf ∈ L1(RN), para |α| ⩽ k, então pf ∈ Ck(RN) e ∂αpf = [(−2πi(·))αf(·)]p.

(d) Se f ∈ Ck(RN), ∂αf ∈ L1(RN), para |α| ⩽ k e ∂αf ∈ C0(RN), para |α| ⩽ k − 1,

então (∂αf)p(ξ) = (2πiξ)α pf(ξ), para todo ξ ∈ RN.

(e) F(L1(RN)) ⊂ C0(RN).

Demonstração. Veja o Teorema 8.22, página 249 de [16].

O item (e) do Teorema 2.13 também é chamado de Lema de Riemann-Lebesgue.



Caṕıtulo 2. Noções Preliminares 12

2.4 Transformada de Fourier no Espaço de Schwartz

Nesta seção, definimos o espaço de Schwartz, que é um espaço de funções de alta

regularidade em que todas as suas derivadas (incluindo as de ordem zero) decaem mais

rápidamente que qualquer polinômio. Uma importante propriedade deste espaço é sua

densidade nos espaços Lp(RN) para 1 ⩽ p <∞, o que nos permite, por exemplo, genera-

lizar a definição de transformada de Fourier no espaço L1(RN) + L2(RN).

Definição 2.14. Chamamos de Espaço de Schwartz S(RN) ⊂ C∞(RN) o espaço das

funções de decaimento rápido, mais precisamente,

S(RN) =

®
f ∈ C∞(RN); ∥f∥α,β = sup

x∈RN

|xα∂βf| <∞,∀α,β ∈ ZN
+

´
.

Proposição 2.15. O espaço S(RN) com a topologia gerada pelas semi-normas ∥ · ∥α,β

com α,β ∈ ZN
+ é completo.

Demonstração. Veja a referência [17].

Proposição 2.16. Temos que C∞
c (RN) (e por consequência S(RN)) é denso em Lp(RN)

para 1 ⩽ p <∞.

Demonstração. Veja o Teorema 8.17, página 245 de [16].

Vemos então que as propriedades listadas no Teorema 2.13 podem ser estendidos para

funções em S(RN), sendo que as hipóteses dos itens (c) e (d) são sempre satisfeitas para

essas funções.

Proposição 2.17. F(S(RN)) ⊂ S(RN) e a aplicação F : S(RN) → S(RN) é cont́ınua.

Demonstração. Veja o Corolário 8.23, página 250 de [16].

Vamos definir agora a transformada inversa de Fourier.

Definição 2.18. Chamamos de Transformada Inversa de Fourier o operador F−1 definido

nas funções em L1(RN) tal que

F−1f(x) = qf(x) := pf(−x) =

∫
RN

f(ξ)e2πi(ξ·x)dξ.

Seja f ∈ L1(RN). Assim como F, temos que ∥F−1f∥L∞(RN) ⩽ ∥f∥L1(RN). Além disso,

F−1 : L1(RN) → L∞(RN) é linear, cont́ınuo e ∥F−1∥ = 1.
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Lema 2.19. Se f,g ∈ L1(RN), então,∫
RN

pf(ξ)g(ξ)dξ =

∫
RN

f(x)pg(x)dx.

Demonstração. Veja o Lema 8.25, página 251 de [16].

Teorema 2.20 (Teorema da Inversão de Fourier). Se f ∈ L1(RN) e pf ∈ L1(RN) então

f = f0 q.t.p., onde f0 é uma função cont́ınua, e (pf)q= (qf)p= f0.

Demonstração. Veja o Teorema 8.26, página 251 de [16].

Corolário 2.21. F : S(RN) → S(RN) é um isomorfismo, ou seja, F é uma bijeção e

tanto F como F−1 são cont́ınuas.

Demonstração. Veja o Corolário 8.28, página 252 de [16].

Teorema 2.22 (Teorema de Plancherel). Se f ∈ L1(RN) ∩ L2(RN), então pf ∈ L2(RN)

e F com domı́nio restrito a L1(RN) ∩ L2(RN) pode ser estendido unicamente para uma

isometria em L2(RN), ou seja, se f ∈ L2(RN), então pf ∈ L2(RN) e ∥f∥L2(RN) = ∥pf∥L2(RN).

Demonstração. Veja o Teorema 8.29, página 252 de [16].

O domı́nio de F pode ser então estendido unicamente para L1(RN)+L2(RN) e o Lema

2.19 vale para f,g ∈ L1(RN) + L2(RN) (veja [21]).

2.5 A Transformada de Fourier no Espaço das Dis-

tribuições temperadas

Nesta seção introduzimos o espaço das distribuições temperadas, que é utilizado para

generalizar a ideia de funções. Os elementos deste espaço são funcionais lineares cont́ınuos

que atuam nas funções do espaço de Schwartz. Este espaço engloba as funções do espaço

de Schwartz, assim como funções em Lp(RN) (por meio de identificação). Definimos

também, nesta seção, a transformada de Fourier para as distribuições temperadas, que

serão importantes, por exemplo, para definir os espaços de Sobolev, cujos elementos são

distribuições temperadas que tem boas propriedades.

Definição 2.23. Chamamos de espaço das distribuições temperadas, o espaço S ′(RN)

(espaço dos funcionais complexos cont́ınuos em S(RN)).
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Definição 2.24. Seja F ∈ S ′(RN) e ψ ∈ S(RN). Definimos a multiplicação ψF como

sendo a distribuição temperada definida a seguir

⟨ψF,ϕ⟩ = ⟨F,ψϕ⟩, ∀ϕ ∈ S(RN).

Definição 2.25. Seja α ∈ ZN
+ um multi-́ındice. Definimos a derivada distribucional de

ordem α de F ∈ S ′(RN) como a distribuição temperada ∂αF definida por

⟨∂αF,ϕ⟩ = (−1)|α|⟨F,∂αϕ⟩, ∀ϕ ∈ S(RN).

Definição 2.26. Uma função f : RN → C é de crescimento polinomial se existirem

C,M ⩾ 0 tais que |f| ⩽ C(1+ | · |)M q.t.p. em RN.

Proposição 2.27. Toda função localmente integrável de crescimento polinomial define

uma distribuição temperada. Mais precisamente, definimos Ff ∈ S ′(RN) como

⟨Ff,ϕ⟩ = Ff(ϕ) =
∫
RN

f(x)ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ S(RN). (2.1)

Demonstração. Veja a referência [21].

De maneira análoga, toda função f ∈ Lp(RN), com 1 ⩽ p ⩽ ∞, define uma distribuição

temperada como em (2.1).

Definição 2.28. Seja F ∈ S ′(RN). Denotamos a transformada de Fourier de F por pF,

definida por

pF(ϕ) = ⟨pF,ϕ⟩ := ⟨F, pϕ⟩,

e a transformada inversa de Fourier de F por qF, definida por

qF(ϕ) = ⟨qF,ϕ⟩ := ⟨F, qϕ⟩.

Se tivermos f ∈ L1(RN) + L2(RN), da Definição 2.28, vemos que

⟨ pFf,ϕ⟩ = ⟨Ff, pϕ⟩ =
∫
RN

f(x)pϕ(x)dx =

∫
RN

pf(ξ)ϕ(ξ)dξ = ⟨F
pf,ϕ⟩, ∀ϕ ∈ S(RN).

Observa-se então que pf coincide com sua Transformada de Fourier em S ′(RN).
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2.6 Espaços de Sobolev

Nesta seção, introduzimos os espaços de Sobolev do tipo Wk,p(RN) e Hs(RN), sendo

que o primeiro espaço mede a diferenciabilidade de funções Lp(RN) e o segundo a dife-

renciabilidade de distribuições temperadas em L2(RN). Estes espaços são amplamente

usados no estudo de equações diferenciais (veja [8] e [21]). As imersões de Sobolev, por

exemplo, mostram que alguns espaços Wk,p(RN) estão imersos em espaços Lq(RN), com

k,p e q satisfazendo certas propriedades.

Definição 2.29. Sejam k ∈ Z+ e p ∈ [1,∞]. Chamamos de Espaço de Sobolev os espaços

Wk,p(RN) definidos a seguir

Wk,p(RN) =
{
f ∈ Lp(RN) : ∂αf ∈ Lp(RN), ∀α ∈ ZN

+ ; |α| ⩽ k.
}
,

com a norma

∥f∥Wk,p(RN) :=
∑
|α|⩽k

∥∂αf∥Lp(RN).

Em particular, no caso em que p = 2, podemos generalizar os espaços de Sobolev para

o caso em que o ı́ndice k seja qualquer número real.

Definição 2.30. Sejam s ∈ R e p ∈ [1,∞]. Chamamos de Espaço de Sobolev de ordem

s o espaço Hs(RN) definido por

Hs(RN) =
¶
f ∈ S ′(RN) : Jsf ∈ L2(RN), onde Jsf(x) = ((1+ | · |2) s

2 pf)q(x).
©
,

com a norma

∥f∥Hs(RN) := ∥Jsf∥L2(RN).

Usando o Lema 2.19, obtemos que

∥f∥Hs(RN) =

(∫
RN

(1+ |ξ|2)s|pf(ξ)|2dξ

) 1
2

.

Proposição 2.31. Valem as seguintes afirmações:

1. Se tivermos s < s ′, então Hs ′
(RN) ⊊ Hs(RN).

2. Hs(RN) é um espaço de Hilbert com o produto interno

⟨f,g⟩s =
∫
RN

Jsf(x)Jsg(x)dx, ∀f,g ∈ Hs(RN).
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3. Para cada s ∈ R, S(RN) é denso em Hs(RN).

Demonstração. Veja a referência [21].

Teorema 2.32. Se s ∈ R, então a dualidade entre S(RN) e S ′(RN) induz um isomorfismo

unitário entre H−s(RN) e
(
Hs(RN)

)∗
. Mais precisamente, se f ∈ H−s(RN), o funcional

ϕ 7→ ⟨f,ϕ⟩ em S(RN) se estende para um funcional linear cont́ınuo em Hs(RN) com a

norma igual a ∥f∥H−s(RN), e todo elemento de
(
Hs(RN)

)∗
é desta forma.

Demonstração. Veja a Proposição 9.16, página 302 de [16].

Pelo Teorema 2.32,
(
Hs(RN)

)∗
é identificado com H−s(RN).

Teorema 2.33. Se k é um inteiro não negativo, então Hk(RN) coincide com o espaço

Wk,2(RN). Neste caso, as normas ∥f∥Hk(RN) e ∥f∥Wk,2(RN) são equivalentes.

Demonstração. Veja o Teorema 3.1, página 47 de [21].

Teorema 2.34 (Teorema das Imersões de Sobolev). Sejam j ⩾ 0 e m ⩾ 1 números

inteiros e p ∈ R tal que 1 ⩽ p <∞. Temos então que

• Se mp > N ou m = N, p = 1, então,

Wj+m,p(RN) ↪→Wj,q(RN), para p ⩽ q ⩽ ∞.

Em particular,

Wm,p(RN) ↪→ Lq(RN), para p ⩽ q ⩽ ∞.

• Se mp = N, então,

Wj+m,p(RN) ↪→Wj,q(RN), para p ⩽ q <∞.

Em particular,

Wm,p(RN) ↪→ Lq(RN), para p ⩽ q <∞.

• Se mp < N, então,

Wj+m,p(RN) ↪→Wj,q(RN), para p ⩽ q ⩽
Np

N−mp
.

Em particular,

Wm,p(RN) ↪→ Lq(RN), para p ⩽ q ⩽
Np

N−mp
.

Demonstração. Veja o Teorema 4.12, página 85 de [1].



Caṕıtulo 3

Equação de Schrödinger

Neste caṕıtulo introduzimos a equação de Schrödinger linear, onde as soluções são

dadas pelo operador eit∆, apresentamos a equação não-linear de Schrödinger, definimos

o que são soluções dessa equação, bem como a boa colocação para o PVI associado.

Eunciamos as estimativas de Strichartz, mostram-se as conservações de energia e massa,

definimos o que são soluções globalmente bem postas, definimos o espalhamento de uma

solução global e introduzimos o ground state, bem como suas propriedades.

3.1 Equação Linear de Schrödinger

Definição 3.1. O operador ∆ : H1(RN) → H−1(RN) chamado de laplaciano, é definido

por

⟨∆u,ϕ⟩ = −Re

(∫
RN

∇u(x) · ∇ϕ(x)dx
)

, com u,ϕ ∈ H1(RN).

É importante notarmos que se u ∈ S(RN), tem-se que ∆u ∈ S(RN) e coincide com o la-

placiano clássico. Agora consideremos o seguinte PVI associado à equação de Schrödinger

linear i∂tu+ ∆u = 0,

u(0) = u0 ∈ S(RN).

(3.1)

Vamos supor que exista uma solução de (3.1), u ∈ C∞(R, S(RN)). Tomando-se a trans-

formada de Fourier em ambos os lados da equação e aplicando o Teorema 2.13, temosi∂t
pu(t, ξ) − 4π2|ξ|2pu(t, ξ) = 0,

pu(0, ·) = xu0(·) ∈ S(RN),

17
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isto é, um PVI associado a uma EDO separável. Logo, a solução desta EDO é dada por

pu(t, ξ) = e−4π2it|ξ|2
xu0(ξ)

Tomando a transformada inversa, temos

u(t, x) =
(
e−4π2it|·|2

xu0

)
q(x)

Isto nos motiva a definir o operador eit∆.

Definição 3.2. Seja N ∈ N. Definimos a função eit∆ : S ′(RN) → S ′(RN) como sendo

eit∆f =
(
e−4π2it|·|2

pf
)
q, com f ∈ S ′(RN).

Desta definição, e usando o item (b) do Teorema 2.13, vemos que se f ∈ L1(RN) +

L2(RN), então eit∆f é uma função de RN em C dada por

eit∆f(x) =
(
e−4π2it|·|2

pf
)
q(x) =

((
e−4π2it|·|2

)
q ∗ f

)
(x)

=
1

(4πit)
N
2

∫
RN

e
i|x−y|2

4t f(y)dy.

Dáı, temos

eit∆f(x) =
1

(4πi(−t))
N
2

∫
RN

e
i|x−y|2

4(−t) f(y)dy = ei(−t)∆f(x).

Temos também que

∣∣eit∆f(x)∣∣ = ∣∣∣∣∣ 1

(4πit)
N
2

∫
RN

e
i|x−y|2

4t f(y)dy

∣∣∣∣∣ ≲ 1

t
N
2

∫
RN

∣∣∣∣e i|x−y|2

4t f(y)

∣∣∣∣dy ≲
1∣∣∣tN
2

∣∣∣∥f∥L1(RN).

Obtemos então a desigualdade de dispersão

∥∥eit∆f∥∥
L∞(RN)

⩽
C

|t|
N
2

∥f∥L1(RN), (3.2)

para alguma constante C ⩾ 0. Também, usando o Teorema de Plancherel 2.22, temos

∥∥eit∆f∥∥
L2(RN)

=
∥∥∥(e−4π2it|·|2

pf
)
q

∥∥∥
L2(RN)

=
∥∥∥e−4π2it|·|2

pf
∥∥∥
L2(RN)

= ∥pf∥L2(RN) = ∥f∥L2(RN).

Disso, vemos que eit∆ é unitário e cont́ınuo em L1(RN) + L2(RN). Seja θ ∈ [0, 1]. Então

tomemos p ∈ [1, 2] e q ∈ [2,∞] tais que

1

p
=
θ

1
+

1− θ

2
, e

1

q
=
θ∞ +

1− θ

2
=

1− θ

2
.
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Notemos que
1

p
+

1

q
= 1,

logo, q = p ′. É um fato conhecido que se f ∈ L1(RN) ∩ L2(RN), então f ∈ Lp(RN) (veja

[19]). Podemos então usar o Teorema de Riesz-Thorin 2.8 para obter a seguinte estimativa∥∥eit∆f∥∥
Lq(RN)

⩽ c |t|−
N
2

(
1
p−

1
p ′

)
∥f∥Lp(RN), (3.3)

onde c > 0 é uma constante. Se tivermos f ∈ Hs(RN), com s ∈ R, então temos que

eit∆f ∈ Hs(RN). Com efeito, pelo Teorema 2.22, vemos que

∞ >
∥∥∥((1+ | · |2) s

2 pf
)
q

∥∥∥
L2(RN)

=
∥∥∥(1+ | · |2) s

2 pf
∥∥∥
L2(RN)

=
∥∥∥(1+ | · |2) s

2e−4π2it|·|2
pf
∥∥∥
L2(RN)

=
∥∥∥((1+ | · |2) s

2

((
e−4π2it|·|2

pf
)
q

)
p

)
q

∥∥∥
L2(RN)

.

A seguir falamos sobre as estimativas de Strichartz, uma ferramenta de grande im-

portância para a demonstração de vários resultados. Utilizando as estimativas de Stri-

chartz e o Teorema do Ponto Fixo de Banach é posśıvel, por exemplo, mostrar a boa

colocação do problema (3.6), tratado na próxima seção (veja [21]).

Definição 3.3. Seja N ∈ N. Dizemos que um par (q, r), com q, r ∈ R é admisśıvel se

2

q
= N

(
1

2
−

1

r

)
,

e

2 ⩽ r ⩽
2N

N− 2
(2 ⩽ r ⩽ ∞ se N = 1, 2 ⩽ r <∞ se N = 2).

Teorema 3.4 (Estimativas de Strichartz). São válidas as seguintes propriedades

(i) Para toda função u0 ∈ L2(RN), a aplicação t 7→ eit∆u0 pertence a Lq(R,Lr(RN))∩

C(R,L2(RN)) para todo par admisśıvel (q, r). Além disso, existe uma constante

C > 0 tal que

∥eit∆u0∥Lq
t L

r
x(R×RN) ⩽ C∥u0∥L2(RN).

(ii) Seja I um intervalo em R (limitado ou não), J = I e t0 ∈ J. Se (γ, ρ) é um

par admisśıvel e f ∈ Lγ ′
(I,Lρ

′
(RN)), então para qualquer par admisśıvel (q, r), a

aplicação

t 7→ Φf(t) :=

∫ t

t0

ei(t−s)∆f(s)ds, com t ∈ I
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pertence a Lq(I,Lr(RN)) ∩ C(J,L2(RN)). Além disso, existe uma constante C > 0

independente de I tal que

∥Φf(·)∥Lq
t L

r
x(I×RN) ⩽ C∥f∥Lγ ′

t L
ρ ′
x (I×RN)

.

Demonstração. Veja o Teorema 2.2.3., página 33 de [8].

3.2 Equação não-linear de Schrödinger em H1(RN)

Consideremos agora o PVI i∂tu+ ∆u+ g(u) = 0,

u(0) = u0 ∈ S(RN),

(3.4)

com g ∈ C
(
S(RN), S(RN)

)
. Suponha que exista uma solução u para (3.4) tal que u ∈

C(R, S(RN)). Tomando-se a transformada de Fourier em ambos os lados da equação,

temos i∂t
pu(t, ξ) − 4π2|ξ|2pu(t, ξ) + (g(u(t, ·)))p(ξ) = 0,

pu(0, ·) = xu0(·) ∈ S(RN).

Utilizando o método do fator integrante, temos que

u(t) = eit∆u0 + i

∫ t

0

ei(t−s)∆g(u(s))ds. (3.5)

Pelo prinćıpio de Duhamel, dizemos que u é solução integral de (3.4) se satisfaz a equação

integral (3.5).

Sejam g ∈ C
(
H1(RN),H−1(RN)

)
e um intervalo I ∋ 0. Consideremos agora o PVI

conhecido como Equação não-linear de Schrödingeri∂tu+ ∆u+ g(u) = 0,

u(0) = u0 ∈ H1(RN).

(3.6)

Definição 3.5. Dizemos que u ∈ C
(
I,H1(RN)

)
é uma solução integral em H1(RN) para

(3.6) em I se para todo t ∈ I o prinćıpio de Duhamel é satisfeito em H−1(RN), ou seja,

u(t) = eit∆u0 + i

∫ t

0

ei(t−s)∆g(u(s))ds. (3.7)
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Definição 3.6. Dizemos que u ∈ C
(
I,H1(RN)

)
∩ C1

(
I,H−1(RN)

)
é uma solução fraca

em H1(RN) para (3.6) em I se i∂tu + ∆u + g(u) = 0 em H−1(RN) para todo t ∈ I e

u(0) = u0.

Proposição 3.7. Seja I um intervalo tal que 0 ∈ I. Sejam g ∈ C
(
H1(RN),H−1(RN)

)
e

u0 ∈ H1(RN). Uma função u ∈ C
(
I,H1(RN)

)
é uma solução integral em H1(RN) para

(3.6) em I se e somente se é uma solução fraca em H1(RN) para (3.6) em I.

Demonstração. Veja a referência [8].

Uma vez que a Proposição 3.7 é válida, chamaremos u apenas de solução.

Definição 3.8. Seja g ∈ C
(
H1(RN),H−1(RN)

)
. Dizemos que (3.6) tem solução única

em H1(RN) se, para qualquer u0 ∈ H1(RN), e qualquer intervalo I ∋ 0, quaisquer duas

soluções em H1(RN) de (3.6) em I coincidem.

Definição 3.9. Seja g ∈ C
(
H1(RN),H−1(RN)

)
. Dizemos que u é uma solução maximal

em H1(RN) de (3.6) em um intervalo I = (−Tmin, Tmax), com Tmax ∈ (0,∞] e Tmin ∈

(0,∞], se u ∈ C
(
I,H1(RN)

)
é solução em H1(RN) para (3.6) em I e que para todo

intervalo J ⊋ I, não exista solução em H1(RN) para (3.6) em J. Nesse caso, o intervalo

I é chamado de intervalo maximal de existência e os tempos Tmax e −Tmin são chamados

de tempo máximo de existência e tempo mı́nimo de existência respectivamente.

Definição 3.10 (Boa Colocação Local). Seja g ∈ C
(
H1(RN),H−1(RN)

)
. Dizemos que o

PVI (3.6) é localmente bem posto em H1(RN), se as seguintes propriedades são satisfeitas:

(i) (3.6) tem única solução em H1(RN).

(ii) Para todo u0 ∈ H1(RN), existe uma solução maximal u em H1(RN) de (3.6) em

um intervalo maximal I = (−Tmin, Tmax) em que Tmin = Tmin(u0) e Tmax = Tmax(u0).

(iii) Tem-se a alternativa de blow-up: se Tmax <∞, então limt↑Tmax
∥u(t)∥H1(RN) = +∞

(respectivamente, se Tmin <∞, então limt↓−Tmin
∥u(t)∥H1(RN) = +∞).

(iv) Seja u a solução maximal em H1(RN) do problema (3.6) com dado inicial u0. A

solução depende continuamente do dado inicial, isto é, se ϕn → u0 em H1(RN)

quando n → ∞, e se I ⊂ (−Tmin(u0), Tmax(u0)) é um intervalo fechado, então

a solução maximal un em H1(RN) de (3.6) com condição inicial un(0) = ϕn é
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definida em I para n grande o suficiente e satisfaz un → u em C(I,H1(RN)) quando

n→ ∞.

Existem várias definições de boa colocação local na literatura. Neste trabalho, ado-

tamos a definição utilizada em [8]. Consideremos a partir de agora que N = 3 e que

g(u) = |u|2u. O PVI (3.6) fica reescrito na formai∂tu+ ∆u+ |u|2u = 0,

u(0) = u0 ∈ H1(R3),

(3.8)

e do prinćıpio de Duhamel (3.7) temos que

u(t) = eit∆u0 + i

∫ t

0

ei(t−s)∆(|u|2u)(s)ds. (3.9)

Seja ν ∈ H1(R3). Da imersão de Sobolev, H1(R3) ↪→ Lq(R3) para 2 ⩽ q ⩽ 6. Temos que

∥g(ν)∥L2(R3) = ∥ν3∥L2(R3) = ∥ν∥3L6(R3) <∞.

Como g(ν) ∈ L2(R3), podemos tratar (3.9) como uma equação envolvendo funções em C.

Temos também o seguinte resultado:

Proposição 3.11. O PVI (3.8) é localmente bem posto em H1(R3), e, para todo t ∈

(−Tmin, Tmax), temos a conservação da massa M(u(t)) e da energia E(u(t)), ou seja,

M(u(t)) := ∥u(t)∥2L2(R3) =M(u0), (3.10)

e

E(u(t)) :=
1

2
∥∇u(t)∥2L2(R3) −

1

4
∥u(t)∥4L4(R3) = E(u0), (3.11)

onde u é a solução maximal em H1(R3) de (3.8) com dado inicial u0.

Demonstração. Veja a Proposição 3.2.5., página 60, o Teorema 3.3.9., página 71 e o

Teorema 4.3.1., página 92 de [8].

Daqui em diante, quando falarmos que u é uma solução maximal, subentende-se que

é solução maximal em H1(R3).

Proposição 3.12. Se u0 ∈ S(R3), existe um intervalo I ∋ 0 e u ∈ C (I,H1(R3)) tal que

u é solução em H1(R3) para (3.8) em I e u ∈ C (I, S(R3)).

Demonstração. Veja a página 113 de [21].
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Observação 3.13. Uma vez que o problema (3.8) é bem posto, temos a dependência

cont́ınua da solução com relação do dado inicial. Como S(R3) é denso em H1(R3), temos

que pela Proposição 3.12, para um dado inicial u0 ∈ H1(R3), podemos trabalhar com a

equação i∂tu + ∆u + |u|2u = 0 no limite em que u(t) ∈ S(R3) para todo t ∈ I, onde I é

o intervalo maximal.

Observação 3.14. É importante observar que se u0 for radial, para todo t ∈ I, u(t)

também será radial, onde u é a solução maximal em H1(R3) de (3.8) com dado inicial

u0 e I é o intervalo maximal de existência. Com efeito, seja M uma transformação de

rotação de coordenadas em R3. Sejam t ∈ I e x ∈ R3. Pelo prinćıpio de Duhamel

u(t,Mx) = eit∆u0(Mx) + i

∫ t

0

ei(t−s)∆(|u|2u)(s,Mx)ds.

Mas como u0 é radial, u0(Mx) = u0(x). Logo,

u(t,Mx) = eit∆u0(x) + i

∫ t

0

ei(t−s)∆(|u|2u)(s,Mx)ds.

Por (3.8) ser localmente bem posto e pela Proposição 3.7, temos que u(t,Mx) = u(t, x).

Definição 3.15. Seja u uma solução maximal em H1(R3) de (3.8). Se o intervalo maxi-

mal I = R, dizemos que u é global.

Em vista de (3.3), temos que se uma função ν ∈ L1(R3) ∩ L2(R3), então a solução do

problema linear eit∆ν é tal que eit∆ν ∈ Lp(R3) para todo p ∈ (2,∞], além disso

lim
t→±∞

∥∥eit∆ν∥∥
Lp(R3)

= 0.

Isso nos dá a ideia de que eit∆ν se ”espalha”pelo espaço de modo que as normas ∥·∥Lp(R3)

tendam a zero, com p ∈ (2,∞]. Isso nos motiva a definir o espalhamento de uma solução

global, que nos diz se essa solução se aproxima de uma solução do problema linear (que

se espalha) quando t→ ±∞.

Definição 3.16. Uma solução global u de (3.8) se espalha se existir u± ∈ H1(R3) tal que

lim
t→±∞ ∥u(t) − eit∆u±∥H1(R3) = 0.

3.3 Alguns resultados sobre Ground State

Em (3.8), consideremos uma solução do tipo eitv(x). Então,

i∂t
(
eitv(x)

)
+ ∆

(
eitv(x)

)
+
∣∣eitv(x)∣∣2 eitv(x) = 0.



Caṕıtulo 3. Equação de Schrödinger 24

Logo, temos que

−eitv(x) + eit∆v(x) + eit |v(x)|
2
v(x) = 0.

Então, dividindo ambos os lados por eit,

−v(x) + ∆v(x) + |v(x)|
2
v(x) = 0.

Por esse motivo, consideremos a seguinte equação não-linear eĺıptica

∆Q+ |Q|2Q−Q = 0, Q = Q(x), x ∈ R3. (3.12)

Esta equação tem um número infinito de soluções em H1(R3) (veja o apêndice B de [25]).

Tem-se alguns resultados conhecidos sobre essa equação.

Proposição 3.17. Existe uma solução não-negativa Q ∈ H1(R3) para (3.12) (no sentido

de distribuição) que não é identicamente nula.

Demonstração. Veja o Corolário B.6. na página 353 de [25].

Proposição 3.18. Seja Q ∈ H1(R3) uma solução não-negativa para (3.12) que não é

identicamente nula. Então Q é estritamente positiva, suave, e tem decaimento exponen-

cial. O gradiente de Q também tem decaimento exponencial.

Demonstração. Veja a Proposição B.7. na página 353 de [25].

Além disso, em [25], prova-se que existe uma única solução de (3.12) em H1(R3)

tal que esta solução é estritamente positiva, radial, suave e de decaimento exponencial.

Chamamos essa solução de ground state, denotada por Q.

A equação (3.8), com dado inicial u0 = Q, admite uma única solução global que não

se espalha (veja [10]),

u(t, x) = eitQ(x).

Vamos retomar alguns conhecimentos relacionados ao ground state Q. M. Weistein

[26] provou que a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg

∥f∥4L4(R3) ⩽ CGN∥f∥L2(R3)∥∇f∥3L2(R3), (3.13)

tem uma constante CGN ótima, e é obtida no caso em que f = Q. Multiplicando (3.12)

por Q, integrando sobre R3, e aplicando integração por partes, obtemos

−∥Q∥2L2(R3) − ∥∇Q∥2L2(R3) + ∥Q∥4L4(R3) = 0.
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Multiplicando (3.12) por x · ∇Q, integrando sobre R3, e aplicando integração por partes,

obtemos a identidade de Pohozhaev

3

2
∥Q∥2L2(R3) +

1

2
∥∇Q∥2L2(R3) −

3

4
∥Q∥4L4(R3) = 0.

Destas identidades, obtemos que

∥∇Q∥2L2(R3) = 3∥Q∥2L2(R3), ∥Q∥4L4(R3) = 4∥Q∥2L2(R3). (3.14)

Logo, da igualdade obtida com Q em (3.13), temos

CGN =
4

3∥Q∥L2(R3)∥∇Q∥L2(R3)

=
4

3
√
3∥Q∥2

L2(R3)

. (3.15)

Usando (3.11), também temos

M(Q)E(Q) =
1

6
∥Q∥2L2(R3)∥∇Q∥2L2(R3) =

1

2
∥Q∥4L2(R3) =

8

27
C−2

GN. (3.16)
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Resultados Auxiliares

Neste caṕıtulo serão listados alguns resultados utilizados na demonstração dos Teore-

mas 1.1 e 1.2. Entre esses resultados estão a imersão radial de Sobolev, coercividades,

identidade Virial, estimativa virial de Morawetz e evacuação da energia. Mostrou-se

também as identidades viriais, que são utilizadas na demonstração do Teorema 1.2. Para

a demonstração destes resultados, utilizamos os resultados dos caṕıtulos anteriores. Estes

resultados estão demonstrados em [8], [10] e [22]. Consideremos então o PVI associado à

equação de Schrödinger não-lineari∂tu+ ∆u+ |u|2u = 0,

u(0) = u0 ∈ H1(R3).

(4.1)

4.1 Alguns Resultados Importantes

Lema 4.1. Seja u uma solução de (4.1) com dado inicial u0 ∈ S(R3). Então,

∂t|u|
2 = −2∇ · Im(u∇u). (4.2)

Demonstração. Em (4.1), multipliquemos ambos os lados da equação i∂tu+∆u+|u|2u = 0

por u e tomemos a parte imaginária. Temos então que

Im(iu∂tu) = Im(−|u|4 − u∆u) = −Im(u∆u).

Por outro lado

Im(∇ · (u∇u)) = Im(∇u · ∇u+ u∆u) = Im(|∇u|2 + u∆u) = Im(u∆u).

26
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Logo,

∂t|u|
2 = 2Re(u∂tu) = 2Im(iu∂tu) = −2∇ · Im(u∇u).

A seguir apresentamos a Imersão Radial de Sobolev, também conhecida como Lema

de Strauss, devido a W. Strauss, e foi provado em [22].

Lema 4.2 (Imersão Radial de Sobolev). Seja f ∈ H1(R3) uma função radial. Então,

∥| · |f∥L∞(R3) ≲ ∥f∥H1(R3). (4.3)

Demonstração. Primeiro, observemos que como f é radial, temos f(x) = v(|x|). Temos

que, para s ⩾ 0,

−(s2|v(s)|2) ′ = −2s|v(s)|2 − s2v(s)v ′(s) − s2v(s)v ′(s) = −2s|v(s)|2 − 2s2Re(v(s)v ′(s))

⩽ 2s2|Re(v(s)v ′(s))|

⩽ 2s2|v(s)||v ′(s)|,

onde usamos que |Re(ab)| ⩽ |a||b|. Temos também que∫∞
0

4πr2|v(r)|2dr =

∫
R3

|f(x)|2dx = ∥f∥2L2(R3) <∞.

Logo, pelo Teorema da Convergência Monótona, temos que lim
r→∞ r|v(r)| = 0. Integrando

ambos os lados em relação a s no intervalo [r,∞), temos

��������:0
lim
s→∞−s2|v(s)|2 − (−r2|v(r)|2) ⩽ 2

∫∞
r

s2|v(s)||v ′(s)|ds ⩽
1

2π

∫∞
0

4πs2|v(s)||v ′(s)|ds.

Logo, como ∇f(x) = v ′(|x|) x
|x|
, usando a desigualdade de Hölder temos que para todo

x ∈ R3

|x|2|f(x)|2 ≲
∫
R3

|f(y)||∇f(y)|dy ≲ ∥f∥L2(R3)∥∇f∥L2(R3),

Dáı,

∥| · |f∥L∞(R3) ≲ ∥f∥
1
2

L2(R3)∥∇f∥
1
2

L2(R3). (4.4)

Usando a desigualdade de Young (2ab ⩽ a2 + b2), temos

∥| · |f∥L∞(R3) ≲ ∥f∥L2(R3) + ∥∇f∥L2(R3) ≲ ∥f∥H1(R3).
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Lema 4.3. Seja f uma função radial em R3. Para todo R > 0, tem-se

∥f∥4L4(|x|>R) ≲
1

R2
∥f∥3L2(|x|>R)∥∇f∥L2(|x|>R). (4.5)

Demonstração. Usando (4.4), temos

∥f∥4L4(|x|>R) = ∥f4∥L1(|x|>R) ⩽ ∥f∥2L∞(|x|>R)∥f2∥L1(|x|>R)

= ∥ | · |
| · |
f∥2L∞(|x|>R)∥f2∥L1(|x|>R) ⩽

1

R2
∥| · |f∥2L∞(|x|>R)∥f2∥L1(|x|>R)

≲
1

R2
∥f∥L2(|x|>R)∥∇f∥L2(|x|>R)∥f2∥L1(|x|>R) ≲

1

R2
∥f∥3L2(|x|>R)∥∇f∥L2(|x|>R).

Lema 4.4 (Coercividade I). Suponhamos que M(u0)E(u0) < (1 − δ0)M(Q)E(Q) para

algum δ0 ∈ [0, 1), e que

∥u0∥L2(R3)∥∇u0∥L2(R3) < ∥Q∥L2(R3)∥∇Q∥L2(R3).

Então, existe δ ′ = δ ′(δ0) > 0 tal que

∥u(t)∥L2(R3)∥∇u(t)∥L2(R3) < (1− δ ′)∥Q∥L2(R3)∥∇Q∥L2(R3), (4.6)

para todo t ∈ I, onde u : I × R3 → C é a solução maximal de (4.1) e I é o intervalo

maximal de existência. Em particular, I = R e u é uniformemente limitada em H1(R3).

Demonstração. Façamos

δ(δ0) =


M(Q)E(Q)−M(u0)E(u0)

2M(Q)E(Q)
se δ0 = 0,

δ0 caso contrário.

Em todo caso, podemos observar que M(u0)E(u0) < (1 − δ)M(Q)E(Q) e que δ ∈ (0, 1).

Com efeito, para δ0 ̸= 0 tal fato é imediato. Para δ0 = 0, temos(
1−

M(Q)E(Q) −M(u0)E(u0)

2M(Q)E(Q)

)
M(Q)E(Q) =

M(Q)E(Q) +M(u0)E(u0)

2

>
M(u0)E(u0) +M(u0)E(u0)

2

=M(u0)E(u0)

e

0 <
M(Q)E(Q) −M(u0)E(u0)

2M(Q)E(Q)
< 1.
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Dáı, usando a conservação da massa e da energia, e (3.13), temos

(1− δ)M(Q)E(Q) > M(u)E(u)

=
1

2
∥u(t)∥2L2(R3)∥∇u(t)∥2L2(R3) −

1

4
∥u(t)∥2L2(R3)∥u(t)∥4L4(R3)

⩾
1

2
∥u(t)∥2L2(R3)∥∇u(t)∥2L2(R3) −

CGN

4
∥u(t)∥3L2(R3)∥∇u(t)∥3L2(R3).

Então, com o aux́ılio de (3.15) e (3.16), temos

(1− δ) >
6

2

∥u(t)∥2L2(R3)∥∇u(t)∥2L2(R3)

∥Q∥2
L2(R3)∥∇Q∥2

L2(R3)

−
6

3∥Q∥L2(R3)∥∇Q∥L2(R3)

∥u(t)∥3L2(R3)∥∇u(t)∥3L2(R3)

∥Q∥2
L2(R3)∥∇Q∥2

L2(R3)

= 3

(
∥u(t)∥L2(R3)∥∇u(t)∥L2(R3)

∥Q∥L2(R3)∥∇Q∥L2(R3)

)2

− 2

(
∥u(t)∥L2(R3)∥∇u(t)∥L2(R3)

∥Q∥L2(R3)∥∇Q∥L2(R3)

)3

.

Analisemos então o seguinte problema: seja y ⩾ 0 tal que 1− δ > 3y2 − 2y3. Neste caso,

1− 3y2 + 2y3 > δ =⇒ (1− y)2(1+ 2y) > δ =⇒ (1− y)2 >
δ

1+ 2y
.

Dáı, se y > 3
2
, temos |1−y| = y− 1 > 1

2
. E se y ⩽ 3

2
, temos |1−y| >

»
δ

1+2y
⩾

√
δ√
4
=

√
δ
2
.

Façamos então δ ′ = min
¶

1
2
,
√
δ
2

©
(vemos que δ ′ ∈ (0, 1

2
]). Temos então que |1 − y| > δ ′.

Logo, temos

y < 1− δ ′ < 1 (4.7)

ou

y > 1+ δ ′ > 1. (4.8)

Se fizermos

y(t) :=
∥u(t)∥L2(R3)∥∇u(t)∥L2(R3)

∥Q∥L2(R3)∥∇Q∥L2(R3)

, (4.9)

temos que y(0) < 1. De (4.7), temos que y(0) < 1 − δ ′. Da continuidade de y em t,

para todo t ∈ I, temos y(t) < 1 − δ ′. Logo, temos que (4.6) é válida. Sabemos que

M(u) = ∥u(t)∥2L2(R3) é conservada, logo, por (4.6), encontramos que ∥∇u(t)∥2L2(R3) é uni-

formemente limitada, ou seja, ∥∇u∥L∞
t L2

x(I×R3) ≲ 1, o que implica que u é uniformemente

limitada em H1(R3), ou seja, ∥u∥L∞
t H1

x(I×R3) ≲ 1 . Logo, pela alternativa de blow-up

(definição 3.10 item (iii)), I = R.

Corolário 4.5. Se M(u0)E(u0) < (1− δ0)M(Q)E(Q) e

∥u0∥L2(R3)∥∇u0∥L2(R3) > ∥Q∥L2(R3)∥∇Q∥L2(R3).



Caṕıtulo 4. Resultados Auxiliares 30

Então existe δ ′ = δ ′(δ0) > 0 tal que

∥u(t)∥L2(R3)∥∇u(t)∥L2(R3) > (1+ δ ′)∥Q∥L2(R3)∥∇Q∥L2(R3), (4.10)

para todo t ∈ I, onde u : I × R3 → C é a solução maximal de (4.1) e I é o intervalo

maximal de existência.

Demonstração. A demonstração segue os mesmos passos feitos no Lema 4.4, exceto pelo

fato de que y(0) > 1 (com y(t) definido em (4.9)). De (4.8), temos que y(0) > 1 + δ ′.

Da continuidade de y em t, temos que para todo t ∈ I, y(t) > 1 + δ ′. Logo, (4.10) é

válida.

Lema 4.6 (Coercividade II). Se para algum δ0 ∈ [0, 1),

∥f∥L2(R3)∥∇f∥L2(R3) < (1− δ0)∥Q∥L2(R3)∥∇Q∥L2(R3), (4.11)

então existe δ ′ = δ ′(δ0) > 0 tal que

∥∇f∥2L2(R3) −
3

4
∥f∥4L4(R3) ⩾ δ

′∥f∥4L4(R3).

Demonstração. Façamos

δ(δ0) =


∥Q∥L2(R3)∥∇Q∥L2(R3)−∥f∥L2(R3)∥∇f∥L2(R3)

2∥Q∥L2(R3)∥∇Q∥L2(R3)
se δ0 = 0,

δ0 caso contrário.

Em todo caso, podemos observar que ∥f∥L2(R3)∥∇f∥L2(R3) < (1− δ)∥Q∥L2(R3)∥∇Q∥L2(R3)

e que δ ∈ (0, 1). Com efeito, para δ0 ̸= 0 tal fato é imediato. Para δ0 = 0, temos(
1−

∥Q∥L2(R3)∥∇Q∥L2(R3) − ∥f∥L2(R3)∥∇f∥L2(R3)

2∥Q∥L2(R3)∥∇Q∥L2(R3)

)
∥Q∥L2(R3)∥∇Q∥L2(R3)

=
∥Q∥L2(R3)∥∇Q∥L2(R3) + ∥f∥L2(R3)∥∇f∥L2(R3)

2

>
∥f∥L2(R3)∥∇f∥L2(R3) + ∥f∥L2(R3)∥∇f∥L2(R3)

2

= ∥f∥L2(R3)∥∇f∥L2(R3).

e

0 <
∥Q∥L2(R3)∥∇Q∥L2(R3) − ∥f∥L2(R3)∥∇f∥L2(R3)

2∥Q∥L2(R3)∥∇Q∥L2(R3)

< 1.

De (3.11), temos que

∥∇f∥2L2(R3) −
3

4
∥f∥4L4(R3) = 3E(f) −

1

2
∥∇f∥2L2(R3).



Caṕıtulo 4. Resultados Auxiliares 31

Aplicando sobre E(f) (3.13) e em seguida (4.11) e (3.15), vemos que

E(f) =
1

2
∥∇f∥2L2(R3) −

1

4
∥f∥4L4(R3)

⩾
1

2
∥∇f∥2L2(R3) −

CGN

4
∥f∥L2(R3)∥∇f∥3L2(R3)

=
1

2
∥∇f∥2L2(R3)

(
1−

CGN

2
∥f∥L2(R3)∥∇f∥L2(R3)

)
⩾

1

2
∥∇f∥2L2(R3)

(
1−

(1− δ)CGN

2
∥Q∥L2(R3)∥∇Q∥L2(R3)

)
=

1

2
∥∇f∥2L2(R3)

(
1−

2(1− δ)

3

)
= ∥∇f∥2L2(R3)

(
1

6
+
δ

3

)
.

Logo,

∥∇f∥2L2(R3) −
3

4
∥f∥4L4(R3) ⩾ δ∥∇f∥2L2(R3).

Rearranjando as parcelas temos

∥∇f∥2L2(R3) ⩾
3

4(1− δ)
∥f∥4L4(R3).

Então, temos que

∥∇f∥2L2(R3) −
3

4
∥f∥4L4(R3) ⩾

3δ

4(1− δ)
∥f∥4L4(R3).

Basta então fazermos δ ′ = 3δ
4(1−δ)

.

Lema 4.7 (Identidade Virial). Seja a : R3 → R uma função suave tal que ∇a ∈ L∞(R3).

Seja N definida por

N(t) := 2Im

∫
R3

u(t) (∇u(t) · ∇a)dx.

Então,

d

dt
N(t) =

∫
R3

(
−|u(t)|4∆a− |u(t)|2∆∆a+ 4Re

(
3∑

j,k=1

ajkuj(t)uk(t)

))
dx (4.12)

para todo t ∈ I, onde u : I × R3 → C é a solução maximal de (4.1) e I é o intervalo

maximal de existência.

Demonstração. A hipótese de que ∇a ∈ L∞(R3) é suficiente para que possamos aplicar
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as integrações por partes feitas nesta demonstração. Fazendo-se integração por partes

d

dt
N(t) = 2Im

∫
R3

(ut(∇u · ∇a) + u(∇ut · ∇a))dx

= 2Im

∫
R3

(ut(∇u · ∇a) − ut(∇u · ∇a+ u∆a))dx

= 2Im

∫
R3

(−2iIm(ut(∇u · ∇a)) − utu∆a)dx

= 2Im

∫
R3

(−2ut(∇u · ∇a) − utu∆a)dx.

Utilizando a equação (4.1), temos que

Im

∫
R3

utu∆adx = Im

∫
R3

iu∆a(∆u+ |u|2u)dx

=

∫
R3

∆a|u|4dx+Re

∫
R3

u∆a∆udx

=

∫
R3

∆a|u|4dx−Re

∫
R3

(∆a∇u+ u∇(∆a)) · ∇udx

=

∫
R3

∆a|u|4dx−

∫
R3

∆a|∇u|2dx−
∫
R3

∇(∆a) ·Re(u∇u)dx

=

∫
R3

∆a|u|4dx−

∫
R3

∆a|∇u|2dx− 1

2

∫
R3

∇(∆a) · ∇(|u|2)dx

=

∫
R3

∆a|u|4dx−

∫
R3

∆a|∇u|2dx+ 1

2

∫
R3

|u|2∆∆adx.

Além disso, temos

Im

∫
R3

ut(∇u · ∇a)dx = Re

∫
R3

(∆u+ |u|2u)(∇u · ∇a)dx

= Re

∫
R3

(∆u)(∇u · ∇a)dx+Re

∫
R3

|u|2u(∇u · ∇a)dx (4.13)
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Analisemos a primeira parcela de (4.13)

Re

∫
R3

(∆u)(∇u · ∇a)dx = Re

3∑
j,k=1

∫
R3

ujj(ukak)dx

= −Re

3∑
j,k=1

∫
R3

(ajkujuk + ujkujak)dx

= −Re

3∑
j,k=1

∫
R3

ajkujukdx−Re

3∑
j,k=1

∫
R3

ujkujakdx

= −Re

3∑
j,k=1

∫
R3

ajkujukdx−
1

2

3∑
j,k=1

∫
R3

(
|uj|

2
)
k
akdx

= −Re

3∑
j,k=1

∫
R3

ajkujukdx−
1

2

3∑
k=1

∫
R3

(
|∇u|2

)
k
akdx

= −Re

3∑
j,k=1

∫
R3

ajkujukdx−
1

2

∫
R3

∇(|∇u|2) · ∇adx

= −Re

3∑
j,k=1

∫
R3

ajkujukdx+
1

2

∫
R3

|∇u|2∆adx. (4.14)

Analisemos a segunda parcela de (4.13)

Re

∫
R3

|u|2u(∇u · ∇a)dx =
∫
R3

(|u|2Re(u∇u)) · ∇adx

=
1

2

∫
R3

(|u|2∇(|u|2)) · ∇adx

=
1

4

∫
R3

∇(|u|4) · ∇adx

= −
1

4

∫
R3

|u|4∆adx.

Logo,

d

dt
N(t) = −2

∫
R3

|u|4∆adx+ 2

∫
R3

|∇u|2∆adx−
∫
R3

|u|2∆∆adx

+ 4Re

3∑
j,k=1

∫
R3

ajkujukdx− 2

∫
R3

|∇u|2∆adx+
∫
R3

|u|4∆adx.

Assim conclúımos a demonstração.

4.2 Evacuação de Energia

Nesta seção, assumiremos as seguintes condições. No PVI (4.1) consideremos
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(i) u0 ∈ H1(R3) radial e u é a solução maximal associada a u0;

(ii) M(u0)E(u0) < M(Q)E(Q);

(iii) ∥u0∥L2(R3)∥∇u0∥L2(R3) < ∥Q∥L2(R3)∥∇Q∥L2(R3);

(iv) Seja η : R3 → R uma função suave radial decrescente que vale 1 em B(0, 1
2
) e vale 0

em R3 \ B(0, 1) e seja ηR(x) = η(
x
R
), para R > 0.

As condições (ii) e (iii) são tais que as hipóteses do Lema 4.4 são satisfeitas. Logo u é

global,

∥u∥L∞
t H1

x(R×R3) ≲ 1, (4.15)

e existirá δ > 0 tal que

sup
t∈R

∥u(t)∥L2(R3)∥∇u(t)∥L2(R3) < (1− 2δ)∥Q∥L2(R3)∥∇Q∥L2(R3).

Lema 4.8 (Coercividade em Bolas). Existe R = R(δ,M(u),Q) > 0 suficientemente

grande tal que

sup
t∈R

∥ηRu(t)∥L2(R3)∥∇(ηRu(t))∥L2(R3) < (1− δ)∥Q∥L2(R3)∥∇Q∥L2(R3). (4.16)

Além disso, pelo Lema 4.6, existe δ ′ = δ ′(δ) > 0 tal que para todo t ∈ R

∥∇(ηRu(t))∥2L2(R3) −
3

4
∥ηRu(t)∥4L4(R3) ⩾ δ

′∥ηRu(t)∥4L4(R3).

Demonstração. Se escrevermos η(x) = g(|x|), temos que ∇η(x) = g ′(|x|) x
|x|

e ∆η(x) =

g ′′(|x|) + 2g ′(|x|)
|x|

. Logo, para ηR(x) = g
(

|x|

R

)
temos

∇ηR(x) =
1

R
g ′
(
|x|

R

)
x

|x|

e

∆ηR(x) =
1

R2
g ′′(

|x|

R
) +

1

R

2g ′
(

|x|

R

)
|x|

.

Então, temos que |∆ηR(x)| ⩽ c1

R2 + 4c2

R2 = c
R2 , com c1 e c2 sendo os maiores valores

que |g ′′| e |g ′| assumem respectivamente e c = c1 + 4c2. Notemos primeiramente que

∥ηRu(t)∥L2(R3) ⩽ ∥u(t)∥L2(R3) para todo t ∈ R.
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Usando integração por partes, temos também a seguinte identidade∫
R3

(
|∇(ηRu(t))|

2
+ ηR∆(ηR)|u(t)|

2
)
dx

=

∫
R3

(
|u(t)∇ηR|2 + |ηR∇u(t)|2 + 2Re(ηRu(t)(∇u(t) · ∇ηR))

)
dx

−

∫
R3

(
|u(t)∇ηR|2 + ηRu(t)(∇u(t) · ∇ηR) + ηRu(t)(∇u(t) · ∇ηR)

)
dx

=

∫
R3

|ηR∇u(t)|2dx. (4.17)

Logo,

∥∇(ηRu(t))∥2L2(R3) = ∥∇u(t)∥2L2(R3) +

∫
R3

ηR∆(ηR)|u(t)|
2dx

⩽ ∥∇u(t)∥2L2(R3) +
c

R2

∫
R3

|u(t)|2dx

= ∥∇u(t)∥2L2(R3) +
M(u)c

R2
.

Vemos então que

sup
t∈R

∥ηRu(t)∥2L2(R3)∥∇(ηRu(t))∥2L2(R3)

⩽ sup
t∈R

∥u(t)∥2L2(R3)

(
∥∇u(t)∥2L2(R3) +

M(u)c

R2

)
= sup

t∈R
∥u(t)∥2L2(R3)∥∇u(t)∥2L2(R3) +

(M(u))
2
c

R2

< (1− 2δ)2∥Q∥2L2(R3)∥∇Q∥2L2(R3) +
(M(u))

2
c

R2
.

Notemos que (1− δ)2 − (1− 2δ)2 = 2δ− 3δ2. Escolhendo-se R suficientemente grande tal

que
(M(u))

2
c

R2
⩽ (2δ− 3δ2)∥Q∥2L2(R3)∥∇Q∥2L2(R3),

temos que

sup
t∈R

∥ηRu(t)∥2L2(R3)∥∇(ηRu(t))∥2L2(R3) < (1− δ)2∥Q∥2L2(R3)∥∇Q∥2L2(R3).

Tomando a raiz quadrada em ambos os lados da desigualdade acima, temos a validade de

(4.16). A segunda parte segue diretamente do Lema 4.6.

A seguir, iremos enunciar e exibir a demonstração da Estimativa de Virial de Morawetz.

Para demonstrá-la, iremos utilizar o Lema 4.7 com a função a constrúıda a seguir. Seja
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R ⩾ 1. Consideremos a uma função radial a(x) = φ(|x|) que satisfaz

φ(|x|) =


1
2
|x|2 se |x| ⩽ R,

2R(|x|− R) se |x| > 2R.

(4.18)

Na região intermediária (R < |x| ⩽ 2R), exigimos que

φ ′(|x|) ⩾ 0, φ ′′(|x|) ⩾ 0, |∂αa(x)| ⩽ CαR|x|
1−|α|, (4.19)

com Cα uma constante positiva que depende de α. De maneira geral, temos

aj(x) = φ
′(|x|)

xj

|x|
, (4.20)

ajk(x) = φ
′′(|x|)

xjxk

|x|2
+φ ′(|x|)

(
δjk

|x|
−
xjxk

|x|3

)
. (4.21)

Logo, para |x| ⩽ R

aj(x) = |x|
xj

|x|
= xj, (4.22)

ajk(x) =
xjxk

|x|2
+ |x|

(
δjk

|x|
−
xjxk

|x|3

)
= δjk, (4.23)

∆a(x) = 3, (4.24)

∆∆a(x) = 0. (4.25)

Para |x| > 2R, temos

aj(x) =
2R

|x|
xj, (4.26)

ajk(x) = 2R

(
δjk

|x|
−
xjxk

|x|3

)
, (4.27)

∆a(x) =
4R

|x|
, (4.28)

∆∆a(x) =
8R

|x|3
−

4R

|x|2
2

|x|
= 0. (4.29)

Lema 4.9 (Estimativa Virial de Morawetz). Seja T > 0. Para S = S(δ,M(u),Q) sufici-

entemente grande, temos

1

T

∫T

0

∫
|x|⩽S

|u(t, x)|4dxdt ⩽ Cδ,u

(
S

T
+

1

S2

)
,

onde Cδ,u é uma constante que depende de δ e u.
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Demonstração. Escolhamos R(δ,M(u),Q) como no Lema 4.8. Tomemos N como no

Lema 4.7, com a função a definida em (4.18). Aplicando Cauchy-Schwarz, utilizando a

limitação uniforme da norma H1(R3) de u e a limitação do gradiente de a, temos

|N(t)| = |2Im

∫
R3

u (∇u · ∇a)dx| ⩽ 2

∫
R3

|u||∇u||∇a|dx ≲
∫
R3

(|u|2 + |∇u|2)Rdx ≲ R.

Então, temos

|N(t)| ⩽ AuR,

onde Au > 0 é uma constante que depende de u. Em (4.12), separemos o domı́nio de

integração em |x| ⩽ R, R < |x| ⩽ 2R e |x| > 2R e utilizemos as equações (4.23), (4.24),

(4.25), (4.27), (4.28) e (4.29) para chegar à seguinte identidade para
d

dt
N:

d

dt
N(t) =

∫
|x|⩽R

4Re

(
3∑

j,k=1

δjkujuk

)
dx− 3

∫
|x|⩽R

|u|4dx

+

∫
|x|>2R

4Re

(
3∑

j,k=1

2R

(
δjk

|x|
−
xjxk

|x|3

)
ujuk

)
dx− 4

∫
|x|>2R

R

|x|
|u|4dx

+

∫
R<|x|⩽2R

4Re

(
3∑

j,k=1

ajkujuk

)
dx−

∫
R<|x|⩽2R

|u|4∆adx−

∫
R<|x|⩽2R

|u|2∆∆adx.

Além disso, temos que∫
|x|⩽R

4Re

(
3∑

j,k=1

δjkujuk

)
dx = 4

∫
|x|⩽R

|∇u|2dx.

Sendo u radial, temos que |∇u · x| = |∇u||x|. Consequentemente,∫
|x|>2R

8R

|x|
Re

(
3∑

j,k=1

(
δjk −

xjxk

|x|2

)
ujuk

)
dx =

∫
|x|>2R

8R

|x|

(
|∇u|2 −

∣∣∣∣∇u · x
|x|

∣∣∣∣2
)
dx = 0.

Utilizando (4.21), temos que∫
R<|x|⩽2R

4Re

(
3∑

j,k=1

ajkujuk

)
dx

=

∫
R<|x|⩽2R

4Re

(
3∑

j,k=1

(
φ ′′(|x|)

xjxk

|x|2
+φ ′(|x|)

(
δjk

|x|
−
xjxk

|x|3

))
ujuk

)
dx

=

∫
R<|x|⩽2R

4Re

(
φ ′′(|x|)

|∇u · x|2

|x|2
+φ ′(|x|)

(
|∇u|2

|x|
−

|∇u · x|2

|x|3

))
dx

=

∫
R<|x|⩽2R

4Re

(
φ ′′(|x|)

|∇u|2|x|2

|x|2
+φ ′(|x|)

(
|∇u|2

|x|
−

|∇u|2|x|2

|x|3

))
dx

= 4

∫
R<|x|⩽2R

|∇u|2φ ′′(|x|)dx ⩾ 0.
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Logo, desprezando o termo positivo

d

dt
N(t) ⩾ 4

∫
|x|⩽R

|∇u|2dx− 3

∫
|x|⩽R

|u|4dx− 4

∫
|x|>2R

R

|x|
|u|4dx−

∫
R<|x|⩽2R

|u|4∆adx

−

∫
R<|x|⩽2R

|u|2∆∆adx. (4.30)

Como ηR é uma função suave radial decrescente que vale 1 em B(0, R
2
) e vale 0 em R3 \

B(0,R), temos que 1|x|⩽R ⩾ η2R, onde 1|x|⩽R é a função caracteŕıstica do conjunto |x| ⩽ R.

Logo, usando (4.17), temos a seguinte desigualdade

4

∫
|x|⩽R

|∇u|2dx− 3

∫
|x|⩽R

|u|4dx ⩾ 4

∫
R3

η2R|∇u|2dx− 3

∫
|x|⩽R

|u|4dx

= 4

∫
R3

η2R|∇u|2dx− 3

∫
R3

η4R|u|
4dx+ 3

∫
R3

η4R|u|
4dx− 3

∫
|x|⩽R

|u|4dx

= 4

∫
R3

|∇(ηRu)|
2dx− 3

∫
R3

η4R|u|
4dx+ 3

∫
R3

η4R|u|
4dx

− 3

∫
|x|⩽R

|u|4dx+ 4

∫
R3

ηR∆(ηR)|u|
2dx.

Agora, usando o Lema 4.8, temos que

4

∫
R3

|∇(ηRu)|
2dx− 3

∫
R3

η4R|u|
4dx+ 3

∫
R3

η4R|u|
4dx− 3

∫
|x|⩽R

|u|4dx

⩾ 4δ ′
∫
R3

η4R|u|
4dx+ 3

∫
R3

η4R|u|
4dx− 3

∫
|x|⩽R

|u|4dx,

com δ ′ = δ ′(δ) > 0. Separando o domı́nio de integração em |x| ⩽ R
2
, R

2
< |x| ⩽ R e

observando que η4R ⩾ 1|x|⩽R
2
, chegamos à estimativa

4δ ′
∫
R3

η4R|u|
4dx+ 3

∫
R3

η4R|u|
4dx− 3

∫
|x|⩽R

|u|4dx

= 4δ ′
∫
R3

η4R|u|
4dx+ 3

∫
R3

η4R|u|
4dx− 3

∫
|x|⩽R

2

|u|4dx− 3

∫
R
2<|x|⩽R

|u|4dx

⩾ 4δ ′
∫
|x|⩽R

2

|u|4dx+ 3

∫
|x|⩽R

2

|u|4dx− 3

∫
|x|⩽R

2

|u|4dx− 3

∫
R
2<|x|⩽R

|u|4dx

⩾ 4δ ′
∫
|x|⩽R

2

|u|4dx− 3

∫
R
2<|x|⩽R

|u|4dx.
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Logo, uma vez que ηR∆(ηR) ⩾ −|ηR∆(ηR)|, temos da desigualdade (4.30) que

d

dt
N(t) ⩾ 4δ ′

∫
|x|⩽R

2

|u|4dx− 3

∫
R
2<|x|⩽R

|u|4dx− 4

∫
|x|>2R

R

|x|
|u|4dx

−

∫
R<|x|⩽2R

|u|4|∆a|dx−

∫
R<|x|⩽2R

|u|2|∆∆a|dx+ 4

∫
R3

ηR∆(ηR)|u|
2dx

⩾ 4δ ′
∫
|x|⩽R

2

|u|4dx− 3

∫
R
2<|x|⩽R

|u|4dx− 4

∫
|x|>2R

R

|x|
|u|4dx

−

∫
R<|x|⩽2R

|u|4|∆a|dx−

∫
R<|x|⩽2R

|u|2|∆∆a|dx− 4

∫
R3

|ηR∆(ηR)||u|
2dx.

Dáı, usando as condições (4.19) impostas sobre a e o fato de que |ηR∆(ηR)| ≲ 1
R2 , temos

4δ ′
∫
|x|⩽R

2

|u|4dx ⩽
d

dt
N(t) + 3

∫
R
2<|x|⩽R

|u|4dx+ 4

∫
|x|>2R

R

|x|
|u|4dx

+

∫
R<|x|⩽2R

|u|4|∆a|dx+

∫
R<|x|⩽2R

|u|2|∆∆a|dx+ 4

∫
R3

|ηR∆(ηR)||u|
2dx

≲
d

dt
N(t) +

∫
R
2<|x|⩽R

|u|4dx+

∫
|x|>2R

R

|x|
|u|4dx+

∫
R<|x|⩽2R

|u|4
R

|x|
dx

+

∫
R<|x|⩽2R

|u|2
R

|x|3
dx+

∫
R3

1

R2
|u|2dx

≲
d

dt
N(t) +

∫
R
2<|x|⩽R

|u|4dx+

∫
|x|>2R

R

2R
|u|4dx+

∫
R<|x|⩽2R

|u|4
R

R
dx

+

∫
R<|x|⩽2R

|u|2
R

R3
dx+

∫
R3

1

R2
|u|2dx

≲
d

dt
N(t) +

∫
R
2<|x|⩽R

|u|4dx+

∫
|x|>2R

|u|4dx+

∫
R<|x|⩽2R

|u|4dx

+

∫
R<|x|⩽2R

1

R2
|u|2dx+

∫
R3

1

R2
|u|2dx

≲
d

dt
N(t) +

∫
|x|>R

2

|u|4dx+

∫
R3

1

R2
|u|2dx,

e portanto, ∫
|x|⩽R

2

|u|4dx ≲
d

dt
N(t) +

∫
|x|>R

2

|u|4dx+
1

R2
M(u).

Utilizando o Lema 4.3, temos∫
|x|>R

2

|u|4dx ≲
1

R2

(∫
|x|>R

2

|u|2dx

) 3
2
(∫

|x|>R
2

|∇u|2dx

) 1
2

≲
1

R2

(∫
R3

|u|2dx

) 3
2
(∫

R3

|∇u|2dx
) 1

2

≲
1

R2
M(u)

3
2∥u∥L∞

t H1
x(R×R3).

Utilizando a limitação (4.15) da norma H1(R3) de u, temos que∫
|x|⩽R

2

|u|4dx ≲
d

dt
N(t) +

1

R2
.
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Aplicando o Teorema Fundamental do Cálculo, temos∫T

0

∫
|x|⩽R

2

|u|4dxdt ≲ sup
t∈R

|N(t)|+
T

R2
≲ R+

T

R2
.

Logo,
1

T

∫T

0

∫
|x|⩽R

2

|u|4dxdt ≲
R

T
+

1

R2
.

Tomando-se S = R
2
, obtemos o resultado.

Como consequência do Lema 4.9, temos a evacuação da energia, enunciada no lema a

seguir.

Lema 4.10 (Evacuação da Energia). Existem sequências {tn} e {Rn} tais que tn → ∞ e

Rn → ∞ quando n→ ∞ e que

lim
n→+∞

∫
|x|⩽Rn

|u(tn, x)|
4dx = 0. (4.31)

Demonstração. Seja {Tn} tal que Tn → ∞ quando n → ∞ e façamos Rn := T
1
3
n . Pelo

Lema 4.9, para n grande o suficiente, temos que

1

Tn

∫Tn

0

∫
|x|⩽Rn

|u(t, x)|4dxdt ≲
Rn

Tn
+

1

R2
n

≲ T
− 2

3
n .

Pelo Teorema do Valor Médio, existe tn ∈ (0, Tn) tal que quando n→ ∞,∫
|x|⩽Rn

|u(tn, x)|
4dx =

1

Tn

∫Tn

0

∫
|x|⩽Rn

|u(t, x)|4dxdt ≲ T
− 2

3
n → 0.

Se {tn} for não limitada, então existe uma subsequência {tnk
} de {tn} tal que tnk

→ ∞
quando k→ ∞. Logo, o resultado segue, pois neste caso

lim
k→∞

∫
|x|⩽Rnk

|u(tnk
, x)|4dx→ 0.

Se {tn} for uma sequência limitada, então existe uma subsequência {tnk
} de {tn} e t

∗ ∈ R

tal que tnk
→ t∗ quando k → ∞. Usando o Lema 4.3 e a limitação uniforme (4.15) da

norma H1(R3) de u, em (4.15), temos que quando n→ ∞,∫
R3

|u(tn, x)|
4dx =

∫
|x|⩽Rn

|u(tn, x)|
4dx+

∫
|x|>Rn

|u(tn, x)|
4dx

≲ T
− 2

3
n +

1

R2
n

∥u(tn)∥3L2(R3)∥∇u(tn)∥L2(R3) ≲ T
− 2

3
n +

1

R2
n

≲ T
− 2

3
n +

1

T
2
3
n

≲ T
− 2

3
n → 0. (4.32)
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Logo, por (4.32),

∥u(t∗)∥4L4(R3) = lim
k→∞ ∥u(tnk

)∥4L4(R3) = 0.

Assim, u(t∗) = 0 q.t.p. e então, 0 = M(u(t∗)) = M(u(t)) = ∥u(t)∥2L2(R3) para todo

t ∈ R. Portanto u(t) = 0 q.t.p para todo t ∈ R. Consequentemente o resultado é

imediato, pois para quaisquer outras sequências {t̃n} e {R̃n} tais que t̃n → ∞ e R̃n → ∞
quando n→ ∞, tem-se a validade de (4.31).

4.3 Identidades Viriais

Nesta seção exibiremos as demonstrações de algumas identidades utilizadas na demons-

tração do Teorema 1.2. Tais identidades estão demonstradas em [8].

Lema 4.11. Seja |x|u0 ∈ L2(R3). Então, para u a solução maximal de (4.1) temos

|x|u(t) ∈ L2(R3) para todo t ∈ (−Tmin, Tmax), onde Tmax e −Tmin são o tempo máximo de

existência e o tempo mı́nimo de existência, respectivamente.

Demonstração. Faremos o caso em que t > 0, visto que no caso em que t < 0, o processo

é semelhante. Fixemos t ∈ (0, Tmax). Denotemos u(t) apenas por u para simplificar a

leitura. Seja ϵ > 0. Definamos

fϵ(t) :=
∥∥∥e−ϵ|·|2 | · |u(t)

∥∥∥2
L2(R3)

. (4.33)

Veja que fϵ(t) está bem definido, pois a quantidade e−ϵ|x|2 |x| é limitada em R3. Logo,

usando (4.1) e integração por partes

f ′ϵ(t) = 2Re

∫
R3

e−2ϵ|x|2 |x|2utudx

= −2Im

∫
R3

e−2ϵ|x|2 |x|2u∆udx− 2Im

∫
R3

e−2ϵ|x|2 |x|2|u|4dx

= −2Im

∫
R3

e−2ϵ|x|2 |x|2u∆udx

= 2Im

∫
R3

(u∇u) · ∇(e−2ϵ|x|2 |x|2)dx+ 2Im

∫
R3

e−2ϵ|x|2 |x|2∇u · ∇udx

= 2Im

∫
R3

(u∇u) · ∇(e−2ϵ|x|2 |x|2)dx

= 4Im

∫
R3

(e−ϵ|x|2(1− 2ϵ|x|2))(e−ϵ|x|2ux) · ∇udx.

Então, integrando de 0 a t a expressão para f ′ϵ(t) obtida acima, obtemos

fϵ(t) = fϵ(0) + 4

∫ t

0

Im

∫
R3

(e−ϵ|x|2(1− 2ϵ|x|2))(e−ϵ|x|2u(s)x) · ∇u(s)dxds. (4.34)
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Logo, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

fϵ(t) ⩽ fϵ(0) + 4

∫ t

0

∫
R3

|e−ϵ|x|2(1− 2ϵ|x|2)||e−ϵ|x|2u(s)x||∇u(s)|dxds.

Sendo a função |e−α(1 − 2α)| limitada em R+, aplicando a desigualdade de Hölder e

observando que fϵ(0) ⩽ ∥| · |u0∥2L2(R3), conclúımos que existe C > 0 tal que

fϵ(t) ⩽ ∥| · |u0∥2L2(R3) + C

∫ t

0

»
fϵ(s)∥∇u(s)∥L2(R3)ds.

Definamos K := ∥| · |u0∥2L2(R3) e também

b(t) := K+ C

∫ t

0

»
fϵ(s)∥∇u(s)∥L2(R3)ds.

Logo, integrando de 0 at a desigualdade acima, obtemos:

b ′(t) = C
»
fϵ(t)∥∇u(t)∥L2(R3) ⩽ C

»
b(t)∥∇u(t)∥L2(R3).

Dividindo ambos os lados por
√
b(t), temos que

b ′(t)√
b(t)

⩽ C∥∇u(t)∥L2(R3).

Logo,

2
»
b(t) − 2

»
b(0) ⩽ C

∫ t

0

∥∇u(s)∥L2(R3)ds,

ou seja, »
b(t) ⩽

√
K+

C

2

∫ t

0

∥∇u(s)∥L2(R3)ds.

Então, temos »
fϵ(t) ⩽ ∥| · |u0∥L2(R3) +

C

2

∫ t

0

∥∇u(s)∥L2(R3)ds.

Logo, utilizando o Lema de Fatou e sabendo que ∥∇u(·)∥L∞
t L2

x([0,t]×R3) <∞, temos que

∥| · |u(t)∥2L2(R3) =

∫
R3

|x|2|u|2dx =

∫
R3

lim
ϵ→0

e−2ϵ|x|2 |x|2|u|2dx ⩽ lim inf
ϵ→0

∫
R3

e−2ϵ|x|2 |x|2|u|2dx

= lim inf
ϵ→0

fϵ(t) ⩽

(
∥| · |u0∥L2(R3) +

C

2

∫ t

0

∥∇u(s)∥L2(R3)ds

)2

<∞,

finalizando assim a demonstração.

Lema 4.12. Se |x|u0 ∈ L2(R3), então para todo t ∈ (−Tmin, Tmax) temos

∂t

∫
R3

|x|2|u(t)|2dx = 4Im

∫
R3

(u(t)x) · (∇u(t))dx.
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Demonstração. Faremos o caso em que t ⩾ 0, visto que o caso em que t < 0 é similar.

Fixemos t ∈ (0, Tmax). Sejam ϵ > 0 e fϵ definido no Lema 4.11. De (4.34), temos que

fϵ(t) = fϵ(0) + 4Im

∫ t

0

∫
R3

(e−2ϵ|x|2(1− 2ϵ|x|2))(u(s)x) · ∇u(s)dxds.

Primeiramente observamos que, como |x|u(t) ∈ L2(R3), então,

|fϵ(s)| =

∫
R3

e−2ϵ|x|2 |x|2|u(s)|2dx ⩽
∫
R3

|x|2|u(s)|2dx <∞.

Como
∣∣∣e−2ϵ|x|2(1− 2ϵ|x|2)

∣∣∣ é limitada, temos pelas desiguadades de Cauchy-Schwartz e

de Hölder que∣∣∣∣∫
R3

(e−2ϵ|x|2(1− 2ϵ|x|2))(u(s)x) · ∇u(s)dx
∣∣∣∣ ≲ ∫

R3

|(u(s)x) · ∇u(s)|dx

≲ ∥u(s)| · |∥L2(R3)∥∇u(s)∥L2(R3)

<∞. (4.35)

Logo, pelo Teorema da Convergência Dominada, temos que

lim
ϵ→0

fϵ(s) = ∥| · |u(s)∥2L2(R3)

e

lim
ϵ→0

∫
R3

(e−2ϵ|x|2(1− 2ϵ|x|2))(u(s)x) · ∇u(s)dx =
∫
R3

(u(s)x) · ∇u(s)dx.

Usando a estimativa (4.35), temos que∣∣∣∣∫ t

0

∫
R3

(e−2ϵ|x|2(1− 2ϵ|x|2))(u(s)x) · ∇u(s)dxds
∣∣∣∣ ≲ ∫ t

0

∫
R3

|(u(s)x) · ∇u(s)|dxds

≲
∫ t

0

∥u(s)| · |∥L2(R3)∥∇u(s)∥L2(R3)ds ≲ t sup
s∈[0,t]

∥u(s)| · |∥L2(R3)∥∇u(s)∥L2(R3) <∞.

Dáı, pelo Teorema da Convergência Dominada, temos

lim
ϵ→0

∫ t

0

∫
R3

(e−2ϵ|x|2(1− 2ϵ|x|2))(u(s)x) · ∇u(s)dxds =
∫ t

0

∫
R3

(u(s)x) · ∇u(s)dxds.

Portanto, fazendo ϵ→ 0 em (4.34), temos pela definição de fϵ que

∥| · |u(t)∥2L2(R3) = ∥| · |u0∥2L2(R3) + 4Im

∫ t

0

∫
R3

(u(s)x) · ∇u(s)dxds. (4.36)

Tomando a derivada em relação a t na equação (4.36), temos o resultado.

Lema 4.13. Se |x|u0 ∈ L2(R3), então para todo t ∈ (−Tmin, Tmax) temos

∂2t

∫
R3

|x|2|u(t)|2dx = 24E(u) − 4∥∇u(t)∥2L2(R3).
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Demonstração. Nesta demonstração fazemos o caso em que t ⩾ 0, visto que o caso em

que t < 0 é similar. Fixemos t ∈ (0, Tmax). Seja ϵ ∈ (0, 1). Definamos hϵ por

hϵ(t) := 4Im

∫
R3

(u(t)e−ϵ|x|2x) · (∇u(t))dx, (4.37)

e a por

a := −
e−ϵ|x|2

2ϵ
.

Observemos então que podemos escrever hϵ na forma

hϵ(t) = 4Im

∫
R3

(u(t)∇a) · (∇u(t))dx.

Tomemos a derivada em relação a t em hϵ. Como ∇a ∈ L∞(R3), podemos usar o Lema

4.7 para obter

h ′
ϵ(t) = 2

∫
R3

(
−|u(t)|4∆a− |u(t)|2∆∆a+ 4Re

(
3∑

j,k=1

ajkuj(t)uk(t)

))
dx.

Temos também que ajk, ∆a e ∆∆a são dados por

ajk(x) = e
−ϵ|x|2(δjk − 2ϵxjxk),

∆a = e−ϵ|x|2(3− 2ϵ|x|2),

∆∆a = −2e−ϵ|x|2ϵ(15− 20ϵ|x|2 + 4ϵ2|x|4).

Notemos que

3∑
j,k=1

ajkuj(t)uk(t) =

3∑
j,k=1

e−ϵ|x|2(δjk − 2ϵxjxk)uj(t)uk(t)

= e−ϵ|x|2(|∇u(t)|2 − 2ϵ|∇u(t) · x|2).

Logo,

h ′
ϵ(t) = −6

∫
R3

e−ϵ|x|2 |u(t)|4dx+ 4

∫
R3

ϵ|x|2e−ϵ|x|2 |u(t)|4dx+ 60

∫
R3

ϵe−ϵ|x|2 |u(t)|2dx

− 80

∫
R3

ϵ2|x|2e−ϵ|x|2 |u(t)|2dx+ 16

∫
R3

ϵ3|x|4e−ϵ|x|2 |u(t)|2dx

+ 8

∫
R3

e−ϵ|x|2 |∇u(t)|2dx− 16

∫
R3

ϵe−ϵ|x|2 |∇u(t) · x|2dx.
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Aplicando o Teorema Fundamental do Cálculo temos

hϵ(t) = hϵ(0) − 6

∫ t

0

∫
R3

e−ϵ|x|2 |u(s)|4dxds+ 4

∫ t

0

∫
R3

ϵ|x|2e−ϵ|x|2 |u(s)|4dxds

+ 60

∫ t

0

∫
R3

ϵe−ϵ|x|2 |u(s)|2dxds− 80

∫ t

0

∫
R3

ϵ2|x|2e−ϵ|x|2 |u(s)|2dxds

+ 16

∫ t

0

∫
R3

ϵ3|x|4e−ϵ|x|2 |u(s)|2dxds+ 8

∫ t

0

∫
R3

e−ϵ|x|2 |∇u(s)|2dxds

− 16

∫ t

0

∫
R3

ϵe−ϵ|x|2 |∇u(s) · x|2dxds. (4.38)

Notemos que utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que∫
R3

ϵe−ϵ|x|2 |∇u(t) · x|2dx ⩽
∫
R3

ϵ|x|2e−ϵ|x|2 |∇u(t)|2dx.

Designando h(t) := lim
ϵ→0

hϵ(t), visto que as funções e
−α, αe−α e α2e−α são uniformemente

limitadas em R+, tomando o limite quando ϵ → 0 em (4.38) e utilizando o Teorema da

Convergência Dominada, obtemos

h(t) = h(0) − 6

∫ t

0

∫
R3

|u(s)|4dxds+ 8

∫ t

0

∫
R3

e−ϵ|x|2 |∇u(s)|2dxds

= h(0) +

∫ t

0

(
12

∫
R3

|∇u(s)|2dx− 6

∫
R3

|u(s)|4dx− 4

∫
R3

|∇u(s)|2dx
)
ds

= h(0) +

∫ t

0

(
24E(u) − 4∥∇u(s)∥2L2(R3)

)
ds.

Por outro lado, aplicando o Teorema da convergência dominada diretamente à fórmula

(4.37) e pelo Lema 4.12, temos que

h(t) = lim
ϵ→0

hϵ(t) = lim
ϵ→0

4Im

∫
R3

(u(t)e−ϵ|x|2x) · (∇u(t))dx = 4Im

∫
R3

(u(t)x) · (∇u(t))dx

= ∂t

∫
R3

|x|2|u(t)|2dx.

Notemos que h(0) = 4Im

∫
R3

(u0x) · (∇u0)dx. Logo,

∂t

∫
R3

|x|2|u(t)|2dx = 4Im

∫
R3

(u0x) · (∇u0)dx+

∫ t

0

(
24E(u) − 4∥∇u(s)∥2L2(R3)

)
ds.

Derivando ambos os lados da equação acima em relação a t, temos o resultado.

Lema 4.14. Seja χ ∈ C∞
c (R3) radial, tal que χ(x) = g(|x|), e seja u0 ∈ H1(R3) radial.

Se u é a solução de (4.1), então,

∂2t

∫
R3

χ(x)|u(t)|2dx = 4

∫
R3

g ′′(|x|)|∇u(t)|2dx−
∫
R3

∆2χ(x)|u(t)|2dx−

∫
R3

∆χ(x)|u(t)|4dx.
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Demonstração. Em (4.2), multipliquemos ambos os lados por χ e tomemos a integral

sobre R3:

∂t

∫
R3

χ|u|2dx = −2

∫
R3

χ∇ · Im(u∇u)dx.

Usando integração por partes, obtemos

∂t

∫
R3

χ|u|2dx = 2Im

∫
R3

(u∇χ) · ∇udx.

Então,

∂2t

∫
R3

χ|u|2dx = ∂t

(
∂t

∫
R3

χ|u|2dx

)
= ∂t

(
2Im

∫
R3

(u∇χ) · ∇udx
)
.

Utilizando o Lema 4.7 com a como χ, vemos que

∂2t

∫
R3

χ|u|2dx = −

∫
R3

|u(t)|4∆χdx−

∫
R3

|u(t)|2∆2χdx+ 4Re

∫
R3

3∑
j,k=1

χjkuj(t)uk(t)dx.

Como χ é radial, temos que

χjk(x) = g
′′(|x|)

xjxk

|x|2
+ g ′(|x|)

(
δjk

|x|
−
xjxk

|x|3

)
.

Como u é radial, temos que

3∑
j,k=1

χjkuj(t)uk(t) =

3∑
j,k=1

(
g ′′(|x|)

xjxk

|x|2
+ g ′(|x|)

(
δjk

|x|
−
xjxk

|x|3

))
uj(t)uk(t)

=

3∑
j,k=1

g ′′(|x|)
xjxk

|x|2
uj(t)uk(t) +

3∑
j,k=1

g ′(|x|)
δjk

|x|
uj(t)uk(t)

−

3∑
j,k=1

g ′(|x|)
xjxk

|x|3
uj(t)uk(t)

= g ′′(|x|)
|∇u · x|2

|x|2
+ g ′(|x|)

|∇u|2

|x|
− g ′(|x|)

|∇u · x|2

|x|3

= g ′′(|x|)
|∇u|2|x|2

|x|2
+ g ′(|x|)

|∇u|2

|x|
− g ′(|x|)

|∇u|2|x|2

|x|3

= g ′′(|x|)|∇u|2.

Logo,

∂2t

∫
R3

χ(x)|u(t)|2dx = 4

∫
R3

g ′′(|x|)|∇u(t)|2dx−
∫
R3

∆2χ(x)|u(t)|2dx−

∫
R3

∆χ(x)|u(t)|4dx.



Caṕıtulo 5

Demonstrações dos Teoremas 1.1 e

1.2

Neste Caṕıtulo demonstramos o critério de espalhamento de Tao, originalmente de-

monstrado em [24], e os Teoremas 1.1 (demonstrado em [10]) e 1.2 (demonstrado em [20])

utilizando os resultados expostos nos caṕıtulos anteriores.

5.1 Critério de Espalhamento de Tao

O critério de espalhamento de Tao, deveido a Terence Tao, foi provado em [24]. Este

critério expõe condições suficientes para que uma solução se espalhe (vide Definição 3.16).

Temos interesse em provar que, se M(u0)E(u0) < M(Q)E(Q) e ∥u0∥L2(R3)∥∇u0∥L2(R3) <

∥Q∥L2(R3)∥∇Q∥L2(R3), então as hipóteses deste critério são satisfeitas.

Sendo (2, 6) e (4, 3) pares admisśıveis (vide Definição 3.3), usando as estimativas de

Strichartz enunciadas no Teorema 3.4, temos

∥eit∆f∥L2
tL

6
x(R×R3) ≲ ∥f∥L2(R3), (5.1)

∥eit∆f∥L4
tL

3
x(R×R3) ≲ ∥f∥L2(R3). (5.2)

Uma vez que eit∆ comuta com as derivadas no espaço, temos que

∥eit∆f∥L2
tW

1,6
x (R×R3) ≲ ∥f∥H1(R3), (5.3)

∥eit∆f∥L4
tW

1,3
x (R×R3) ≲ ∥f∥H1(R3). (5.4)

47
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Além disso, temos pelas imersões de Sobolev W1,6(R3) ↪→ L∞(R3) e W1,3(R3) ↪→ L6(R3),

que

∥eit∆f∥L2
tL

∞
x (R×R3) ≲ ∥f∥H1(R3), (5.5)

∥eit∆f∥L4
tL

6
x(R×R3) ≲ ∥f∥H1(R3). (5.6)

Uma estimativa importante é

∥eit∆f∥L4
tL

∞
x (R×R3) ≲ ∥∇f∥L2(R3). (5.7)

A demonstração desta estimativa faz uso da decomposição de Littlewood-Paley e iremos

omiti-la. Para os detalhes veja o trabalho de Tao [24], Lema 3.1.

Em vista do PVI (1.1), seja u a solução maximal em H1(R3) e I = (−Tmin, Tmax) o

intervalo maximal de existência desta solução. Seja t0 ∈ I. Vemos que a função u(t+ t0)

é solução maximal de (1.1) em H1(R3) com dado inicial u(t0) e intervalo maximal de

existência J = (−Tmin − t0, Tmax − t0). Pelo prinćıpio de Duhamel (3.9), temos

u(t+ t0) = e
it∆u(t0) − i

∫ t

0

ei(t−ζ)∆(|u|2u)(ζ+ t0)dζ.

Fazendo t = t1 − t0, temos

u(t1) = e
i(t1−t0)∆u(t0) − i

∫ t1−t0

0

ei(t1−t0−ζ)∆(|u|2u)(ζ+ t0)dζ.

Na integral, fazendo a substituição s = ζ+ t0, o prinćıpio de Duhamel se torna

u(t1) = e
i(t1−t0)∆u(t0) − i

∫ t1

t0

ei(t1−s)∆(|u|2u)(s)ds. (5.8)

Lema 5.1. Seja u uma solução de (1.1) tal que ∥u∥L∞
t H1

x([0,+∞)×R3) ⩽ E, onde E é uma

constante. Então,

∥u∥L∞
t L

q
x([0,+∞)×R3) ≲ 1, (5.9)

para todo q ∈ [2, 6], e

∥u∥L2
tW

1,6
x ([T ,T+τ]×R3) ≲ (1+ τ2)

1
4 , (5.10)

para todo T > 0 e τ > 0. Em particular

∥u∥L2
tL

∞
x ([T ,T+τ]×R3) ≲ (1+ τ2)

1
4 , (5.11)

para todo T > 0 e τ > 0.
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Demonstração. A limitação em (5.9) segue da imersão de Sobolev, pois temos H1(R3) =

W1,2(R3) ↪→ Lq(R3), uma vez que q ∈ [2, 3·2
3−2

]. Façamos K = [T , T + τ]×R3. Para provar

(5.10) e (5.11), vamos definir a quantidade

X(τ) := ∥u∥L2
tW

1,6
x (K) + ∥u∥L4

tL
∞
x (K).

Pela definição, X(0) = 0, e quando τ cresce, X(τ) também cresce de maneira cont́ınua.

Primeiramente notemos que, usando a formulação (5.8), para todo t ∈ [T , T + τ], tem-se

u(t) = ei(t−T)∆u(T) − i

∫ t

T

ei(t−s)∆(|u|2u)(s)ds.

Logo,

|u(t)| ⩽ |ei(t−T)∆u(T)|+ |

∫ t

T

ei(t−s)∆(|u|2u)(s)ds|

⩽ |ei(t−T)∆u(T)|+

∫T+τ

T

|ei(t−s)∆(|u|2u)(s)|ds.

Dáı, aplicando à inequação integral acima a desigualdade de Minkowski para integrais,

em seguida as estimativas (5.3) e (5.7), e em seguida a desigualdade de Hölder, obtemos

X(τ) ≲ ∥u(T)∥H1(R3) +

∫T+τ

T

∥u3(s)∥H1(R3)ds

≲ 1+ ∥u∥L∞
t H1

x(K)

∫T+τ

T

∥u(s)∥2L∞(R3)ds

≲ 1+ τ
1
2 ∥u∥2L4

tL
∞
x (K)

≲ 1+ τ
1
2X2(τ).

Assim, existe uma constante C > 0, tal que,

X(τ) ⩽ C+ Cτ
1
2X2(τ),

e consequentemente,

X(τ)

(1+ τ2)
1
4

⩽
C

(1+ τ2)
1
4

+ Cτ
1
2 (1+ τ2)

1
4

(
X(τ)

(1+ τ2)
1
4

)2

.

Definamos Y(τ) :=
X(τ)

(1+ τ2)
1
4

. Então

Y(τ) ⩽
C+ Cτ

1
2 (1+ τ2)

1
2Y2(τ)

(1+ τ2)
1
4

. (5.12)
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Vamos provar que Y é limitado. Seja A > C e τA > 0 pequeno o suficiente tal que

A

C
>

1+ τ
1
2
AA

2(1+ τ2A)
1
2

(1+ τ2A)
1
4

,

e que para todo τ ⩽ τA tem-se

1+ τ
1
2A2(1+ τ2)

1
2

(1+ τ2)
1
4

⩽
1+ τ

1
2
AA

2(1+ τ2A)
1
2

(1+ τ2A)
1
4

.

Suponha que exista τ ∈ (0, τA] tal que Y(τ) = A. Então, por (5.12), temos que

A

C
⩽

1+ τ
1
2A2(1+ τ2)

1
2

(1+ τ2)
1
4

⩽
1+ τ

1
2
AA

2(1+ τ2A)
1
2

(1+ τ2A)
1
4

,

o que é um absurdo. Da continuidade de Y, temos que para todo τ ∈ [0, τA], Y(τ) < A.

Logo, para todo τ ∈ [0, τA] temos

X(τ) < A(1+ τ2)
1
4 .

Em particular, ∥u∥L2
tW

1,6
x ([T ,T+τ]×R3) < A(1+τ

2)
1
4 para τ ∈ [0, τA]. Logo, elevando ambos

os lados ao quadrado temos que ∥u∥2
L2
tW

1,6
x ([T ,T+τ]×R3)

< A2(1+ τ2)
1
2 . Se τ > τA, façamos

τ = nτA + r, onde n ∈ N e 0 ⩽ r < τA. Temos então que

n(1+ τ2A)
1
2

(1+ (nτA)2)
1
2

=
(1+ τ2A)

1
2

( 1
n2 + τ2A)

1
2

<
(1+ τ2A)

1
2

τA
=: B,

e
(1+ (nτA)

2)
1
2 + (1+ r2)

1
2

(1+ (nτA + r)2)
1
2

<
(1+ (nτA)

2)
1
2 + (1+ (nτA)

2)
1
2

(1+ (nτA)2)
1
2

= 2.

Temos então

∥u∥2
L2
tW

1,6
x ([T ,T+τ]×R3)

< nA2(1+ τ2A)
1
2 +A2(1+ r2)

1
2

< BA2(1+ (nτA)
2)

1
2 + BA2(1+ r2)

1
2

< 2BA2(1+ (nτA + r)2)
1
2 = 2BA2(1+ τ2)

1
2 .

Se τ < τA, então vale ∥u∥2
L2
tW

1,6
x ([T ,T+τ]×R3)

< A2(1+ τ2)
1
2 < 2BA2(1+ τ2)

1
2 , dáı temos os

resultados.

Vamos agora mostrar o critério de espalhamento de Tao. Este resultado, juntamente

com o Lema 4.10, são cruciais para a demonstração da afirmação (1) do Teorema 1.1.
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Lema 5.2 (Critério de Espalhamento de Tao). Seja u : Rt×R3
x → C uma solução radial

de (1.1) satisfazendo

∥u∥L∞
t H1

x([0,+∞)×R3) ⩽ E, (5.13)

para alguma constante E. Existem constantes ϵ = ϵ(E) > 0 e R = R(E) > 0 tais que se

lim inf
t→+∞

∫
|x|<R

|u(t, x)|2dx ⩽ ϵ2,

então, u se espalha quando t→ +∞, ou seja, existe u+ ∈ H1(R3) tal que

lim
t→+∞ ∥u(t) − eit∆u+∥H1(R3) = 0.

Demonstração. Sejam ϵ ∈ (0, 1) suficientemente pequeno, e R > 1 suficientemente grande

dependente de ϵ a ser escolhido depois. De (5.6) temos

∥eit∆u0∥L4
tL

6
x(R×R3) ≲ 1. (5.14)

Então, pelo Teorema da Convergência Monótona, podemos achar um tempo T0 > ϵ
−2 > 0

(dependente de u) tal que

∥eit∆u0∥L4
tL

6
x([T0,+∞)×R3) ⩽ ϵ. (5.15)

Pela hipótese, podemos achar T1 ⩾ T0 tal que∫
B(0,R)

|u(T1, x)|
2dx < ϵ, (5.16)

uma vez que ϵ2 < ϵ. Seja η : R3 → R uma função suave radial decrescente que vale 1

em B(0, 1
2
) e vale 0 em R3 \ B(0, 1) e seja ηR(x) = η( x

R
). Logo, vemos que ηR vale 1 em

B(0, R
2
) e vale 0 em R3 \ B(0,R). Temos então que∫

R3

ηR|u(T1, x)|
2dx < ϵ,

Multiplicando ambos os lados de (4.2) por ηR e integrando no espaço, temos

∂t

∫
R3

ηR|u|
2dx = −2

∫
R3

ηR∇ · Im(u∇u)dx.

Usando integração por partes

∂t

∫
R3

ηR|u|
2dx = 2

∫
R3

∇ηR · Im(u∇u)dx.
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Como η é radial, η(x) = v(|x|) para alguma função v. Logo, ηR(x) = v(
|x|

R
). Temos então

que ∇ηR(x) = 1
R
v ′( |x|

R
) x
|x|
, logo, |∇ηR(x)| = 1

R
|v ′( |x|

R
)|. Dáı, usando as desigualdades de

Cauchy-Schwarz e de Young e o fato de que ∥∇ηR∥L∞ ≲ 1
R
, temos:

|∂t

∫
R3

ηR|u(t)|
2dx| = 2|

∫
R3

∇ηR · Im(u∇u)dx| ⩽ 2

∫
R3

|∇ηR · Im(u∇u)|dx

⩽ 2

∫
R3

|∇ηR||Im(u∇u)|dx ≲ 1

R

∫
R3

|u||∇u|dx

≲
1

R

(∫
R3

|u|2dx+

∫
R3

|∇u|2dx
)

≲
1

R
,

para todo tempo t ∈ [0,+∞). Logo, existe uma constante C > 0 tal que

−∂t

∫
R3

ηR|u(t)|
2dx ⩽

C

R
.

Integrando de t ∈ [T1 − ϵ
− 1

4 , T1] a T1, obtemos∫
R3

ηR|u(t)|
2dx−

∫
R3

ηR|u(T1)|
2dx ⩽

C

R
(T1 − t).

Então, ∫
R3

ηR|u(t)|
2dx ⩽

∫
R3

ηR|u(T1)|
2dx+

C

R
(T1 − t) < ϵ+

C

R
ϵ−

1
4 ⩽ 2ϵ ≲ ϵ,

para todo t ∈ [T1 − ϵ
− 1

4 , T1], com R > Cϵ−
5
4 . Logo, usando (5.9), a conservação da massa

e a desigualdade de Hölder, temos

∥u(t)∥L3(B(0,R/2)) ⩽ ∥u(t)∥
1
2

L6(R3)∥u(t)∥
1
2

L2(B(0,R/2)) ≲ ϵ
1
2 ,

e, usando (4.3), (5.9), a conservação da massa e a desigualdade de Hölder, temos

∥u(t)∥L3(R3\B(0,R/2)) ⩽ ∥u(t)∥
1
3

L∞(R3\B(0,R/2))∥u(t)∥
2
3

L2(R3)

= ∥ | · |
| · |
u(t)∥

1
3

L∞(R3\B(0,R/2))∥u(t)∥
2
3

L2(R3)

⩽
1

R
1
3

∥| · |u(t)∥
1
3

L∞(R3\B(0,R/2))∥u(t)∥
2
3

L2(R3)

≲
1

R
1
3

∥u(t)∥
1
3

H1(R3\B(0,R/2))∥u(t)∥
2
3

L2(R3) ≲
1

R
1
3

,

para todo t ∈ [T1 − ϵ
− 1

4 , T1]. Então,

∥u∥
L∞
t L3

x([T1−ϵ− 1
4 ,T1]×R3)

≲ ϵ
1
2 +

1

R
1
3

≲ ϵ
1
2 , (5.17)

se tomarmos R > ϵ−
3
2 . Precisamos provar agora a seguinte estimativa:

∥ei(·−T1)∆u(T1)∥L4
tL

6
x([T1,+∞)×R3) ≲ ϵ

1
32 . (5.18)
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Usando (5.8) com t1 = T1 e t0 = 0, temos

u(T1) = e
iT1∆u(0) − i

∫T1

0

ei(T1−t ′)∆(|u|2u)(t ′)dt ′.

Dáı,

ei(t−T1)∆u(T1) = e
it∆u(0) − i

∫T1

T1−ϵ−1/4

ei(t−t ′)∆(|u|2u)(t ′)dt ′

− i

∫T1−ϵ−1/4

0

ei(t−t ′)∆(|u|2u)(t ′)dt ′. (5.19)

Sejam

A :=
∥∥eit∆u(0)∥∥

L4
tL

6
x([T1,+∞)×R3)

,

B :=

∥∥∥∥−i ∫T1

T1−ϵ−1/4

ei(t−t ′)∆(|u|2u)(t ′)dt ′
∥∥∥∥
L4
tL

6
x([T1,+∞)×R3)

e

C :=

∥∥∥∥∥−i
∫T1−ϵ−1/4

0

ei(t−t ′)∆(|u|2u)(t ′)dt ′

∥∥∥∥∥
L4
tL

6
x([T1,+∞)×R3)

.

Então,

∥ei(·−T1)∆u(T1)∥L4
tL

6
x([T1,+∞)×R3) ⩽ A+ B+ C.

De (5.15), como ϵ < ϵ
1
32 , ganhamos a contribuição do primeiro termo A, ou seja, A ≲ ϵ

1
32 .

Agora consideremos os segundo termo B. Pelas desigualdades de Minkowski para integrais

e Hölder e de (5.6), temos que

B ≲
∫T1

T1−ϵ− 1
4

∥∥(|u|2u)(t ′)∥∥
H1(R3)

dt ′ ≲
∫T1

T1−ϵ− 1
4

∥∥u3(t ′)
∥∥
H1(R3)

dt ′

≲
∫T1

T1−ϵ− 1
4

∥u(t ′)∥L∞(R3)

∥∥u2(t ′)
∥∥
H1(R3)

dt ′

Logo, pela desigualdade de Hölder, de (5.10), (5.11) e (5.17), temos que

B ≲
∫T1

T1−ϵ− 1
4

∥u(t ′)∥L∞(R3) ∥u(t
′)∥L3(R3) ∥u(t

′)∥W1,6(R3) dt
′

≲ ∥u∥
L∞
t L3

x([T1−ϵ− 1
4 ,T1]×R3)

∫T1

T1−ϵ− 1
4

∥u(t ′)∥L∞(R3) ∥u(t
′)∥W1,6(R3) dt

′

≲ ∥u∥
L∞
t L3

x([T1−ϵ− 1
4 ,T1]×R3)

∥u∥
L2
tL

∞
x ([T1−ϵ− 1

4 ,T1]×R3)
∥u∥

L2
tW

1,6
x ([T1−ϵ− 1

4 ,T1]×R3)

≲ ϵ
1
2 (1+ ϵ−

1
2 )

1
4 (1+ ϵ−

1
2 )

1
4 ≲ ϵ

1
2 (1+ ϵ−

1
2 )

1
2 ≲ (ϵ+ ϵ

1
2 )

1
2 ≲ ϵ

1
4 ≲ ϵ

1
32 .

Finalmente, tomemos

M = −i

∫T1−ϵ−1/4

0

ei(t−t ′)∆(|u|2u)(t ′)dt ′.
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Usando (5.8), obtemos que

M = ieit∆(ei(−T1+ϵ− 1
4 )∆u(T1 − ϵ

− 1
4 ) − u0).

Observamos que, pela desigualdade de Hölder,

C = ∥M∥L4
tL

6
x([T1,+∞)×R3) ≲ ∥M∥

1
2

L4
tL

3
x([T1,+∞)×R3)

∥M∥
1
2

L4
tL

∞
x ([T1,+∞)×R3)

.

Logo, por (5.2),

∥M∥L4
tL

3
x([T1,+∞)×R3) ≲

∥∥∥ei(−T1+ϵ− 1
4 )∆u(T1 − ϵ

− 1
4 ) − u0

∥∥∥
L2(R3)

≲
∥∥∥u(T1 − ϵ− 1

4 )
∥∥∥
L2(R3)

+ ∥u0∥L2(R3) ≲ 1.

Temos também da estimativa de dispersão (3.2) e da desigualdade de Minkowski para

integrais que

∥M∥L4
tL

∞
x ([T1,+∞)×R3) =

∥∥∥∥∥∥
∫T1−ϵ− 1

4

0

ei(·−t ′)∆(|u|2u)(t ′)dt ′

∥∥∥∥∥∥
L4
tL

∞
x ([T1,+∞)×R3)

≲

∥∥∥∥∥∥
∫T1−ϵ− 1

4

0

∥∥∥ei(·−t ′)∆(|u|2u)(t ′)
∥∥∥
L∞(R3)

dt ′

∥∥∥∥∥∥
L4([T1,+∞))

≲

∥∥∥∥∥∥
∫T1−ϵ− 1

4

0

1

(· − t ′) 3
2

∥∥u3(t ′)
∥∥
L1(R3)

dt ′

∥∥∥∥∥∥
L4([T1,+∞))

≲

∥∥∥∥∥∥
∫T1−ϵ− 1

4

0

1

(· − t ′) 3
2

∥u(t ′)∥3L3(R3) dt
′

∥∥∥∥∥∥
L4([T1,+∞))

.

Logo, usando (5.9), temos

∥M∥L4
tL

∞
x ([T1,+∞)×R3) ≲

∥∥∥∥∥∥
∫T1−ϵ− 1

4

0

1

(· − t ′) 3
2

dt ′

∥∥∥∥∥∥
L4([T1,+∞))

≲

∫∞
T1

∫T1−ϵ− 1
4

0

1

(t− t ′)
3
2

dt ′

4

dt


1
4

≲

(∫∞
T1

(
2

(t− (T1 − ϵ−
1
4 ))

1
2

−
2

t
1
2

)4

dt

) 1
4

≲

(∫∞
T1

(
2

(t− T1 + ϵ−
1
4 )

1
2

)4

dt

) 1
4

≲

(∫∞
T1

2

(t− T1 + ϵ−
1
4 )2
dt

) 1
4

≲

(
1

ϵ−
1
4

) 1
4

≲ ϵ
1
16 .
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Dáı temos a estimativa (5.18), pois vemos que C = ∥M∥L4
tL

6
x([T1,+∞)×R3) ≲ ϵ

1
32 .

Novamente por (5.8), vemos que

u(t) = ei(t−T1)∆u(T1) − i

∫ t

T1

ei(t−t ′)∆(|u|2u)(t ′)dt ′. (5.20)

Tomando em (5.20) a norma L4tL
6
x([T1, T) × R3) para algum T ⩾ T1 e aplicando (5.18),

obtemos:

∥u∥L4
tL

6
x([T1,T)×R3) ≲ ϵ

1
32 +

∥∥∥∥∫ t

T1

ei(t−t ′)∆(|u|2u)(t ′)dt ′
∥∥∥∥
L4
tL

6
x([T1,T)×R3)

,

que pela imersão de Sobolev W1,3(R3) ↪→ L6(R3) leva à desigualdade

∥u∥L4
tL

6
x([T1,T)×R3) ≲ ϵ

1
32 +

∥∥∥∥∫ t

T1

ei(t−t ′)∆(|u|2u)(t ′)dt ′
∥∥∥∥
L4
tW

1,3
x ([T1,T)×R3)

.

Agora, usando o item (ii) do Teorema 3.4, temos que

∥u∥L4
tL

6
x([T1,T)×R3) ≲ ϵ

1
32 +

∥∥u3
∥∥
L2
tW

1, 65
x ([T1,T)×R3)

.

Além disso, aplicando a desigualdade de Hölder, temos que∥∥u3
∥∥
L2
tW

1, 65
x ([T1,T)×R3)

=
∥∥∥∥∥u3

∥∥
W1, 65 (R3)

∥∥∥
L2([T1,T))

≲
∥∥∥∥∥u2

∥∥
L3(R3)

∥u∥H1(R3)

∥∥∥
L2([T1,T))

≲
∥∥∥∥u∥2L6(R3) ∥u∥H1(R3)

∥∥∥
L2([T1,T))

≲
∥∥∥∥u∥2L6(R3)

∥∥∥
L2([T1,T))

∥u∥L∞
t H1

x([T1,T)×R3) ≲ ∥u∥2L4
tL

6
x([T1,T)×R3) .

Logo,

∥u∥L4
tL

6
x([T1,T)×R3) ≲ ϵ

1
32 + ∥u∥2L4

tL
6
x([T1,T)×R3) . (5.21)

Fazendo-se X(T) := ∥u∥L4
tL

6
x([T1,T)×R3), segue de (5.21) que existe uma constante C positiva

tal que

X(T) ⩽ Cϵ
1
32 + CX2(T). (5.22)

Vemos que X(T1) = 0 e que X cresce continuamente com T . Seja A > C. Escolhemos ϵ

suficientemente pequeno para que

A

C
> 1+A2ϵ

1
32 .

Suponhamos que exista TA tal que X(TA) = Aϵ
1
32 . De (5.22) temos que

A

C
⩽
ϵ

1
32 +A2ϵ

1
16

ϵ
1
32

= 1+A2ϵ
1
32 ,
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o que é um absurdo. Logo, X(T) ⩽ Aϵ
1
32 para todo T ⩾ T1. Fazendo-se T → +∞, temos

∥u∥L4
tL

6
x([T1,+∞)×R3) ≲ ϵ

1
32 .

Logo, ∥∥u3
∥∥
L2
tW

1, 65
x ([T1,+∞)×R3)

≲ ∥u∥2L4
tL

6
x([T1,+∞)×R3) ≲ ϵ

1
16 . (5.23)

Sejam τ2 > τ1 ⩾ T1. Usando o item (ii) do Teorema 3.4 e (5.23),∥∥∥∥∫τ2

τ1

e−it ′∆(|u|2u)(t ′)dt ′
∥∥∥∥
H1(R3)

=

∥∥∥∥∫τ2

τ1

ei(T1−t ′)∆(|u|2u)(t ′)dt ′
∥∥∥∥
H1(R3)

⩽

∥∥∥∥∫τ2

t

ei(t−t ′)∆(|u|2u)(t ′)dt ′
∥∥∥∥
L∞
t H1

x([τ1,τ2]×R3)

≲
∥∥u3

∥∥
L2
tW

1, 65
x ([τ1,τ2]×R3)

≲ ϵ
1
16 . (5.24)

Então, existe uma constante C > 0 tal que∥∥∥∥∫τ2

τ1

e−it ′∆(|u|2u)(t ′)dt ′
∥∥∥∥
H1(R3)

⩽ C
∥∥u3

∥∥
L2
tW

1, 65
x ([τ1,τ2]×R3)

.

Para todo a > 0, existe τa tal que se τ1 > τa,
∥∥u3

∥∥
L2
tW

1, 65
x ([τ1,τ2]×R3)

⩽
a

C
. Então, para

τ1 > τa, ∥∥∥∥∫τ2

τ1

e−it ′∆(|u|2u)(t ′)dt ′
∥∥∥∥
H1(R3)

⩽ a.

Isso mostra que

∥∥∥∥∫τ

T1

e−it ′∆(|u|2u)(t ′)dt ′
∥∥∥∥
H1(R3)

é de Cauchy. Logo,

∥∥∥∥∫∞
T1

e−it ′∆(|u|2u)(t ′)dt ′
∥∥∥∥
H1(R3)

= lim
τ→∞

∥∥∥∥∫τ

T1

e−it ′∆(|u|2u)(t ′)dt ′
∥∥∥∥
H1(R3)

≲ ϵ
1
16 .

Definamos

u+ := e−iT1∆u(T1) − i

∫+∞
T1

e−it ′∆(|u|2u)(t ′)dt ′. (5.25)

De (5.20), vemos que para todo t ∈ [T1,∞)

u(t) − eit∆u+ = i

∫+∞
t

ei(t−t ′)∆(|u|2u)(t ′)dt ′.

Logo,

∥∥u(t) − eit∆u+

∥∥
H1(R3)

=

∥∥∥∥∫+∞
t

ei(t−t ′)∆(|u|2u)(t ′)dt ′
∥∥∥∥
H1(R3)

=

∥∥∥∥∫+∞
t

e−it ′∆(|u|2u)(t ′)dt ′
∥∥∥∥
H1(R3)

.
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Como t ∈ [T1,∞),

∫+∞
t

e−it ′∆(|u|2u)(t ′)dt ′ converge. Logo, pelo Teorema da Con-

vergência Monótona e pelo Teorema da Convergência Dominada, temos

lim
t→+∞

∥∥u(t) − eit∆u+

∥∥
H1(R3)

= lim
t→+∞

∥∥∥∥∫+∞
t

e−it ′∆(|u|2u)(t ′)dt ′
∥∥∥∥
H1(R3)

= 0.

5.2 Demonstração do Teorema 1.2

Por hipótese, para u0 ∈ H1(R3) temos

M(u0)E(u0) < M(Q)E(Q). (5.26)

Então, pelo que vimos na demonstração do Lema 4.4, fazendo

δ0 =
M(Q)E(Q) −M(u0)E(u0)

2M(Q)E(Q)
,

temos que M(u0)E(u0) < (1− δ0)M(Q)E(Q) e que δ0 ∈ (0, 1).

Primeiro mostremos que se ∥u0∥L2(R3)∥∇u0∥L2(R3) < ∥Q∥L2(R3)∥∇Q∥L2(R3), então,

I = R, e para todo instante de tempo t ∈ R, temos

sup
t∈R

∥u(t)∥L2(R3)∥∇u(t)∥L2(R3) < ∥Q∥L2(R3)∥∇Q∥L2(R3).

Com efeito, esta afirmação segue diretamente do Lema 4.4, uma vez que pelo Lema 4.4,

I = R e existirá δ1 > 0 tal que para todo t ∈ R

∥u(t)∥L2(R3)∥∇u(t)∥L2(R3) < (1− δ1)∥Q∥L2(R3)∥∇Q∥L2(R3).

Em particular

sup
t∈R

∥u(t)∥L2(R3)∥∇u(t)∥L2(R3) < ∥Q∥L2(R3)∥∇Q∥L2(R3).

Mostremos agora que se ∥u0∥L2(R3)∥∇u0∥L2(R3) > ∥Q∥L2(R3)∥∇Q∥L2(R3), então, para

todo instante de tempo t ∈ I, temos

∥u(t)∥L2(R3)∥∇u(t)∥L2(R3) > ∥Q∥L2(R3)∥∇Q∥L2(R3).

Além disso, se (a) |x|u0 ∈ L2(R3) ou (b) u0 é radial, então, I é finito, implicando que

a solução explode em tempo finito (ocorre blow-up em tempo finito). Com efeito, pelo

Corolário 4.5, existe δ2 > 0 tal que para todo t ∈ I

∥u(t)∥L2(R3)∥∇u(t)∥L2(R3) > (1+ δ2)∥Q∥L2(R3)∥∇Q∥L2(R3). (5.27)
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Em particular

∥u(t)∥L2(R3)∥∇u(t)∥L2(R3) > ∥Q∥L2(R3)∥∇Q∥L2(R3).

Definimos o número ξ2 > 0 tal que (1 + δ2)
2 = 1 + ξ2. Suponhamos que |x|u0 ∈ L2(R3).

Utilizando-se o Lema 4.13, temos

∂2t

∫
R3

|x|2|u(t)|2dx = 24E(u0) − 4∥∇u(t)∥2L2(R3).

Multiplicando ambos os lados da identidade acima por M(u0), de (3.16), (5.26) e (5.27)

tem-se

M(u0)∂
2
t

∫
R3

|x|2|u(t)|2dx = 24E(u0)M(u0) − 4∥∇u(t)∥2L2(R3)∥u(t)∥2L2(R3)

< 24(1− δ0)E(Q)M(Q) − 4∥∇u(t)∥2L2(R3)∥u(t)∥2L2(R3)

<
24

6
(1− δ0)∥Q∥2L2(R3)∥∇Q∥2L2(R3) − 4(1+ ξ2)∥Q∥2L2(R3)∥∇Q∥2L2(R3)

= −4(δ0 + ξ2)∥Q∥2L2(R3)∥∇Q∥2L2(R3) < 0.

Temos então que existe uma constante C1 > 0 tal que

∂2t

∫
R3

|x|2|u(t)|2dx < −C1.

Logo, aplicando o Teorema Fundamental do Cálculo, existem constantes C2 e C3 tais que∫
R3

|x|2|u(t)|2dx < −C1t
2 + C2t+ C3.

Como esta integral é sempre não negativa e seu gráfico está abaixo do gráfico de uma

parábola com concavidade para baixo, conclúımos que o tempo de existência da solução

é finito.

Agora suponhamos que u0 é radial. Seja χ ∈ C∞
c (R3) uma função radial, onde χ(x) =

ω(|x|) com ω ′′(r) ⩽ 2 para todo r ⩾ 0, ω(r) = r2 para 0 ⩽ r ⩽ 1 e ω(r) = 0 para

r ⩾ 3. Definamos também χm(x) := ωm(|x|), onde ωm(|x|) := m2ω
(

|x|

m

)
. Notemos que

ω ′
m(|x|) = mω ′

(
|x|

m

)
e ω ′′

m(|x|) = ω ′′
(

|x|

m

)
. Logo,

∆χm(x) = ω ′′
m(|x|) +

2ω ′
m(|x|)

|x|
= ω ′′

(
|x|

m

)
+

2mω ′
(

|x|

m

)
|x|

.

Para hm(|x|) := ∆χm(x), tem-se

∆2χm(x) = h ′′
m(|x|) +

2h ′
m(|x|)

|x|
.
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Por outro lado,

h ′
m(|x|) =

1

m
ω ′′′

(
|x|

m

)
+

2ω ′′
(

|x|

m

)
|x|

−
2mω ′

(
|x|

m

)
|x|2

.

Dáı,

h ′′
m(|x|) =

1

m2
ω ′′′′

(
|x|

m

)
+

2ω ′′′
(

|x|

m

)
m|x|

−
2ω ′′

(
|x|

m

)
|x|2

−
2ω ′′

(
|x|

m

)
|x|2

+
4mω ′

(
|x|

m

)
|x|3

.

Assim conclúımos que se 0 ⩽ |x| ⩽ m, então ∆χm(x) = 6 e ∆2χm(x) = 0. Além disso,

para m ⩽ |x| ⩽ 3m, existem constantes c1 > 0 e c2 > 0 tais que |∆χm(x)| < c1 e

|∆2χm(x)| < c2

m2 . Finalmente, para |x| ⩾ 3m, ∆χm(x) = ∆2χm(x) = 0. Pelo Lema 4.14,

∂2t

∫
R3

χm(x)|u(t)|2dx = 4

∫
R3

ω ′′
m(|x|)|∇u(t)|2dx−

∫
R3

∆2χm(x)|u(t)|2dx

−

∫
R3

∆χm(x)|u(t)|4dx. (5.28)

Usando que ω ′′
m(r) ⩽ 2 para todo r ⩾ 0 e usando as limitações de ∆2χm, limitemos os

três termos do segundo membro de (5.28).

4

∫
R3

ω ′′
m(|x|)|∇u(t)|2dx = 4

∫
R3

ω ′′
(
|x|

m

)
|∇u(t)|2dx ⩽ 8

∫
R3

|∇u(t)|2dx; (5.29)

−

∫
R3

∆2χm(x)|u(t)|2dx ⩽
c2

m2

∫
m⩽|x|⩽3m

|u(t)|2dx. (5.30)

Finalmente, usando as limitações de ∆χm, temos

−

∫
R3

∆χm(x)|u(t)|4dx ⩽ −6

∫
|x|⩽m

|u(t)|4dx+ c1

∫
m⩽|x|⩽3m

|u(t)|4dx

= −6

∫
|x|⩽m

|u(t)|4dx− 6

∫
|x|>m

|u(t)|4dx

+ 6

∫
|x|>m

|u(t)|4dx+ c1

∫
m⩽|x|⩽3m

|u(t)|4dx

⩽ −6

∫
R3

|u(t)|4dx+ c3

∫
|x|⩾m

|u(t)|4dx, (5.31)

onde c3 é uma constante positiva. Juntando (5.29), (5.30) e (5.31), e em seguida aplicando

(4.5), obtemos

∂2t

∫
R3

χm(x)|u(t)|2dx ⩽ 8

∫
R3

|∇u(t)|2dx− 6

∫
R3

|u(t)|4dx+ c3

∫
|x|⩾m

|u(t)|4dx

+
c2

m2

∫
m⩽|x|⩽3m

|u(t)|2dx

⩽ 24E(u0) − 4∥∇u(t)∥2L2(R3) +
c3

m2
∥u(t)∥3L2(R3)∥∇u(t)∥L2(R3)

+
c2

m2
∥u(t)∥2L2(R3).
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Então, pela desigualdade de Young, temos que

∂2t

∫
R3

χm(x)|u(t)|2dx ⩽ 24E(u0) −
(
4−

c3

2m2

)
∥∇u(t)∥2L2(R3) +

c3

2m2
∥u(t)∥6L2(R3)

+
c2

m2
∥u(t)∥2L2(R3). (5.32)

Tomando-se m grande o suficiente para que 4 − c3

2m2 seja positivo, multiplicando ambos

os lados de (5.32) por M(u0), das limitações e de (3.16), tem-se

M(u0)∂
2
t

∫
R3

χm(x)|u(t)|2dx ⩽ 24E(u0)M(u0) −
(
4−

c3

2m2

)
∥∇u(t)∥2L2(R3)∥u(t)∥2L2(R3)

+
c3

2m2
∥u(t)∥8L2(R3) +

c2

m2
∥u(t)∥4L2(R3)

⩽
24

6
(1− δ0)∥Q∥2L2(R3)∥∇Q∥2L2(R3)

−
(
4−

c3

2m2

)
(1+ ξ2)∥Q∥2L2(R3)∥∇Q∥2L2(R3)

+
c3

2m2
M(u0)

8 +
c2

m2
M(u0)

4

= −4(δ0 + ξ2)∥Q∥2L2(R3)∥∇Q∥2L2(R3)

+
c3

2m2
(1+ ξ2)∥Q∥2L2(R3)∥∇Q∥2L2(R3) +

c3

2m2
M(u0)

8

+
c2

m2
M(u0)

4

=: c4.

Escolhemos então m grande o suficiente para que a constante c4 seja negativa. Então,

existirá uma constante C1 > 0 tal que

∂2t

∫
R3

χm(x)|u(t)|2dx < −C1.

Logo, aplicando o Teorema Fundamental do Cálculo, existem constantes C2 e C3 tais que∫
R3

χm(x)|u(t)|2dx < −C1t
2 + C2t+ C3.

Como esta integral é sempre não negativa, e seu gráfico está abaixo do gráfico de uma

parábola com concavidade para baixo, conclúımos que o tempo máximo de existência da

solução é finito.

5.3 Demonstração do Teorema 1.1

Temos que u0 ∈ H1(R3) é uma função radial e que u é solução maximal de (1.1), com

intervalo maximal de existência I. Também temos que M(u0)E(u0) < M(Q)E(Q). Mos-
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tremos que se

∥u0∥L2(R3)∥∇u0∥L2(R3) < ∥Q∥L2(R3)∥∇Q∥L2(R3),

u é global e se espalha. Com efeito, pelo Lema 4.4, u é global e uniformemente limitada

em H1(R3). Fixados ϵ e R como no Lema 5.2, tomemos as sequências {tn} e {Rn} tais que

tn → ∞ e Rn → ∞ quando n→ ∞, como no Lema 4.10. Para n grande o suficiente de

modo que Rn ⩾ R, temos pela desigualdade de Hölder∫
|x|⩽R

|u(tn, x)|
2dx ⩽

(∫
|x|⩽R

12dx

) 1
2
(∫

|x|⩽R

|u(tn, x)|
4dx

) 1
2

⩽

(
4

3
πR3

) 1
2
(∫

|x|⩽Rn

|u(tn, x)|
4dx

) 1
2

. (5.33)

Logo, fazendo n→ ∞ em (5.33), obtemos pelo Lema 4.10 que∫
|x|⩽R

|u(tn, x)|
2dx→ 0.

Pelo Lema 5.2 isto implica que u se espalha quando t → ∞. Para provar o caso em que

t → −∞, basta observar que se u(t, x) é solução de (1.1) com dado inicial u0, então,

v(t, x) = u(−t, x) é solução de (1.1) com dado inicial u0, pois

u(t) = eit∆u0 + i

∫ t

0

ei(t−s)∆(|u|2u)(s)ds.

Logo,

u(−t) = e−it∆u0 + i

∫−t

0

e−i(t+s)∆(|u|2u)(s)ds.

Então,

u(−t) = eit∆u0 − i

∫−t

0

ei(t+s)∆(|u|2u)(s)ds.

Fazendo a mudança de variável ζ = −s, temos

u(−t) = eit∆u0 + i

∫ t

0

ei(t−ζ)∆(|u|2u)(−ζ)dζ.

Então temos

v(t) = eit∆u0 + i

∫ t

0

ei(t−ζ)∆(|v|2v)(ζ)dζ.

Assim, u0 satisfaz todas as condições do Teorema 1.1, e portanto, existe v+ tal que

lim
t→∞ ∥v(t) − eit∆v+∥H1(R3) = 0.

Logo,

0 = lim
t→∞ ∥u(−t) − eit∆v+∥H1(R3) = lim

t→∞ ∥u(−t) − e−it∆(v+)∥H1(R3).
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Logo, fazendo u− = v+, temos u se espalha quando t→ −∞, pois

lim
t→−∞ ∥u(t) − eit∆u−∥H1(R3) = 0.

Mostremos agora que se ∥u0∥L2(R3)∥∇u0∥L2(R3) > ∥Q∥L2(R3)∥∇Q∥L2(R3), então, I é

limitado (a solução explode em tempo finito). Com efeito, tal afirmação segue diretamente

da afirmação (2) do Teorema 1.2.



Apêndice

Neste apêndice construimos as funções η, φ e ω mencionadas no trabalho. Primeira-

mente, consideremos a função f dada por

f(x) :=

0 se x ⩽ 0,

e−
1
x se x > 0.

Nota-se que f ∈ C∞(R) e que f e todas as suas derivadas são nulas para x ⩽ 0. Seu gráfico

é dado pela seguinte curva.

Figura 1: Função f(x).

Consideremos agora a função g dada por

g(x) :=
f(x)

f(x) + f(1− x)
,

cujo gráfico é dado pela seguinte curva.

63
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Figura 2: Função g(x).

Nota-se que g ∈ C∞(R) e que todas as suas derivadas são nulas no conjunto R\ (0, 1).

Além disso, g(x) = 0 quando x ⩽ 0 e g(x) = 1 quando x ⩾ 1. Seja também a função h

dada por

h(x) := 1− g(x),

cujo gráfico é dado pela seguinte curva.

Figura 3: Função h(x).

Chamemos g de função ligar e h de função desligar. Notemos que h ′(x) = −g ′(x) e
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que g ′(x) ⩾ 0 para todo x ∈ R. Pode-se mostrar que sup
x∈R

g ′(x) = g ′
(
1

2

)
= 2.

Construção de η

Seja s(x) := g(2x+ 2) − g(2x− 1). Seu gráfico é dado pela seguinte curva.

Figura 4: Função s(x).

Podemos então definir η(x) = s(|x|) em R3.

Construção de φ

Seja
3R

2
⩽ b < 2R. Seja kb dado por

kb(x) := h

(
2x

R
− 2

)
x+ g

(
2x

R
− 2

)
3R

2
− g

(
x− b

2R− b

)
3R

2
+ g

(
x− b

2R− b

)
2R.

Se 0 ⩽ x ⩽ b, temos que

kb(x) = h

(
2x

R
− 2

)
x+ g

(
2x

R
− 2

)
3R

2
.

Se b < x, temos que

kb(x) = h

(
x− b

2R− b

)
3R

2
+ g

(
x− b

2R− b

)
2R.
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Logo, em todo caso observamos que kb(x) ⩾ 0 para x ⩾ 0. Observamos também que se

0 ⩽ x ⩽ b,

k ′
b(x) = h

′
(
2x

R
− 2

)
2x

R
+ h

(
2x

R
− 2

)
+ 3g ′

(
2x

R
− 2

)
⩾ 3h ′

(
2x

R
− 2

)
+ h

(
2x

R
− 2

)
+ 3g ′

(
2x

R
− 2

)
= h

(
2x

R
− 2

)
⩾ 0,

e que se b < x,

k ′
b(x) = h

′
(
x− b

2R− b

)
3R

2(2R− B)
+ g ′

(
x− b

2R− b

)
2R

2R− B
⩾ 0.

Definamos

ψb(x) :=

∫x

0

kb(t)dt.

Calculemos ψb(2R).

ψb(2R) =

∫ 2R

0

kb(t)dt =

∫b

0

kb(t)dt+

∫ 2R

b

kb(t)dt.

Temos ∫b

0

kb(t)dt =

∫b

0

(
h

(
2t

R
− 2

)
t+ g

(
2t

R
− 2

)
3R

2

)
dt

= R2

∫ b
R

0

(
h (2y− 2)y+ g (2y− 2)

3

2

)
dy,

e ∫ 2R

b

kb(t)dt =

∫ 2R

b

(
h

(
t− b

2R− b

)
3R

2
+ g

(
t− b

2R− b

)
2R

)
dt

= (2R− b)R

∫ 1

0

(
3

2
h (y) + 2g (y)

)
dy.

Logo,

ψb(2R) = (2R− b)R

∫ 1

0

(
3

2
h (y) + 2g (y)

)
dy+ R2

∫ b
R

0

(
h (2y− 2)y+ g (2y− 2)

3

2

)
dy.

Para b = 1, 7R, temos que ψb(2R) ≈ 1, 985R2. Para b = 1, 6R, temos que ψb(2R) ≈

2, 01R2. Pelo Teorema do Valor Intermediário, temos que existe b0 ∈ R tal que 1, 6R <

b0 < 1, 7R e que ψb0(2R) = 2R2. Definamos então φ(x) := ψb0(x) para x ⩾ 0.
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Construção de ω

Seja b ∈ R tal que −1, 5 ⩽ b ⩽ −1. Para x ⩾ 0, seja vb dado por

vb(x) := h(3x− 3)2x+ g(3x− 3)b− g

(
3x− 4

5

)
b.

Temos que

v ′b(x) = h
′(3x− 3)6x+ 2h(3x− 3) + g ′(3x− 3)3b− g ′

(
3x− 4

5

)
3b

5

⩽ 6h ′(3x− 3) + 2h(3x− 3) − 3g ′(3x− 3) + 0, 9g ′
(
3x− 4

5

)
= 3h ′(3x− 3) + 2h(3x− 3) + 0, 9g ′

(
3x− 4

5

)
⩽ 2.

Definamos

σb(x) :=

∫x

0

vb(t)dt.

Para b = −1, 4, temos que σb(3) ≈ −0, 036. Para b = −1, 3, temos que σb(3) ≈ 0, 064.

Pelo Teorema do Valor Intermediário, temos que existe b0 ∈ R tal que −1, 4 < b0 < −1, 3

e que σb0(3) = 0. Definamos ω := σb0 .
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