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Resumo

Neste trabalho, estudamos ferramentas matemaéticas usadas para a obtencao de superficies
multifocais que sao usadas na corregao da presbiopia (perda da capacidade de curvar nossa
lente cristalina por causa do aumento na rigidez do cristalino). Para uma abordagem ma-
tematica do problema, consideramos o funcional de Willmore definido sobre o conjunto
das superficies compactas com bordo em R3. Para o estudo do funcional de Willmore, pri-
meiramente usamos métodos do cédlculo de variacoes e provamos a existéncia de superficies
de revolucao geradas por grafos simétricos que sao solugoes da equacao de Euler-Lagrange
correspondente ao funcional, e que satisfazem condigoes de contorno adequadas. Posteri-
ormente, tratamos o caso unidimensional, onde em algumas situagoes, solugoes explicitas

podem ser encontradas para problemas de valor de contorno adequados.

Palavras chaves: Correcao da Presbiopia; Funcional de Willmore; Condic¢oes de Bordo.



Abstract

In this work, we study mathematical tools used to obtain multifocal surfaces that are
applied in the correction of presbyopia (the loss of the ability to curve our crystalline lens
due to increased lens stiffness). For a mathematical approach to the problem, we consider
the Willmore functional defined on the set of compact surfaces with boundary in R3. To
study the Willmore functional, we first use methods from the calculus of variations and
prove the existence of revolution surfaces generated by symmetric graphs that are solutions
of the Euler-Lagrange equation corresponding to the functional, satisfying appropriate
boundary conditions. Subsequently, we address the one-dimensional case, where, in some

situations, explicit solutions can be found for suitable boundary value problems.

Keywords: Correction of Presbyopia; Willmore Functional; Boundary Conditions.
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Introducao

Quando envelhecemos perdemos a capacidade de curvar nossa lente cristalina por
causa do aumento na rigidez do cristalino. Este fenomeno é chamado de presbiopia.
Entao nossos olhos nao conseguem alcancar o raio de curvatura necessario, o resultado
¢ que, na retina, em vez de termos um ponto de imagem, percebemos uma imagem
borrada. O uso de instrumentos monofocais nao ¢ eficaz na correcao da presbiopia, uma
alternativa para esse incomodo é usar instrumentos multifocais. Existem duas formas
de aplicacao da multifocalidade para correcao da presbiopia: lentes intraoculares ou de
contato multifocais, e 6culos de adigao progressiva.

Em geral, para obter projetos para ambas as solugoes, deve-se considerar a acao com-
binada do olho e das lentes artificiais. A multifocalidade geralmente é restrita a uma tnica
superficie, tanto em intraoculares, de contato e éculos de adi¢ao progressiva. Neste caso,
para o estudo matemaético do problema pode-se usar métodos do calculo das variagoes e
equacoes diferenciais parciais para obter designs étimos em ambos os cendrios.

O funcional de Willmore tem uma aplicagao industrial relevante no design de len-
tes progressivas. Em uma superficie (lente), pode-se inicialmente prescrever a curvatura
média (nao constante) a ser projetada, em seguida medir a diferenca em relagao a curva-
tura média real e, por fim, minimizar um funcional onde a diferenca de curvatura média
¢ considerada.

Para obter a formulagao matematica do problema descrito, vamos considerar o fun-
cional de Willmore definido sobre o conjunto das superficies compactas com bordo em
R3. Como a técnica utilizada envolve prescrever a curvatura média varidvel em toda a
superficie, o que torna o problema bastante dificil, para apresentar uma analise completa
restringimo-nos a superficies de revolucao geradas pela rotacao de um grafico simétrico
no plano xy em torno do eixo x.

A seguir, apresentaremos um breve historico sobre o funcional de Willmore, sua de-
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finicao, algumas propriedades associadas, bem como as condi¢oes de bordo que serao
trabalhadas nesta dissertacao.

No final da década de 1960, o gedmetra inglés Thomas James Willmore introduziu um
funcional enquanto investigava superficies imersas no espago euclidiano tri-dimensional.
Seu objetivo era identificar superficies que minimizassem a energia associada a curvatura
média, levando a formulacao do funcional que hoje leva seu nome.

Seja Fr o espaco de todos os mergulhos de classe C* da superficie L sobre o espago

euclidiano tri-dimensional. Entao, definimos o funcional

W: s =R

f HW(f):J H2dA,
z

onde H ¢ a curvatura média e dA ¢é o elemento de érea.

Esse funcional possui grande relevancia geométrica e aplicagoes significativas em outros
campos. Por exemplo, é amplamente utilizado em areas como processamento de imagens
e teoria de cordas (ver, por exemplo, [12,[13,/1522,]24]). Para que uma superficie £ C R?
seja ponto critico para o funcional de Willmore, veremos que a mesma deve satisfazer a

Equacao de Willmore:
AH+2HH?*—K)=0 em I, (2)

onde A é o operador Laplace-Beltrami e K representa a curvatura de Gauss. Solugoes dessa
equagao diferencial nao linear de quarta ordem sao chamadas de superficies de Willmore.

Embora o conceito de energia associada a curvatura média remonte ao século XIX (ver
[25]), o trabalho de Willmore [30] revitalizou e impulsionou a pesquisa sobre o tema. Desde
entao, a existéncia e regularidade de superficies de Willmore fechadas de género prescrito
tém sido amplamente investigadas. Entre as contribuicoes mais relevantes, destacam-se
os trabalhos de Bauer-Kuwert e Simon [2,28| para existéncia, Kuwert-Schétzle e Leschke-
Pedit-Pinkall [16]/17,[19] sobre restrigoes conformes, e Riviére [27], que apresenta resultados
abrangentes de regularidade. Para uma revisao detalhada, consulte [6].

Nesta dissertagao, o foco principal esta em superficies e curvas de Willmore com bordo,
conforme discutido nos artigos [1},|3,[8]. Essa abordagem é motivada pelo interesse em
aplicagoes praticas, como a correcao da presbiopia por meio de lentes de contato ou 6culos,
onde as mesmas possuem bordo e, portanto, exigem condigoes de bordo adequadas para
a Equacao de Willmore ([2)). Entre as condigoes de bordo discutidas na literatura, iremos

trabalhar com as seguintes:
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Condigoes de bordo de Navier: Seja u: [0, 1] — R uma funcao suave e simétrica em torno

de x = %, entao

Condigoes de bordo de Dirichlet: Seja w : [0,1] — R uma funcdo suave e simétrica em

torno de x = %, entao

Condigoes de bordo Naturais: Seja w: [—1,1] — (0, 00) uma funcao suave e simétrica que

parametriza superficies de revolugao, entao

v

ay/14+u/(£1)2

onde k ¢é curvatura do gréafico da fungao u.

uxl)=a>0 e H(*l) = para vy € [0, 1], (3)

Provar a existéncia de solucoes limitadas para problemas de valor de bordo associa-
dos a Equacao de Willmore, especialmente sob condigoes topoldgicas especificas ou sem
restricoes de pequena magnitude, permanece desafiador. A equacao é totalmente nao li-
near e de quarta ordem, dificultando a aplicacao de métodos classicos, como os principios
de maximo ou teorias para problemas de segunda ordem, como De Giorgi-Nash-Moser.
Nesse contexto, a exploragao de simetrias surge como uma estratégia promissora. Si-
tuagoes simétricas permitem reduzir o problema a uma Equacao Diferencial Ordinaria
(EDO), simplificando o estudo.

No caso de superficies de revolu¢ao com bordo, NITSCHE - [22,23] abardou o problema

utilizando uma formulacao generalizada do funcional de Willmore (|1
W, (Z) ::J H? dA—yJ KdA, 0<vy<L
b ba

Com base nessa formulagao os autores BERGNER, DALL’ACQUA E FROHLICH
- [3] analisaram solugoes da Equagao de Willmore () sob condigoes de bordo de (3)). Foi
demonstrado a existéncia de superficies geradas por graficos simétricos que satisfazem tais
condigoes, incluindo casos explicitos como arcos circulares e catenoides.

No contexto unidimensional, DECKELNICK e GRANAU - [§] exploraram solugoes

para Equacao de Willmore , que neste caso assume a forma

:07 Xe (07 ]‘)7

1 d K/ (x) N lK(X)3
V14+u/(x)?2dx 1+u’(x)? 2
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sob as condigoes de bordo de Navier e Dirichlet. Esses autores mostraram que podem
surgir mais de uma solucao, dependendo da configuragao, fornecendo avancos significativos
na conexao entre solugoes geométricas e problemas variacionais complexos.

Em resumo, este trabalho esta organizado da seguinte maneira:

No capitulo 1 sao apresentados definicoes e resultados preliminares que serao funda-
mentais para o desenvolvimento do trabalho.

No capitulo 2 introduziremos o funcional de Willmore para superficies fechadas, acom-
panhado de algumas propriedades importantes e com a Equacao de Willmore.

No capitulo 3, apresentaremos o funcional de Willmore para superficies de revolugao
com bordo, considerando as condic¢oes de bordo dada em ).

Finalmente, no capitulo 4 iremos provar a Equacao de Willmore para curvas sob as

condicoes de bordo de Navier e Dirichlet.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Embora os resultados principais deste trabalho estejam relacionados a superficies no
espaco euclidiano tri-dimensional, nesta secao apresentaremos algumas defini¢oes, resul-
tados e fatos importante sobre variedades Riemannianas que generalizam o caso abordado
na dissertagao. Na secao seguinte relembraremos alguns conceitos e fatos para superficies
que serao utilizados nas demostragoes dos principais resultados de trabalho. Ao final do
capitulo, introduzimos aspectos funcionais do estudo, focando em propriedades e resulta-
dos sobre espacos de Sobolev. Destacamos um caso especifico desses espacos, crucial para

a analise variacional aplicada aos problemas geométricos abordados.

1.1 Variedades Riemannianas

Iniciaremos esta secao apresentando o conceito de Variedade Diferenciavel.

Definicao 1. (Variedade Diferenciavel) Uma variedade diferencidvel de dimensao n
¢ um conjunto M e uma familia de aplicagoes biunivocas x4 : Uy C R™ — M de U, de

R™ em M tais que:

(1) Uy xa(Uy) = M.

(2) Para todo par «, B, com xo(Ug)Nxp(Ug) =W # 0, 0s conjuntos x (W) e XEI(W)

sdo abertos em R™ e as aplicagoes x5' o xo sdo diferencidveis.
(3) A familia {(Uy,x)} € mdzima relativa as condigoes (1) e (2).

O par (Uy, Xs) (ou aplica¢io xy) com p € xo(Uy) € chamado uma parametriza¢ao (ou

sistema de coordenadas locais) de M em p; xo(Uy) € entao chamada uma vizinhanga

5
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coordenada em p. Uma familia {(Uy, X« )} satisfazendo (1) e (2) € chamada uma estrutura

diferencidvel em M.

Dado um sistema de coordenadas locais (U, x) em M e um ponto p € x(U), indicamos
por {6x1 ai(p)} a base de T,M (também chamada de base coordenada), que
é dada como ai( ) == dxy-1(p)(e;j), onde {ej,...,en} é a base canonica de R™. Por
simplicidade, as vezes utilizaremos as notagoes 0; ou a%i (p) para nos referirmos aos vetores

da base coordenada.

Campos Vetoriais e Tensoriais e Conexao de Levi-Civita

Definigao 2. Dada uma variedade M, um campo vetorial (tangente) definido em M €
uma aplicagdo que a cada ponto p € M associa um vetor X(p) pertecente ao espago
tangente T,M. Considerando um sistema de coordenadas locais (U,x) em M, podemos

escrever, para cada p € x(U),

Z 061 axl

onde &1, ...,y $ao funcoes diferencidveis em x(U). Considerando o conjunto das fungoes
suaves sobre M, C*(M) = {f: M — R; f é funcao de classe C*}, podemos também pensar

em um campo de vetores como uma aplicacio X : C°(M) — C*®(M) definida como:

ﬁ(P)-

O conjunto de todos os campos vetoriais em M serd denotado por X(M).

Sejam X,Y € X(M). Definimos o colchete de Lie dos campos X e Y como o campo
vetorial [X,Y]: C*®(M) — C*(M) dado por:

(X, YI(f) = X(Y(f)) — Y(X(f)).
Vamos agora definir o que sao os campos tensoriais do tipo (k,1).

Defini¢cao 3. Um campo tensorial do tipo (k,1) é uma aplicacio T que a cada ponto

p € M associa um tensor T, € T¥(T,M). Seja

TM) ={w : M — T*(T,M); w(p) é multilinear, ¥p € M} (k € N).
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Podemos enzergar T da sequinte forma:
T:T' (M) x - xTH{M) x X(M) x --- x X(M) = C*(M)

do tipo (k,1) (como wvisto na definicio de tensores), onde T(w!, ..., w" Xy,...,Xy) €
CoM)((wh, ..., w" Xy, ..., X ) €THM) X --- x THM) x X(M) x -+ x X(M)) é C®-

multilinear e definida como:

T(w!,. .., @ Xi, ., X (p) = Tp(w! (p), -, w'(p), Xi(p), - ., Xk(p))

Com base nos conceitos apresentados anteriormente, podemos proceder a definicao de

uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M™.

Definicao 4. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferenciavel M™ € um campo
2-tensorial, g € T*(M), tal que g € simétrico (isto é, g(X,Y) = g(Y,X), para todo X,Y €
T,M) e positivo definido (ou seja, g(X,X) > 0 para todo X # 0). Assim, uma métrica
Riemanniana define um produto interno em cada ponto p € M, sobre cada espago tan-
gente T,M, geralmente denotado por (X(p),Y(p)) := g(X,Y)(p) para X(p),Y(p) € ToM.
Uma variedade M junto com uwma métrica Riemanniana g € chamada variedade Rie-
manniana (M, g). Usaremos, a partir de agora, os termos “métrica”e “variedade”(ou
‘n-variedade”) para referir a métrica Riemanniana e a variedade Riemanniana acima

descritas, respectivamente.

Observagao 1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e (U, x) um sistema de coor-
denadas locais, denotando por {Ax)} a base dual de {d;} podemos escrever a métrica g da
sequinte forma

g = gijdx' ® dx/, (1.1)

onde gy; = g(01,0;). A notacao pode ser abreviada introduzindo o produto simétrico de

duas 1-formas w e, denotado por

1
wr = §(w®n+n®w).

Devido a simetria de gij, a equagao ) ¢ equivalente a
g = gijdxtdx. (1.2)

Para realizar cdlculos em uma variedade diferencidvel munida de uma métrica Rie-

manniana, é necessario definir uma maneira consistente de derivar campos vetoriais de
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modo compativel com a métrica. Isso nos leva ao conceito de conexao, mais especifica-
mente a conexao de Levi-Civita. Com isso, apresentaremos a definicao de uma conexao

de Levi-Civita em uma variedade diferencidvel.

Definicao 5. Uma conexdo de Levi-Civita em uma variedade diferenciavel M € uma
aplicagao
V: X(M) x X(M) — X(M)
(X,Y) — VxY

que possui as sequintes propriedades:
1. VixigvZ =1VxZ + gVvZ; (C®(M)-linearidade na primeira varidvel)
2. Vx(Y+ Z) = VxY + VxZ; (aditividade na sequnda varidvel)
3. Vx(fY) = fVxY + X(f)Y; (Regra de Leibniz)
4. XY, Z) = (VXY,Z) + (Y,VxZ); (compatibilidade com a métrica)
5. VxY =VyX =I[X,Y]; (simetria)

onde X, Y, Z € X(M) e f,g € C®(M). O simbolo VxY € também chamado de derivada

covariante de Y na direcao de X.

A partir de agora, usaremos a conexao de Levi-Civita em todos os cdlculos subsequen-
tes, referindo-nos a ela simplesmente como “conexdo”. Vale ressaltar que uma conexao é

linear em relagao a segunda variavel, ou seja, se a,b € R, temos:
Vx(aY+bZ) =aVxY +bVxZ.
De fato, a igualdade pode ser demonstrada da seguinte maneira:
Vx(aY +bZ) =Vx(aY) + Vx(bZ) = aVxY +bVxZ,

onde as duas ultimas igualdades resultam das propriedades de linearidade da conexao.
Além disso, é possivel provar que para qualquer variedade diferenciavel existe uma conexao

bem definida sobre ela.

Observacao 2. Se M é uma variedade de dimensao n, dados dois campos vetoriais
X,Y € X(M), podemos escrevé-los em relagdo a base coordenada (definida em M) da

sequinte forma:

X = ixiai e Y= iyiab
im1 i=1
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onde xi e Yi sao funcoes definidas em M para i =1,...,n. Desse modo, utilizando as

propriedades da conexao, obtemos:

XY Z <Z le]rk + X )) aka

onde os coeficientes TX, definidos por

ij»
Vo,05 = k0, (1.3)

sao os chamados simbolos de Christoffel da conexao. Note que, como a conexdo € um
campo vetorial por defini¢ao, ela pode ser escrita como uma combinacao linear dos vetores

da base coordenada, como mostrado na equagao (1.3) acima.

A partir da existéncia de uma métrica sobre uma variedade Riemanniana é possivel

introduzir importantes conceitos, tais como: gradiente e divergente.

Exemplo 1. Seja (M, g) uma variedade com a métrica Fuclidiana g e seja p € M
qualquer. O produto interno natural induz um isomorfismo entre T,M e seu dual TSM.
Tal isomorfismo faz corresponder a cada vetor v € T,M o funcional v € TM com
Vi(Xp) = (v, Xp), onde X, = X(p) e X € X(M). Seja f € C°(M). O gradiente de f,
denotado por gradf, é o unico campo vetorial em M (sequndo o isomorfismo acima) que
satisfaz

(gradf(p), Xp) = Xp (f). (1.4)

Também denotaremos, as vezes, o gradiente de f por Vf.

E oportuno, neste momento, introduzirmos defini¢oes de fungoes que desempenharao

um papel fundamental.

Definigao 6. Seja X um campo vetorial diferencidvel em M. A divergéncia de X € a

funcao diferencidvel div X : M — R definida por
(divX)(p) = trA =) (Aler), ey),

onde tr denota o trago do operador linear A : T,M — T,M definido por A(v) =

VX, W e T,M, efei,...,en} € uma base ortonormal em p.

A partir dessa definicao, podemos enunciar o Teorema da Divergéncia.
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Teorema 1. (Teorema da Divergéncia) Seja M™ uma variedade Riemanniana com-
pacta orientada e X € X(M). Se o bordo de M é munido com a orientacdo e a métrica

induzidas pela inclusao i: OM — M e N denota o normal unitdria exterior a M ao longo

de OM, entao
J (div X)dM:J (X,N)Yd(oM),
M oM

onde o sequndo membro da igualdade acima deve ser interpretado como o caso OM = ().

Demonstracao. Ver [21], Teorema A.52, pag. 385. [ |

Além disso, consideraremos um caso particular do Teorema da Divergéncia, assumindo
que o campo vetorial seja X = fVg, onde f e g sao funcoes suaves em M. Dessa forma,

obtemos as identidades de Green.

Corolério 1. (Identidades de Green) Seja M™ uma variedade Riemanniana compacta
orientada, com bordo OM munido com a orientacdo e a métrica induzidas pela inclusao
i:0M — M (possivelmente OM = (). Se f,g: M — R sao fungoes suaves e N denota a

normal unitaria exterior a M ao longo de OM, entao:

(a) 1* identidade de Green

_ 99
JM ((V£,Vg) + fAg) dM = LM £29 a(om).

(b) 2* identidade de Green

og of
fAg — gAf) AM = f—~ —g— | d(oM).
JM( g — gAf) LM<6N 961\1) (oM)

A partir das definigoes de gradiente e divergente podemos definir o Laplaciano de uma

funcao suave.
Definig¢ao 7. Seja f € C*°(M). O laplaciano de f é a funcao Af: M — R dada por
Af = div(gradf).
Dessa forma, estamos aptos a definir a hessiano de f em p € M.

Definicao 8. Seja f € C®(M). Definimos o hessiano de f em p € M como sendo o
campo tensorial Hessf: X(M) x X(M) — C*®(M) dado por

(Hessf)(X,Y)(p) = (Hessf),(Xp, Yp) = (Vx, gradf,Yy),

onde X, e Y, pertencem a T,M. Utilizaremos também as sequintes notagoes para o

hessiano de f, aplicado aos campos X e Y: VVI(X,Y) e (VXVT,Y).



Capitulo 1. Nogoes Preliminares 11

Agora, demonstraremos uma relagdo importante entre o laplaciano e o hessiano de

uma funcao de classe C* definida em M.
Proposicao 1. Se f € C*(M), entao
Af = tr(Hessf).

Demonstrag¢ao. Sejap € M um ponto qualquer e {ey, ..., e, } uma base ortonormal em p.
Como o hessiano é uma transformacao bilinear, o traco do tensor hessiano em p é dado

pela soma das componentes Hess f(e;, e;), i.e.

n

tr(Hess f), = Z(Hess f)plei, ei).

i=1
Entao, usando as defini¢oes [§] [6] e [7, ganhamos

n

D tr(Hessf), = Y (Hessf),(ei,ei) = ) (Ve VF, e;) = div(VF)(p) = Af(p).
i=1

i=1 i=1

Observagao 3. Pela formula , que define o gradiente de f, e pela propriedade 4 da

conexdo (Defini¢ao , Seque que
X(Y(f)) = X({(VT1,Y)) = (VxVEY) + (Vf, VxY) = (Vx VT, Y) + (VxY)(f),

de modo que

VVE(X,Y) = X(Y(f)) — (VxY)(f).

Em particular, para X = 0; e Y = 0;, utilizando a férmula (1.3), temos:

VV£(0s,05) = 0:(05()) — (Vo,05)(f) = fij — fiT;, (1.5)
onde fi. = % e fy = a»?faij' Denotaremos também VV£(04, 0;) por ViV;f.

1.2 Superficies no Espaco Euclidiano Tri-dimensional

Comecaremos agora o estudo de algumas estruturas geométricas associadas a uma su-

perficie regular £2 C R3.

Definigao 9 (Superficie Regular). Um subconjunto L C R3 é uma superficie reqular se,
para cada p € L, existe uma vizinhanca V de p em R e uma aplicacao x : U — VNI de

um aberto U de R? sobre VN L C R? tal que
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1. x € diferencidvel.
2. x € homeomorfismo.
3. Para todo q € U, a diferencial dxq : R* — R? € injetiva.

Exemplo 2. O grdfico de uma funcdo diferencidvel f: U — R, onde U C R? € aberto, é

uma superficie reqular.

O produto interno natural do R3 induz em cada plano tangente T,X um produto
interno, que indicaremos por (,) (ou (,)p), da seguinte forma: se wi,wy € T,Z C R
entdo (w1, Wy) é igual ao produto interno de wy e wy como vetores em R3. A esse produto

interno corresponde uma forma quadratica I (ou I,), onde I: T,X — R é dada por
I(w) = (w,w) = wl* > 0.

Definicao 10. A forma quadrdtica 1 em T, L definida acima é chamada a primeira forma
fundamental de & em p. Seja (V,x) um sistema de coordenadas em £ e N :V — §? a
aplicacao diferencidvel que associa a cada x(w,v) € x(V) o vetor normal unitario dado
por

Xu X Xy

N(uw,v) := N(x(u,v)) = e X X

(u,v). (1.6)

Dizemos que N é um campo diferencidvel de vetores normais unitdrios em x(V). A
aplicagao N, assim definida, é chamada a aplicacao de Gauss. A superficie £ é dita
orientavel se ela admite um campo N definido em toda a superficie; a escolha de um tal
campo ¢ chamada uma orientagao de X.

A partir de agora, £ denotara uma superficie regular orientavel, com uma orientagao
N. Como dito anteriormente, a aplicacao de Gauss é diferenciavel, e a diferencial dN (ou
dN,) de N em p € L é uma aplicacao linear de T, X em T,Z (omitimos o indice p quando

ficar claro a que ponto da superficie estamos nos referindo). Com isso, temos as seguintes

definigoes:

Definicao 11. A forma quadrdtica 11,, definida em T,X por II,(v) = —(dN(v), (v)), €

chamada a sequnda forma fundamental de £ em p

Definigao 12. Seja C uma curva reqular em X passando por p € L e K a curvatura de C
em p, e cos(0) = (n,N), onde n é o vetor normal a C e N € o vetor normal a £ em p.

O nimero k, = k(n,N) € chamado a curvatura normal de C C £ em p.
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E facil ver que todas as curvas de X que tém, em um ponto p € X, a mesma reta tan-
gente tém, neste ponto, a mesma curvatura normal, o que nos permite falar em curvatura
normal ao longo de uma dada diregao em p.

Para cada p € X, existe uma base ortonormal e, e; de T,Z tal que dN(e;) = —«kje;
e dN(ey) = —ksges, onde Ky € Ky (K; = Ko) 8830 0 méaximo e o minimo da segunda forma,
fundamental II,, restrita ao circulo unitario de T, X, denominadas as curvaturas principais
em p; as direcoes correspondentes e; e es sao denominadas direcoes principais em p.

Agora, introduziremos alguns conceitos fundamentais no estudo da geometria diferen-

cial de superficies.

Definigao 13. Sejap € L e seja ANy, : T, Z — T, X a diferencial da aplicagao de Gauss.
O determinante de ANy, € chamado de curvatura gaussiana K de L em p. O negativo da

metade do trago de AN, € chamado a curvatura média de L em p.

Em termos das curvaturas principais k; e Ky, podemos escrever
1
K:K1K2, H:§(K1+K2).

O operador A = —dN : T,M — T,M ¢é denominado o operador de Weingarten (no

ponto p), em termos das curvaturas principais a norma de A é dada por
2 2 2
A" = k] + 5.
Com um simples cdlculo verifica-se que |A]> = 4H? — 2K.

Definigao 14. Se em p € L, K1 = Kg, entdao p € chamado um ponto umbilico de X; em

particular, os pontos planares (k1 = ko = 0) sdo pontos umbilicos.

Proposicao 2. Se todos os pontos de uma superficie conexa sao umbilicos, entao L estd

contida em um plano ou em uma esfera.
Demonstragao. Ver [10], Proposigao 4, pag. 174. [ |

Seja x(u,v) uma parametrizacao de uma vizinhanga do ponto p € X de uma superficie
L, eseja a(t) = x(u(t),v(t)) uma curva parametrizada em £ com «(0) = p. Para sim-
plificar a notacao, convencionaremos que todas as funcoes que aparecem abaixo indicam

seus valores no ponto p. Temos

o =xu +x,v e dN(a') = N'(u(t),v(t)) = Nyu’' + NV,
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e da relagao (N, N) = 1 obtemos que N,, e N,, pertencem a TpZ. Assim podemos escrever

Ny = anxy + azxy (1.7)
Ny = ai9xy + agx,
e, portanto,
dN(a') = (apu’ + appv’)xy + (a4 axnv')x,;
isto é,
u’ ap a u’
AN _ 11 Qa2 (1.8)
v/ o1 QAoo v/
Apés alguns calculos, obtemos
a fF —eG o gF —fG
HTEG P 2TEG P (1.9)
a _ eF—fE o _ fF—gE
TTEG-F T EG-F
onde os coeficientes da primeira e segunda forma fundamental sao respectivamente
E = <Xu,X\,>, F= <Xu,XV>, G= <Xu,X\;>,
€ _<Nuaxu> = <N7 qu>7
f = _<NV7XLL> = <N7Xuv> = <N7Xvu> = —<Nu,XV>,
g = _<Nvaxv> = <N7va>-
Dessa forma, também obtemos as férmulas para as curvaturas gaussiana e média
eg—f?
K =det(ay) = —=——— 1.1
€ (a )) EG . F2 ( 0)
e
1 eG — 2fF 4+ gE
H= 1.11
2(011+<122) B ( IG_F ) ( )

Exemplo 3. Vamos determinar a curvatura gaussiana dos pontos do toro, cobertos pela
parametrizacao
x(u,v) = ((a+ bcos (u)) cos (v), (a + bcos (u)) sin (v), bsin (u)),
a>b>0 O<u<2m 0<v<2m
Para o cdlculo dos coeficientes da sequnda forma fundamental (e, f,g), necessitamos do
vetor normal N. Para 1sso calculamos primeiro:
X. = (—bsin(u)cos(v),—bsin (u)sin (v),bcosu),

= (—(a+bcos (u))sin (v), (a + bcos (u)) cos (v),0),
Xuu = (bsinh (u)sin (v), —bsin (u) cos (v), 0),

= (—(a+bcos(u))cos(v),—(a+ bcos (u))sin (v),0).
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Com os valores acima, podemos obter os coeficientes da primeira forma fundamental
E=(xwxX)=b% F={xu%)=0 G=(xyx,) =(a+bcos(u))’

Introduzindo os valores acima nos coeficientes da sequnda forma fundamental , e lem-

brando que o vetor normal € dado por (1.6 e que |x, X x| = VEG — F2, temos

e — Xu X Xy X o (Xu, Xvs Xuu) _bz(a—l—bcos(u)) —-b
o\ xox VEG—F2  bla+bcos(u)
Dessa forma, ganhamos
“blatbeosw) 7 9T blatbeos(u)) '

Finalmente, como a curvatura gaussiana € dada por , temos que

cos (u)
b(a+bcos(u))

Observagao 4. Da expressao acima, decorre que K = 0 ao longo dos paralelos w = 5

e 37“; os pontos desses paralelos sao, portanto, parabolicos. Na regiao do toro dada por
F<u< 37”, K € negativa (note que b >0 e a > 0); os pontos dessa regido sao, portanto,
hiperbdlicos. Na regido dada por 0 <u < 5 ou 37“ <u < 2m, a curvatura € positiva e os

pontos sao elipticos.

Antes de prosseguirmos, é oportuno fazer uma breve pausa para apresentar o conceito

de superficie minima.

Definicao 15. Uma superficie parametrizada reqular é chamada minima se, a sua cur-

vatura média € identicamente nula, isto €, H= 0.

Retomando os conceitos previamente definidos e utilizando as mesmas notacoes, po-

demos expressar as derivadas dos vetores x, e X, na base {Xx., X, N}, obtendo

Xuw = Myxu +THx, + eN,
Xuv = Ihxe + TEx, + N,
g i oty (1.12)
Xou = Nyxu + 2%, + N,
Xpv = TyXu + T3x, + gN,

onde os coeficientes F{;,

1,j,k = 1,2 sao chamados simbolos de Christoffel de X na para-
metrizacao x.
Finalizamos a secao com um caso particular do Teorema de Gauss-Bonnet para su-

perficies compactas e orientaveis:
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Teorema 2. (Gauss-Bonnet) Seja & uma 2—wvariedade orientada, compacta munido

com uma métrica de Riemanniana. Entado,

J K dA = 2mx(Z),
z

onde X(M) € a caracteristica de Euler (que é igual a 2 se L for uma esfera, 0 se for o

toro e 2 — 2g se for uma superficie orientdvel de género g).

Demonstragao. Ver 18], Teorema 9.7, pdg. 167. [ |

1.3 Espacos de Sobolev W™P(Q))

Os espagos de Sobolev sao uma generalizacao dos espacos de Lebesgue, introduzindo a
nocao de derivada fraca para funcoes. FEssa ferramenta é fundamental para o estudo
de equagdes diferenciais parciais (EDPs), andlise funcional e diversas outras areas da
matematica.

Nesta secao definiremos Espacos de Sobolev, apresentaremos algumas de suas prin-
cipais propriedades e um caso particular. Usaremos [5] como referencia principal dessa

secao.

Definicao 16. Seja Q C R™ um subconjunto aberto, k € N (ordem das derivadas) e
1 <p < 0. O espaco de Sobolev W*P(Q) ¢ definido como o conjunto de funcies
u e LP(Q) cujas derivadas fracas até a ordem k também pertencem a LP(Q). Matemati-
camente:

WEP(Q) ={uelP(Q) | D*u e LP(Q), Y com |of < k},

onde x = (q,...,0%n) € um multi-indice e || = & + -+ -+ xn. A derivada fraca D*u €

definida via integracdo por por partes contra fungoes de teste d € CX(Q) :

JQ uD%p dx = (—1)« L D*ud dx.

A norma em W¥*P(Q) € dada por:

1/p
(S omlt,) 1<p<oo

max| <k [[Duf|r, p = 0.

[[ullwes

FEsta norma captura tanto a fun¢ao quanto suas derivadas generalizadas, garantindo con-

trole sobre a regularidade global.
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Observacao 5. No caso p = 2, o espaco W¥2(Q) serd representado por H*(Q) que é

um espaco de Hilbert com o produto interno
(W, V) o) = Z J D*uD*v dx.
o <k 7 2

e a norma induzida L

Whxiay = | D J IDuf* dx

o <k 2
Propriedades Analiticas Fundamentais

Teorema 3 (Completude de W*P(Q)). Para 1 < p < oo, W*P(Q) € um espago de
Banach. Em particular, toda sequéncia de Cauchy em WP (Q) converge para uma funcao

no proprio espaco.

A completude é essencial para garantir a existéncia de solugoes em problemas de
minimiza¢ao, mas a utilidade pratica dos espacos de Sobolev depende de como suas fungoes

se relacionam com espacos cldssicos, como C*(Q). Isso motiva os teoremas de imersao.
Teorema 4 (Teorema de Imersao de Sobolev). Seja Q C R™ um dominio Lipschitz.

1. Caso Continuo: Se k > %, entao:

WEP(Q) — CY(Q).

2. Generalizacao: Se k — % > m, entao

WEP s C™(Q).

Exemplo 4. A funcao u(x) = [x|=% em R3\ {0} pertence a W'? se o < 1/2, mas nao é
continua se x > 0. O Teorema () explica essa aparente contradi¢ao: parap =2, k=1,

en =23, k<n/p logo aimersao em C° ndo se aplica.

Teorema 5 (Teorema de Rellich-Kondrachov). Se Q ¢ limitado com fronteira suave, a

imersao WHP(Q) — LP(Q) é compacta para 1 < q < p*, onde p* = B

n—p°’

Sequéncias limitadas em WYP(Q) possuem subsequéncias convergentes em LP(Q),

ferramenta crucial para demonstrar existéncia de solugoes via métodos variacionais.
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Teorema 6 (Desigualdade de Poincaré). Para u € Wy (Q) (fungées com trago zero na

fronteira), existe C = C(Q,p) > 0 tal que:
lhuler @) < ClIVullr ()

- A 1
Observagao 6. Como consequéncia desse Teorema, temos que em Wy*(Q), a norma
IVullir € equivalente a norma de Sobolev, simplificando a andlise de coercividade em

EDPs.

Nos resultados do capitulo |3 usaremos um caso particular especifico do espaco de
Sobolev H?([—1,1], (0, +00)), associados & geometria de superficies de revolucao. Tais
funcoes descrevem perfis radiais que, ao serem rotacionados em torno de um eixo, geram

superficies suaves, com aplicacoes em geometria diferencial e otimizacao de formas.



Capitulo 2

Funcional de Willmore

Neste capitulo, inicia-se a apresentacao do funcional de Willmore aplicado a superficies X

de classe C*, fechadas e orientaveis.

2.1 Definicao do Funcional de Willmore

Considere ¥ uma superficie diferencidvel de classe C*, orientada, fechada e f : £ — R3

um mergulho de classe C* da superficie £ no espaco euclidiano tri-dimensional R3.

Definigao 17. (Funcional de Wilmore) Seja Fs o espaco de todos os mergulhos de
classe C*® da superficie L sobre o espaco euclidiano tri-dimensional R3. Entao, definimos
o funcional

W: Fr - R

f = W(f) :J H2dA,
z

onde H representa a curvatura média e dA denota o elemento de drea da superficie L.

(2.1)

Observagao 7. Para cada f € £, chamamos W(f) a energia de Willmore da superficie
f(x).
Exemplo 5. Considere o mergulho padrao do toro T?(a,b) em R?, dado pela aplicacao

f: T%(a,b) — R3
x = f(x) =x,

onde T?(a,b) representa o toro dado pela sequinte parametrizacao

x(u,v) = ((a+ bceos(u))cos (v), (a+ bcos (u))sin (v), bsin (u)),

a>b>0, O<u<?2mr, 0<v<2m

19
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Para calcular a energia W(f), € necessdrio obter os coeficientes da primeira e da sequnda
forma fundamental do toro T?(a,b), os quais podem ser encontrados no exemplo (@

Assim,
E=b2 F=0, G=(a+bcos(u))?

e=b, f=0, g=(a+bcos(u))cos(u).

Consequentemente, ao determinar a curvatura média H, obtém-se

o eG—2fF+Eg b(a+bcos(u)?+b*(a+bcos(u))cos(u)  a+2bcos(u)
 2(EG—f2) 2b2(a + bcos (u))? ~ 2b(a+beos (u))’

donde

e (@ +2bcos (u) \? _a?+4abcos (u) +4b? cos? (u)
~ \2b(la+bcos(u)) 4b%(a + b cos (u))?

Assim, W(f) do toro T?(a,b) € o sequinte

W(f) = H2dA

JT2(ab)
_ (27 (27 (a2 + 4ab cos (u) + 4b? cos® (U)> VEG — P2 dudv
Jo Jo 4b?%(a + b cos (u))?

(27 (27 /a2 + 4ab cos (1) + 4b2 cos? ()
Jo Lo ( 4b?(a + b cos (u))?
(27 (27 /a2 + dab cos (u) + 4b2 cos? (u)
Jo Lo ( 4b(a + bcos (u))

r27C p27T (12
_ dud
I, (4b(a+bc0s(u))+cos(u)) v

JO
a2 27 p27T dLLdV 27 p27T
= — — dud
4b 4[0 Jo a+ bcos (u) +Jo Jo cos (u) dudv

_a? J2”J2” dudv
"~ 4b |, Jo a+beos(u)

Veja que a funcao a ser integrada so depende da varidvel u, e assim permitindo a usar a

) b(a+ bcos(u)) dudv

) dudv

integral impropria:

2 27 2 T
a‘m du a“T du
win =57 | = ,
2b J, a4+ bcos(u) b Jo a+ bcos(u)
Onde a ultima igualdade se justifica pela funcao que estd sendo integrada ser par. Fazendo
a substituicdo z = tan (%), temos que W — T =—> z — 400, cos (U) = Lﬁ—zz, du = ffzzg.
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Logo,

a’m (™ du
W(f) =
(f) b L a+ bcos (u)

a’m Ja 2dz
= — lim
b >+ )y a+b+ (a—Db)z?
2a%m _ € dz
= —— hm

bla+b) emtoo )y 14 %22

—ﬂ lim ﬂ arctan a-b € | —arctan a;b 0
~ bla+b)emto| a—D> a+b a+b

2a%m , a2 — b2 ( a—>b ]
=—"—"  lim |—— arctan - .t
a

b(a+b)es+o| a—Db

B 2a°1  m/a+b
~ bla+b) 2V/a—b’

a+b

pois a continuidade da func¢ao g(x) = arctan ( -x> garante que

lim g(x) _E\/aQ—b2 _ m/a+bya—b m/a+b
x%+oog _2 a—b>b N Q(G—b) _QM.

Com 1isso, ganhamos a energia de Willmore

W(f) a’®Va+b a’m? o art us S
~ bva—bla+b) bYa—-byatb bvaZ—b> bYa?Z—b> cvI—c?
a2

b
ondec:a ece (0,1), poisa>b.

O teorema abaixo fornece uma estimativa inferior para o funcional de Willmore, que

¢ atingida somente no caso da esfera.

Teorema 7. ( [29], Willmore (1965)) Seja & uma superficie de género 0. Entdo, para
todo mergulho f: Z — R3 temos

W(f) > 4m.
Além disso, W(f) = 47 se, e somente se, f(L) € uma esfera euclidiana.
Demonstracao. Seja f: Z — R3? um mergulho e denote por k; e ks as curvaturas principais

em p € f(X) tal que
1
K:K1K2 e HZQ(Kl—I—Kg),
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onde K e H sao, respectivamente, as curvaturas gaussiana e média. Sabemos que

. 2 1 1
H?2 :(§(K1+K2)> 21(K§+2K1K2+Kg):K_§K1K2+Z(K%+Kg)

2
=K+ (%(Kl — K2)> .

2
W(f) = JZ <K + (%(Kl — Kg) > dA = L KdA + }1 L(K1 — Ko)?dA.

Veja que ao usarmos o Teorema [2| (Gauss-Bonnet) ganhamos,

Portanto,

W) = 2mE) + 1 | (1 = ka)*dA,

Como a superficie  tem género 0, entao x(X) = 2. Logo,

1
W(f) = 4t + ZJ (k1 — Ko)2dA > 4m, (2.2)
bx

Note que, como (k; —K3)? > 0, a integral acima nao pode assumir valores negativos. Além
disso, se W(f) = 4m, entao de segue que K; = Ky em cada ponto de f(X). Dessa
forma, cada ponto de f(ZX) é um ponto umbilico. Como f(X) é uma superficie compacta
e conexa, podemos aplicar a Proposicao [2| implica que f(X) é ou um plano ou uma esfera
euclidiana. No entanto, como f(X) é compacta (e, em particular, limitada), concluimos
que f(X) é uma esfera euclidiana. Reciprocamente, se f(£) é uma esfera euclidiana, entao

é parametrizada por
x(u,v) = (rsin (u) cos (v), rsin (u) sin (v), rcos (u)),
O<u<m 0O0<v<2m
Por um calculo direto, ganhamos
E=12 F=0, G=r%sin’(u)
e=-1, f=0, g=—rsin®(u).

Assim, pela equagao (|1.11]), temos que H = —1/r. Com isso,

T 27T 1
W(f) = J H2dA = J J —71?sin (u) dvdu = 4.
z

0 Jo T

Isso completa a prova do teorema. |
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Além do Teorema [7, Willmore no mesmo trabalho conjecturou para superficies de
género 1, a qual o valor da energia de Willmore satisfaz W(f) > 272, com igualdade
ocorrendo se, e somente se, a superficie £ for um toro T2. Essa conjectura foi provada por
Fernando Coda e André Neves em ( [20], 2014). Com base nisso, apresentamos a seguinte

observagao do exemplo (|5)).

Observagao 8. Note que a energia de Willmore do toro T?(a,b) € dada por

7.[2
W(f) = ————
(f) i

b
onde ¢ = 5 € c € (0,1), pois a > b. Agora, considere W(f) = W(f)(c), ou seja, W(f)
como funcao de c. Assim,
2 2
W) (c) = _ " (e
c2(1—c?)
— s
- + ,
c2y/1—c2  V1—c2

obtemos W(f)'(c) = 0. Agora calculando W(f)"(c), ganhamos

2¢3 )+ 4m%c
2v/1 — ¢2 34/ (1 —c?)>

Veja que quando ¢ =

Sl

2

W) (¢) = —F <2cx/1 sl

c*(1—c?)

2

—2m 4Am%c
= +

7.[2
VI o fl—cp 3=

Portanto, temos que W(f)”(\/ié) = % > 0. Conclui-se, entdao, que W(f)(c) atinge o seu

Ve € (0,1).

valor minimo quando a = /2 e b =1, ou seja, W(f)(c) = 2n%. Dessa forma, mostra-se

que a igualdade € atingida quando a superficie L é um toro T?.

Para superficies de género g > 2, nao sao conhecidos resultados analogos, permane-

cendo um problema em aberto na geometria diferencial.

2.2 Propriedades do Funcional de Willmore

Neste secao, estudaremos algumas propriedades do funcional de Willmore dado por ([2.1]).

O funcional de Willmore, além de ser limitado inferiormente, também ¢é limitado supe-
riormente. Isso implica que existe um valor méaximo para o funcional, o que é importante
para a analise da estabilidade e da geometria das superficies que minimizam o funcional.

Para tanto, precisamos da seguinte definicao.
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Definicao 18. Sejam & C R3 uma superficie reqular e X a curvatura gaussiana definida

em X. Dizemos que L € conexa quando K(p) >0, Vp € L.
Entao a partir dessa definicao ganhamos

Teorema 8. (Willmore (1965)) Seja & uma superficie tal que f(X) € uma superficie
conveza e com drea A entdo,

4t < W(f) < MA,

onde

. B AK(P)}
M_pzf(%){K(p) Kip) J’

e AK € o Laplaciano da funcao curvatura gaussiana em f(X).
Além disso, o funcional de Willmore também ¢é invariante sob transformacoes confor-

mes em R3.
Teorema 9. (Blaschke (1929)) Seja X uma superficie. O funcional de Willmore

W: Fr - R?

f +—>W(f)=J H2dA.
z

é invariante sob transformacoes conformes em R3. Isto é, se f € T, entdo
W(f) =W(T o f),
para toda transformacdao conforme T : R3 — R3.

Neste trabalho, nosso objetivo é explorar o funcional de Willmore em superficies com
bordo. Nesse contexto, discutiremos apenas os teoremas acima, ) e @D, cOmo propri-
edades fundamentais para superficies fechadas. Optamos por nao apresentar suas de-
monstragoes aqui, entretanto, as demonstragoes podem ser encontradas em [4]. Essa
abordagem nos permite focar nas propriedades mais relevantes do funcional de Willmore
para superficies com bordo, destacando os resultados essenciais para o desenvolvimento

do tema desta dissertacao.

2.3 Equacao de Willmore

Um dos resultados essenciais deste trabalho é a Equacao de Willmore, que caracteriza os
pontos criticos do funcional de Willmore, sendo fundamental para a andlise variacional

das superficies.
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Equacao de Euler

Um método para encontrar o infimo da energia de Willmore ([2.1) sobre o espago das
imersoes de L em R? ¢ aplicar as técnicas do calculo de variacoes. As superficies que
satisfazem a Equacao de Willmore sao conhecidas como superficies de Willmore, e ex-
ploraremos essa condicao nas provas dos teoremas dos capitulos a frente. As defini¢oes e
resultados a seguir sdo baseados nas referéncias [14},26].

Seja f : £2 — R? uma imersao isométrica de uma superficie conexa,fechada e orientdvel,
cuja orientacao é dada pelo campo normal unitario N.

Uma variacao de f é uma aplicacao suave ¥ : (—e, €) x Z — R? tal que ¥ : £2 — R3?,
definida por W (p) := ¥Y(t,p), é uma imersao para cada t € (—e, €). Além disso, ¥y = f.
Denotemos por H(t) a curvatura média de W{(Z) e por dA(t) = dA o elemento de drea
de X induzido por V¥,.

Seja V(p) = %Itzo o campo variacional de ¥, e ¢(p) = (V(p), N(p)). Para toda
funcao suave ¢ : X — R existe uma variacao ¥ tal que ¢(p) = (V(p), N(p)). De fato, é

suficiente considerar a variagao normal

Y(t,p) =f(p) +t- d(p) - N(p).

Com as notagoes introduzidas, é conhecido na literatura [14,26] que valem as seguintes

relacoes apresentadas no lema abaixo.
Lema 1. Vale:

1. 2H/(0) = Ad + dIA]Z;

d(dA¢)

2. dA’(0) = m

— —2¢pHdA.

t=0

Agora vamos considerar o funcional de Willmore como uma fung¢ao na variavel t €
(—e, €), isto é,

W:(—e,e) >R

definido por W(t) = J H2(t) dA,. Neste caso,
T

W(0) = L (2H - H'(0)dA + H?dA’(0)) dA

= J (HAG + HP|AP — 2H?$) dA.
z
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Agora, usando que —HA® + $AH = div(—HVd + $VH) e aplicando o Teorema da

Divergéncia [I], temos
W'(0) = L (GAH + HO|A* — 2H?$) dA
= L ¢ (AH + H(IA]? — 2H?)) dA.
Finalmente, usando que |A]?> = 4H? — 2K obtemos
W'(0) = L ¢ (AH + 2H(H* — K)) dA.

Desde que a igualdade obtida vale para toda funcao ¢ : £ — R, concluimos que X é

ponto critico para o funcional de Willmore se, e somente se,
AH + 2H(H?* — K) = 0.
Assim, obtemos o seguinte resultado, atribuido a Thomsen e Schadow:

Teorema 10. (Thomsen e Schadow (1923)) Seja L uma superficie compacta e ori-
entdvel em R3, que € imagem de uma imersio f : L2 C R® — R3. Entdo, £ € uma

superficie de Willmore se, e somente se, satisfaz a condi¢do:
AH + 2H(H? — K) = 0. (2.3)

Em particular, a Equacao de Willmore, que caracteriza os pontos criticos do funcional
de Willmore, é fundamental para a analise variacional das superficies, oferecendo uma fer-
ramenta crucial na nossa investigacao sobre superficies com bordo, abordas nos proximos

capitulos.
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Superficies de Willmore Simétricas

com Bordo

Na secao anterior, foi apresentado o funcional de Willmore para superficies fechadas, ou
seja, sem bordo. No entanto, no contexto de lentes para Correcao da Presbiopia, as su-
perficies possuem bordos. Portanto, é necessario permitir que X seja uma superficie com
bordo. Para tal, NITSCHE abordou este problema em seus trabalhos [22,23], estabele-

cendo a seguinte definicao.

Defini¢ao 19. Seja Jx o espaco de todas as imersoes diferencidveis de L sobre R® e os

parametros reais y, W, Hy. Definimos o funcional

F: jz—)RS

b — F(P) = L ®(H, K) dA,

(3.1)

com ®(H,K) = u+ (H—Hp)? —vK. Aqui H representa a curvatura média, K a curvatura

de Gauss e dA denota o elemento de drea.

Neste trabalho, estudaremos o caso quando Hyg = u = 0, no qual F assume a forma:

W, (L) ::J szA—yJ KdA, 0<y<L (3.2)
b b
Este funcional é conhecido como funcional de Willmore quando v = 0, o qual foi apre-

sentado na secao anterior . Observe que, para y € [0, 1], o funcional W, é nao-negativo.

Para verificar isso, seja Ky, Ke € R as curvaturas principais da superficie . Entao, temos

4(H? —yK) = (K1 + K2)? = 4yKiky = (1 =) (k1 + K2)* + (k1 — k2)* > 0 ¥y € [0,1],

27



Capitulo 3. Superficies de Willmore Simétricas com Bordo 28

0 que prova a nao-negatividade de W,. Além disso, a desigualdade estrita W, (X) > 0 ¢

valida para qualquer superficie nao plana se 0 < vy < 1.

Exemplo 6. Considere a superficie X, definida como a calota esférica de rato R > 0
centrada na origem de R?, delimitada pelo plano z =h, com 0 < h < R. A superficie &

€ parametrizada por
x(u,v) = (Rsin (u) cos (v), Rsin (u) sin (v), Rcos (u)),
0<u<arccos (B) e 0<v<2m

O bordo de X € o circulo no plano z =h, dado por
0L ={(x,y,z) eR*: x*+y>’=R>—h* z=h).

Nosso objetivo € calcular Wy (X), definido em (3.2). Como L é uma por¢ao de uma esfera,

as curvaturas gaussiana K e média H sao constantes, dadas respectivamente por

1 1
e H=—=.

K=—
R2 R

Com isso, substituindo os valores na defini¢do do funcional, ganhamos o valor de Wy (Z).

1 1
W, (L) :@LdA—y@LdA.
1 27 arccos(%) R2 ‘ d d 1 27 arccos(%) R2 . d d
—@L L sin (u) du v—y@L L sin (u) dudv

arccos R arccos R
= 27(J sin (u) du — 27tyJ sin (u) du
0 0

3.1 Problema de Valor de Bordo de Dirichlet

Nesta secao, sera investigado o funcional de Willmore no contexto particular de superficies

de revolucao.

3.1.1 Superficie de Revolugao

Seja u € C2([a,b], (0,00)), com a < b. Ao rotacionar a curva (x,u(x)) C R? em torno

do eixo x, obtemos uma superficie de revolucao £ C R?, parametrizada por

f(x, @) = (x, u(x) cos(@), u(x)sin(¢)), x€la,bl, ¢ €[0,27].
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Neste contexto, o termo “superficie” refere-se tanto ao conjunto £ quanto a parametrizacao
f. Vamos assumir a condicao w(x) > 0, para garantir que f é um mergulho, assegurando
que L ¢ uma superficie regular imersa em R3.

Para determinar as propriedades geométricas da superficie, devemos calcular as primeiras

e segundas formas fundamentais. Os vetores coordenados dados pela parametrizacao sao

of . of

5 = L cos(@) u'(x)sin(e), =~ = (0, ~u(x)sin(e), u(x) cos(e)).
¢

A partir desses vetores, podemos determinar o tensor métrico (primeira forma fundamen-

tal) gi; que é definido por

(BN i g m g = (220 Z, g = (220N ey
gi11 = o ox/ ; J12 = Q21 = ax’a(p =U, 922 = aq)’a(p = .

Assim, a matriz da métrica A = (gy;) é dada por

A gi1 912 _ 1+u/(x)? 0 ’

g21 922 0 u(x)

temos B2 = det(A) = g11922 — (g12)? = u(x)?(1 +u/(x)?). Entdo o normal unitdria N,

que aponta para o interior da superficie, é dada por

1 .
N(x, @) = ———=(u'(x), —cos(@), —sin(¢)).
1+ u/(x)?
Com isto, temos que
of ON u”(x) of
dN|— | = — = —;
0x ox  (1+u/(x)2)3/20x
() ZON_ ko
e/ 00  uX)([1+uw(x)?)20e
As curvaturas principais K; e Ky da superficie sdo os autovalores do operador A = —dN,
entao
u’(x) 1
Ky = — Ko =

L+w2)2 7 ux)/1I+u(x)?

A partir disso, a curvatura média H e a curvatura gaussiana K podem ser obtidas, res-
pectivamente, como

K1 + Ko . —u"(x) 1

H=——7—= 2(1 +u'(x)2)3/2 - 2u(x)y/T+w/(x)?

LL”(X)
u(x)(14u/(x)?)?

K:K1K2:_
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Para a curvatura gaussiana total, temos

B b u//(x) B u’(x)
L: KdA = —27'(Ja (1 —|—LL’(X)2)3/2 dx = _27Tl—i——u'(x)2 )

(3.3)

Além disso, ao substituir os valores encontrados de H e K na equacao (ﬂ), obtemos que

W, (X) assume a forma

b " 2
Wylw)=Wy(2) = EJ ((1 +11EZ))2)3/2 - 1 2) ulx)y/1+u/(x)? dx
b

a u(x)y/1+u'(x)
u'(x)

1oy L
1+ u'(x)? .

(3.4)
Uma propriedade fundamental da energia W, é sua invariancia sob redimensionamento,
o que significa que o valor de W, permanece inalterado quando a superficie é escalada

proporcionalmente em todas as direcoes.

Lema 2. (Invariancia de W, sob redimensionamento) Dada uma fung¢io u €
H2([—1,1], (0, +00)) e T > 0, seja u, € H2([—1/7,1/7], (0, +00)), definida como u,(x) =

@, o redimensionamento de w por 1/r. Entao, a aplicagio v — W, (u,) € constante

para v € (0,400).
Demonstragao. Observamos inicialmente que u;(x) = u’(rx) e u/(x) = ru”(rx), com
u/(+1/r) =u’(£1). Substituindo esses valores em )7 obtemos

/T " 2
Wy () = gf ( ru{rx) ! ) Lurx) /TH W) dx
() T

Cie \ (T HU/(rx)2)3/2 a u(rx)y/1 +u’
1/r

u’'(rx)

ATy ————
Y 14+ u/(rx)?

—1/r

Realizando a mudanca de varidavel X = rx, que implica dx = rdx, podemos reescrever a

integral como

2
_ T 1 LLN(7~() 1 . __ )
W, () = Ej_l <(1 TR NG +u’(72)2> u(x)y/1+u/(x)2dx
1

u'(x)

1+u/(x)?

+27my

—1

=W, (u).

Note que a integral acima retorna a forma original de W, (u). Portanto, a invariancia

do funcional W, sob o redimensionamento por r estd estabelecida. Concluimos que
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W, (u,) = W, (u), provando que a aplicacdo r — W, (u,) ¢é constante para r € (0, +00).

3.1.2 Notacao

Nesta secao, apresentamos os conceitos e defini¢oes que serao necessarios ao longo deste

trabalho. Em particular, definimos o niimero real o* como

cosh(y)  cosh(b*)

i ip == T = S = sinh (b7) A 15088795 (3.5)
com b*~1.1996786... resolvendo b*tanh (b*)=1. (3.6)

Para o > «*, o* definido em (B.5]), introduzimos os nimeros by («) e by(et) definidos da

seguintes forma

_cosh(b)

by (o) ;= inf {b >0: . cosh(b)

Soc} e by(x) ::sup{b>0. 5

< oc} , (37)

que sao bem definidos. Observe também b* € {b >0: %@ < oc}, pois

h(b*
® > o = sinh(b*) = Cosb—ﬁ).

Donde vale a desigualdade 0 < bi(x) < b* < by(ax) < +00, e deduzimos a seguinte

relacao

sinh(b; (o)) < sinh(b*) = o* < sinh(by()). (3.8)
Definicao 20. Para o« > 0 e 3 € R, introduzimos o espaco de fungoes:
Nop i={u € H ([—1,1]) s u(x) > 0,u(x) = u(—x),u(+1) = a e u'(—1) = B},

Junto com

Ty (wp) = inf{W,(u):ue€ Ngpl, para yel(0,1].

Por razoes técnicas, nao trabalharemos diretamente em Ny g, mas sim no espagco menor

N g definido como
Nap ={ueNyp:sea>aoe—a<B, entiou (x) < o em [0,1]}, (3.9)

com

Ty (ap) =Inf{ W, (u) :uw e Nyp}, paray € [0,1]. (3.10)
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3.1.3 O Problema do Valor de Bordo de Dirichlet

Neste capitulo, estamos trabalhando com superficies de revolucao L C R3, geradas pela
rotacao do grafico de uma funcao suave simétrica w: [—1, 1] — (0, 00) em torno do eixo x.
Dentro dessa classe de superficies, o nosso principal objetivo é buscar solugoes da equacao

de Willmore, conforme apresentada na equagao ([2.3]), sob as seguintes condi¢oes de bordo

v
xy/1+u(£1)2

onde o principal teorema deste capitulo é o Teorema [I2] Para chegar a esse teorema, no

u(+l)=a>0 e H(£l) = para vy € [0,1], (3.11)

entanto, devemos primeiro revisar o resultado de existéncia para o problema de valor de
bordo de Dirichlet dado em ([3.12)), conforme apresentado em ( [7], Teorema 1.1). Esse
resultado ¢ véalido tanto para os casos y = 0 quanto y = 1.

Além disso, observamos que qualquer solucao desse problema é um ponto critico do
funcional W, independentemente do valor de y. Isso ocorre porque, conforme mostrado
na equagao (3.3), a curvatura total de Gauss da superficie é constante, dependendo ex-
clusivamente do parametro 3.

Por fim, também analisamos as propriedades de monotonicidade da energia minima
Ty («,p) €m relacao ao parametro . Esse estudo fornece uma visao mais detalhada sobre
como as caracteristicas geométricas da superficie variam com os parametros envolvidos

no problema.

Teorema 11. ( [7], Teorema 1.1) Para cada o > 0 e € R, existe uma fungdo positiva
e simétrica uw € C*®([—1,1], (0,00)) tal que a superficie de revolugcao correspondente L C
R? satisfaz:

AH+2HH2 —-K) =0 em X,
(3.12)

W) =, w(—1)=—u'(1)=B.

Além disso, W possui as sequintes propriedades:
(1) Wi(u) =Ti (wp),
(2) Se p >0, entdou' >0 em (—1,0),
(8) Se B <0, entdo w possui no mdximo trés pontos criticos em [—1,1].

Observacao 9. A propriedade (1), que nao é mencionada em ( [7], Teorema 1.1), é

vdlida devido a construgao de w como minimizador do funcional Wi na classe Ny g. O
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comportamento mondtono de Ty (o p) em relagao a x, com B fizo, também foi estudado
em [7]. Os valores de o e 3 para os quais um catenoide ou um arco de circulo resolvem
(13.12) marcam pontos onde a monotonicidade dessa energia étima em relagio a & muda
qualitativamente. Em particular, para p >0 e & = B, uma solucdio de (3.12) é um arco
de circulo com centro na origem e passando por (1, ), enquanto para p < 0 e x = o,

com

2
VIER

xXp =

cosh(bx)

v com b = arsinh(—f), € uma solugao de superficie minima

o catenoide u(x) =

para (3.12)). Devido a

p
VITE

as energias minimas T (o gy € T1 («,p) extbem o mesmo comportamento mondtono em

Ty (wp) = Ti(ap) +47(1 —7)

relagdo a «, desde quey e 3 sejam fixos. Assim, os resultados de monotonicidade de [6,|7]

sobre Ty («,p) também sao vdlidos para y € [0, 1].
Proposigao 3. Seja y € [0, 1] fizo.
(i) Para p >0 e % <o <a, tem-se Ty (ap) < Ty.(a.p)-
(1) Para B >0e0< o’ < x < %, tem-se Ty («/.3) > Ty (ap)-
(111) Para p =0 e 0 < &’ < «, tem-se Ty («'.p) > Ty (a.p)-
() Para p <0 e0<a’ <a< oag, tem-se Ty a.p) > Ty (ap)-
(v) Para p <0 eap < o <o, tem-se Ty (ar.p) < Ty, (a,p)-

Demonstracao. Pela definigao de Ny g em ([3.9)), uma das expressoes de T («,p) dada em

(3.10) e pela férmula (3.4) (veja também (3.3))), encontramos:

p
VITE

para todo y € [0,1], € R e o > 0. Assim, as energias minimas T, (x.p) € T1,(a.p)

T%(“,ﬁ) =T17(o(7[5) —|—47‘[(1—’Y) (314)

tém o mesmo comportamento monotonico em relacao a «, desde que y e 3 sejam fixos.
Em [6,7], o comportamento monoténico em o de T (4, p) foi estudado. Na notagao desses
artigos, fl\l;qg denota Ty («p) para @« > o e —sinh(b;) > B > —«, enquanto My
denota T4 («p) para todos os outros valores de o« e 3. Com nossa notagao, podemos

reescrever os resultados monotonicos de [6,[7] da seguinte forma:
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(i) Para B >0e = < o < &, temos T4 (o) < T1,(a.p) POr ( |7], Proposicao. 3.12).
(i) Para >0e0 < o/ < x < %, temos Tq (o, p) > T4 («,p) POr ( [7], Proposicao 3.19).
(iii) Para p =0e 0 < o’ < &, temos Ty («r.3) > T1,(a.p) POr ( [6], Teorema 2).

(iv) ParaB <0e0< o' < x < g, temos Ty (ar.p) > T1, () PO ( |7], Proposicao 4.40
e 4.49).

(v) Para B <0eap < o < «, temos Ty («/.p) < T1,(a,p) POr ( |7], Proposicoes 4.18 e
4.25).

A afirmacao segue diretamente das estimativas acima e de (3.14]).

Para provar o principal resultado deste capitulo necessitamos de varias estimativas a

priori, importantes para solugoes de (|3.12)).

Proposigao 4. Seja x>0, € R eu € C*([—1,1],(0,00)) a funcdo do Teorema tal
que a superficie de revolugao correspondente L C R3 resolva o problema (3.12)). Entdo, u

possut as sequintes propriedades qualitativas:

*

1. Se oo < «*, entao

w1 < max {Iploc, 8

’

V(e + max{L, [B})? — x* > u(x) > min {%ﬂ% %mi}i{“ﬂ_' ix}} ,

com Cy = 8(1 + max{|B], a*}?).

2. Se o > ", entdo

KmaX{Slnh(bz( ,!BI,—”IIBQ}, v/ (o +max({L, [B[})?2 — x2 > u(x)

sinh(bs (o)) 1 max{|p[,o"} 1
\/1_,_[32’ eC1—1 12 eC2—1 1 bo(x) [

mln

com Cy = 8(1 + max{|B], x*}?) e C; = 2cosh(2bs(a))(1 + arsinh(|B])(x — o*)).

(2.i) Se —sinh(b;(x)) = B > —«, temos

0<u(x)<—B<ax eml01]
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(2.ii) Se p > —sinh(b;(«)), temos

_% </(x) <sinh(by(a)) em [0,1] e

VoZ+1—x2>u(x) >

(o) cosh(by(a)x).

Demonstragao. Aqui reunimos os resultados de [7] necessérios para provar as estimativas
a priori para a funcao u do Teorema |11} Utilizamos os seguintes fatos: Primeiramente
a < o implica & < g para todo 3 < 0. Para o < «*, a igualdade o« = g ocorre apenas
quando x = o* e p = —a*. Para o« > o, existem b; = by(x) e by = by(«), definidos em
, tais que b; < b* < by, com b* definido em ([3.6]), e « = cosh(b;)/b; = cosh(bs)/bs.
Finalmente, o« > ap implica sinh(b;) < —f < sinh(bs), enquanto o < ap implica
—p < sinh(b;) ou —f > sinh(by). Note que sinh(b;) < &* < & < sinh(bsy) para todo
o« > o. Essas observacoes decorrem diretamente da definicao de ag em ( e das

propriedades das fungoes y — cosh(y)/y e y — sinh(y).

Prova da propriedade 1: Este é o caso em que x < «*. Comecgamos estimando u’. Se
afy > 1, u satisfaz u’ < 0 em [0,1] e [u'(x)] < B para todo x € [—1,1] ( [7], Teorema.
3.11). Quando «f = 1, temos a solucao explicita u(x) = /1 + «2 —x2 ( [7], Lema. 3.1) e
W (x) <ot Sef>0eaf <1, usatisfaz x+u(x)u'(x) = 0euw' (x) <0em [0,1] (7],
Teorema. 3.18). Segue-se que [u/(x)| < a~!. No caso em que B < 0, seguindo ( 7], Lema
4.27), u tem no maximo trés pontos criticos em [—1, 1]. Além disso, para x € [0, 1], temos
u'(x) < max{—f, "} ( [7], Teorema 4.48) se &« < o*, ( [7], Teorema 4.39) se x = a* e
B # —a* (usando sinh(b;) < «*) e ( 7], Lema 4.1) se « = a* e B = —«*). Se u tiver
exatamente um ponto critico em [—1,1], entao u’ > 0 em [0,1]. Caso contrério, existe
xo € (0,1) tal que u'(xg) = 0, u" > 0 em (xg,1] e ' < 0 em (0,%p). Com a mesma
construgao usada no ( |7], Lema 3.16), podemos assumir que x +u(x)u’(x) = 0 em [0, 1].

Como
x

U.(Xo) = X0, (315)

~ arsinh(—B) (g — )
pelo (7], Lem. 4.29), obtemos pela defini¢ao de g (veja ([3.13))
< _arsinh(—B)(ocB — ) < _cosh(arsinh(—ﬁ)) V1 RE

u'(x) > > _
o o I

Agora estimamos u por cima. Se ag > 1, u satisfaz x +u(x)u’(x) < 0 em [0, 1] (veja |7,

Lema 3.9), e ao integrar essa desigualdade de 0 a x € (0, 1], obtemos

u(x) < v/u(0)2—x2, com u(0)<a-+0p,
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onde a ultima desigualdade decorre de [u(x)| < 3 para x € [—1,1] ( [7], Teorema 3.11).
Quando af = 1, entao u(x) = vV1+ a2 —x2. Se a3 < 1, a funcao u satisfaz x +
u(x)u/(x) = 0 em [0,1] (para f > 0 ( [7], Lema 3.16) e a mesma desigualdade se aplica

pelo mesmo raciocinio, para 3 < 0). Assim, integrando a desigualdade de x a 1, obtemos
ux) < Vi+ a2 —x2 < /(1+a)2—x2 em [—1,1].

Resta provar a estimativa inferior de u. Se $ > 0, entdo u’ < 0 em [0, 1] ( [7], Teorema
3.11) para afp > 1, ( [7], Lema 3.1) quando «ff =1 e ( [7], Teorema. 3.18) para «ff < 1
e B > 0). Segue diretamente que u(x) > u(l) = «. Agora consideramos o caso 3 < 0.

Se &« = a* = g, entdo B = —a* e u(x) = COShtEE*X), com b* definido em ). Nesse

1
caso, u(x) > 5 e, portanto u(x) > arnt Em todos os outros casos, temos & < og.
Relembramos o Lema 4.9 de [7]: Seja v := maxyepo11{u’(x)} e xo = 0 tal que u'(xg) =0

eu >0 em (xg,1]. Entao

_ 1—xo 1 4B
= > v C=-vwWI1++vZ(W ——F—]. (3.16
nin u(x) =ulxo) > vog—, com SYVI+ < (W) + = (52) (3.16)
Distinguimos entre xg < 1/2 e xg > 1/2. No primeiro caso, pela estimativa em u’ ja
provada (u'(x) < max{—f, «*} em [0,1]), e levando em conta a seguinte estimativa de

energia ( [7], Proposicao 6.10)

_ 8B
VI B

a desigualdade ([3.16) fornece:

Wi (u) < + 8tanh <arcsin (—B)M) < 16, (3.17)

. 1 maX{_Ba (X*}
min u(x) > -——————

— o *1\2
x€0,1] Z 9 eCa_ com Cy = 8(1+ max{—p, «*}*).

Se xo = 1/2, segue-se do Lema 4.29 em [7] (veja (3.15])) que

x o 1 o

1 1
ulx) > ulxo) = §arsinh(—[3)(oq3 — ) z 2cosh(arsinh(—B)) 21+ p2’

Prova da propriedade 2: Este é o caso em que o > «*. Comecamos estimando a de-
rivada. O caso > 0 pode ser tratado como o caso x < «*. De fato, a distin¢ao entre
ax < o' e o > " érelevante apenas para 3 < 0. Se B <0, @ > apg e —3 < «, entao
0 <u'(x) < —pf em [0,1] conforme o Teorema 4.24 em [|7]. Se p < 0, x > «p e
—B > «, entao 0 < u/(x) < sinh(by), x € [0, 1] como mostrado em ( [7], Teorema 4.17).

Resta considerar o caso &* < a < xg. Procedemos como no caso o« < «* e 3 < 0. Pelo
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( |7], Lema 4.27), u tem no méximo trés pontos criticos em [—1,1]. Além disso, para
x € [0, 1] temos u’(x) < max{—f, sinh(b;)} < max{—p, sinh(by)} conforme ( 7], Teorema
4.39). Se u tem exatamente um ponto critico em [—1,1], entao u’ >0 em [0, 1]. Caso
contrario, seja xo € (0, 1) tal que u'(xq) = 0. Por Lema 3.16 de [7], podemos assumir que

x+u(x)u’(x) = 0 em [0, 1] e pelo Lema 4.29 em [7], u(xq) satisfaz |3.15| “ Assim, obtemos

pela definicao de o (veja (3.13)

Wix) > — X oo X0 o arsinh(—p)(og — o) _m
Toulx) T ulxo) T o« - x

As estimativas superiores para u podem ser provadas com os mesmos argumentos usados
no caso x < «*. O mesmo vale para as estimativas inferiores para w no caso § > 0. No
entanto, no caso 3 < 0, precisamos de novos argumentos para a estimativa inferior de u.
Se ot > o, temos u > 0 em [0, 1], u(x) < sinh(bs(x)) para x € [0,1], ( [7], Teoremas 4.17
e 4.24). Aqui usamos que —f < sinh(bs(a)) se —f < a. Entao por ) e a estimativa

de energia ( 7], Proposigao 6.8)

—8p

Wi(u) < —W(l—l—arsinh(—ﬁ)(cx 06[3)) 8(1 + arsinh(—f)(oc — ™)),
obtemos

minu(x)>w com C; =2cosh(2by)(1 inh(— — o

uin, o 1 = 2cosh (2by)(1 + arsinh(—p) (o« — «)).

Se o = ap, a solucdo é u(x) = cosh(byx)/b; ou u(x) = cosh(bsx)/by com by < by.
Portanto, u(x) > 1/by para todo x € [—1,1]. Quando & < &g, a ideia é usar a estimativa
em (3.16). Seja xo € [0,1) tal que u'(xg) = 0 e ' > 0 em (xg,1]. Se xo < 1/2,
procedemos como para o« > xg. Pela estimativa de u’ acabada de estabelecer (u’ <
max{—f, sinh(by)} < max{—p, «*}), e pela estimativa de energia em ), a desigualdade
(3.16]) nos d&a

1 _ *
min u(x) > = maX{B—’(x} com Cy = 8(1+ max{—p, a*}*).
x€10,1] 2 eC2—1

> —& 1 . .
Se xg = 1/2, a estimativa u(x) > Ware segue diretamente de (3.15

Prova da propriedade (2.i): A estimativa é provada no Teorema 4.24 em [7].

Prova da propriedade (2.ii): No caso especial f > —sinh(b;(«)), o Lema 4.36 em
[7] nos dd u(x) > cosh(byx)/b; e u'(x) < sinh(b;) em [0,1]. Se u’ > 0 em [0, 1],

entdo u(x) < o« Caso contrario, pelo Lema 4.27 em [7], existe xo € (0,1) tal que
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u'(xg) =0eu’ < 0em (0,%xq). Vemos que u(x) > cosh(b;x)/b; implica que u(xg) > o*xg.
Como x +u(x)u'(x) = 0 em [0, 1] (procedendo como em ( [7], Lema 3.16), encontramos
u'(x) = —1/a* para x € [0, 1], e também u(x) < V1 4+ o? — x2.

n

Corolario 2. Dado qualquer v € [0,1], « > 0 e B € R, existe uma funcio u €
C>([—1,1]) N Ny, tal que a superficie de revolugdo correspondente resolve o problema

(3.12) e, além disso, Wy (u) =T («,p)-

Demonstracao. O Corolario [2] é uma consequéncia imediata do Teorema e da Pro-
posicao (] em particular das partes (2.1) e (2.i1), as quais garantem que u € Ny g, ja que,

para & > *, temos sinh(b;()) < & de acordo com a desigualdade ([3.8]). [ |

3.2 Continuidade e Monotonicidade da Energia em 3

Ao longo das secoes seguintes, consideramos ntmeros reais fixos « > 0 e y € [0,1].
Nesta secao, analisamos o comportamento da energia étima T+ (4,p) em relagao a 3. Os

resultados que obtemos sao os principais ingredientes para a prova do Teorema [12]

3.2.1 Continuidade em f3

Lema 3. Sejay € [0,1] fizo. Se o < &*, entao p — T (x, B) € semicontinua superior-
mente para 3 € R. Se o« > o*, entdo B — Ty (x, ) € semicontinua superiormente para

B eR\{—a}

Demonstragao. Sejau € Ny g e € € R. Considere a funcao com pertubagao definida por
€ 2
U (x) = u(x)+§(1—x ). (3.18)
Primeiramente, verificamos que u, € simétrica. De fato, temos

(=) = u(=x) + Z(1 = %) = uc(x)

onde utilizamos a simetria de u, ou seja, u(x) = u(—x). Além disso, u. satisfaz as

condicoes de bordo da Definicao (. De fato,

U () =u(+l)=a e u.(-1)=u'(—1)+e=p+e.
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Por fim, notamos que uc(x) > 0 para todo x € [—1,1], uma vez que, por hipétese,
u(x) > 0 e |e] < €p, para €g suficientemente pequeno. Portanto, sob essas condicoes,

concluimos u. € No(’[5+e. Agora, consideremos dois casos:

Se ¢ < «* ou —f3 > o Neste caso, implica que ue € Ny gy para |€] suficientemente
pequeno (ver a Definigao (20)).

Se ¢ > «* e B > —a: Nesse caso, a condi¢do u € Ny g implica u'(x) < « em [0, 1].
Assim, temos que

wix)=u'(x)+e<a Vxel0,1],

desde que |e] < €1, com 0 < €; < €g escolhido suficientemente pequeno. Portanto,

Ue € Ny pie. Finalmente, pela continuidade da funcao € — W, (u.), segue que

Ty (ap) = Inf [th( )}2 inf {hmsupT (a,p+e) | =limsup Ty (o pie)-

UENp Le—0 ueNgg e—0 e—0

Logo, concluimos que a funcao 3 — T, () ¢ semicontinua superiormente. [ |

A demonstracao da semi-continuidade inferior de B +— T, (4p) ¢ mais complexa,

exigindo o uso das estimativas a priori estabelecidas na Proposicao [4]

Lema 4. Seja v € [0,1] fizo. Se o« < «*, entio B — Ty (x.p) € semicontinua inferior-
mente para B € R. Se o« > o, entao B — T, («p) € semicontinua inferiormente para

peR\{—a}.

Demonstracao. Sejam T+ («.p) € T/ («,p) @s energias correspondentes a valores distintos

de y. A partir do Corol4rio 2] 2 e da energia de Willmore (3.4)), temos
Ty,(oc,ﬁ) :J H2 d‘A_‘YJ KdA e Ty’7(oc,[3) :J ]_l2 dA_Y/J K dA.
b b3 b b3

Subtraindo essas expressoes, usando a equagao ([3.3) e a Definigao obtemos:

R
Tyr (o) = Ty (ap) — 47l —Y')ﬁ'

Escolhendo agora vy = 1/2 para simplificar a demonstracao. Sabendo que, se T, («,p)
for semicontinua inferiormente, essa propriedade sera valida para qualquer 7y, devido a
relac@o linear entre T,/ () € Ty («.p). Considere uma sequéncia (By)reny C R tal que

converge para algum [3 e R. Seja uy a funcao do Corolario |2 que satisfaz

we € Nog, e Wy () =Ty ()
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ou seja, W, minimiza a energia para cada y. Como (B )xen ¢ uniformemente limitada,
pela Proposicao [d] existem constantes positivas ci, para i = 1,2,3, dependentes apenas

de «, tais que
0<ci <ue(x)<co e |ug(x)] <cgem [—1,1], Vk € N. (3.19)
Além disso, se & > o* e p > —«, entao, pela Proposicao 4| (2.1) e (2.ii), temos
Uy (x) < max{—By, sinh(b;(«))} em [0, 1]. (3.20)

Pela semicontinuidade superior garantida pelo Lema [3] segue que existe uma constante
cs > 0 tal que

TVO,(%Bk) = WVo(uk) < ¢4,

ou seja, a energia T, («.p,) nao diverge quando k — co. Com isso, temos

[ u/(x 1 2
2 J—l (1 +JEX§2)3/2 Cw(x)y/1 +u{<(X)2> el b dx
o wio |
2 VT+u (02| |
(' ( u(x)? 2u//(x)
2 | N+ ul(0)2P  we(x)(1 +ul(x)?)?
uk(X)Q(llJru{((xp))uk(X) 1+ug(x)? dx + 1ﬂ—l:]i2()x)2 )

~ | —

T ! wy (%)% (x) 1 B ! uy (x)
2 Jl ((1 + up (x)?)%/2 * W (x)4/1 +u,g(x)2> dx ﬂjl (1 + g (x)?)3/2 &
mu; (x) 1

A Ful(x)?

Agora, pela equacao (|3.3]), simplificamos para

om ! uy (%)% (x) 1 L my(x)
Wy, () = 5 Jl <(1+u{<(x)2)5/2 +uk(x) 1—|—u{<(x)2> 1T+ u +ul(x)?

1

—1

dx

—1

mul (x)

A Ful(x)2

(w0t 1
~2 L ((1 U2 () 1+uux)2> dx'
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Por (3.19) (constantes dadas anteriormente), temos que ¢; < uk(x) e (1 +uy(x)?) <

(1+ c2), podemos substituir essas estimativas na integral acima. Assim,

1
7t C1 " 2

WYO(uk) = Emjl uk(x) dx. (3.21)

Note que devido a escolha yq = 1/2, os termos de bordo se cancelam. A partir da

desigualdade (3.21]), obtemos a limitacao uniforme da sequéncia em H2([—1,1]) e, apds
passar para uma subsequéncia, o Teorema (Imersao de Rellich) garante a existéncia

de uma funcao u € H?([—1,1]) tal que
u —u em H*([-1,1]) e wx—u em CH([—1,1]).

A convergéncia em C!([—1,1]) garante que u também satisfaz as estimativas em ,
em particular, u(x) > 0 em [—1,1]. Se & < o* ou B < —cx, entdo u € Ny g = Ny p. Por
outro lado, se & > a* e p > —x, entao a estimativa (3.20]) e a desigualdade nos
fornecem que

Uy (x) < max{—By, sinh (b; ()} < «.
Note que uy — w em C!([—1,1]). Assim,
u/(x) < max{—B,sinh(b;(x))} < o« em [0, 1],

e, assim, W € N4 p também neste caso. A convergéncia forte em C'([—1,1]) e a con-

vergéncia fraca em H?([—1,1]) implicam que

(w0 ul) |

Wy, (w) = §J_1 ((1 W + NN +u’(x)2) dx +o(1)
T 1 u”(x)Qu(x) 1

’ §J1 (“ FWOPT T ) 1+u’(x)2) detolt

> W, (u) +o(1).
Juntamente com u € Ny g, isso mostra que

Tyo(a8) < Wy, (u) < lim inf Wy, (wy) = h{gio%f Tyo, (B

k—o00

provando a semicontinuidade inferior desejada. |
Combinando os Lemas [3] e 4] ganhamos.

Corolario 3. Seja vy € [0,1], @ > 0 fizo. Entdo, p — Ty («p) € continua em R se

*

o < o, enquanto para & > &*, ela € continua em R\ {—a.



Capitulo 3. Superficies de Willmore Simétricas com Bordo 42

3.2.2 Monotonicidade para (3 Grandes e Pequenos

Nesta secao, mostramos que 3 — T, (o) ¢ uma funcao crescente para valores de f3
suficientemente grandes e positivos, enquanto é decrescente para valores de 3 suficien-
temente pequenos e negativos. Esse comportamento permite restringir nossa analise a

valores limitados de 3 ao procurar o minimizador absoluto.
Lema 5. Sey € [0,1] e B > B’ = !, entao Ty (ap) > Ty.(ap)-

Demonstragao. Pelo Corolério [ existe uma fungao u € Ny g tal que Wy (1) = T («,p),

isto ¢, u minimiza a energia de W, na classe de fungoes N4 . Seja
x* = inf{x € [-1,0] : u/(x) < B},

note que x* esta bem definido, pois a continuidade de uw’(x) em x € [—1, 0] garante que o

conjunto

A:={xec[-1,0]:u'(x) < B}

é nao vazio (A # 0). De fato, como por hipdtese u'(0) =0 < B’ e uw'(—1) = B > B/,
sabemos que u'(x) atinge o valor B’ em algum ponto do intervalo [—1,0]. Portanto,
conjunto A é nao vazio e limitado em [—1,0], e, como x* é infimum de A, entdo x* esta
bem definido, ou seja, x* € [—1,0]. Além disso, como u'(x) é continuo em [—1,0] e
sabemos que W' (0) =0 < B’ e u'(—1) = B > B’, pelo Teorema do Valor Intermedidrio,
existe um ponto x* € (—1,0) tal que u'(x*) = B’. Uma vez que x* é o menor ponto em
que u'(x*) = B’, segue diretamente que u'(x) > B’ > 0 para todo x € [—1,x*]. Logo, a
funcao u é crescente em [—1,x*] e deduzimos que u(x*) > u(—1) = «. No entanto, como
x* € (—1,0), temos

u(x*) > ofx*|. (3.22)

Agora, seja w € C*®([—1,1]) a funcdo obtida ao redimensionar u|jx+ ] para o intervalo

[—1, 1], ou seja,

w(x) = : (3.23)

onde 1 = |x*|. Por construgao, usando o fato de que u'(x*) = 3’ e a desigualdade ([3.22]),
ganhamos

w(=1)=p" e w(£l)> (3.24)
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Pela invariancia do redimensionamento da energia, ao aplicamos o Lema [2, ganhamos
Wy (W) = W, (uljx+,_x+)). Por hipdtese, temos B’ > o~ o que implica o > B’~*. Assim,
por (3.24), temos w(£1) > o > B’~L. Com isso, aplicando a Proposicao (i), obtemos
Ty (wp) Z Ty, (a8
Portanto,
Ty (p) = Wy (W) Z Wy (Ul —x1) = Wy (W) 2 Ty wizn,p) > Ty (apn-
Aqui usamos que W, (u) > W, (w), o que segue de y € [0, 1]. [ |

Observacao 10. Na verdade, este resultado pode ser generalizado para o caso —oco <

vy < 1. Usando o Corolcim'o equagao (3.4) e o Lema encontramos

B B’
—_— —_— :T /
‘/1_|_(52 /1+B/2 Y,(‘X,B )7

uma vez que 1 —y>0eB >p > a ! >0.

Ty (ap) = T1(ap) +47(1 —7) > Ty (ap) +4m(1 —)

A seguir, definimos

0, se o¢ < o
Pa(a) == (3.25)

*

—sinh(bsy), se o > o*,
com by = by(at) definido em ([3.7)).

Observagao 11. Vejamos que p < 0 e &« > g implica B > Po(x), onde og € definido
por (3.13). De fato, da defini¢do de og seque que

VI+pZ /1 + [sinh(arcsinh(—B))]?
arcsinh(—p) arcsinh(—f3)
cosh(arcsinh(—f))

arcsinh(—p)

x> g =

Como consequéncia da definicao de by temos que arcsinh(—f) < by. Agora, usando que

o > op obtemos Pa(a) = —sinh(by), ou ainda, by = arcsinh(—P4(x)). Donde,
arcsinh(—B) < arcsinh(—Bq()) = —B < —P2(x) = B > Palw).

Lema 6. Sejay € [0,1] fixo. Se B’ < B < min{—e, B2(a)}, entao Ty («p) < Ty (a.p/)-
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Demonstracao. Pelo Corolario , sabemos que existe uma funcao u € Ny g/ tal que

W, (u) =T, («p. Note que pela hipétese, temos
B'<B<—a ou B <P <Paa).

Se B’ < —«, entao existe um ponto X € (—1,0), sendo o menor elemento tal que u(X) =
—oax. Como u'(—1) =pB' < B < —a, u'(x) = —«, segue de ([20) e da hipdtese do Lema.
Além disso, como u’ é continuo, pelo Teorema do Valor Intermediario, existe um ponto
x* € (—1,x) tal que

u(x)=p e ulx") < ax’. (3.26)

Agora, consideramos a funcao w € C*([—1,1]), obtida ao redimensionar u|jx« _x+ para o

intervalo [—1, 1], conforme definida em (3.23]). Por construcao, usando ([3.26)), obtemos
wi(=1)=p e w(£l) <o (3.27)

Veremos a seguir que a hipotese B < 32(a) implica o« < ag. Para isto, analisaremos dois

casos. Primeiro vamos considerar o caso o« > o*. Segue da definicao de Bo(x) que
B < P2(a) = —sinh(by) < 0.

Agora, suponha por contradi¢ao que &« > apg. Usando a Observacao inferimos que

*

B > Pa(x). Portanto, devemos ter & < ap. O caso o < o, segue diretamente da
definicao de (3.13]). Em ambos os casos, temos w(£1) < o < org. Aplicando a Proposicao
(iv), ganhamos

Ty wix1),8) > Ty (ap)- (3.28)

Além disso, pelo Lema , a energia de w nao pode exceder a energia de u, poisy € [—1,0].

Assim, temos

Ty (wpy = Wylu) =2 Wy (w). (3.29)

Portanto, combinando (3.29)) e (m), obtemos

Ty apn = Wy(w) 2 Wy (w) = Ty wiz1),8) > Ty, (ap)-

Observacgao 12. FEste resultado ainda é vdlido para todo y = 0 porque
T n="T /—47IB—I>T — 47T L—T
Y, () — +0,(ec,B") Ym 0,(ec,3) Ym = +v,(xB)>

o que se aplica paray >0 e B’ < f < min{—a«, B2(x)}.
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3.2.3 Ocasoy=0

Para este caso, apresentamos uma descricao completa do comportamento de monotonici-
dade de 3 — T (& p) para todos os valores de 3. Para o« < *, essa aplicagao ¢ decrescente
em (—oo,—af, enquanto é crescente em [—x, 00). Por outro lado, para o > o*, o com-
portamento torna-se mais complicado devido a presenca das duas solucoes de catenoide,
cuja energia Wy é zero.

De forma analoga & definicao de Bo(a), introduzimos

—u*, se o < o

Bi(a) == (3.30)

*

—sinh(by), se o > o*,
com b; = b;(a) definido em ([3.7)).

Observagao 13. Vejamos que p < 0 e @ > «p implica 3 < —sinh(by), onde op €
definido por (3.13)). De fato, da defini¢ao de xp seque que

_ VI+PB%  /1+I[sinh(arcsinh(—B))]
x> g = m - arcsinh(—f3)
cosh(arcsinh(—p))

arcsinh(—f)

Como consequéncia da definicao de by temos que arcsinh(—f) > b;. Donde,
—B > arcsinh(b;) = B < —sinh(by).
Lema 7. Se ! > B > B’ = max{—«, B1(e0)}, entio To,(a.p)> Toy(a.p’)-
Demonstracao. Sejam as seguintes expressoes definidas
b := —arcsenh(f) e b’:=—arcsenh(B’) (3.31)

Como B > B’, segue que arcsenh(f3) > arcsenh(f3’), e, ao multiplicamos a desigualdade
por —1, obtemos b < b’. Pelo Corolario , existe uma funcdo u € Ny g tal que Wo(u) =

To.(«,p)- Considere a funcao f(x), cujo grafico é a catendria, dada por

x cosh(b)
f(x) = h 1)—b 3.32
) = o (2 i) v). (3.3
onde f(x) satisfaz as condi¢oes de bordo. De fato, para x = —1, temos
x cosh(b) o
f(—1) = h —1+1)—b | =———cosh(b) = .
(=1) cosh(b) o ( x (=1+1) ) cosh (b) cosh (b) = o
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Além disso, pela defini¢ao em ([3.31f), obtemos

cosh (b)
x

f'(—1) =sinh ( (—1+1)— b) =sinh (—b) = .

Agora, definimos o ponto

X" =1+ (b—1), (3.33)

x
cosh(b)
onde x* < 0, pois b’ > b. Além disso, pela defini¢cao em ([3.31]), temos

ey cosh (b) / x L B L N o
f(x)—smh( " <1+COSh(b)(b b)—l—l) b>— sinh (b") = B’.

Seja v € CH1([x*, —x*]) uma funcao simétrica definida como:

f(x), se xe€ [x*, —1]
v(x) = (3.34)

u(x), se xe€ (—1,0].

Definimos também w € C'([—1,1]) como o reescalonamento de v para o intervalo [—1, 1],

dado por:

onde T = [x*| é um fator de reescalonamento que ajusta o dominio de v para o intervalo

desejado. Por construgao, temos

Como v(x) coincide com f(x) em [x*,—1] e f'(x*) = B’, segue que w'(—1) = B’. Assim,
w(x) preserva a suavidade e a simetria da funcao v(x). Para aplicarmos a propriedade de
monotocidade da energia de «, precisamos mostrar que w(+1) < «. Usamos, para isso,

a relacao entre 3 e 3’ dada em (|3.31). Compondo com a funcao sinh, ganhamos
sinh (b) =—p e sinh(b’)=—p’. (3.35)

Como B > p’, segue que sinh (b) < sinh (b’). Pelo Teorema do Valor Intermedidrio,

existe x € (b,b’), tal que
sinh (b) < sinh (x) < sinh (b’).

Da relacao (3.35]), obtemos
—B < sinh (x) < —B". (3.36)
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Supondo B’ > —a, segue que —B’ < «, logo, sinh (x) < « para todo x € (b,b’).

Aplicando o Teorema do Valor Médio para x € (b, b’), temos

cosh (b’) — cosh (b)
b’—b

= sinh (x),

e como sinh (x) < «, resulta que

cosh (b’) — cosh (b)
b’—Db

< X.

De forma equivalente

cosh (b’) < (b’ —b) + cosh (b).

Dai, temos
cosh(b’)
1. .
cosh(b) — (b —b/) * (3:37)
Por construcao, isso implica que
v(x*)  acosh(b’) 1 o cosh(b’)
WD) =25 = o) 1~ % b_vy] cosh(b) —alb—b) <o
cosh(b)
(3.38)

Com isso, pelo Lema [, temos que Wy é invariante sob reescalonamento, e obtemos

To,(a,p) = Wolw) = Wow) = To (wiz1)w(—1)) = To,(w(x1),p1)-

1

Primeiramente, suponha que f’ > 0. Da hipdtese =" > B > p’, concluimos que

o < B Além disso, utilizando a condicao adicional B! < B’~!, ganhamos o < B’ 1.

Combinando essa desigualdade ), resulta a cadeia de desigualdades
w(El) << p’h
Aplicando a Proposicao [3| (i1), temos
To,(wiz1),61) > To,(a1)-

Agora, suponha que 3’ < 0. Nesse caso, afirmamos que & < «g/. Suponha por con-
tradicdo que o > ops, segue da definicdo de opr que « > o implicando B1(x) =
—sinh(by). Portanto, podemos usar a Observacao (13| para concluir que 3’ < —sinh(by).

Isto contraria a hipotese

B’ > max{—«, B1(c)} > B1(ar) = —sinh(by).
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Donde concluimos que 3’ < 0 implica o« < xg/. Além disso, temos w(£1) < a < opr.

Aplicando novamente a Proposicao .(iv) obtemos

To,(w(x1),8) > To,(x,p"-

Em ambos os casos, obtemos
To, () > To(a,7)-

|
Ao combinarmos os Lemas [}, [6] e [7] com o Corolério [3] para o caso & < o*, ganhamos

Corolério 4. Se 0 < o < &*, entao Ty («p) € crescente para 3 € [—x, 00) e decrescente

para B € (—oo,—«al. A aplicacio B — Ty («p) atinge seu minimo global em P = —«.

Resta agora discutir o caso o« > o* e B € [B2(x), B1(x)]. Nesse cendrio, o compor-
tamento de monotonicidade apresenta maior complexidade devido a presenca de duas

catenoides correspondentes aos valores f1(x) e f2(a), ambos relacionados a condicao de

bordo f3.
Lema 8. Sea > a* e —x = > B’ > Ba(a), entao Toa,p) > To,(a,p’)-

Demonstracao. Dada a hipdtese B/ > B2(a), temos que arcsinh(—p’) < arcsinh(—f2()).

Além disso, como o > «*, pela definicao de Ba(x), segue que
Bo(ox) = —sinh (by(a)) = by = arcsinh(—fa()).

Logo,

arcsinh(—p’) < ba(w).

Como consequéncia da definicao de by(x) temos que

- cosh(arcsinh(—B’)) /1 + [sinh(arcsinh(—B"))]?
* = arcsinh(—f) B arcsinh(—p’)
1+ (B')?

arcsinh(—p’) X
Portanto, pela suposicao B’ > P2(«), ganhamos que o« > «g/. Agora, pelo Coroldrio ,
existe uma fungao u € Ny g tal que Wy(u) = Ty («,p). Considere a fungio f(x) definida
em (. No ponto x* como definido em ), temos f'(x*) = B/, como mostrado

no Lema . Agora, considere a funcao simétrica v € CH!([x*, —x*]) definida em (3.34]).
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Além disso, sejaw € CH1([—1,1]) o redimensionamento de v para o intervalo [—1, 1]. Pela
construcao, temos w'(—1) = B’ e w(£1) > «. De fato, a partir das equacoes (3.35) e da
hipdtese de que 3 > B, juntamente com manipulagoes semelhantes as realizadas no Lema
, obtemos a desigualdade (3.36]). Utilizando a hip6tese de que B’ < —a, concluimos que
sinh (x) > o para todos x € (b,b’). Além disso, para x € (b,b’), podemos aplicar o

Teorema do Valor Médio, i.e.

cosh (b’) — cosh (b)

5 — b = sinh (x).
Como sinh (x) > «, entao
cosh(b’) — cosh(b) -
b’'—b 7
ou de forma equivalente
cosh(b’)
> 1.

cosh(b) — a(b —b’)
Essa desigualdade implica que w(+1) > «, o que é provado de maneira semelhante no

Lema |7l Como y =0 e W, ¢ invariante sob reescalonamento, pelo Lema , obtemos
To,(a,8) = Wol(u) = Wo(w) = To, (w1 w(—1)) = To,(w(x1),1)-

Agora, suponha que 3’ < 0 e, por hipétese, temos que & > «* e B’/ < Bo(x). Isso implica
que B’ < —sinh (by), decorrendo da definigao de Bo(a) em (3.25). Assim, temos que

> «ps. Consequentemente, temos
w(xl) > a > ap.
Portanto, pela Proposicao (v), obtemos

To,(0,8) > To,(a,p)-

Lema 9. Se o> o* e B1(ax) = B > B’ > —«, entao Ty (ap) < To (a,p/)-

Demonstragao. Observe que a suposicio —x < 3 < B1(«) implica que & > op (segue
forma semelhante ao Lema . Pelo Corolario , existe uma funcao u € N g/ tal que
Wo(u) = Ty (apr)- Além disso, com base na definigao de B1(ct) dada em (3.30) e na

Proposicao [4{ (2.11), sob a hipdtese considerada, temos

B’ <u/(x) <0, Vxel[-1,0]. (3.39)
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A partir dessa estimativa, juntamente com a hipdtese p’ > —«, segue que
u(x) > ofx|, vxe (—1,1).

Note que, pela desigualdade ([3.39)) e a hipdtese, temos u’'(—1) =B’ < f < 0e u'(0) = 0.
Além disso, como u’ é continuo, pelo Teorema do Valor Intermediério, existe x* € (—1,0)
tal que

u(x)=p e ux*) > ax*|. (3.40)

Agora, considere a fungao w € C*([—1,1]), obtida ao redimensionar |y« para o
intervalo [—1, 1], conforme definido em ([3.23)). Por construcao, utilizando ([3.40[), temos

w/'(—1) = B’ e w(£1) > a. Com isso, temos
w(£l) > x> xg
Portanto, pela Proposicao |3| (v), temos

To,(a,) < To,(w(£1),8)-

Além disso, pelo Lema [2| a energia de Willmore para uma funcao w reescalada nao pode

exceder a energia de u quando y = 0. Assim, temos
To,(a,p1) = Wolu) = Wo (Ul —x+1) = Wo(w).

Portanto,

To,(apr) = Wolu) 2 Wo(w) = To (wix1),6) > To,(a,p)-

Combinando os resultados anteriores, obtemos uma descricao completa do comporta-

mento da funcao de energia Ty () em relacao ao parametro (3, quando o > oc*.
Observacao 14. Veja que

1. Pelo Lema @ sabemos que para B < Ba(et), a fungdo Ty («p) € decrescente. Ou

seja, se B’ < B, temos:

To(a,p) > To,(a,p), Para B’ < B < Palo).

Isso demonstra que a fungao € decrescente no intervalo (—oo, Ba(a)].
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2. A partir do Lema observamos que para B > Ba(x), To («.p) Passa a ser crescente.

Isso implica que, para B < ', temos:

To,(a,p) < To,(a,pr),  para Pa(a) <P < P < —ax.
Portanto, a funcao € crescente no intervalo [Bo(), —].

3. Pelo Lema@ sabemos que To («p) € novamente decrescente no intervalo (—o, B1(x)].

Isto significa que, se B’ < 3, temos:
To,(ap) > To(p), para —o <B' < B < Pala).

4. Finalmente, pelo Lema (7|, sabemos que Ty («p) € crescente para p > Pi(x). Ou

seja, se B’ < 3, temos:

To,(ap) < To(a,p), Ppara Brlo) < P' < B.
Isso mostra que a funcgao é crescente no intervalo [B1(a), +00).

Com base nessas observagoes, obtemos o seguinte Corolario |5 que sintetiza o compor-

tamento da funcao Ty («,p) em relacao a f3.

Corolario 5. Para um o fivo com & > o*, a fungao B — To («,p) € decrescente nos inter-

valos (—oo, Ba(a)] € (—, B1(e)], e crescente nos intervalos [Ba(a), —ad e [B1(a), +00).

3.2.4 O caso vy e [0,1]

A combinacao dos Lemas [f] e [6] nos leva ao seguinte resultado

*

Corolario 6. Para vy € [0,1] e o < o, a funcdo p — T, (up) € decrescente para

(08
—00 < B < —« e crescente para o' < B < +o0.

Observagao 15. Este resultado nao fornece informagoes sobre a monotonicidade em
—a < B < o t. No entanto, podemos supor a existéncia de um tnico valor B = B, v),
pertencente a [—o, o', tal que a funcio B +— Ty (ap) Seja decrescente em (—oo, Bl e
crescente em [ﬁ,—i—oo). De fato, essa afirmacao € verdadeira paray = 0 com [~3 = —q«,
devido ao Coroldrio . Ela também ¢é verdadeira para y = 1, onde podemos tomar B =

ot
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Corolério 7. Paray € [0,1] e x > o, a funcdo p — Ty («.p) € decrescente nos intervalos

(—o0, Ba(x)] e (—, B1(e)], e crescente no intervalo [t +00).

Demonstragao. Com base nos Lemas [f] e [l pode-se estabelecer o comportamento cres-
cente ou decrescente da fungao T+ («,p) em diferentes intervalos de 3. Primeiro, no Lema
para B > « ! a fungao é crescente, isto é, para B’ < B, temos Ty (ap) < Ty.(ap);
o que mostra que a funcao é crescente no intervalo [ !, +00). De forma andloga, o
Lema @ mostra que T, (o p) é decrescente para f < P2(a), ou seja, para B/ < f <
Bo(a), temos Ty.(a.p) < Ty (xp’), evidenciando o comportamento decrescente no inter-

valo (—o0, Ba2()]. Por fim, para f € (—«, f1(x)], temos que:

B
T%(Oﬁﬁ) = TO,(cx,B) - 47TYW.

Pelo Corolério , To.(«,p) ¢ decrescente em (—ox, B1(o)] e a funcao f(x) = —ﬁ também

é, pois f’(x) < 0 para x < 0. Logo, para f1(x) > B > B’ > —«, obtemos:

B’ 5
Ty,(oc,[S’) = TO,((X,B’) — 47TYW > TO,(cx,ﬁ) — 47'[’}/\/?[52 = Ty,(oc,[S)-
Portanto, a afirmacao esta provada. [

De forma semelhante ao Coroldrio [7} este resultado nao fornece informagoes sobre a
monotonicidade se B1(x) < p < L. Pode-se conjecturar que exista algum p = p(x,7y),
pertencente a [B1 (o), '], tal que a fungao B +— Ty («.p) Seja decrescente em (—«, Bl e

crescente em [f3, +00).

Observacgao 16. De forma semelhante ao caso y = 0 tratado na Se¢ao ), podemos
discutir completamente o comportamento de monotonicidade de 3 — T4 (o) paray =
1. Ele é decrescente em (—oo,oc Y] e crescente em [, +00). O minimo B = o !
corresponde ao arco circular u(x) = Vo2 +1—x2,u € Nu ot que tem energia zero

A prova é bastante semelhante ao caso y = 0. Em vez de adicionar um pedaco de
uma catenoide, como foi feito na prova dos Lema [7] e [§] agora adicionamos um arco
circular. Enquanto para y = 0 adicionar um pedaco de catenoide nao altera a energia
Wy, no caso de y = 1 adicionar um arco circular nao altera a energia W;. Ressaltamos
que o procedimento de adicionar “pedagos” com energia zero nao pode ser usado para

0 <7y <1, uma vez que, para essa faixa de vy, a energia W, ¢é sempre maior que zero.
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3.3 Condicoes de Bordo Naturais

O Lema seguinte apresenta a primeira varia¢ao do funcional W,.

Lema 10. Seja u € C*([—1,1],(0,00)). Entdo, para todo @ € H*([—1,1]) N Hi([—1,1]),

tem-se:

Hix) — Y u(x) @ ’(X)
ux)y/1+uw/(x)? ) 1+w(x)?|
1

—2nJ ug (AH + 2H? — 2HK) dx.
Demonstracao. Note que

d
—W, (u+te)

dt dt

d
+y—J Klu + te] dA[u + to]
dt Js

_ EJ H(u+te)* dAL + to]
z

t=0 t=0

t=0
O célculo do primeiro termo da soma no segundo membro da igualdade foi estabelecido

m ( [9], Lema 6).

—2m Jl u(x)@(x) (AH(x) + 2H(H? — K)) dx.

d J H(u+te)? dA[u + to]
dt |y

t=0

A segunda identidade decorre diretamente se escrevermos a curvatura de Gauss K em

coordenadas.
1
d d '(x) +to’
Y—J Klu + te] dA[u + t] = —2my— u/(x ) @'(x)
dt b t=0 dt \/1 _|_ )+t(p .

- V[d (m St )
]

d tcp(
V1+ W (x) +te(

2

u’(x) (P'(X) +
(14 u’(x)?)3/2 1+u() i

= =21y |—
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onde X é a superficie de revolucao gerada por u+ t@. Portanto,

d o Taue )] o' T
aomtwrso)| = [y SR o [

=27 | u(x)@(x) (AH(x) + 2H(H? — K)) dx

u(x)e’(x) Yo'(x) }1
(1+u(x)?) (1+u(X)2)3/2 !

=27 | u(x)@(x) (AH(x) + 2H(H? — K)) dx

= o () — Y u(x)e’(d)]’
I u(x)y/1+u'(x)2 ) 1+u/(x)? .

—om h u(x)@(x) (AH(x) + 2H(H* — K)) dx

J—1

Assim, a primeira variagao do funcional composto W, (1) pode ser escrita como

v u(x)e'(x)]
<H(X)_u(x) 1—|—u’(x)2> 1+u’(x)2]_

1
—sz u(x)@(x) (AH + 2H* — 2HK) dx,
-1

iWy (u+to) = —27

dt

t=0

para todo ¢ € H?([—1,1]) N H{([—1,1]). O problema de valor de bordo correspondente ¢
dado por (3.11]). |

3.4 Teorema Principal

Com base nos resultados apresentados, estamos agora em posicao de demonstrar o nosso
teorema principal. Utilizando as propriedades de monotonicidade e continuidade da
funcao T, («,p), juntamente com os lemas e coroldrios discutidos, garantimos a con-
sisténcia do comportamento da funcao em relagdo aos parametros «, 3 e y.

Esses elementos fornecem as ferramentas necessarias para concluir a prova, conso-
lidando a relagao entre as condigoes de bordo e o comportamento da energia T, (4 ),

conforme estabelecido na formulacao do teorema.

Teorema 12. [Existéncia e regularidade| Para cada &« > 0 ey € [0,1], existe uma

funcao positiva e simétrica u € C*®([—1,1],(0,00)), ou seja, u(x) > 0 e u(x) = u(—x),
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tal que a superficie de revolucdo correspondente & C R? resolve

AH+2H(H? -K)=0 em ZI,
Y

/1 +u/(£1)2

Demonstracao. Para facilitar a compreensao e organizacao, a prova sera dividida em dois

(3.41)

u(xl)=a e H(*l) =

Ccasos.

No primeiro caso, suponha que & < «*. Entao, pelo Corolério @, a funcao B — Ty (a.p) €
monotonico. Esse comportamento permite restringir a busca pelo minimo de T (4 p) a0

intervalo 3 € [, ], onde
B~ :=min{—o, Bo(t)} e BT i=al
Com essa restricao, temos que

Ty s =inf T = inf T .
Y& T SR v, (e, B) B-<B<p- v, (o, B)

Além disso, pela continuidade da energia em relagao a 3 (Corolario [3]), ganhamos pelo

Teorema do Valor Intermedidrio, a existéncia de algum B* € [3—, ] tal que
Ty =Ty (o8-

Assim, pelo Corolario , garantimos que existe uma fun¢ao u € Ny g« N C*([—1, 1]) tal
que Wy (u) =Ty (4,p+). Como a energia T, o é o menor valor global possivel de T+ («,p)
sobre todos os valores de 3 € R, a funcao u também minimiza W, na classe UBGR N g.
Nesse ponto, ¢ essencial observarmos que, como a func¢ao u minimiza W,, ela resolve a
equacao de Willmore (ﬂ) Além disso, a minimizacao impoe condi¢oes de bordo naturais
(ver Lema, que resultam exatamente a hipdtese do Teorema . Dessa forma, u resolve

o problema de valor de bordo ({3.41]).

Para o segundo caso, suponha que & > «*. Entao, pelo Coroldrio [7] observa-se que a
funcao  — T, («,p) apresenta um comportamento monotonico também. Esse comporta-
mento, permite buscar o minimo global de T (4 p) para os valores de 3 € [~, "], onde

sao definidos

B~ :=PRi(x) >—a e PTi=ol

Assim, pode-se expressar o minimo global como

Tyx= inf T = inf T .
Y,x 70(<B<+OO Y7(“7B) B7<B<B+ Y7(“7B)
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Pelo Corolario 3| vimos que T () ¢ continua em . Logo, pelo Teorema do Valor

Intermediario, garantimos a existéncia de f* € [, ] tal que
Ty =Ty ()

Note que pelo Corolério 2| garantimos a existéncia de uma fungao u € Ny g« NC>([—1, 1])
tal que Wy (u) = Ty (ap). Como T, « é o menor valor possivel da energia T, (4.p) a0
variar 3 € (—«, +00), ganhamos que u também minimiza a energia W, sobre a uniao das

classes |J_ Ny p. Assim, u minimiza a energia W, sob as condigoes de bordo,

a<fP<+oo

implicando ser solugao de ([3.41]) como no caso anterior. Por fim, é crucial ressaltar que

B* > —«. [ |

*

Observacao 17. No caso particular em que x < &« ey = 0, a propriedade de mo-
notonicidade da energia em 3 (Coroldrio implica que a solugao construida do pro-
blema ) satisfaz W (—1) = —«. E possivel verificar isso para os valores de o
para 0s quais uma solucao explicita de ¢ conhecida. Para o« = 1, essa solucao

¢ um pedaco do toro de Clifford, ou seja, a superficie de revolucao correspondente a

f(x):=2—+v2—x2. Observa-se que f(—1) =1 e f'(—1) = —1. Qutra solucao explicita é

cosh(b*x)
b*

bordo g(—1) = «*, com o* definido em (3.5)), e g’(—1) = —sinh(b*) = —a* pela defini¢ao

de b* e o*.

a catenoide x — g(x) := , com b* definido em (3.6)). Essa funcao tem o valor de

Para fornecer uma interpretagao geométrica desse problema de valor de bordo, obser-

vamos o seguinte Lema.

Lema 11. Seja x € (—1,1) fizo e considere a curva @ — X(x, @) em X. Entdo, tem-se

que
1

u(x)y/1+u'(x)?

Kn(x) =
para sua curvatura normal, em relacao ao vetor normal unitdrio da superficie

. 1

N(x, @) = (u'(x), —cos(@), —sin(@)) ———=
14 u/(x)?

Demonstracao. Seja X uma superficie de revolucao gerada pela rotacao de uma curva

(x,u(x)), com u(x) > 0 para x € (—1,1), em torno do eixo x. Fixando x, ao rotacionar

um ponto (x,u(x)) ao redor do eixo x, obtém-se uma curva circular que descreve um

circulo de raio u(x) no plano perpendicular ao eixo de rotacao. Para parametrizar essa
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curva circular em funcao do comprimento de arco s, considera-se que o angulo polar 0 varia

S

u(x)’
uma rotacao de 27t ao redor do eixo x. Assim, a parametrizacao da curva circular é dada

X(s) = (x,u(x) cos (L) ,u(x) sin (L)) ,
u(x) u(x)

onde s é o comprimento de arco ao longo do circulo gerado pela rotagao. Para calcular

com s segundo a relagao 0 = Portanto, ao variar s € [0, 27tu(x)], o ponto completa

por

a curvatura normal K, (x) dessa curva circular, considera-se X’(s), que fornece a direcao

tangente ao longo do circulo

/ . . S S
Xls)= (O"Sm (m) (m)) |

Ja X" (s) fornece a aceleracao ao longo da curva, apontando na direcao radial

ne oy 1 S 1 . S
X'ls) = (O’_ﬁm (u(x)) T (u(x))) '

A curvatura normal k,(x) é entdo calculada como a projecao de X”(s) na direcao do

vetor normal da superficie N(x, @). Onde essa projecao é obtida pelo produto interno

entre X”(s) e N(x, u(sx) ), resultando em

’ s )\ !
kn(x) = <X (s),N (X’ u(x))> Cu(x) /1w (x)2

Esse resultado expressa a curvatura normal em termos de u(x) e u’(x), mostrando como

a rotagao e a variagao da fungao u(x) influenciam a curvatura da superficie gerada pela

revolugao. [ |

Com base neste lema, os dados de bordo naturais podem ser expressos em termos da
quantidade geométrica k,, no bordo da superficie. Podemos reescrever (3.41)) da seguinte

forma:

AH +2H? —2HK =0 em X,
(3.42)

u(+l) =, H(E1l) =vyka(£l).



Capitulo 4

Equacao de Willmore

Unidimensional

No capitulo anterior [3 exploramos superficies de revolugao. Neste capitulo, focaremos
no caso de curvas, conforme abordado em [8], onde o funcional de Willmore é analisado
para curvas representadas como graficos de fungoes. Para simplificar, assumiremos que
essas curvas sao representadas como graficos sobre um dominio fixo, escolhido como o
intervalo unitdrio [0, 1]. Dessa forma, consideramos que a curva seja o grafico de uma

funcao w: [0, 1] — R, isto é,
graf(u) = {(x,u(x)) : x € [0, 1]}.

Nessa configuracao, o funcional de Willmore, que mede a curvatura total da curva, é
formulado em termos da funcao u e de suas derivadas até a segunda ordem. No caso

unidimensional, o funcional de Willmore ¢ dado por:

W) = J L Kbds = E ()21 + W/ (x)? dx, (4.1)

onde k(x) é a curvatura do grafico de u no ponto (x,u(x)) que é dada por

<(x) d ( u’'(x) ) _ u’(x) (42)

T\ VTrw (2] (1w

Veremos no Lema (12| que no caso unidimensional a equagao de Willmore ([2.3]) assume a

forma:

+ 1|<(x)3 =0, xe€(0,1). (4.3)

1 d k' (x)
V1+u/(x)?dx 1+u/(x)? 2

o8
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4.0.1 Condicoes de Bordos de Navier e Dirichlet

Concentraremos nossa analise em dois conjuntos de condi¢oes de bordo diferentes. Pri-
meiramente, para valores dados g, ®; € R, consideraremos condicoes de bordo de Navier,
expressas por

u(0)=u(1) =0, «(0)=—wg, «(1)=—0a, (4.4)

onde restringimos o estudo ao caso simétricas, isto é, xyp = @; = «. Note que os pontos
criticos de () em H2(0,1) N HY(0, 1) satisfazem k(0) = k(1) = 0 como condigoes de
bordo naturais. Para estender essa propriedade ao caso « # 0, substituimos W(u) pelo

funcional

We(u) = J (k(x)? +2ak(x)) ds(x)
graf(u)

:Jl(( +20k(x)) /1 4w/ (x)? dx.

Em seguida, consideremos um segundo conjunto de condicoes de bordo, especificamente,

(4.5)

as condicoes de bordo de Dirichlet

u(0) =u(1) =0, u'(0)=Bo, u'(1)=-Ps, (4.6)

onde By e 1 sao parametros reais. Aqui, também focamos no caso simétrico, com g =
—B1 = B. Com base na equagao de Willmore (4.3) e nas condigoes de bordo de Navier
(4.4) e Dirichlet ), nosso objetivo agora é provar os resultados demonstrado por [§] em
2007, apresentados nos Teoremas [13| e [I4l No entanto, para realizar essas demonstragoes,

serao necessarios alguns resultados auxiliares.

4.0.2 Equacao de Euler-Lagrange

O primeiro resultado auxiliar consistird nas equacoes de Euler-Lagrange para W e Wy;

em outras palavras, calcularemos a primeira variacao do funcional de Willmore.

Lema 12. Seja u € C*([0,1]) e k denotando a curvatura correspondente. Entdo, para
todo @ € C¥(0,1), temos

d ! 2 d K’ (x)
— W+t J — | = | +<3x x) dx.
dt ( @)l (de( 1—|—u’(x)2> ( )) olx)

Demonstragao. Seja w € C*(0,1) uma funcdo dada, e considere uma perturbacio da

mesma dada por u+ t@, onde t € R é um parametro e @ € C3(0,1) uma fungao com
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suporte compacto em (0,1). Com isso, por (4.1]) e (4.2)), obtemos

2

[ (W’ (x) +te"(x))
Wi te) _Jo ((1+(u’(x)+t<p '(x))?) ) VIF R e b
)

:J< (W (x) + " (x))? )dx'
o \ (14 (W(x) + te’(x))2)"?

Calculamos a derivada de W(u + t@) em relacao ao parametro t e a avaliamos no ponto

t = 0. Em outras palavras, consideramos:

_ g(f (W () +te"(x))’ dx)
dt o (1T+ (W) + te/(x))2)2

Aplicando a Regra de Leibniz para derivar sob o sinal de integral, expandindo a derivada

d
aW(u—f—t(P)‘t:O

t=0

e avaliando no ponto t = 0, obtemos:

dx

dW(u+t(p) = (

"(x) +te"(x))? )
dt

Wi+ te ()2 |
[ )cp() [ (e ()
‘QJ T ) T

dx.

Por (4.2)), simplificamos

d e @ (x) ' u'(x)'(x)
a Vet —QL <) (m) d"‘5L <0 (Tm) "

Agora calculemos cada integral separadamente. Na primeira integral, usaremos integracao

por partes, de modo que

2J1 K(x) (M dx

0 1 +u/(x)?
[k )] L (KK () ! W u(x)
=2 {1+u’(x)2]0 QL (—1+u/(x)2) dx+4J0 K(x) o' (x) (—(1+u,(x)2)2> dx

o [k(x)e'(x) ! K'(x) u(x)u”(x)Kk’(x)
_2[1+u’(x)2]0+2J0(p(x)(1+u’(x)2 2( (1+u/(x)2)? ))dx

] 00 (D () g KT’
. P 1+u/(x)z (1+u/(x)2)3/2 ¢ 1+u/(x)2 0.

Simplificando as expressoes por (4.2)) e considerando que os termos de bordo se anulam,

isto é, @(0) = @(1) = 0. concluimos o seguinte
1 (p”(X)
QJO K(X) (m) dx
o [k¥e ] o ey K”(x) /1 + u/(x)?
=2 |:1+UI(X)2}0+2L 1+ u(x)? < 1+ u/(x)2 ) dx

B boex) k' (x)u’ (x)u” (x) ! 2 u'(x)
4L ERTIOE ( (1 +w (x)2)3/2 > dx+4J0 K(x)*@'(x) <—’(x)2> dx
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:2{K(x)<p'(x)y+2r o) (K'VIFWOI?
0o o (x)?

14 u/(x)? 1+u/(x 1+u/(x)?
. J o(x) (u'(x)u"(x)w(x)u+u/(x)2)> i
0o v/ 1+u(x)? 14+ u'(x)?

1 w (2w (x) Lo w(x)
_QL“)(") NaEaTeL ((1 Tu(x)? )3/2)> d"+4L e m( 1+u’(x)2> o

[ k()e'(x) 1_ ' K’ (x) u’(x)u”(x)
_2{ +u/(x)2h 2,[0 (P(X)< T+ o) ((1+u’(x)2)3/2)> dx

1
Jl @(x) <K”(X) 14+ u/(x)? —u/(x)k’(x)Ju” (x) (1 +u'(x)?)

1+ u/(x)? dx

1
' K'(x) u/(x)Ju”(x)
_QL("(")< T ((H—u( P )W)) >
+4L K(x)@'(x) ( 1—|—u’(x)2) dx.
Portanto, pela equacao (4.2]) para simplificar, obtemos o valor da primeira integral

1 (p//(X)
2 o () @
o | k)’ (x) boelx) d K'(x)
- [ ] «2 VT W dx ( 1+u’(x)2> o

1 . LL/(X) 1 5 UI(X)
-9 JO (p(X)K(X)K (x) (H—u/(X)Q> dX+4J'O K(X) (0] (X) (H—u/(X)Q> dx.

Na segunda integral, também utilizamos o método de integracao por partes. Assim,

temos:

' o [ W(X)e'(x) L K(x)u'(x) '
_5J0 K(x) <—1—|—u’(x)2> dx =-5 [@(X)—l—l—u’(x)QL

1 /
+5 Jo @(x) (K(x)3 + 2K(X)K’(><)%) dx.

Como @(0) = @(1) = 0, podemos concluir que:

B 1 o [ U (x)e'(x) - ! 3 ! / &
5J0 <) < 1+u/(x)2> > _5J0 @0l dx—i—lOL <O 14+ u/(x)? e
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Somando os valores das integrais calculadas separadamente, obtemos:

d
aW(u + t(p)|t:0

[k’ ()] Poelx)  d K'(x)
=2 |:1+U,(X)2:|0+2J0 1+ u(x)? dX( 1+u’(x)2> dx

u'(x)
1+ uw(x)?

b u'(x) Y o)k (x)u! (x)
+4 L K(x)@'(x) iR STIENE dx + 10 L ERTIOL dx.

1 1
—QJ @ (x)k(x)k’(x) dx +5J @ (x)k(x)? dx
0 0

A fim de simplificar, utilizaremos o método de integracao por partes na seguinte integral:
1 U./(X) 1
41 k(x)?@'(x) | ——m——rx | dx =4[/ (x)k(x)?
LU@H( o (o (X (oK (x)?],
1 1
_8J K(x)K'(x) _eu'(x) dx
0 14w/ (x)?

4 J <<p(x)u"(x)x(>§)2) i
o \ (T+uw(x)?)2

Com isso, temos que

d
aW(u+ te)|,_,

(ke e d [ k()
=2 {1+u’(x)2}0+2L 1+ u/(x)? dX( 1+u/(x)z) dx

—2J O (KK (x)
0

+4 [(p(x)u/(x)K(xﬂ(l) -8 L

NG (P(X)u”(X)K(X)Q) ' , u'(x)
4J0 ( TERNDE dx + 10L e(x)k(x)k’(x) (—) dx.

Finalmente, apds simplificacoes, obtemos o desejado

d L[] el d (K
@t tell, =2 {1 +u'(x)2h+2L mdx< 1+u'(x)2> "

+ Jl k(x)3@(x) dx
0

_ Jl - 2 <) +k(x)? | @(x) dx
o \/1+u/(x)2dx 14+ u/(x)? '
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Coroldrio 8. Sejau € CH[0,1])NH}(0,1) e k a curvatura do grifico de w. Suponha que
u seja um ponto critico do funcional de Willmore modificado W para um valor fixo de
x € R. Se para todo @ € C*([0,1]), com @(0) = @(1) =0, tem-se que:

— W, t =0. 4.
g Vel tte)] =0 (4.7)

Entao, u € uma solucao da equagao de Willmore, sujeita as condi¢oes de bordo de Navier:

Demonstracao. Com base nas equacoes ) e (4.5), ganhamos o funcional de Willmore

modificado

u’(x)2)

<(1+u (X)) )3/2> +2cx<(1+u/(x 3/2)) V14+u/(x)?dx
u

Considere uma perturbagao de u da forma u+te, ondet € Re ¢ € C3°(0,1). Calculamos

agora a derivada de We(u + te) em t = 0. Pela Regra de Leibniz, temos que

dq.- B L3 (u’(x) +te”(x))?
aW(x(u—l-’c(P)’t:O = L it (( (u'(x) +t(p/(x))2)5/2) . dx
1y (W (x) + te”(x))?
+20¢L 3t ((1 ) —|—t(p’(x))2)5/2> . dx.

Veja que a primeira integral foi calculada no Lema [12, Calcularemos agora a segunda

integral

2afi( (W (x) + to" (x))? )
0 0t \ (14 (w(x) + te’(x))?)5/2

S
a ‘Q“Jo 1+ w(x?)

L (x) e’ (x)
_4"‘L 1+ w(x)?)?

A primeira integral é resolvida por integracao por partes, resultando em

boe"(x) B o'(x) 1 " (x)u (x) @' (x)
QO(J —1+u( ) dx =2« {—1+u,(x)2h+4o¢L 1+ w/(x)2)? dx.

t=0

dx.

Portanto, obtemos

2“J13( u”(x) +te”(x) )
o 0t \ 1+ (u/(x)+ te’(x))? .

dx:20c{
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Finalmente, somando os termos, ganhamos

44t to)hs :2[ altil /("l} +2J _ ey d (L)H) ix

dt 1+u'(x) V1+u/(x 2 dx 1+ u’(x)?
/ 1
+J K(x dx+2a[%]
0 I4+u/(x)?],

l\D

{cp ))T”Jl o(x) g( <'(x) )dx
1+u 0 0 v/1+u’(x)?dx 14+u/(x)?

+JK
0

Usando a hipétese (4.7) e tomando uma funcao arbitraria ¢ € C§°(0,1), vemos que u
resolve a equagao de Euler-Lagrange (4.3)) e que, para toda funcao ¢ € C*[0,1] com
@(0) = @(1) =0, temos

{cp'(x)(ow K(x))r B

1+u'(x)? 0

Note que para satisfazer a igualdade, deve-se assumir

Portanto, as condicoes de bordo de Navier sao satisfeitas. [ |

4.0.3 A Equacao Diferencial para uma Funcao Auxiliar v

Assumimos que u € C*([0,1]) resolve a equagao de Willmore (4.3), e introduzimos a

funcao auxiliar fundamental dada por
12\ 1/4
v(x) = k(x) (1+u'(x)?) ", (4.8)

onde k(x) é definido em . A motivacao para esta definicao reside na simplificagao
estrutural da equagao original de quarta ordem. Como observado por ( [11], pag.: 233-
234), v(x) satisfaz uma equagao diferencial de segunda ordem sem termo de ordem zero,
isto é, sem dependéncia direta de v(x). Com isso, provaremos que a funcao v satisfaz a

equacao linear homogénea de segunda ordem.

Lema 13. Para x € [0, 1], temos

K(x)u'(x)
(1 + u/(x)2)1/4

1w 0 () +

5 v/(x) = 0.
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Demonstracao. Com base na equacao (4.8]), definimos a funcao auxiliar
v(x) = k(x)(1 +u'(x))V4

Derivando esta expressao, obtemos
V() =k ()1 +u (x)H) +
1
— (y)211/4 ' u”(x)
= k' (x)(1T4+u'(x)7)/" + Sr(x)u'(x) (1+u'—(x))3/4 :
Pela equacao ), seque que
1

Vvi(x) = k(%) (1 +u'(x)?)V* + §K(x)2u’(x)(1 +u/(x)?)34, (4.9)

Multiplicando ambos os lados da equacdo acima por (1 +u’(x)?)3/4, obtemos

V) +u(x)?) 7 =k () (1w ()1 4w/ (x)%)

G0 () (1P 4 (1))

= —11/(7()( ) + %K(X)Qu’(x).
14+u(x)?

Derivando agora a equacao em relacao x, ganhamos a seguinte expressao

d |, , . d ' 1d /
L v rwen oy =4 (ﬁ) + 5o (KO0 (0)

o i KI(X) - 2.1 / /
= <—1 +u’(x)2> + —k(x)"u” (x) + k(x)k’(x)u'(x).

Pelas equacoes (4.2)) e (4.3), podemos reescrevemos a derivada como

d I / 2\—3/4
= (VO (7))

= —k(x)* V1 +u/(x)? ((1+u'(x)?) — 1) + k(x)&’(x)u'(x)

(1 o),

Assim, da equacao (4.9), segue o resultado desejado

d / / 2\—3/4
= (VR (7))
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Observacao 18. Pelo Lema anterior, sabemos que v satisfaz um principio do mdximo.
Em particular, podemos concluir para qualquer solucao w da equacao de Willmore ) :
Se k(0),k(1) < 0, entdo k < 0 em [0,1]. Se k(0) = k(1) = 0, entdo k = 0 em [0, 1],
e a solugio w é um segmento de linha reta. Se adicionalmente assumirmos que w(0) =
u(l) =0, entao u(x) =0 em [0,1]. Isso significa que temos unicidade para o problema
de bordo homogéneo de Navier (4.20) na classe de grdficos suaves, sem assumir a priori

qualquer condi¢ao de pequenez na solucgao.
Com isso, somos capazes de provar o seguinte Lema.

Lema 14. Seja u € C*([0,1]) uma funcdo simétrica em torno de x = 1/2, e defina

1 13 %(3/4)
=| = dt=B(-," )= = 2.396280469. ..
co JR T O (2,4) VIS (o) = 2396280469

Entao, u resolve a equagao de Willmore (4.3) se, e somente se, existe uma constante

c € (—cq, o) tal que

vx e [0,1): k(x) (1+uw/(x)?)"" = —c. (4.10)

Demonstracao. Seja a funcao v(x) dada em (4.8)). Para provar a necessidade da condi¢ao
(4.10]), observamos primeiro que v(0) = v(1) pela nossa suposic¢ao de simetria em w. Como
v resolve uma equagao diferencial de segunda ordem (linearizada) sem o termo de ordem

zero, com isso concluimos que existe uma constante ¢ € R tal que
vx € [0,1] : v(x) = —c.

A afirmacao adicional sobre o intervalo admissivel ¢ € (—cg, cg) segue do Lema abaixo.

Para provar a suficiéncia, comecamos com ({4.10]).

C
I+ uw/(x)2)7/*

K(x) =—

Derivando em relacao x, obtemos

—_

~(14+u/(x)*) 7 (x)u” (x)c
(1+u'(x)2)/2
éu’(x)u”(x)c

(1 + u’(x)2)5/4

[\

kK'(x) =

Pela equacgao (4.2)), simplificamos

K'(x) = %K(X)UI(X) (1 +u’(x)2)1/4.
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Como v(x) = —c, entao substituindo, teremos

No entanto, pela equagao (4.8]), sabemos que
1
K/(x) = =50 (141 ()% (K (x) (1 4w/ (x)*)!

= —%K(x)zu’(x)\/l + u/(x)2.

Como encontramos o valor de k’(x), podemos agora determinar o valor da expressao

abaixo.

!

1 K’(x) _ 1 <_1K(X)2u/(x)) /
w2 \VI+wx?)  JI+wm?\ 2

1 2.1

= —u/(x)k(x) (—§K(X) u'(x)/1 +u'(x)2)

1 Z,w(x)(1+u(x)?)

_EK(X) 1+ w(x)2)2

Substituindo a equacao (4.2), obtemos a seguinte simplicagao

!

1 ( K'(x) ) :lu’(x)QK(x)?’—%K(X)3(1+u/(x)2)

V1+u/(x)? \ /14 u/(x)? 2
1 3
= —§K(X)
Dessa forma, a equacao de Willmore (4.3)) é satisfeita. [ |

A partir desses resultados, podemos derivar uma representacao para a prépria solucao

u, a qual permite deduzir, de forma direta, diversas propriedades qualitativas.

4.0.4 Solucoes Simétricas da Equacao de Willmore

No que se segue, a fungao

Co Cp s 1
G:R— (—5,5> s G(S) = JO md’f (411)
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desempenha um papel crucial. E fdcil ver que G é estritamente crescente, bijetora com

G(s) > 0. Assim, também a funcao inversa

Gl (—%%) ~R (4.12)

¢ estritamente crescente, bijetora e suave com G~1(0) = 0.

Lema 15. Seja u € C*([0,1]) uma funcdo simétrica em torno de x = 1/2. Entdo, u
resolve a equagao de Willmore (4.3) se e somente se existe uma constante ¢ € (—co, Co)
tal que

vxe[0,1]: u'(x)=G! <S — cx) . (4.13)

Para a curvatura, tem-se que

K(x) =— : (4.14)
C 2
(‘/1+G—1 (5 —ex)
2
Além disso, assumindo que w(0) =u(l) =0, tem-se que
2 B 2
et (Goe) cifire(S)
2 2

Demonstracao. Primeiro mostramos a necessidade da formula de representagao dada por

(4.13). Seja u € C*([0,1]) uma solugio simétrica de (4.3). Pelo Lema [14] sabemos que

u(x) =

(c#0). (4.15)

existe uma constante ¢ € R tal que:

/4

vx e [0,1]: k(x) (1+u'(x)?)

Assim, pela equagao (4.2]), ganhamos

u//(x)
1+ uw/(x)2)5/4

o= (4.16)

Integrando a igualdade (4.16)) com os limites de integracao de 1/2 a x, obtemos
1 X u//
e (X__> :J (&) o dE
2 172 (1+u/(§)?)
Em seguida, substituindo T =u’(§), temos

1 w(x) 1
(D) [

0 (14 2)5/4
Por meio da funcao (4.11f), concluimos que

—C (x— %) = G(u'(x)).
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Logo, ao compormos a igualdade acima com G~!, obtemos a equacao (4.13]). Portanto,
a necessidade estd demonstrada. Além disso, é evidente que (—%, %) C G(R), o que
implica
Ic| < dt =c
g (1+T2)54 7

Por outro lado, a suficiéncia de (4.13)) é deduzida a partir da decomposigao de sua inversa,

isto é,
, c
Gu'(x)) = = —cx.
2
Derivando ambos os lados, obtemos
G'(u(x))u”(x) = —c.

Note que ao derivamos a funcao (4.11]) e substituir na igualdade acima, ganhamos

u“(x)

—C¢ = (1 +u"(x)2)5/4

Portanto, utilizando a equacao (4.2]) e o Lema , concluimos que u resolve a equagao de
Willmore (4.3]). Agora, para obtemos a igualdade , basta derivamos (4.13]). Para
isso, aplicamos a derivada inversa

—C
c )
& (6 (3-e))
5~ &%
Note que ao derivamos a funcao (4.11]) e utilizamos a equacao ( para simplificar a
c 9\ 5/4
—c <1+ G (5 —ex) )
B 2
c 9\ 3/2
<1 + G-! (5 — CX) )

—C

(1 +G! (% — cx>2) o

Dessa forma, chegamos ao resultado desejado. Por fim, para deduzimos (|4.15]), basta

u”(x) _

expressao, obtemos

integrarmos a igualdade (4.13)) e realizarmos algumas substituigoes, isto é,
x c
u(x) :J G (5 — cx) dx

Ao substituirmos o = ¢/2 — cx, obtemos

c/2—cx
u(x) = 1J i G !(o)do.

c c/2
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Em seguida, fazendo uma nova substituicao, mas de G~1(o) = t, temos

dt

u(x) = - — _dt.
G1(c/2cx) (14 12)5/4

1 J'Gl(C/Q) t
Cc

Agora, ao definirmos 6 = 1 + t2, ganhamos

1 Gil(C/Q) 1
u(x) = —J — dd
2c G1(c/2—cx) 55/4
2 G 1(c/2)
cdl/4 G-1(c/2—cx)

Finalmente, ao substituirmos & = 1 + t2, chegamos ao resultado desejado.

Corolério 9. Seja u uma solugcao suave no intervalo [0, 1] da equacao de Willmore (4.3]),
sendo simétrica em torno de x = 1/2. Para qualquer solucdo nao constante, temos que a
curvatura K satisfaz

Vx € (0,1): [|k(x)| > [k(0)].

Além disso, a funcao x — W' (x) € estritamente crescente ou estritamente decrescente. A
sequinte desigualdade paraw € independente de ¢ e valida para todas as solugoes simétricas

dos problemas de valor de bordo (4.20) e (4.21]), independentemente dos dados o ou [3:

2 V21
wx € 10,1 2o VT 0.8346268420 .
x e 0l bl < = ori

Demonstracao. Observe que apenas a ultima afirmacao requer uma demonstracao. Para
prové-la, é suficiente mostrar que a desigualdade se mantém para ¢ € (0,¢y). Note que,

ao substituir x =1/2 em , obtemos

N et

cy/14+ Gt (—

Consequentemente, temos a seguinte desigualdade
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Agora, ao realizamos a mudanca de varidvel ¢ = 2G(d), isso é equivalente a mostrar que,

para todo d € (0, 00), a seguinte desigualdade é satisfeita

1 1 2

G(d)  G(A)¢/I 16 G2 <

1 1 2
- 1_— < —
G(d) ( \4/1+d2> Co

L _2G(d)
V1 + d2 co

Portanto, definimos a funcao

2
H(d) := C—G(d) +(1+dH)Vr—1>0.
0
Sabemos que H(0) = 0, limg_,o H(d) = 0 e que, ao derivarmos H(d) ganhamos

1 2\—3/4
B ZG/(d) 5(1(1 +d )

Co V14 d?2
26/(a) d

Co 2(1+ d2)>/+
Substituindo a derivada da fungao (4.11]) na equagao acima, temos

ay=(2-94y L
H(d)—(CO 2)(1+d2)5/4.

Isso mostra que H(d) é inicialmente crescente e depois decrescente, de modo que para

H'(d)

todo d € (0, 00), temos H(d) > 0. [ |

Além disso, a partir do Lema [15, obtemos que as solugoes suaves e simétricas sao

mondtona com respeito a ¢ € (—c¢p,Cp), €, portanto, com respeito a f = u’(0) =

G 1(c/2) €R.
Lema 16. Para as solucoes W = U, no Lema temos que, para ¢ € (—cg, Co),

0
Vx € (0,1) : a—cuc(x) > 0.

Demonstragao. Pela demonstracao do Lema [I5] obtemos a seguinte igualdade

u(x) = J: G! <§ — cs> ds.

Derivando parcialmente em relacao a c e utilizando a Regra de Leibniz, temos:

iu(x) = Jj a%:G1 (E — cs) ds

R e
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Substituindo a derivada da funcao (4.11f) na igualdade acima, obtemos:

%u(x) — J: (% - s) (1 + (G—l (% - CS>>2>5/4 ds.

Como o integrando é fmpar com respeito a x = 1/2, positivo inicialmente e negativo
depois, concluimos que

a—cu(x) > 0.

4.0.5 Problemas de Valor de Bordo

O problema de valor de bordo de Navier

Obtemos todas as solugbes suaves u = u, para (4.3) que sao simétricas em torno de 1/2

e satisfazendo u.(0) = u.(1) = 0 por meio das férmulas (4.13]), (4.14) e (4.15). Essa

familia é parametrizada por ¢ € (—cg, cg). Resta considerar a dependéncia de

C
free ()

em c. Para esse propédsito, ¢é suficiente estudar a fungao

& = —Kc(0) =

h:(—cpco) = R, h(c)= ¢ . (4.17)

free ()

O intervalo de valores de h é precisamente o conjunto de «, para o qual o problema de
valor de bordo de Navier (4.20) tem uma solucdo. O nimero de solucoes ¢ da equacao
o = h(c) é o nimero de solucoes simétricas do problema de valor de bordo. O gréfico de

h estda mostrado na Figura ).

Lema 17. Temos h > 0 em (0,¢q), h <0 em (—cg,0), e

lim h(c) = lim h(c) = 0. 4.18
Jim (c) Jim (c) (4.18)

A funcao h € impar e possui exatamente um mdximo local em Cpax = 1.840428142. ..
e um minimo local em Cpin = —Cmax. O wvalor correspondente € Xpmax = M(Cmax) =

1.343799725 . ..



Capitulo 4. Equagao de Willmore Unidimensional 73

Figura 4.1: Valores admissiveis do dado de bordo « plotados em fungao do parametro c.

0.5

-2 -1 1 1 2

Fonte: [8] - Deckelnick e Grunau (2007).

Demonstragao. Primeiro analisaremos o limite de (4.17) quando limc »c, e limes -,

obtendo
Co

</1 +lime re, G (%)

Co

e )

limc/c() h(C) =

=0
isso se deve ao fato de que pela definicdo, G(oco) = ¢p/2. De maneira andloga, temos

—lime h(c) = 0. Logo,

lim h(c) =— lim h(c) =0.
cco cN\—co
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Em seguida, ao derivarmos a funcao h(c), obtemos
a2\ V4 . oy 2\ /4 c on 2\ 9/4
(1 +67(3) ) 1 (1 +67'(3) ) 6 (3) (1 +67'(3) )
(1 oo <§)2) 1/2
(o)) 5o ()0 (@))
o~ 1/2

(e ()

o\ —1/4
~(1re(5)) e

Portanto, h'(¢) é dado por:

h(c) =

1 c c
h'(c) = —-G 1 (=). (4.19)
¢ 41+G_1 <E>2 4 ( )

Agora, para a segunda derivada de h(c), temos
v (106 6) e Q) (e () 6)
(e (3)-

Usando a derivada da funcao G~ e as propriedades da funcdo G conforme descrito em

[11), ganhamos
9 1..,/¢ 1..,/¢ c 4 [C\? 5/4
Wi(e) =—367(5) 16 (§>—§<1+G (5))

_ —lG_l (E) _¢ <1 LGt <E>2) ! < 0em (0,cp)
2 2/ 8 2 o

Isso mostra que h(c) é estritamente convexa em (—cg, 0) e estritamente concava em (0, ¢g).
Como consequéncia, existe exatamente um maximo local ¢, em (0, ¢g) e exatamente um
minimo local ¢ = —Cmax €em (—cp,0). Estes pontos sao determinados pelos zeros de
(4.19]), isto é,

hl(cmax) - h/(cmin) =0.

Logo, temos,

Conax = —Conin = 1.840428142 ..., oty = h(Conae) = 1.343799725 . ...

Pela convexidade e concavidade da funcao h(c), cada nimero & € (—max, Xmax) \ {0}

possui exatamente duas pré-imagens em h(c). [ |
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Com as ferramentas e resultados previamente apresentados, podemos agora proceder

a demonstracao do Teorema (13|

Teorema 13. Existe um valor mdzimo Xma.x = 1.343799725 ... tal que para 0 < |of <

Xmax, 0 problema de valor de bordo de Navier

1 d k' (x) 15 0
Sl w(x)? dx ( 1 +u/(x)2> T3 =0, xe(01), (4.20)

u(0)=u(1) =0, «k(0)=«(1)=—«

possui exatamente duas solugoes suaves (grificas) w na classe de fungoes suaves que sao
simétricas em torno de x = 1/2. Se || = max, eriste exatamente uma soluc¢ao desse

tipo; para o« = 0, existe apenas a solucao trivial e nao existem solugées para || > Xmax-

Demonstracao. Pelo Corolario , a fungao u é solugao da equagao de Willmore ([4.3]),

sujeita as condicoes de bordo de Navier

Além disso, todas as solugoes suaves uw = u. de (4.3), que sdo simétricas em torno de

x = 1/2 e satisfazem

podem ser obtidas pelas equagoes (4.13)), (4.14]) e (4.15), onde essa familia de solugoes é

parametrizada por ¢ € (—cg, ¢g). Por fim, pelo Lema , ganhamos que se 0 < || < Xmax,
cada valor de o« possui duas pré-imagens sob h (definido em (4.17))), isto é, uma em
(0, Cmax) € outra em (—Cpay, 0). Logo, para cada o nesse intervalo, existem exatamente
duas solugoes suaves u, simétricas em relacao a x = 1/2 que satisfazem as condicoes de
valor de bordo de Navier. Agora, se || = qpax 0 valor de h é atingido unicamente em
C = Cmax, O que implica que existe exatamente uma solugao suave para h(c) = dpax (€
também para & = —0yax, pela simetria de h). Por outro lado, se o« = 0, a tinica solugao
possivel é a solucao trivial u(x) = 0, que corresponde ao valor ¢ = 0. Finalmente, se
|| > otmax NAO existem valores de ¢ para os quais h(c) = «, e, portanto o problema (4.20))

nao admite solugoes suaves simétricas para esses valores de «.
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Energia da solugao pequena e grande

Consideramos « tal que || < onax € determinamos os valores correspondentes de ¢ que

descrevem as solugoes 1. para (M), de acordo com

c
V167 (5)

Entao, a energia de Willmore modificada pode ser calculada como:

X =

Wy (ue) = ¢ — daarctan (G*1 (%)) : (23)

Na Figura ) (& esquerda), mostramos a energia de Willmore da solugao pequena e da

solucao grande como uma fun¢ao do dado de bordo «.

Figura 4.2: Energia das solugoes do problema de valor de bordo de Navier em fungao de « (&
esquerda) e de u. para « = 1.2 em funcao de ¢ € [0, ¢q) (& direita).

/\ 05 1 15 2

A =05 0.5 1

-1

2 \

Fonte: [8] - Deckelnick e Grunau (2007).

Ao observar a energia de Willmore de uma perspectiva diferente, revela-se uma
caracteristica um tanto inesperada: consideremos algum & < &,., relativamente préximo
de amax € mantemos esse « fixo. Entao, percebe-se que, mesmo na familia {u., ¢ € [0, co)},
a energia da solucao pequena com dado de bordo & nao é um minimo global. O infimo é
atingido por Wy (uc) quando ¢ 7 ¢o, mas nao é alcancado. Veja a Figura (4.2) (& direita)

para o« = 1, 2.

O problema de valor de bordo de Dirichlet

Para o problema de Dirichlet com dados simétricos, a situagao é de forma surpreendente

mais simples que o bordo de Navier.
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Teorema 14. Para todo 3 € R, o problema de valor de bordo de Dirichlet

1 d K'(x) 1 B
\/m& ( 1+u’(x)2> + §K3(X) =0, xe€/(0,1),

u(0) =u(l) =0, w(0)=—-u'(1)=p

(4.21)

tem exatamente uma solugcdo suave (grdfica) w na classe de fungdes suaves que sGo
simétricas em torno de x = 1/2. Essa solucao é o unico minimo do funcional de Willmore
na classe

Mg :={v € H*(0,1) N Hy(0,1) [v/(0) = —v'(1) = B}

Demonstrag¢ao. Primeiro, observamos que, a partir da equagao (4.13]), temos

w(0)=—w(1) =67 (),

onde G~ é estritamente crescente e bijetiva conforme definido em (4.12)). Por sua vez, o
dominio de G~! cobre todos os valores reais, ou seja, G '(—cy/2, co/2) = R. Assim, para

qualquer f € R, existe um unico valor de ¢ € (—cq, ¢g) tal que

B=6"(5).
2
Isso garante a existéncia de uma solucao suave e simétrica de u(x) que satisfaz as condigoes

de Dirichlet,

A solugao u(x) pertence ao espago funcional
Mg :={v € H*(0,1) N H{(0,1) [ v'(0) = —v'(1) = B},
onde a energia associada a v(x) é definida pelo funcional de Willmore
W(v) = Jl KV(X)Z\/T'(X)Q dx.

0

Para a unicidade da solugao, comparamos a energia W(v) de um funcéo v € My arbitraria

com a energia W(u) da solucao u(x). Subtraindo as energias, temos

W) — W) = L 0 (2T TV (07 dx — L (02T T w/(0)? dx
— Jl [KV(X) 14+v/(x)2 — ko (x)V/1+ u’(x)2)] dx.
0
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De (4.16) e (4.2), obtemos

W) - W) = L [y () (149 (00 — ke (x) (1 + /()21 dx

LV
—2 dx — 2¢”.
|, T

Além disso, pela fun¢io G(s) dada em (4.11) e sabemos que G(v'(1)) — G(v'(0)) =
—2G(p) = —c, temos

—2¢ (G(v/(1))) — G(v/(0)) —2¢?
N Jl [y () (1 4V ()% = ku(X)(1 +u’(x)2)1/4\2 dx.
0

O termo no integrando é estritamente positivo, a menos que v(x) = u(x). Isso implica que
a energia de qualquer funcao v # u é maior que a de u, ou seja, W(v) > W(u). Portanto,
a solugao u(x) minimiza a energia de Willmore no espaco Mg. Devido a monotocidade
estrita de G™!, qualquer valor  corresponde a exatamente uma solucao u(x). Assim,

u(x) é a tunica solucao suave e simétrica que satisfaz as condicoes de bordo de Dirichlet.
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