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Resumo

Este trabalho tem como objetivo estudar a controlabilidade aproximada hierarquica
de uma equacao da onda com amortecimento por meio da estratégia de Stackelberg. Mais
especificamente, considera-se um modelo misto linearizado que descreve um tipo de vi-
bragao com extremidades méveis, o qual inclui o modelo de Kirchhoff como caso particular.
Ademais, sao apresentados resultados relativos a existéncia, unicidade e regularidade das
solugoes do problema proposto.

Palavras-chaves: Controlabilidade Aproximada Hierarquica, Equagao da Onda, Es-

tratégia de Stackelberg, Sistema Otimizado.



Abstract

This work aims to study the hierarchical approximate controllability of a damped
wave equation through the Stackelberg strategy. More specifically, a linearized mixed
model describing a type of vibration with movable endpoints is considered, which includes
the Kirchhoff model as a particular case. Moreover, results concerning the existence,
uniqueness, and regularity of solutions to the proposed problem are presented
Keywords: Hierarchical Approximate Controllability, Wave Equation, Stackelberg Stra-
tegy, Optimized System.
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Notacoes e Simbologias

As simbologias abaixo serao utilizadas no decorrer do texto.

e (.,.) denota o produto interno em L?;

e || denota a norma em L

e ((.,.)) denota o produto interno em H};
e ||.|| denota a norma em H};

e (.,.) quando nao especificado, denota diferentes pares de dualidades;

ou Ju ou
e Vu= <ax1’ R axn> denota o gradiente da funcao u;
n 9%y
e Au= ) el denota o operador Laplaciano da funcao u;
i=1 0X§

® (.S. - quase sempre;
e — denota a imersao continua;
C . ~
e — denota a imersao compacta;
e C quando nao especificada, é uma constante positiva e arbitraria;
/_ 9.
* =

e L(X,Y) denota o e espaco dos operadores lineares e continuos de X em Y;

e D(f) denota o dominio de f.



Introducao

Este trabalho tem como base principal o artigo [14] que é dedicado ao estudo da con-
trolabilidade aproximada hierarquica para uma EDP hiperbdlica via estratégia de Stac-
kelberg. Mais precisamente, consideraremos um modelo misto linearizado que descreve
um tipo de vibragao em fronteiras com extremidades mdveis, que contém o modelo de Kir-
chhoff como caso particular. Desse modo, para obtermos solugoes u = u(x,t) definidas

para todo t > 0, procedemos, como usual, considerando um “amortecimento”

ou

5 {(X;(—i‘)(t)v’(t) + oc’(t)) 2—2("7 Rl

onde & é uma constante positiva, a ser fixada.
Um sistema de controle é uma equacao de evolugao (EDO OU EDP) que depende de

um parametro u, descrito pela expressao:

y/:f(t’y7u)7 (1)

onde t € [0, T] representa a variavel temporal, y : [0,T] — X é a fungao estado e u :

[0, T] — Y é um controle. Nesse modelo, X e Y sdo espacos de fun¢oes adequados, T > 0

¢ um valor real fixado e y’ representa a derivada de y em relagdo ao tempo t.
Destacamos abaixo algumas das principais definicoes de controlabilidade presentes na

literatura.

Definicao 0.1. (Controlabilidade exata) Sejam T > 0 e yo,ys € X dois estados do
sistema (1). Dizemos que tal sistema é exatamente controldvel se existe w: [0, T] — Y tal
que

y’ = fly,u) em [0,T],

y(0) =yo, y(T) =y,
Definicao 0.2. (Controlabilidade aproximada) Sejam T > 0 um ndmero real e

Yo, Y1 dois possiveis estados do sistema (1). Dizemos que tal sistema é aprorimadamente
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Sumario 3

controldvel se, para todo € > 0 dado, existir we : [0, T] = Y tal que

y, = f(yaue) em [07T])
y(0) =yo, [[y(T)—yill <e.

Defini¢ao 0.3. (Controlabilidade nula) Sejam T > 0 um nimero real dado e yo € X
um estado arbitrdrio do sistema (1). Dizemos que tal sistema € nulamente controldvel se

existe w: [0, T] = Y tal que

y' =f(y,u) em [0, T],
y(0) =yo, y(T)=0.

Definicao 0.4. (Controlabilidade exata as trajetorias) Sejam T > 0 um nidmero
real dado, yo € X um estado ey uma trajetoria (isto €, uma solu¢ao arbitrdria do sistema
(1) sem controle). Dizemos que tal sistema € exatamente controldvel as trajetorias se existe
u:[0,T] =Y tal que

y' =f(y,u) em [0, T],

y(0) =yo, y(T)=7(T).

Pode-se mostrar, que em sistemas lineares, as definicoes de controle nulo e exato as
trajetdrias sao equivalentes.

Existem muitas situacoes em que varios controles sao necessarios para conduzir um
sistema a um ou mais objetivos.Em uma estratégia de colaboracao onde a acao de um
controle depende da acao do outro controle que atua de forma independente, estamos
tratando de controle hierarquico.. Esse conceito no contexto das equagoes hiperbdlicas foi
introduzida por J. -L. Lions [8], onde o autor analisou a controlabilidade aproximada para
um sistema associado a uma equagao da onda. Nesse trabalho, J. -L. Lions considerou um
controle principal chamado de lider e adicionalmente um controle secundario chamado de
sequidor, seguindo a estratégia de Stackelberg [23].

Posteriormente, vérios trabalhos surgiram em relagao ao tema proposto(que consistia
em dado um controle lider encontrar o controle seguidor em fung¢ao do lider, satisfazendo
a condigao de “de solugdo ”do funcional custo associado) aplicado a outros sistemas go-

vernados por uma EDP, dentre os quais podemos citar:
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e Os artigos de Lions [12, 13], onde o autor provou alguns resultados sobre estratégia
de Pareto e Stackelberg, dentre os quais podemos destacar, a prova de que o sis-
tema perturbado corresponde a uma sequéncia de problemas de controle padrao e
converge para o controle de pareto, para o qual se obtém um sistema de otimalidade
singular e como aplicacao, mostrou-se que o método pode ser estendido para o caso
evolutivo. Além disso a estratégia de pareto em resumo, pode ser entendida, como
uma abordagem utilizada em sistemas de controle multiobjetivo para encontrar o

melhor equilibrio entre objetivos de desempenho conflitantes.

e Os artigos [21, 22], onde Ramos et al. estudaram equilibrio de Nash dos pontos de

vista tedrico e numérico para EDP’s parabdlicas lineares.

As questoes de controlabilidade consideradas nos trabalhos acima citados fornecem
respostas em nivel aproximado. A principal novidade apresentada nesse trabalho é a
inclusao de um ”amortecimento” acrescida a uma EDP hiperbdlica. Este amortecimento

tras uma melhor regularidade e suavidade para a solucao do sistema, dado pela seguinte

expressao
GE 02 —aft) o\ 0 d
a—;—a(wa—;m[(%y (t)+a(t))a—;‘(x,t)+§(x,t) =0 ()

Finalmente, este trabalho esta dividido da seguinte forma:

No capitulo 1 apresentamos os resultados preliminares, essenciais ao desenvolvimento
do nosso trabalho.

No capitulo 2 mostraremos formalmente o problema de controle a ser estudado, onde
a controlabilidade aproximada ¢é estabelecida. Finalmente, a existéncia, unicidade e regu-

laridade de solugoes também é provada para o sistema proposto.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos alguns resultados necessarios para que o leitor possa ter

uma melhor compreensao dos conteudos abordados no capitulo seguinte.

1.1 Topicos de Analise Funcional

1.1.1 Convergéncia Fraca e Fraca Estrela

Definicao 1.1. (Convergéncia Fraca)[Evans [5], p. 723] Sejam E um espago de Ba-
nach e (Wy)veny uma sequéncia de E. Dizemos que uma sequéncia W, converge fracamente

para W e escrevemos w, — w  se, e somente se, (@, Uy) — (@, ), para todo @ € E’.

Definicao 1.2. (Convergéncia Fraca Estrela)/Brezis [3], p. 63] Sejam E um espago
de Banach, e @ € B/ e (@+)veny uma sequéncia de E'. Dizemos que @~ converge fraco
estrela para @ e escrevemos @ — @ se, e somente se, (@y,u) — (@, ), para todo

ueeE.

Definigao 1.3 (Brezis ([3], p. 74). Definimos por o(E, E’) a topologia fraca de E induzida
por E’.

Proposicao 1.1. Sejam E um espaco de Banach e (X )nen uma sequéncia em E. Entao:
(i) Se xn — x em o(E,E’) entdo (f,xn) — (f,x), Vf € E/;
(ii) Se xn, — x forte entao x, — x fracamente na topologia o(E,E’);

(111) Se xn, — x em o(E,E’) e se f, — f fortemente em €' (isto é, ||f, —f||g — 0) entdo

(fr,xn) = (f,x).



1.1 Tépicos de Analise Funcional

Demonstragao. ( Brezis [3], p. 58). O]

1.1.2 Espacos Separaveis e Reflexivos

Defini¢ao 1.4 (Evans [5], p. 719). . Dizemos que um espago métrico & € separdvel se

existe um subconjunto D C E enumerdvel e denso.

Definicao 1.5 (Evans ([5], p. 722). . Sejam E um espaco de Banach e | a inje¢do

canonica de B em E”. Dizemos que E € reflexivo quando J(E) =E".

Quando o espago E é reflexivo identificamos implicitamente E e E” (com ajuda do

isomorfismo J).

Teorema 1.1. (Banach-Alaoglu-Bourbaki). Sejam E um espaco de Banach e E' o

seu dual topologico. Entao o conjunto
Ber = (f € B ] < 1,
¢ compacto na topologia fraca estrela.
Demonstragao. Brezis ([3], p. 66). O

Teorema 1.2. Sejam E um espago de Banach separavel e E' o seu dual topoldgico. Entao
o conjunto

B, = {f € ;] < 1},

¢ metrizdvel na topologia fraca estrela.

Reciprocamente, se Bg: € metrizdvel na topologia fraca estrela, entao E € separdvel.
Demonstragao. Brezis ([3], p.74). O

Corolério 1.1. Sejam E um espaco Banach separdvel e (fn)nen uma sequéncia limitada
em B'. Entao existe uma subsequéncia (fy, Jxen de (fn)nen tal que converge na topologia

fraca estrela.
Demonstragao. Brezis ([3], p. 76). O

Teorema 1.3. Seja E um espaco de Banach reflexivo e suponhamos que a sequéncia
dada (fi) ey C E € limitada. Entdo existe uma subsequéncia (fki)jeN de (fi)ey e f€E
tal que

fkj — f,

Demonstracao. Evans ([5], p. 639). O



1.1 Tépicos de Analise Funcional

1.1.3 Convexidade e Otimizacao

Teorema 1.4. Suponha que o funcional F: D C H — R tem as sequintes propriedades:
(i) D € um subconjunto convexo fechado nao vazio do espago de Hilbert H;

(ii) F € fracamente sequencialmente semi-continuo inferiormente;

(iii) Se D ¢ ilimitado, entdo F € fracamente coercivo.

Entao o problema de minimizacao

F(u) = min F(v) (1.1)

veD

tem uma solugao.
Demonstracao. Zeidler ( [24], p. 53-54). O

Corolario 1.2. Se adicionarmos a hipotese de F ser estritamente convexo, teremos a

unicidade de solu¢do de (1.1).

Teorema 1.5. (Fenchel - Rockafellar) Sejam ¢, : E — (—o0,+00] duas fungoes

convezas. Suponha que exista algum xg € D(@) N D) tal que @ seja continua em Xg.

Entao,
inf{@(x) +¥(x)} = sup{—@(—f) =Y (f)} = —min{e(—f) + P (f)}.
X€ fcE fek
Demonstragao. Brezis ( [3], p. 15). O

Proposicao 1.2. (Caracterizacao de Solugdo) Suponhamos que N = Nj + Ny e
que N1 e Ny sdo funcionais convexos e semi-continuos inferiormente de um subconjunto
C convexo nao vazio de um espago de Banach reflexivo em R, com Ny sendo gateauz-

diferencidavel com derivada Ni. Entdo, se i € C, as condi¢oes sio equivalentes:
(i) w € solugao do problema

inf N(p)

necC

(i) (NJ(),&—p) +Na(E) =Ny(w) 20 VEEC,
(i) (N{(&),n—&) +No(u) —Ny(E) >0 VEeC.

Demonstracao. Ekeland ([4], p. 38). O



1.2 Teoria das Distribuicoes Escalares

Teorema 1.6. (Critério de Densidade) Seja D um subconjunto de um espago de

Hilbert H. Entao, as sequintes condi¢oes sao equivalentes:
(i) D gera um subespago que é denso em H;

(ii) Todo funcional linear continuo f em H que se anula em D € identicamente nulo em

H.

Demonstra¢ao. Aubin ([1], p. 30). O

1.2 Teoria das Distribuicoes Escalares

Definicao 1.6 (Brezis [3], p. 92). Sejam Q C R™ um aberto limitado e @ : Q C R™
— R uma func¢ao continua. Denomina-se suporte de @ ao fecho em Q do conjunto dos

pontos x tais que @ (x) # 0. Simbolicamente,

supp (@) ={x € Q; ¢ (x) £0} .

Definicao 1.7. Denota-se por C°(Q) o espago vetorial das fungoes continuas e infinita-

mente derivaveis em  com suporte compacto em ().

O espago CP(Q) é de grande importancia para o nosso estudo, visto que estamos

interessados em estudar funcionais lineares continuos definidos em C(Q).

Definicao 1.8 (Evans [ [5], p. 701). Chamaremos multi-indice a toda n-upla o« =
(1, &g, ..., %) de nimeros naturais. Dado um multi-indice «, definimos a ordem ||

de o por || = &1 + & + ... + &, € representamos por D% o operador derivacdo

ol«l

D= ———————
X Xn *
0xy ' ...0xn"

Definigao 1.9. Dizemos que uma sequéncia (@~),cy de fungoes em CF (Q) converge

para @ em CF (Q) quando forem satisfeitas as sequintes condigoes:

i) Eziste um conjunto compacto K C Q tal que

supp (@) C K e supp(py) CK, VveN

i1) D@y — D% uniformemente em K para todo multi-indice «.



1.2 Teoria das Distribuicoes Escalares

O espago vetorial C (Q) munido da nogao de convergéncia definida acima serd re-
presentada por D (Q) e é denominado de espaco das fungoes testes.

Denomina-se distribuicao escalar sobre Q a toda forma linear T : D(Q) — R
continua com respeito a topologia de D (Q). Isto significa que T satisfaz as seguintes

condicoes:

i) Tlap + ) = aT(@) + BT(W), Vo, € D(Q), Vo, p € R

ii) T ¢ continua, isto é, se uma sequéncia (@ ),y converge em D (Q) para @ € D (Q),
entao,

T(py) — T (@) em R.

O valor da distribuicao T na funcao teste @ serd representado por (T, @). Equipa-se
o espago vetorial das distribuicoes escalares da seguinte nogao de convergéncia:

Considera-se o espaco de todas as distribuigoes sobre (). Neste espaco, dizemos que
a sequeéncia (T ), ¢y converge para T, quando a sucessao (T, @), oy converge para (T, @)
em R para toda @ € D (Q).

O conjunto das distribuigoes escalares sobre (O é um espago vetorial real, o qual denota-
se por D’'(Q), é chamado espaco das distribuicoes escalares sobre Q. Com o intuito de
estudarmos os espacos de Sobolev, introduz-se o conceito de derivada distribuicional para
objetos de D’ (Q)). A motivagao no conceito de derivada fraca e posteriormente o conceito
de derivada distribuicional dada por Sobolev, se deve a formula de integracao por partes
de Célculo, sendo este conceito generalizado para distribuicoes quaisquer em D’ (Q).

Dada uma distribuicdo T em D’ (Q) e dado um multi-indice o« € N™ defini-se a derivada
distribucional de ordem « de T como sendo a forma linear e continua D*T : D (Q) — R
dada por

(DT, @) = (—1)™! (T,D%p), paratodo @ € D(Q).

Segue-se da definicao acima que cada distribuicao T sobre ) possui derivadas de todas

as ordens. Notemos que a aplicacao
D*: D' (Q) - D' (Q). (1.2)
é linear e continua no sentido da convergéncia definida em D’ (Q). Isto significa que se

lim T, =T em D’ (Q) entao lim D*T, = D*T em D’ (Q). (1.3)

v—00 V—00



1.3 Os Espacos L?(Q)

1.3 Os Espacos LP(Q)

Nesta segao, serao dadas algumas definicoes e propriedades elementares dos espacos

LP(Q).

Definigao 1.10 (Brezis [3], p. 89). Denotamos por L}(Q, ), ou simplesmente L1(Q)
(ou apenas L'), o espago das fungoes integrdveis de QO em R. A norma em L1(Q,u) é

definida por

1flles = (1]l = J ] dp = J ]
Q Q

Definigao 1.11 (Brezis [3], p. 91). Sejam Q C R™ um subconjunto aberto e p € R com

1 <p < o0o. Definimos
LP(Q) ={f: Q — R; f mensurdvel e [f|P € L1(Q)}.
O espaco LP(Q) com 1 < p < oo é um espago de Banach equipado com a norma
1/p
||f||]_p(Q) == [J |f(X)|de} .
Q
Definicao 1.12 (Brezis [3], p. 91). Seja Q C R™ um subconjunto aberto. Definimos
L®(Q) ={f: Q — R; f mensurdvel e 3 C constante tal que |[f(x)] < C ¢.5s em Q}.
O espaco L°(Q) é um espaco de Banach equipado com a norma
Ifl|Le(q) = Inf{C : [f(x)| < C q.s em Q}.

Teorema 1.7. (Desigualdade de Young) Sejam p > 1 e q > 1 tal que %)—f—% = 1.

Entao,
1 1
ab<—aP+—-Db9, Va>0 e Vb>0.
% q
Demonstragao. Brezis ([3], p. 92). ]

Teorema 1.8. (Desigualdade de Young com ¢) Sejam 1 < p,q < oo com %—Fﬁ =1
e € > 0. Entao,

ab < eaP + C(g)b9, Va,b >0,

onde C(e) = (ep)?qq_l. No caso particular quando p = q = 2, a desigualdade reduz-se a
REEY
ab < ¢ea +Eb , Va,b>0.
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1.3 Os Espacos L?(Q)

Demonstragao. Evans ([5], p. 622). O

Teorema 1.9. (Desigualdade de Holder) Sejam as fungoes f € LP(Q), g € LI9(Q)

com 1 <p < oo e(q o expoente conjugado de p; isto é é +% = 1. Entao fg € L'(Q) e

|, tfglax < 1l @ lgllsco
Demonstragao. Brezis ([3], p. 92). O

Definicao 1.13. Dizemos que uma funcao f : Q — R € localmente integrdvel em Q,

quando f € integravel a Lebesgue em todo compacto K C Q. O espacgo das fung¢oes local-

1

1oc(Q). Em simbolos temos que

mente integravéis é denotado por L

fell.(Q) & J Ifldx < oo, para todo compacto K C Q.
K

As distribugoes que aparecem com mais frequéncia sao aquelas definidas a partir de
funcoes localmente integraveis.

A distribucao T, assim definida é dita “gerada pela fungao localmente integravel u”e,
usando o Lema de Du Bois Raymond, tem-se que T, é unicamente determinada por u,

no seguinte sentido: T,, =T, se, e somente se, u = v quase sempre em (). Neste sentido

1

loc () das fungdes localmente integraveis

identificamos u com a distribuigao T, e o espaco L

pode ser visto como parte do espaco das distribuicoes D’ (Q)

Lema 1.3.1. (Du Bois Raymond) Sejau € L{__(Q). Entio T, =0 se, e somente se,

loc

u =0 quase sempre em Q.
Demonstracao. Medeiros, L. A e Milla Miranda, M. ([16], p. 12). H

Exemplo 1.1. Seja u € L. _(Q) e definamos Ty, : D (Q) — R por

loc
(Tw, @) =J u(x)e(x)dx
Q
Nestas condigoes T, € uma distribucao escalar sobre Q.

De fato, nao ¢ dificil mostrarmos a linearidade de T,,, pois segue da linearidade da

integral. Resta provarmos que T,, é continua.

11



1.3 Os Espacos L?(Q)

Seja uma sequéncia (@+)ven de funcoes testes sobre QO convergindo em D (Q) para

uma funcao teste @. Entao, temos

|<Tu7(pv>_<Tu7(p>| = |<Tu7(pv_(p>|
_ U w(x)(@y — @) (x)dx
Q

< J u(x)(@y — @)(x)ldx
Q

< supley — cle [u(x)ldx — 0,
Q
pois @, — @ uniformemente.

Observagao 1.1. Outro resultado interessante é que a derivada de uma fungdio L (Q),

nao € em geral uma fungdo de L (Q).

1

Outro resultado interessante é que a derivada de uma funcao L,,.(Q) nao é, em geral,

uma funcao de L{ (Q).

loc

Exemplo (Funcao de Heaviside). Considere Q = R e defina a fungao

(O valor em x = 0 é irrelevante.)

1

e (R), pois em qualquer intervalo limitado (a,b) temos

Observamos que H € L

b
J [H(x)| dx < oo,

a
uma vez que H é limitada.
Entretanto, H nao é derivavel no ponto x = 0. No sentido das distribuigoes, sua
derivada é dada por
H' = &,
onde §j é a medida de Dirac concentrada na origem.

Como 6 nao é representada por uma funcao localmente integravel, concluimos que
H' ¢ L (R).

Portanto, este exemplo mostra que a derivada de uma fungao pertencente a L (Q)

pode nao pertencer a L{._(Q).
Tal fato, motivara a definicao de uma classe significativa de espacos de Banach de

fungoes conhecidas sob a denominacao de Espagos de Sobolev.
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1.4 Espacos de Sobolev

1.4 Espacos de Sobolev

Como vimos na secao anterior, toda funcao u € LP(Q) possui derivadas distribucionais
de todas as ordens. Entretanto, as derivadas de u nem sempre sao também funcgoes do

espaco LP(Q).

1.4.1 Os Espacos W™P(Q)

Definicao 1.14 ( Evans, 210 ([5], p. 258). Sejam Q um aberto do R™, 1 < p < oo
em € N. O espaco de Sobolev que denotamos por W™P(Q), é o espaco vetorial das
(classes de) fungoes em LP(Q) cujas derivadas distribucionais de ordem o pertencem a

LP(Q), para todo multi-indice o« com || < m. Simbolicamente escrevemos:
W™P(Q) ={ue LP(Q);D*u € LP(Q) para todox tal que |x| < m.

O espago W™P(Q)) com 1 < p < oo é um espago de Banach equipado com a norma

Rulwmre = (X |

lof<m V€2

1/p
!D“u(x)lpdx> .

Também W™ (Q)) é um espaco de Banach com a norma
llwme(ay = Y supess/D*u(x)].
lal<m
No caso p = 2, o espago W™P(Q) sera representado por H™(Q) que é um espago de
Hilbert, cujo produto interno e a correspondente norma induzida em H™(Q) sdo dadas,

respectivamente, por

(W)= Y (D*u,DV)i2iq) e |ufimia) =< > J

1/2
ID“u(x)Ide) )
Q

x| <m Joel<m
Agora apresentaremos algumas desigualdades de Sobolev que nos ajudarao a alcancar

os objetivos propostos.

Teorema 1.10 (Rellich-Kondrachov). Seja Q um subconjunto limitado do R™ de classe

C! com fronteira T regqular. Entdo:

Se n>pm, entao W™P(Q) < L9(Q), para todo q € [1, nzgm>.
Se n=pm, entio W™P(Q) < L9(Q), paratodo q € [1, +0o0).

se pm>mn, entdo W™P(Q) < C(Q), onde k é um inteiro nao negativo tal que

k<m—(n/p)<k+1.

13



1.4 Espacos de Sobolev

Em particular, WHP (Q) < LP(Q) com inje¢ao compacta para todo p ( e para todo n).
Demonstragao. Brezis ([3], p. 285). O

Teorema 1.11. (Gauss-Green) Se u € C'(Q), entdo J

U, dx = J uvtdr
Q

r
i=1,2,...,n).

Demonstragao. Evans ([5], p.711). O

Teorema 1.12. (Formulas de Green)

Para todo uw € H}(Q) ev € H3(Q), € verdadeira a Férmula de Green:

(Auav)L2(Q) - (LL, AV)LZ(.O_) = <Y1u7 ’YUV> - <Y0uaY1V>7
onde (-,-) representa sempre dualidades.
Demonstragao. Medeiros, L. A. Milaa, M. M([17], p. 122). O

Definig¢ao 1.15. Seja T € B(X,Y) um operador dado. Entdao um operador D chama-se
inverso a direita do operador T se (T o D) = 1d e neste caso, diz-se que T € invertivel a

direita.
Teorema 1.13. (Teorema do Trago) Seja Q C R™ com fronteira C*'. Assuma %

nao inteiro com s <k+1, s — %) =1+ (0) e0<o<1,leN. Entio a aplicacao linear
)

que € definida para u € CX1(Q) tem wma Unica extensio continua a um operador de

ou om—1
U= (You, Yil, ..., Ym—1l) = (u|r> v

r’7oym—l

—1 51 .. \ .o . .
WsSP(Q) em Hjnlo W™ 7w P(T), tal operador possui inversa a direita continua que in-

depende de p.
Demonstragao. Grisvard 1985 ([6], p. 37). O

Teorema 1.14. (Regularidade) Considere Q C R™ um conjunto aberto limitado com

fronteira T de classe C2. Sejam f € L2(Q) eu € H(Q) tal que
0

J YuVd +J up = J fp, Vo € H(Q).
Q Q Q
Entaou € H2(Q) e [ullpzq) < Clfliz(q), onde C € uma constante que sé depende de Q.

Demonstragao. Brezis([3], p. 298). O
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1.4 Espacos de Sobolev

1.4.2 Os Espagos W;"P(Q) e W ™4(Q)

Observemos que, embora o espaco vetorial das funcgoes testes u,v € D (Q) seja denso
em LP(Q) para 1 < p < oo, em geral, ele nao é denso em W™P(Q). Isto acontece porque
a norma de W™P(Q) é “bem maior”que a norma de LP(Q) e é por isso que W™P(Q)
possui menos sequéncias convergentes. Isto motivou a definigdo dos espagos WP (Q)

COomo segue:

Definicao 1.16. Seja Q um subconjunto aberto de R™. Definimos

WP Q) =D

No caso p =2, 0 espago WP (Q) serd representado por H{*(Q).

Teorema 1.15. (Desigualdade de Poincaré) Suponhamos que Q seja um subconjunto
aberto e limitado de R™ e 1 < p < co. Entao eziste uma constante C (dependendo de Q
ep) tal que

Iullr ) < CIVUr), ¥ uwe WP (Q).

Demonstragao. Ver Brezis ([3], p. 290). O

Observagao 1.2. Em particular, a expressio |Vul|Lr(q) € uma norma no espago Wy (Q),
equivalente a norma |[u|lwir(q). Em H{(Q) tem-se o produto interno
i J ou v
04 axl %

que induz a norma |Vulli2(q), equivalente a norma |||y (q)-
Demonstragao. Brezis ([3], p. 290). O

Os espagos WP (Q) e, em particular, os espagos HJ*(Q), desempenham um papel
fundamental na Teoria dos Espacos de Sobolev e por conseguinte na Teoria das EDP’s.
Se 1 < p < oo e o numero g é o expoente conjugado de p, isto é = + = =1, entao
representamos por W~™9(Q) o dual topolégico de WP (Q) e por H ™(Q) o dual
topoldgico de H*(Q). Em outras palavras, se f pertence a H™™(Q) entao f é um funcional

linear limitado sobre HJ*(Q)).
Definigao 1.17. Se f € H™1(Q) a norma € definida como sendo
IfllH-1 () = sup{{f,u); ¥ u € Hy(Q) com Hu||Hé(Q) < 1}
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1.5 Os Espagos LP (0, T; X)

Observacao 1.3. Em particular, as conclusées do Corolario (?77) sdo vdlidas para o
espaco Wé’p(Q) com um subconjunto arbitrdrio aberto Q de R™. Analogamente, a con-
clusao do Teorema (1.10) é valido para Wé’p(Q) com um subconjunto arbitrdrio QO aberto

e limitado de R™.

Demonstragao. Brezis ([3], p. 290). O

1.5 Os Espacos LP (0, T: X)
Nesta secao, estenderemos as nocoes de mensurabilidade e integrabilidade para fungoes
f:00,T] — X,
onde T > 0 e X é um espago de Banach real com a norma ||.||.

Definigao 1.18. Denota-se por LP (0,T;X), com 1 < p < oo o espago vetorial das
(classes de) fung¢oesu: (0, T) — X fortemente mensurdveis com valores em X e tais que
se 1 <p < oo afunciot — |[w(t)||% € integrdvel a Lebesgue em (0,T) e se p = 00 a

fungao t — [[u(t)|l € L*(0,T).

O espaco LP (0, T; X) é um espaco completo com a norma dada por

T 1/p

HuHLP(O,T;X) = (J Ju ()[1% dt) ,se 1< p<oo.

0

Se p = 0o a norma acima € substituida por
[l o1:x) = souggsTs Ju(t)]|x =inf{C >0:[lu(t)llx < C q.s em Q}
Apenas no caso em que p = 2 e X é um espaco de Hilbert, o espaco L*(0, T; X) é um
espaco de Hilbert, cujo produto interno é dado por
T
i = | WD)t

Quando X é reflexivo e separdvel e 1 < p < 0o, entao LP (0, T; X) é um espago reflexivo
e separavel, cujo dual topolégico se identifica ao espaco de Banach LP' (0, T;X’), onde p

e p’ sdo indices conjugados, isto é, % + # = 1. Mais precisamente, temos
[LP(0,T;X)]" ~ LP'(0, T, X").
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1.5 Os Espagos LP (0, T; X)

A dualidade entre esses espacos é dada na forma integral por

T

VW Lo (0,1 xLp (0T:x) = JO (v (L) u (b)) x dt.

No casop = 1, o dual topoldgico do espaco L! (0, T; X) se identifica ao espaco L* (0, T; X'),
ou seja,

[L1(0,T;X)]" ~ L(0, T, X").

Definigao 1.19. Sejav € L1(0,T). Dizemos que s € (0,T) é um ponto de Lebesque de v,
se para todo h > 0 tal que ]s —h,s + h[C (0,T) entao

s+h
lim LJ v(&)dE =v(s)

Definigao 1.20. Denota-se por C ([0, T];X), com T > 0 o espago de Banach das fungoes

continuas w: [0, T — X munido da norma da convergéncia uniforme

e omx) = o2 [w(t)][x < oo.

Teorema 1.16. Sejam X e Y espacos de Hilbert tal que X — Y e f € LP(0,T; X), f' €
LP(0,T;Y), 1 <p < oo, entio f e CO([0, T];Y).

Demonstracao. Brezis ([2]). O

Lema 1.5.1. Sejam X um espaco de Banach, f € LP(0,T;X) e f' € LP(0,T;X) com
1 <p < o0, entao

f e C([0, T]; X).

(Possivelmente redefinidas sobre um conjunto de medida nula.)
Demonstragao. Lions ([11], p. 7). O

Teorema 1.17. (Representacao de Riesz) Sejam 1 < p < oo e @ € (LP)'. Entao

existe um unico w € L9 onde % + % =1 tal que
(p,f) = Juf, vV felP.

Além disso, vale

ullee = llolle)

Demonstragao. Brezis ([3], p. 97).
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1.6 Distribuicoes Vetoriais

Teorema 1.18. Seja X um espaco de Hilbert e w € 1L2(0,T; X). Entdo existe um tnico

funcional f € H71(0,T; X) que verifica
(£,60) = (W,0),b)x V 0 €D(0,T) e heX.

Baseado nisto, identificamos f com u’'. Por esta razdo, diremos que se u € L2(0,T;X)

entao u' € H71(0, T; X).
Demonstracao. Pathak ([20]). O

Teorema 1.19 (Teorema da Compacidade de Aubin-Lions). Sejam X, B e Y espagos de
Banach com X C B C Y, X eY reflexivos. Suponhamos que X esta compactamente imerso

em B e B estd continuamente imerso em Y. Entao

d
W={v: veLPO(o,T;X),v’zd—‘t’ e LP1(0,T:Y)),

onde 1 < p; <o0,1=0,1, munido da norma
Vllw = [Vl[tro 1) + [V llLes o,7v),

¢ um espaco de Banach compactamente imerso em LP°(0,T; B).

Demonstragao. Lions ([11], p. 58). O

1.6 Distribuicoes Vetoriais

Seja um nimero real T > 0 e X um espago de Banach real com a norma ||.||

Definig¢ao 1.21. Uma distribuicao vetorial sobre (0, T) com valores em X, € uma fungao
f:D(0,T) = X linear e continua. O conjunto dessas transformagoes lineares € chamado

Espaco das Distribuicoes Vetoriais sobre (0,T) com valores em X e é denotado por
D'(0,T; X) = L(D(0,T); X).

Definigao 1.22. Seja f € D’ (0,T;X). A derivada de ordem n é definida como sendo a
distribuicao vetorial sobre (0,T) com valores em X dada por
a~f n d™e
— = (-1 f,— ),V D(0,T).
(o) = (R 52) v o enom
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1.7 Resultados Importantes

Observagao 1.4. Se a fun¢ao f pertence ao espago LP(0,T;X) com 1 < p < oo, entdo

define uma distribuicao que denotamos pela mesma funcao f e € dada por

’
() = L f(t)p(t)dt, ¥ @ € D (0,T),

com valor integrdvel em X.

Demonstragao. Lions ([11], p. 7). O

1.7 Resultados Importantes

Nesta secao, apresentamos alguns resultados importantes que serao utilizados nesta

dissertacao.

1.7.1 Funcoes Proéprias e Decomposicao Espectral

Teorema 1.20. Assumimos Q um subconjunto aberto e limitado de R™. FEziste uma

sequéncia de nimeros reais (Am)men donde

O< AT <A< A3,

Am — 00 quando M — oO.
E uwma base Hilbertiana (wj)jen de L*(Q) tais que wy € Hj(Q)
—AW]' = }\]’W]’ em Q
w; =0 sobre T,

paraj =1,2...
Diz-se que os nimeros (Ay) sao os autovalores de —A (com a condigao de Dirichlet) e

que as (Wj)jen sao as fungoes proprias associadas.

Demonstragao. Evans ([5], p. 335) ou Medeiros ([17], p. 134). O

1.7.2 O Teorema de Carathéodory

Sejam D um subconjunto aberto de R™*! cujos elementos sao denotados por (x,t)
ondex e R"ete Ref:D — R"™ Dizemos que f satisfaz as condicoes de Carathéodory

sobre D quando:
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1.7 Resultados Importantes

e f(x,t) é mensuravel em t para cada x fixo;
e f(x,t) é continua em x para cada t fixo;

e Para cada compacto K em D existe uma funcao real integravel my (t) tal que

If (x,t)] < mg (t) para todo (x,t) € K.
Definicao 1.23. Uma solugao no sentido estendido do problema de Cauchy

x' = f(x,t)

x(to) = Xo;

¢ uma funcao (t) absolutamente continua tal que para algum P real vale
i) (¢(t),t) DV telo— B, to+ Bl

i) (1) = f(t,d(t)) YVt € [to— B, to + Bl, exceto em um conjunto de medida de

Lebesgue zero.

Consideremos o retangulo
R = {(Xat) € Rn+1; ’t_t0| < a, ’X_XO| < b} )
com a,b > 0. Entao, valem os seguintes resultados:

Teorema 1.21 (Carathéodory). Seja f : R — R™ satisfazendo as condi¢ées de Ca-
rathéodory sobre R. Entao sobre algum intervalo |t —to| < B (B > 0) existe uma solugao

no sentido estendido do problema de valor inicial

x" = f(x,t)

x(to) = Xo;

Demonstra¢ao. Medeiros, L. A e Rivera, P. H. ([19], p. 156). H

Corolério 1.3. Sejam D um subconjunto aberto de R™ e f satisfazendo as condigoes

de Carathéodory sobre D. Entdo o problema

x' = f(x,t)

x(to) = xo;
tem solucao para qualquer (tg,xo) € D.
Demonstragao. Medeiros, L. A e Rivera, P. H. ([19], p. 159). ]

20



1.7 Resultados Importantes

Teorema 1.22. Sejam D um subconjunto aberto limitado e conexo em R™, f uma
funcao que satisfaz as duas primeiras condi¢oes de Carathéodory sobre D e suponhamos
que exista uma funcdao integravel m(t) tal que [f(t,x)] < m(t) para todo (t,x) € D. Seja
@ uma solugao de

x' = f(t,x) para quase todotem I,

sobre o intervalo aberto (a,b). Entao

i) existe (a+0) e @(b—0), onde @(a+0) e @(b—0) sdo os prolongamentos laterais

de @ a esquerda de a e a direita b respectivamente;

ii) se (b, (b —0)) € D entdo @ pode ser prolongada até (a,b + 8] para algum 5.

Resultado andlogo para a;

iii) @(t) pode ser prolongada até um intervalo (y, w) tal que (v, @(y+0)), (w, @(w—0))
pertencem a 0D (0D fronteira de D);

iv) se f pode estender-se a D sem que ele perca suas propriedades entio @(t) pode ser

prolongada até um intervalo [y, w] tal que (v, @(y +0)), (w, @(w —0)) € 9D.
Demonstragao. Medeiros, L. A e Rivera, P. H. ([19], p. 159). ]

Corolério 1.4. (Prolongamento de Solugdo) Sejam D =Bx[0,T], com0 < T < oo,
B ={x € R™; x| < b}, b>0 e afuncio f nas condicoes do Teorema 1.22. Seja ¢ (t) uma

solucao de

x(0) =% e [x| <Db.
Suponhamos que em qualquer intervalo 1 onde ¢ (t) estd definida tem-se | (t)] < M,
para todo t € I, M independente de t e M < b. Entao ¢ tem um prolongamento até
[0, TI.

Demonstragao. Medeiros, L. A e Rivera, P. H. ([19], p. 164). ]

1.7.3 Desigualdade de Gronwall

Lema 1.7.1. (Gronwall) Sejam m € L'(0,T;R), m >0 ¢.s em (0,T), a > 0 constante
real e g € L*(0,T), g =0 em (0,T) tal que
1

§g(t)2 < 2a’ + 2Jtm(s)g(s)ds vt € (0,T).
0
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Entao,

g(t) <2 (a+ Jtm(s)ds) em (0,T).

0

Demonstra¢ao. Medeiros, L.A ([15], p. 76). ]

1.7.4 O Teorema da Unicidade de Holmgren

Teorema 1.23. (Teorema da Unicidade de Holmgren) Sejam QO C Qy conjuntos
abertos e convexos do R™ e P(D) um operador diferencial com coeficientes constantes tal
que todo plano caracteristico TT com respeito a P(D) que satisfaz TT N Qy # & também
satisfaz TT N Qq # @. Entao, para a solugio u € D'(Qy) da equacio P(D)uw = 0 tal que

u=0 em Q; também satisfaz w =0 em Q.
Demonstra¢ao. Hormander ([7], p. 129). O

Proposicao 1.3. Seja T > 2d(Q,T}), onde d(Q,Ty) = supyen d(x, o). Entao qualquer

solucao fraca b do problema

P —APp=0 em Q
VY =0 sobre L

tal que ?)_1\1: =0 sobre Lo =Ty x (0,T) C X com Iy # & implica que P = 0.

Demonstragao. Lions ( [10], p. 92). O
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Capitulo 2

Controle Aproximado para a
Equacao da Onda com

Amortecimento

O objetivo deste capitulo é estabelecer a controlabilidade aproximada para a equacao
da onda com um amortecimento. Antes disso, apresentaremos a formulagao do problema

proposto bem como estabeleceremos resultados essenciais para atingirmos nosso proposito.

2.1 Formulacao do Problema

Medeiros-Limaco-Menezes em [18] estudaram o modelo

N x ox?

L N O
0t2 m m  y(0) 2my(t) -

o(t)
para pequenas vibragoes de cordas elasticas com extremidades méveis.

Neste capitulo, consideramos um modelo misto linearizado que descreve esse tipo
de vibracao com extremidades modveis, que contém o modelo de Kirchhoff como caso
particular. Desse modo, para obtermos solu¢oes u = u(x,t) definidas para todo t > 0,

x — o(t) ou ou (x.1)

Wyt o)) e + 5

consideraremos um “amortecimento” & [(
onde & é uma constante positiva a ser fixada.

Mais precisamente, consideremos uma corda eléstica esticada com extremidades oy <
3o sobre o eixo dos x com a < xy < g < b, onde a e b sao fixados. Suponha que as

extremidades oy e By movem-se continuamente para a posicao x(t) < «g e Bo < B(t)
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2.1 Formulacao do Problema

onde a < «o(t) < B(t) < b, e consideremos as vibracoes transversais da corda na posicao

(x(t), B(t)).

‘—0-"'(-\—1“\\ 4~
L L
R 0 g x
Nessas condicoes, consideremos o problema misto
0%u 0%u x — o(t) ou ou ~
— —a(t)=— +9 —y'(t "t) | —(x,t —(x,t)| =0
- ang s 5| (v + ) Six + Srxo] =0 em @
w sobre /Z\o
u(x,t) = ~
0 sobre X\X,
ou
u(X,O) = ‘LL(](X), a(xao) = ul(x) €m QO = (OC(), BO):
(2.1)
sendo

_ T, ky(t)—v(0)
WenTw o

onde Ty é a tensao inicial, m é a massa da corda, k é uma constante que depende do

material da corda, y(t) = B(t) — «(t), g = x(0), Bo = B(0) e Yo = y(0). Formalmente,

temos a seguinte definicao de controle aproximado para o sistema (2.1).

Em (2.1), Q denota o dominio nao cilindrico, do plano R?, definido como segue

Q={(x,t) € R «(t) <x < B(t), Vte (0,T)}.

Sua fronteira lateral é definida por
Fo%,u
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2.1 Formulacao do Problema

onde

~

To={(x(t),t; Vte (0,T)) e Ij=I\E,={(B(),t);Vte (0T
Também representamos Q; e Qg os intervalos (a(t), f(t)) e (g, Bo), respectivamente.

Definicao 2.1. Dizemos que o sistema (2.1) € aprozimadamente controldvel no tempo
T > Ose, para todo € > 0 e {u®, ul} € L2(Qy) x H™1(Qy), emiste w € L2(L,), tal que a

solugdo w = u(x, t,w) do sistema (2.1) com dados iniciais {ug, u} = {0, 0}, satisfaz

(), w (M)} — {u’, u Iz @ xh1 () < &
Agora, consideremos «(t) e B(t) funcoes reais satisfazendo as seguintes condigoes:
(H1) «, B € C*0,00);R) com o«(t) < B(t) paratodo t > 0, «&'(t) < 0, e

1/2
B’'(t) > 0 paratodo t > 0; |&/(t) +v'(t)yl < (%) para todo (y,t) €

[0,1] x [0, 00), onde 0 < My = E;
m

(H2) a(t) € WH>(0, c0);

(o (t) +v'(t)y)?

(H3) [o”(t) +v"(t)yl <

Observacao 2.1. A hipdtese (H1) implica que a fungdo real y(t) = P(t) — «(t) €
crescente sobre [0,00). Isso significa, também, que Q € crescente , no sentido que se
t1 > to, entao a projecao [x(t1), B(t1)] sobre o subespaco t =0 estd contido na projecao

de [(ta), B(t2)] sobre o mesmo subespaco.
¢ Exemplos de Dominios Q

1. Pela hipdtese (H1) temos

Integrando, obtemos dominios Q

1

o(t) = g — out, 0<“1<(?>2
1

.

B(t) = Bo + Bit, 0<[51<(7°)2.

Note que, nesse caso, temos fronteiras lineares.
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2.1 Formulacao do Problema

R
)

0 ap Bo

2. A fronteira

[N

at) = o + (to)? — (t + to)
B(t) = Po— (to)? + (t+to)7,

N|=

m
com ty = 4(70) é nao linear.

o B

1
ag(ag + 2t42)

)

Nosso estudo foi motivado no trabalho de J.-L. Lions [8], onde investigamos questao
similar do controle hierdrquico para a equagao (2.1), utilizando a estratégia de Stackelberg
no caso de dominios dependendo do tempo.

Como em [8], dividiremos Zo em duas partes
20 - 21 U 22, (22)
e consideremos

w = {wi, Wy}, W; = funcao controle em Lz(ii), i=1,2. (2.3)
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2.1 Formulacao do Problema

Portanto, o sistema (2.1) pode ser escrito como sendo

0%u 0%u —a(t) ou ou ~
W — a(t)w + & |:< e y’(t) + O(,(t)> a(x,t) + a(x, t) =0 em Q
w; sobre fl
u(x,t) =< wsy sobre fg (2.4)
0 sobre /)f\fo
ou
U(X, O) = uO(X)a a(xa O) = (X) e1m QO-

Na decomposi¢ao de (2.2) e (2.3), estabelecemos uma hierarquia. Pensamos Wy como
sendo o controle lider e Wy como sendo o seguidor, sempre na terminologia de Stackelberg.
.o Funcionais custos no cilindro (3_ Associado a solugdo u = u(x,t) de (2.4),

consideremos o funcional (secundério)

~ 1 o N o _ ~
Jo(wi, W) = 5 ‘”A (W1, W) — Ts)” dxdt + 5 JA w; dzL, (2.5)
Q o

e o funcional (principal)

T (W1, 705) = L W2 dE, (2.6)

~

onde ¢ > 0 é constante e Uy é uma funcao dada em L?(Q)

Observacao 2.2. Da regularidade e unicidade de solug¢io do sistema (2.1) (vide ob-
servacao 2.4) e, portanto do sistema (2.4) , os funcionais custos Tg eT estao bem defini-

dos.

O problema de controle que consideraremos é o seguinte: o seguidor Wy assume que
o lider wy tem feito uma escolha de sua estratégia (politica). Em seguida, tenta encon-
trar um minimo para seu custo Tg(Vvl,VVQ), isto é, ele procura um controle wy = F(wy)
(dependendo de wy) tal que
To(Wy,Wo) = inf  Jo(Wy, Wy). (2.7)
Wael2(Ls)

Apbs isso, consideramos o estado u (wy, F(w;)) dado pela solucao de

*u d%u x —oft) , ou ou ~
YOl a(t)w +6 [(WY (1) + (t)) a(X,t) + E(XJ) =0 em Q
W, sobre X,
u(x,t) = ¢ F(w;) sobre T,
0 on i\zo
ou
U(X, 0) = 'LL()(X), a__t(x7 0) = ul(x) em QO-
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2.1 Formulacao do Problema

Encontraremos um controle 6timo w; tal que

T, ) = inf_ J(w, F)), (2.9)

wi€eL2(Xy)

sujeito a restricao de controlabilidade aproximada do tipo

(u(x, T;wi, F(wh)), u/(x, T; we, §(wy))) € BL?(Qt)(U070C0) X BHfl(Qt)(ul,(xl), (2~10)

onde, de agora em diante, Bx(C, 1) denota a bola em um espaco X com centro C e raio .

Para explicitar esse problema 6timo, iremos considerar os seguintes sub-problemas:

e Problema 1 Fixado qualquer controle wy, encontrar o controle seguidor wy = §(w1)
(dependendo de wy), associado a solugao u de (2.4) satisfazendo a condigao (2.7).

e Problema 2 Assumindo a existéncia e unicidade da solucao do problema 2.29 w, |
mostrar que quando w; varia em L2(Q4), as solucoes (u(x, t; Wi, W), u/(x, t; Wi, ws)) da
equagao (2.4), avaliadas em t = T, ou seja , (u(x, T; Wy, wo), u/(x, T; Wy, Ws)), geram um

subconjunto denso de L2(Q) x H71(Q,).
x — o(t)

Observe que quando (x,t) varia em Q o ponto (y,t), com y = O
v

Q=0 x(0,T), onde Q = (0,1). Entao a aplicagao

, varia em

1:Q—Q, 1T(xt)=(y,t)

¢ de classe C? com inversa T~! também de classe C2. Portanto, a mudanca de varidveis

com u(x,t) =v(y,t), transforma o problema de valor inicial de fronteira (2.1) no sistema

equivalente
Y
W +Lv=0 em Q,
v(0,t) =w sobre X, (2.11)
v(1,t) =0 sobre X\ZX,
ov
V(U70) = VO(U)» a(g:o) :V1(9)70 < y< 17
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2.1 Formulacao do Problema

onde
1 mo 0>v 0 ov 0%v
Lv = _ 0 A had
v= g () £ - 3 (Al 05 ) + b 5
ov ov
Cly,t o0—
+ely,t) 5o + 054
i my o (t) +v’(t)y)2
Cl( 7t) = - ( )
PH T ¥(t
/ /
bly.t) = 2 (oc (t) Jztv) (t)y) |
()19 (0 212
é( ,t) == ( ) )
K ¥(t
I=XyUZL;,
Yo ={(0,t): 0 <t < T},
p=2\%={(1,t):0<t<Th
Com efeito, usando a regra da cadeia obtemos
ou ov ov oy Ov
— = —(y.t) = — L+ —. 2.1
ot ot Y=oy ot Mot (213)
De (2.13), usando novamente a regra da cadeia, obtemos
2 2 2 2 2 2
Pu_ o () o By vy .-
ot? oy2? \ ot dyot ot 0y ot?  ot?
De fato,
9 (v) _ 2 (ov\ay 0 (av) vy o
ot \dy,/ o9y \dy/ ot ot \dy,/ dy2 ot odtdy’
Agora,
Pu_d () _ 2 (way
ot2 ot \ ot/ ot \dy ot ot
0 (ovoy)_ 0 (ov
9t \dy ot ot \ ot
0 [0v) 0 ov 02 0 (0
_ D (v 3y vy 2 (dv
ot \dy/ ot 0Oy ot?> ot \ ot
v 0

y 0’ \dy o0voly 0 [ov)dy o

===+ —t——t+— | = | =+
dy2 ot ' Otdy/ ot ' Oy ot2 oy \ ot/ ot = ot?

_vaydy v dy vy o

~ 0y? 0t ot ~otdy ot Oy otz ot2

e assim segue (2.14).
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2.1 Formulacao do Problema

Também,
oy (o) +v'(H)y
ot ( (1) ) ’ (219)
visto que,
oy —o/(t)y(t) — (x — x(t))y'(t)
ot v3(t)
_ (W y(t) —yv(t)v'(t)
Y2 (t)
_ (oc’(t) +v’(t)y)
y(t) '
Derivando (2.15) em relagao a t, obtemos
Ny _ ("B +y" My (W)Y
o ( Y(©) ) v (210
pois,
Py _ 2 (a_y> __2 [o«’m wmy]
ot2 ot \ot/ ot v(t)
@0 v y) v — () Y (0 )y ()
_ I
_ [ (oa”(8) +¥" () y + ¥/ (0 y)v(t) — (/(t) + ¥/ (D) y)¥'(t)
_ I
_ _(06”(’() +y”(t)y> LY My v <0U(t) +y’(t)y)]
I y(t) y(t) vt y(t)
_ '(oc”(t)Jrv”(t)y) LYMy v ,]
L y(t) y(t)  v(t)
_ <oc”(t) +y"(ty + 2v’(t)y'>
y(t) '
Substituindo (2.15) e (2.16) em (2.14), deduzimos que
ZTL;:a(y,t)%+B(y,t)%+é(y,t)g—;—2%g—fg—;—kg—t\;, (2.17)
onde " N\
B / t +,y/ .t y
ot = ()
- o (vt +v’(t)y>
Bl =2 (),
o= (£
Por outro lado,
o“u _ 1 0% (2.18)




2.1 Formulacao do Problema

De fato,

ou ov ov 0 ovot ovo 1 ov

Pat)= Dy t) =M NVE_NVAY_ - N

0x ox oy o0x ot ox Jdy ox  y(t) dy

isto é,

ou 1 ov
= 2.1
ox ~ y(t) dy (2.19)

De (2.19), temos

*u 0 (du) 0 1 vy 1 99dv 1 1 3 [ov
W‘ﬂ&)‘&(m@)‘m&@‘mﬁ@(@)
1 1 62
y(t) y(t) 0

o oy

-~ (v(1)? oy’

e assim se segue (2.18).

Agora, como

x = «(t) +yy(t)

entao
0x , x — oft)
- = t /t: /t ,t
3 =YY () +o(t) V) Y (1) + o (t)
Logo,
ov ou oudx ou x — o(t) ou ou
—(y,t) = —(x,t — = (1) + o/ (t) ) =— + —.
st U= U =55 T e ( Y V(H“()) ox ot

Portanto, o problema (2.1) é transformado pela aplicagao T : Q — Q no seguinte

problema cilindrico

0%v 1 0%v 62\1 . 0%v ov _y'(t) oy ov
-— — t) — t)—+D C 2

+6%(g,t) =0em Q,

{ v(0,t) =w sobre X,

v(1,t) =0 sobre X\X,

ov
v(y,0) =wly), a(y,o) =vi(y), 0<y<1.

(2.20)
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2.1 Formulacao do Problema

Notemos que de (2.20);, temos

0%v 1 0%v AV 0%v v _vy'(t) oy ov
— t) — t) — +b(y,t Sy, 1) — — 22 =2 2T
o~ yrn M yr T AW gy F P 55 ey 7200 e oy

ov

[
BT

0%v 1 v my 0%V my 0% v - v
= - t t) — +b(y,t

o o oy Taam o meri oy AW Y g TP Y 55

0% 1 mg 0%v my v - o%v
=58~y (5 ) 5~ (et~ 0) g+ v u gy

Y2 (t) 2y2(t oy? dyot
5 ov v'(t) oy Ov ov
t - _ 9 > <
YU 5 T2 Bt oy T oot
0%v 1 my 0%v o%v . 0%v 0
= — — (- 4at)) =— —d(y,t) =— + b é(y, t) —
or o (o e) gy A0 35 Bt ey O
ey o
v(t) ot oy ot’
(2.21)
onde m
- 0
t) = — t
aly,t) 592 (1) (y, 1),
: o'(t) +y’(t)y>
by, t) = —2 ,
v Yo
o'’ (t) +v”(t)y)
ety =
Y Y1)
Agora, como
—_— O B
afy,t) =5 2(1) (y,t),
entao
aa 0 "(t ‘(t ‘(t '(t) 0
_a(y’t):__a(y7t):_2< ()+v()y)v():2v()_y’
dy dy v(t) v(t) v(t) ot
isto é,
da Y'(t) 9y
—y,t —. 2.22
Substituindo (2.22) na tltima igualdade de (2.21), segue que
0>v 1 my 0%v 0%v  da ov
e (2t at)) > — Ay, t) > — (Y, t)
- 0%v ov ov
by,t C t) — 4+ 06—.
+ by, )ayat+°(y’ )ay+ ot
Logo,
0%v 1 my 0>v 0 ov 2 ov _ov
¥ (LT ay) 2 (amt) - Sy, t) s =
otz v2(t)< ) dy?  dy (“( ’ )ay)+ Wt gar Tel gy T =0



2.1 Formulacao do Problema

Portanto, o sistema (2.20) pode ser reescrito como sendo

0%v 1 mg 0>v 0 ov . 0%v
— (-2 — — —(aly,t)=— ) +b(y,t
o2 y2(t)< y Tl )> 0y oy (a(y’ )ay) oY 55
5 ov ov
—l—c(y,t)a——kéa—Oem Q,
v(0,t) =w sobre X, (2.23)
v(1,t) =0 sobre X\ZX,,
ov
V(U70):VO(U)> a(yao):\)l(y)a 0<y<]—7
onde ,
3 my o'(t) + Y’(t)y>
a( 7t) = - < 5
I Ty 0
- o (t) +v’(t)y)
b( ) = —2 ( )
v Y Y
3 o(t) + y”(t)y>
cly,t) =— .
oy ( v
Considerando o operador
1 my 0>v 0 /. ov . v ov ov
v=——— (—2+a(t)) =— — — t)=— | + b(y,t t) — 4 56—
v= g (T al) $ - (Al 05 )+l t) el t) 5o 455,

segue (2.11) e (2.12).
Desse modo, investigaremos o problema de controle para o problema equivalente (2.11).

Para isso, dividiremos £, em duas partes
So=2X1 ULy, (2.24)

e consideramos

w = {w;, Wy}, Wy € I—Q(Zi)y i=1,2. (2.25)

Também podemos escrever

W = Wi + Wy,

com

Zl - ZQ - Zo. (226)
Entéao, reescrevemos (2.11) como sendo

v/+Lv=0 em Q,
w; sobre Xi,

V=14 W, sobre X, (2.27)
0 sobre X\Xg,

v(y,0) =vo(y), v'(y,0) =vi(y), 0 <y <1,
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2.1 Formulacao do Problema

-, v, 0%v R
onde usamos a notacao v’ em vez de 3t ev” em vez de Fre] para uma melhor compreensao.

Observacao 2.3. Para efeitos de controle aprozimado, pela linearidade do sistema (2.27),

podemos assumir, sem perda de generalidade, que vo = v, = 0.

Na decomposigao de (2.24) e (2.25) estabelecemos uma hierarquia. Pensamos wy como
controle lider e wy é o controle seguidor, sempre na terminologia de Stackelberg.

e Funcionais Custos no cilindro Q. Do difeomorfismo T que transforma Q em Q,
transformamos os funcionais custos TQ,T nos funcionais custos Jo, ] definidos, respectiva-
mente, por

.
J J Y)W, wy) — vo(y, t)]%dy dt + g J w3 dZ (2.28)
Q

0 2o

N | —

Ja(wi,wo) =

Jiwy) = % L widL, (2.29)

onde o > 0 é uma constante positiva e v,(y,t) é uma funcao dada em L2(Q x (0, T)).

Observagao 2.4. Das hipdteses (H1) — (H8), para cada vy € H}(Q), vi € L3(Q) e
w; € L2(§i), i = 1,2, existe exatamente uma solu¢io v do sistema (2.11)
(vide Secao 2.4, Teorema 2.4) e, portanto do sistema (2.27), com v € L*® (O, 00; Hé(Q)),
ev e L™ (O,oo; Lz(Q)). Em particular, os funcionais Jo e | estao bem definidos.

Usando o difeomorfismo 1 1(y,t) = (x,t), de Q em Q, obtemos uma unica solucao global

fracaw para o sistema (2.1)(vide Se¢ao 2.4, Teorema 2.5) e portanto para o sistema (2.4),

com reqularidade u € L (O, 00; H(l](Qt)), u eL® (0, 00; Lz(Qt)).

Associado aos funcionais |5 e | definidos acima, consideremos os seguintes sub-problemas:
e Problem 3 Fixado um controle lider wy, encontrar um controle seguidor wy (de-

pendendo de wy) associado a solucao v de (2.27) satisfazendo

Jalwi,wo) = inf  Jo(wy, W), (2.30)
wo€L2(X2)

relacionado a J definido em (2.28).

e Problem 4 Assumindo a existéncia e unicidade de wy , mostrar que quando wy
varia em [2(Q), as solugoes (v(y, t; w1, ws),v/'(x, t; w1, ws)) da equagio (2.27), avaliadas
emt =T, ouseja, (v(y, T;wi,ws),v'(y, T; wy,Ws)), geram um subconjunto denso de

12(Q) x H(Q).
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2.2 Minimo do Funcional Custo ],

Notemos que se wy é a tnica solugdo do problema (2.28), dependendo de wy, entao

1. ¢ a tinica solugao Wy para (2.5), que depende de wy.

sua transformacao , por T~

Lembremos que nosso problema inicial eram os controles wi, Wy atuarem tal que a
funcao u, tnica solugao de (2.4), atinja no tempo T um estado ideal denotado (u’, ut)
pertencente L2(Q) x H™'(Q,) com funcional custo definido por (2.5).

Do difeomorfismo T, esse problema em Q foi transformado num problema equivalente
no cilindro Q. Assim, fixado (V%,v!) € 13(Q) x H™1(Q), os controles wy, wy deverao
atuar tal que a tinica solugao v de (2.27), avaliada em t = T, atinja o estado ideal (v°, v!).
Isso sera feito no sentido da controlabilidade aproximada. De fato, é suficiente provar que
se Wq, dependendo de wy, é o inico minimo para o funcional custo dado em (2.28), entao
temos controlabilidade aproximada. Isso significa que se existe o inico wy, que minimiza
o funcional custo J; e v é a 1nica solucao de (2.27), entao o conjunto gerado
por (v(y, T;wi,ws),v/(y, T;wi, wsy)) édenso em L2(Q)xH™(Q), isto é, aproxima (V0 v!).
Este problema serd estudado na sec¢ao 2.3, isto é, apds acharmos wy (Secao 2.2) para cada

controle wy, encontraremos um controle 6timo w; tal que
J(w1) = inf J(w;) (2.31)
wi
sujeito a restricao de controlabilidade aproximada do tipo

(V(%T; W1,W2),V/(U,T;W1,W2)) € BL2(0,1)(V0, o) X BH*l(Q)(Vlj o). (2-32)

2.2 Minimo do Funcional Custo |,

Nesta secao, fixado qualquer controle w; € L2(X;) , queremos determinar a existéncia

e unicidade da solucao para o problema

inf
W2€1{12(z2) Ja(wi, wa), (2.33)

e depois obtermos a caracterizacao desta solucao em termos de um sistema adjunto, para
em seguida, obtermos o sistema otimizado para o controle seguidor ws.
O problema (2.33) admite uma tnica solu¢ao
wy = F(wi). (2.34)
Com efeito, para a solugao do problema (2.33), minimizaremos o funcional J5 fazendo
uso do Teorema 1.4. De fato, seja

Uqa = {(v,w2) € L2(Q) x L3(L,) : v solugdo de (2.27)} € (L*(Q))”
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2.2 Minimo do Funcional Custo ],

Jav,wa) : Uga — R
definido por (2.28). Escrevemos v = v(wy, wy).

Entao,

(a) Ugq é ndo vazio e sendo Uggq um subespago de um espago de Hilbert, entdao Ugq
é convexo. E claro, também, que Uqyq é fechado, pois dado (v,wy) € Uqq entao

(v,wy) € Uqaq.

(b) Js é fracamente coercivo.

De fato, usando a desigualdade triangular, temos
v —valli2(q) = “|VHL2(Q) — ”V2HL2(Q)‘

e como vy ¢ fixo, segue que

1

. 1 2
lim ] v, Wy) = —H )2(v—vs HLQ( ||W2||]_2 () 7 0.
HW?IILZ(ZQ]_)OO

Logo, segue a coercividade fraca de J,.

(c) Ja é fracamente sequencialmente semi-continuo inferiormente.

Com efeito, sejam duas sequéncias (v*), (Wh) C Uaq onde (V) depende de (wh)
tal que

wl — wy em L[2(Z,), logo v — v em L?(Q).

Portanto, conforme Brezis ([3], pagina 58 ), temos

lim 1nf—H (1) (v _VZ)HLz(Q) > _H(Y(t))%(\)_VQ)HL%Q)

n—oo

hm inf [Willr2(5,) = [Walliz(s,)
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2.2 Minimo do Funcional Custo ],

Agora,

_ 2 Sym 2 °

T}gréomf]g(v ,wWh) = lgr;omf{ H 1))z (v VQ)HLQ(Q) + 5 Wy ||Lz (52) }
1 2
>T}E>Iiomf{_H £)> (v _"2)HL2(Q)}
1 2 o
_H )2 (v —vs HLZ(Q) + 5”“’2”2@(22)

— ]2(v7w2)7

ou seja,

lim inf Jo(v', w}) > Jo(v, wa),
n—oo

o que caracteriza a semi-continuidade fraca inferior.

(d) J2 é estritamente convexo.

De fato, sejam A € (0,1) e (v, W), (V,W3) € Ugq com (v, Ws) # (v, Ws). Escrevendo

Vo COMO

Vo = }\\)2 + (1 — }\)VQ,

JoA(v,wa) + (1 —A) (v, W)l = JoAv + (1 = A)v, Aws + (1 — A)wy]

]
=5 | | vonvea-ngovPayaes § | w1 e
2 (%. Q 2 o
ZEJ J YAV + (1= A — Avy — (1 — AJval?dy dt
2 0 JQO
+‘—’j Aws + (1= AJogl2ds
2 212
:%J J YOG —va) + (1 — A)F — vo)dy dt
0 JQ
+ L2[7\w2+ (1— A)w,)%ds
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2.2 Minimo do Funcional Custo ],

Analisando a tltima igualdade do lado direito de (2.35), obtemos

1 (" 5 2
2 L JQV(t)D\(v—vQ) + (1 =NV —v)l"dy dt

+9J Aws + (1 — A)iy)2dE
2 ),

A2 (T
:—j j V(O —v)2dy dt
2 Jo Ja
rT
+A(1—A) Yt) (v —v2)(V — vo)dy dt (2.36)
30 JQ
2 T ) 2
1—A2 (T N A
+( ) y(t)(v—vg)zdyd’H—U—J wgdZ
2 JOo JQO 2 Z2
_ 1—A2 [ _
+07\(1—7\)J wngdZ—i—uJ widr.
ZQ 2 ZQ
H_/

()

Vamos majorar (%) e (%) aplicando a desigualdade de Young, inicialmente na ex-
pressao (*) e depois multiplicando o resultado por A(1 —A) > 0, obtemos

T

m—mJ

0
AL —A)
< T3

j YOW —v2) (5 — v)dydt
Q

NN (2.37)

2

JT JQ Y(t)(V —vy)*dydt

JT Jﬂy(t)(v—vg)Qdydt—l— )

0

Novamente aplicando a desigualdade de Young na expressao (xx) e depois multipli-

cando o resultado por oA(1 —A) > 0, obtemos

A1

~ 1— — ~
G?\(l—?\)J WaWy dL < MJ w3 dZ+GTMJ widZ.  (2.38)
ZQ Z2

Xo

Substituindo (2.37) e (2.38) no lado direito de (2.35), obtemos a desigualdade estrita

+

2 T
BN wa) + (1= N < 5 || v - w2y ar
Q

0

A1 —2)

JT Lly(t)ﬁ —vy)%dy dt

0

JT JQy(t)(v —vy)?dy dt +

1—7\2 T - 7\2 }\1_}\
+( ) J J y(t)(v—v2)2dydt+0_J ngz_FL‘[ ngz
0J0Q 2 s, 2 5,

~ 1—A)?
J ng):_i_u
£ 2

ng w5 dL = A JT JQ v(t) (v —vy)?dy dt

2 Jo
o(l1—A7A) ~
TJ W% dx
o

(1—-A7)

:
é | ] - varayars

+G—7‘J ws dL +
P 0
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2.2 Minimo do Funcional Custo ],

=A B LT JQy(t)(v —vy)?dy dt + g J22 w3 dZ}
H(1—2) B LT JQy(t)(v—vgfdy dtg LQ W2 dz]

= A]Q(V,WQ) + (1 _}\)12(;7‘7\}2)7

ou seja,
JalA(v, wa) 4+ (1 = A) (v, wa)] < AJa(v,wa) 4 (1 = A)J2(V, Wa).

Portanto, existe uma tnica solugdo ws para o problema (2.33). Como para cada wy
dado encontramos uma tnica solucao wq, podemos relacionar uma dependéncia entre wy
e wy de forma que wy = F(wy).

Agora, dado wy, calcularemos a derivada de Gateaux do funcional Jo(v; Wy, ws) e igua-
laremos a zero, encontrando assim a equacao de FEuler-Lagrange associada ao

problema (2.33).
Com efeito, sejam 0; € L2 (O_ X (O,T)) e 0, €2 (}__.2). Para ¢ > 0, temos

J3(viws) :lil)% %{]2(\’ + €015 Wy + €0,) — JQ(V;WQ)}

Zo

1(" 2 g 2
[ vom—vrayat-2| wiaz
2Jo Ja 2 )5,

= lim E{EJT L}y(t) [(v —vy)2 4260, (v —vy) + eQGf] dy dt

0

11"
lim —{—J J Y(t)(v+ €61 —vo)?dy dt + gJ (wa + €65)%dX
Q

o 2 1T 2 o 2
+ = | (wo+e€0y)°dX — = yt)(v—vy)*dydt—— | w;dX
2 )5, 2 Q 2 s,

0

1) )
= lim —< = y(t)(v—vy)*dydt + ¢
e—=0¢e | 2 0 Jo

0
T o
52J J v(t)03dy dt +—J
Q 2

0 o

T
J Y(t)(v—vy)0:dy dt
Q

+

widZ + EGL Wo0,dL
2

1
2
+O‘
2

1T
EQJ GQdZ——J J v(t) (v —vy)?dy dt—(—TJ w3 dL
s 2J)o Ja 2 Js,

i
=J j Y(t)(V—V2)91dydt+GJ 1oy0,d5.
Q

0 Ty
Assim, a equacdo de Euler-Lagrange para (2.28) é dada por

T
J J Y(t) (V —Vg){)\dy dt + GJ WQ{/\\)QdZ = 0, Y 1//\\)2 € LQ(ZQ)’ (239)
0JO o
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2.2 Minimo do Funcional Custo ],

onde v é solucao do sistema

V'+1v=0 em Q x (0,T),
0 sobre X,

V=14 Wy sobre X, (2.40)

0 sobre X\ (Z;UZX,),

v(y,0) =0, V'(y,0) =0 em Q.

Para obtermos o sistema otimizado, precisamos do sistema adjunto relacionado
a (2.40).

Para isso, multipliquemos (2.40); por uma funcao p = p(y, t), e integramos o resultado
obtido em Q x (0, T) = (0,1) x (0, T). Temos

T T
J pi)\”dt—i—J p(lv) dt = 0.
0 0

Usando integracao por partes, obtemos

P(T)¥'(T) = pl0)3(0) —p'(T)SIT) + p'(0)9(0) + |

Da definicao do operador L

a(t) =520y 0 v - oW v v
W=——"—2———(a(yt) — b(y,t C(y,t) =— +d—

e integrando a expressao acima em Q = (0, 1), resulta que

P! (T)9(T) dy + Lp'(owm) dy

p(0)9'(0) dy —J
Q Q

[ pmemay-|

rT p . T a(t)—% N
+ vp dydt—J J ——5 Avpdydt

Jo Jo 0 Ja  Yi(t)

T e . 125 (2.41)
— — [ af( ,t)—) d dt—i—J J b(y,t) dy dt

dOuﬂay( Yy oy pay . o Yy ayatp Y

rT p - T -

ov ov

e Ppa dt+6J J N o dy dt =0,

Jo Jo k ayp b 0 Qatp k&

Pela primeira férmula de Green, temos
~ ~ ov
—J Avpdy = J VvWp dy — J —pdrl. (2.42)
Q Q 00 0y

Usando novamente a primeira férmula de Green, obtemos

s P ar (2.43)

J VﬁVpdyz—J ﬁApdynLJ Y
Q Q 20 0y
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2.2 Minimo do Funcional Custo ],

Substituindo (2.43) em (2.42), segue que

~ ~ .0 ov
—J Avpdy:—J vApdy+J v—dF—J —vpdr.
0 Q

o0 0y 20 0y
Logo,
a(t) — 5 J a(t) — 50 J a(t)— e _9p
| /2 Avpdy=—-| ——2VApdy+| ——235-Far
L vy P TTL v TP T Vay
a(t)—% ov
—| == 2 T adr.
LQ Y2(t) ayP
Assim,
T oalt)—me T oqt)— me a(t)— ™ _9dp
- —7 2 Aypd dtz—J J —~ 2 JApd dt+J —— 2 35-F4y
Jo JQ vy P oo vy PEET T Vay
(2.44)
a(t) — 5 ov
| =2 2 TP y4ar.
Jz Y2(t) ayp
Suponhamos que
p(1,t) =p(0,t) = 0 sobre Z.
Agora,
[ ]
O RIS A O
— | aly, e dy = — |l a ,t ~ d
L@(h" )ay)p y . 3y (y )a pdy
ov v=boot v dp
=y, t) 2y, 1) ply,t) —j a(y,1) 2 P gy
dy y—o Jo dy 9y
! oV op
Jo dy dy
)PV L P
= —afy,t) Py, 1) +J 9 (a0 2) 5 ay
9y y=o Jo 0Y dy

ou seja,

Tr oo ( ov Tr o9 op
— [ af ,t)—) d dt:J J —(a( ,t)—)ﬁd dt. 2.45
LJQGy Iy )P 0 Jo oy \ MY 3y Y (2:45)
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2.2 Minimo do Funcional Custo ],

: o*v - AN
. ov y=1
=by, )p(y,t) 3o (y. 1)
y:(]
0 /-
_L@@(y Uiy, U) ot W
ob op v
——L [—y(y t)ply,t) + by, t) = 2 (y,t)] -
ob 9
- op ov
- | b PuF ey
ob v
——JQ@(y,t)p(y,t)ady
- op v
_JQb(%t)@(y,t)ady.
Assim
i 0% T 9 (b R
L R Y T t—LJ n (ay(y tply t))vdy dt
0 (-
+J J a—<b 5. t))vdydt
0
! T ob op
LJatay Hv(y, t)dy g oY 5 v UV, by
T ob L LI %
+J J vy, t)d dt+J J b(y,t) =——9(y, t)dy dt
0 ata Y Y 0 Jo Ys dtdy vy, Yy
[ J
J c(y t)ipdy—J ¢y, t)ply t)@dy
o 0 o " dy
y=1

dy

(2.46)



2.2 Minimo do Funcional Custo ],

isto é,
T ~ T <
j j c(y,t)—vpdydtz—J J (4,0 ply, ) 9(y, ) dy dt
0 Jo dy 0Ja o (2 47)
T 3 a_p ’
—L Le(y,t) Sl 190y, dy dt
T aﬁ B y=T T a.p R
JO ply,t) adt—p(y t)V(y, 1) o —L a(yﬂ)v(y,t) dt
. . Top .
= p(T)(T) ~p(0)3(0) - | T2 (y. 090y, 1),
isto é
T a’\ r
5L JQp(y,t)a—:dy dt =5 Qp(T)@(T)dy—éjﬂp(O)v(m dy—
rT B
- J g‘;’ (y, t)9(y, t) dy dt (2.48)
N T ~
:6de(TmT)dy—6j |, Sew 090 ayar

Substituindo (2.40)3, (2.44), (2.45), (2.46), (2.47), (2.48) em (2.41), obtemos

| P may—| pmamay+ H p"¥dy dt

(T a(t)— 13 a(t) — % dp
— — 2 Apvd dt—i—J _ vdX
Jo JQ vy PV LTy dy

[a(t)— 2 v JTJ d ( ap)A
| ——2p_—as aly,t) vdy dt
Is Ty Poy ay \ "oy ) VY

rT 2V T T
0°b a 0 aba ~
+ J pvdydt+J J pvdydt+J J pvdydt (2.49)
Q a 9y Y

0

- P T ¢ i Q)
+ b(y,t vd dt—J J —pvd dt—J J ¢(y,t) =——vdydt
JQ (y )agat y Loy PV . (y, t) 5 Vay
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2.2 Minimo do Funcional Custo ],

Agrupando os membros de (2.49), resulta que

| Py may—| pmemay+ j | proayas j J. { - %Ap

9 0 . 02 ob op b0
(d(y,t) —E) +o(y, t)3 Py [——é(y,t)] P20

dy d yot | ot dy ' dy ot
b d¢ op |~
—— | p—b— t
{ayat 6y} P %%t }"dyd

a(t) — 52 dp . J' alt) =52 ov J ~
—— —vdX— | ———=—p—dx+9 (Tv(T)dy = 0.
L V() oy V2 P oy ab Y
Portanto, da expressao acima, temos

T T

J p(MV'(T) dy—J p’(T)(T) dy+J J p”vdydtJrJ J (L*p)vdydt
%) -mop a6 0 Jo (250)
—-vdL— —dL+3 TH(T) dy =

+ . YQ(t) ay\)d JZ Y2(t) Pay dx + J;)P( )V( )dy 0,

onde L* é a adjunta de L dada formalmente por

a(t) — e 0 (. op . 0%p ob op

i (a(y,t) ay) T
obop  [% _ac]  dp
dydt oy ot

L*p=—

Como nao temos informagao sobre v(y, T) e v/(y, T), entao assumiremos
que p(y,T) =p'(y,T) =0em Q e p(y, T) =0 sobre L, o que juntamente com

a separacao da fronteira em (2.50), nos da

JQM dy — J p (T)V(T) dy—l—FJ p’vdy dt+J;JQ(L*p)$dy dt

a(t) — ap 5 J‘ — 5 0p. J alt)— 52 ov
- J Vdr — | — 2 p_— dZ+
- ECCH T () oy ;2 Pay

=0 =0

+ ZSJ p(T)V(T) dy = 0.
o~——

O

Assumindo que
P L p=v(t)(v—v2),

obtemos da expressao acima que

N
J J v(t)(v —vo)vdy dt + J alt) — 6]3 vdz =0. (2.51)
e}

0 pa YQ(t) dy

44



2.2 Minimo do Funcional Custo ],

Considerando p como solugao do sistema adjunto associado

P+l p=vy[t)(v—v2), em Q,
p = 0 sobre X,
p(T)=p/(T) =0 em Q.

e observando que V é solucao de (2.40), temos que

T a(t) — 32 op
"4+ *pvdydt — 2 P W,dI=0. 2.52
L L(p Thpvdy +LQ 2 oy (2:52)

De (2.39) e (2.52), obtemos

t)— 32 0p N
J (O‘WQ—CL()—Q—p)ngZZO Y, Wy € L3(Zy),
o

Y*(t) 9y
donde
a(t) = 2 op
= ———= — sobre X,. 2.
Wy oy?(0) 2y sobre X, (2.53)

Em resumo, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 2.1. Para cada w, € L?(X;) existe um tinico wy no sentido de (2.80). Além

disso, o sequidor wy € dado por

my
t) — —
W_g(w)_a()—Qa_p bre I (2.54)
0 = D= 550 oy sobre Lo, :

onde {v,p} € a unica solugcao do sistema otimizado

vi4+Lv=0 em Q,

p'+ L p=vyt)(v—vy) em Q,
( wy sobre Xq,

_ a0
o T(t)QZ_E sobre. Lo, (2.55)
0 sobre X\X,

p=0 sobre X,

v(0) =v'(0) =0 em Q,

p(M=p(T)=0 em Q.

Naturalmente {v,p} depende de wy:

v, p} ={vwi), pwi)}. (2.56)
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2.3 Controlabilidade Aproximada

Como temos provado a existéncia, unicidade e a caracterizagao do controle seguidor
denotado wy, o lider w; deseja agora que a solucao v e v/, avaliada no tempo t = T,
esteja o mais préximo possivel de (VO vl). Isto serd possivel se o sistema (2.55) for

aproximadamente controlavel. Estamos procurando
1
inf — J widL (2.57)
2 Js,
onde w; estd sujeito
(v(T;wq), v/ (T;w1)) € Bre(a)(V, atp) X By-1(0) (V! 1), (2.58)

assumindo que tal wy existe, &y, ®; nimeros reais positivos arbitrariamente pequenos
e VO v e L2(Q) x HTHQ).

Podemos reescrever (2.58) como sendo

v(T;wy) € V0 + o9 Brz(a),

(2.59)
v/ (T,Wl) S Vl + o BHfl(Q).
Para obtermos a solugao de (2.57), suponhamos que
2 ToYo®
e R T omb — )t (2.60)

Agora, mostraremos que no caso (2.26), o seguinte teorema é verdadeiro:

Teorema 2.2. Assumamos que vale (2.60). Sejam wy € 1%(Z;) e wy uma solugdo do
funcional custo (2.30). Entao as fungoes (v(T),v/(T)) = (v(., T,wi,ws),v'(., T,wi,wy)),

onde v é solugao do sistema (2.27), geram um subconjunto denso de 1*(Q) x H™1(Q).

Demonstra¢ao. Decompomos a solugao (v, p) de (2.55) por

vEwTe (2.61)
P=Potq,
onde vq ¢ solucao de
v +Lvg=0em Q,
( 0 sobre Xy,
myo
e s, e
0 sobre X\X,
vo(0) =v{(0) =0 em Q,
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2.3 Controlabilidade Aproximada

Po satisfaz
po + L po=7v(t)(vo —vz) em Q,
Po = 0 sobre X, (2.63)
Po(T) =pg(T) =0 em Q,

e {g, q} em (2.61) satisfazem

9"+Lg=0em Q,

w; sobre X4,

a(t) . my
g=9 204 Lor, (2.64)
oy3(t) 9y

0 sobre X\ X,
g(0) =g’(0) =0 em Q.

9"+l q=vy(t)gem Q,
q = 0 sobre X, (2.65)
q(T)=q'(T) =0 em Q.

Definamos o operador

A 12(Z,) — H1(Q) x [2(Q)

(2.66)
wy; > Aw1:{g/(T;wl)+6g(T),—g(T;w1)}.

Observemos que A € £ (LQ(Zl), H1(Q) x LZ(Q)), devido a boa colocacao do sistema
(2.64)
Usando (2.61) e (2.66), temos que (2.59) pode ser escrita como sendo

AW1 € {Vl —Vo(T,Wl) + SQ(T) + BHfl(_Q_), —\)O +\)0(T,W1) — Xp BL2(Q)} (267)

Seja f = {f° '} € H}(Q) x L*(Q) e introduzamos estados adjuntos ¢ e P definidos
como solucao tnica de
"+l o =vy(t)pem Q,
@ = 0 sobre X, (2.68)
@(T) =1° @'(T) =f' em Q.
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com 1 satisfazendo
P +Lp=0em Q,

( 0 sobre X4,
My

a(t)——-
b=9 — 2 9 e L, (2.69)
oy’ (1) dy

w sobre X\ X,
P(0) =v’(0) =0 em Q.
Multiplicamos (2.69); por ¢, solucao de (2.65), e integramos o resultado de 0 até T,

para obtermos

JTtb” th+LT(L1|))th =0.

0
Usando integracao por partes:

T

.
q(M P (T) = q(0) p"(0) = q"(TIH(T) 4 q"(0)(0) + L Pq”dt+ JO (Ldp)gdt = 0.

Integrando a expressao acima em Q = (0, 1), obtemos

J q(T)w’(T)dy—J q(om'(mdy—J q'(T)w(T)de q/(0)(0)dy
Q Q Q

Q
T T
+J J 1bq”dydt+J J (L)q dy dt = 0.
Q 0JQ

0

De (2.65)3 e (2.69)3, a tltima expressao torna-se

T T
J J 1|)q”dydt+J J (L)q dy dt = 0. (2.70)
0Ja 0 Ja
Substituindo
A —m 0 (A, .. o o ap o
[RUES BEZON Ap — @ (a(yat)a> +b(y,t) dyot + ¢y, t) @ + 5¥,
m (2.70):

! " O s

0

) . 02
J ( aly, t)a;])>qdydt+J Jﬂb(y,t)a g)tqdydt

(=]

0
T
0P
C(y,t) t d— t=0.
J ¢y, a qdyd +J JQ 5t dydt =0

%
_'

0

Usando (2.69)2, um célculo andlogo como em (2.42)—(2.48), a ultima igualdade acima

resulta em

0
B J a(t) — % 61])
b3 v? E)y

JT pr q" dy dt—i—JT JQ(L* Qv dy dt—i—J (y)mo %9 ax

dX =0,
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que juntamente com (2.65)s, tem-se

! )y T a(t) — % 9q
J J VPq dydt+J J (L q)¢dydt+J —2—1|)dZ:0.
0 Jo 0 Jao b3 Y ay

Separando a integral sobre a fronteira na ultima igualdade acima:

T t) — 50 9
J J 1b(q”+L*q)dydt+J a()—22—q¢dz
0Ja b Y dy (2.71)

a(t) — 5% 9q
—< ——{dX=0.
LQ Y3(t) aylb

De (2.65)1, (2.69)5 e (2.71), obtemos

T _ mp)2
J JQV(t)gtl)dydtz—lJ o) fa 20y (2.72)

0 0Js, v @ oy
Por outro lado, multiplicamos (2.68); por g, solucao de (2.64), integramos o resultado

obtido em ambos os membros em Q x (0,T), Q = (0, 1), e, finalmente, usamos integracao

por partes para obtermos

L g(T) @'(T) dy —J

mm@%Mdy—J
Q

O

anﬂ@+Lywmm@

T

T T
+J J g”(pdgdt+J J (L*(p)gdydt:J
o o

J Yt gdydt.
0 0 0 JO

De (2.64)5 e (2.68)3, a ultima igualdade acima torna-se

T

(Q(T)jfl) - <g/(T)af0>H*1(Q)><H(1)(Q) +J JQ g” @ dydt
0
(2.73)
T T
+J J (L*cp)gdydtzJ J Y(t)gb dy dt.
0Ja 0Ja
Substituindo
myo
a(t) — - 2 2 ob 2
2 . ® © . ®
Lg=——" 2 Ap— — — — — ¢y, t)|
@ Vi A% T 5y <a( , )ay>+b( ; )6y8t+ [at é(y, )} N
(e [ o) 20
dy ot dyot dy ot’
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m (2.73), temos

T Tl -m

a
(Q(T)yfl) —(g/(T), ) - HQ)xH(Q) +J J 9" @dydt— a2 : Agpgdydt
0Ja 0 Ja Y1)

rT p T 21- T T
0 (. op 0°b ob J¢
- — t) = t t — = t
) laa (“(”’ )ay)gd“d *Jo Jgayat“’gd“d *L Lay or 94vd

T

JB( t)62 dy dt JTJ% dy dt
. Y, ayatgy Qaycpgy

0
gdydtJrJ
y 0

0
T

j (1) g dy dt.
Q

r 5 a(p T a(p
| ] o5t gayar-s| | SPgayar-|
Y ayg Y . Qatg Y

JO JQ 0

Um célculo andlogo como em (2.42)—(2.48), a iltima igualdade acima resulta em

-
(Q(T)ﬂd) - <9,(T)af0>H*1(Q)><H(1)(Q) - 5JQ g(Me(T)dy + L JQ g”’ @dydt

(T [ alt)— m a(t)— 5% 9g
— — < pA t — £ >
MOJQ Vi ¢ 9d9d+L v Poyt

[ alt) -5 2 JTJ ) < ag>
| ——2 dy dt — (y,t) @ dy dt
) v ey I oy (T oy ) P

+PTJ (y, 1) 99 L4 dt+JTJ ()29 o dy dt
), |, g o dy ) et g e dy

¢

T

T ag
+5J J mdydt—J J Y(t) g dy dt,

ou seja, pela dedinicao de Lg temos

T

(g(M), 1) = (g"(T), ) -1 (a)xmy (o) — O(g(T), f >L2(Q)xH5(Q) + L J;) g” ¢ dydt

mo

T a(t) — Mo 9g a(t) — 50
+ L dy dt —I—J —2 dx — J _c dy dt
J JQ IPH s YY) b YQ(U aU I

T ay
- Jﬂv(t) g dy dt,

0

[en]

isto é,

.
J (¢"+Lg) ¢ dyadt
o)

T

(g(T). ) — (g'(T) + 5g(T), f°>H—1(Q]XH3(Q) 4 L

a(t) — 53¢ J a(t) —5* 9 JJ

+| ———=— pAgdL— | ———= dydt = t dy dt,

J Y2 (t) ¢ a9 s VQ(t) dy I 0 QY( Jody

que juntamente com (2.64); e (2.68)y, vem
. a(t)— 52 9
(9(T). ) = {g'(T) +59(T). ) apengion — | i 3o 9y e
20 By .

T (2.74)
| | vwgwayar

0 Ja

20



2.3 Controlabilidade Aproximada

Agora, separando a integral com termos de fronteira em (2.74) e combinando
com (2.72), obtemos
a(t) — &e o

dx
V) oy

(9(T). 1) — (g/(T) + 5(T). )10y rit ) — L

v oy T o Yi(t) 3y dy

que novamente combinando agora com (2.64)s, obtemos

_J at) — 5 0 o 1J (a(t) —2)? 3q 29
ZQ Z2

a(t) — 3¢ ¢
(T), 1) = (g'(T) + 8g(T), )11 0yt _J at) —F 00 s
(9 ) (g g JH1(Q) H(Q) . YD)y 1

ole, YU dyoyT ols, ¥i®  dydy
ou seja,
a(t) — 6(p / . 1
T O L= - 5(Q) T : 2.

Definamos a dualidade entre H™}(Q) x L2(Q) e H{(Q) x L2(Q) por

<{9 ) +8g(T } {fo f1}> = ) + 69(T):fO>H—1(Q)xH})(Q) - (Q(T)afl)'

Assim, podemos escrever (2.75) por

() == | St Gy

onde <<, >> denota a dualidade entre os espagos H™1(Q) x L2(Q) e H}(Q) x L*(Q).

Agora recorrendo ao resultado do Teorema 1.6, se

<<Aw1,f>> = (9" (T) +89(T), *) 110y 13 0) — (9(T), ') =0

para todo w;, € L?(Z,), entao
99
y
Portanto, no caso da hipdtese (2.26), segue de (2.69)3 e (2.76) que

=0 sobre I. (2.76)

P =0 sobre X. (2.77)
Combinando (2.77) e (2.69), temos

P 4+LYPp=0 em Q,
P =0 sobre X, (2.78)
P(0) =9’(0) =0 em Q,
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2.3 Controlabilidade Aproximada

que pela unicidade de solugao, vem que

v = 0. (2.79)

Substituindo (2.79) em (2.68);, obtemos

e"+L =0 em Q,
@ =0 sobre Z, (2.80)
@(T) =1 @'(T)=f" em Q,

Onde Q = (0,1). Pelo Teorema da Unicidade de Holmgren (cf. Proposi¢ao 1.3), temos

e portanto de (2.80)3, implica que
fO=f' =0,
e assim, pelo Critério de Densidade (Teorema 1.6) , segue o Teorema 2.2. ]

Para finalizarmos esta se¢ao, temos como proposito a procura do controle lider wy,
isto é, queremos encontrar wy, solugao de (2.57) restrito a (2.59). Mais precisamente, o

seguinte resultado é verdadeiro:

Teorema 2.3. Assumamos que as hipdteses (H1) — (H3), (2.26) e (2.60) sao satisfeitas.

Entao o controle lider étimo wy € dado por

a(t) — 52 oe
=2 "2 obre T
%1 Q(t) ay soore 1
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2.3 Controlabilidade Aproximada

em que @ € dado pela solug¢ao unica {@, P, v,p} do sistema otimizado

"+l =vy(t)p em Q,

V' +LP=0 em Q,
v'+Lv=0 em Q,
p"+Lp=v(t)(v—v2) em Q,
©=0 sobre X,

0 sobre Xy,
a(t) — 52 oe
= ——=— sobre X
VY Ty

0 sobre X\ZX,

\ 0 sobre X\ZX,

p=0 sobre L,

o(,T) =1 ¢'(.,T) =1 em Q,
v(0) =v(0) =0 em Q,

p(M =p'(T) =0 em Q,

(2.81)

e {f', f1} € H{(Q) x L2(Q) € definido como solugao tinica da desigualdade variacional

V(T ) —v! 0 — f0>H*1(Q)><H(1)(Q)

o (I = I1F911) + ot (I — 1£2]) = 0, VF = {0, f1} € H}(Q) x [2(Q),

onde em (2.82) escrevemos v(T,f) para explicitar o fato que a solugdao {@,\,v,p}

de (2.81) depende de f.

Demonstragao. Introduzamos dois funcionais proprios convexos

Fi:1%(Z)) — RU{oc0}

Fo: HH(Q) x 12(Q) — R U{oo}

como sendo

1
Fi(wy) = §J widZ Vw; € L*(Z)
21

23

— (W(T, f) =7, - f1)

(2.82)

(2.83)
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e

Fo(Aw) = Fo({g' (T, wi) + 8g(T, wy), —g(T, w1)})

0, 5o g'(T) 4+ 8g(T) e vl —v{(T) + 8g(T) + o1 By-1(q)
= —g(T) € =V + v (T, w1) — g Br2(q) (2.84)
00, de outro modo
Observemos também que por (2.66) e (2.75) podemos definir explicitamente o

operador A*.

De fato, para todo, w; € L2(Z;), temos

(l(t) - % a(P _ / 1
_Ll T ey T (9'(M +389(T), )1y — (9T )

_ / o 0 ¢1
= ({{g"(T) + 8g(T), g(T)},{f\;f/}))

:Aw1 =T

= <AW1,f>
= (leA*f)p(zl)

= J A*fw; dX.
X1
Entao, A* é dado por

A* : HYQ) x L2(Q) — L[2(L,)
alt) — 5 ¢ (2.85)

(0,f1)  — Af= — ,
Y(t)  Qy

em que @ ¢ dada em (2.68).
Com essas notagoes, juntamente com o fato da imagem do operador A ser densa

em H™1(Q) x 12(Q), encontrar (2.57) é equivalente encontrar

infwlew(zl) [F1(w1) + Fa(Awy)]. (2-86)

Aplicando o Teorema de Fenchel - Rochafellar (Teorema 1.5) ao problema (2.86)
com X =12(Z;), Y=H1Q) x2(Q), o =F : [2(X;) — RU{oo}
e =F:H Q) x L2(Q) — R U{oo}, obtemos

e Sendo {g/(T,wl,”f(wl))+5g(T,w1,?(wl)),—g’(T,wl,?(wl))} e H1(Q)xL?*(Q),
existe wy € L?(Z1) de modo que Awy = {g’(T,w;)+8g(T,w1), —g(T,w) } satisfaz

Aw; € {"1 — (T, wi) 4+ 8g(T) + 1 Bry—1(a), —v° +vo(T, w1) — g BL?(Q)} =
FQ(AWl) =0.
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Logo,
wy € Dom(F;) N Dom(Fy 0 A). (2.87)

e Temos também que F; é continuo em wy.

De fato, seja [W" —wy|r2(5,) = 0. Assim, temos

1
[Fi(wi) — Fi(wy)| = B J (w{‘)QdZ —J wde‘
21 Z1

1

== J wi(wl —wy)dX +J wi(wi —wl)dZ‘
2 Zl Z1

1/2

1 1/2

< = (J (w{l)zd):) J (Wl —wy)?dZ
2 b I |

—0
1/2
1/2
+ J (Wl —wy)?dZ (J w%dZ) ,
Zl P Z1
0
o que implica em
[Fr(wi') — Fi(wi)| = 0,
o que caracteriza a continuidade de F; em wy.
Entao, temos
inf  [Fi(wi) + Fo(Awy)] =
WIELQ(ZI) (2 88)
~  min [Fy (A*({F°, 7)) + F3 (— {(f°, 7).
(fO,f1)eH} (Q)xL2(Q)
Observemos que
Fi(wi) = Fi(wi), (2.89)
visto que,
Fiiwi) =  sup  {(wi,wi)rzg,) — Filwi) :wy € LP(51) }
W1€L2(Zl]

1
= sup {J w? dZ——J w3 dZ}
W1€L2(Zl] Zl 2 Zl

1
= sup {—J wi dZ} .
wi€L2(Zq) 2 s,

=F(w), Vw;, € LQ(Zl)
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Temos também que, para todo f = {f°, fl} € H(Q) x L2(Q),

F5 ({0, 1)

= swp (/1) +8g(T), —g (T, 7)) — Fa(Aw) |
AwieHTI(Q)xL2(Q)

= sSup {<g,(T)+69(T)7]/CD>H—1(Q)XH(1)(Q) - (Q(T)ﬂﬁ) _F2(AW1)}
AwieHI(Q)XL2(Q)

= sup {<V1 _V(IJ(T) + 69(T) + X1Y1, %\0>H*1(Q)XH1(Q)
(‘Y17‘YO)EBH*1(Q)XBL2(Q) 0

— (V" —wo(T) — oo, 1?1)}
=—(° _VO(T)v]?l) + (v = (T) + SQ(T)v%\())H*l(Q)XH

20 7l
+0q sup <’Y1, f >H*1(Q)><H(1)(Q) “+ X sup (‘Yo, f )
YlEBH—l(Q) YOEBL2(Q)

= (vo(T) =2, 1) + (W' —v{(T) +89(T), ) i1 (0 s () + ol + oxolF1].

0(Q)

(2.90)
Por (2.85), temos
a9

A= oy

(2.91)

e usando (2.89), obtemos

R ) =F (-2 5

vi(t) dy
. (_a(t)—%@)
! Y(t) Qy

-~

1p (e -y aey’
‘2L( Ty ) (ay) -
00

com @ € L2(X,). Portanto, (2.88) é equivalente a

inf  [Fy(wy) + Fa(Awy)]
wi€el?(Xy)

B _ 1 alt) — 2e\? 733\’ ~
- min {5L1 <W> (—) dr + (V) —vo(T), ) (2.92)

fEHL(Q)x12(Q) dy

T 4 8g(T), P st ) + Pl £ oco|%‘1|}

em que @ é dada em (2.68). Sendo assim, (2.92) é o problema dual de (2.57).

Fazendo

0’ =~ vy(T)

n' =v! —wv(T) + 8g(T),
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2.3 Controlabilidade Aproximada

e considerando a dualidade entre H™1(Q) x L*(Q) e H(Q) x L*(Q), temos

(et L)) = 0, F) = (' P @) (2.93)

Entao, associamos a solugao do problema dual do lado direito de (2.92) a minimizagao
do funcional

®:Hj(Q) x *(Q) — R

definido por

o) =5 [ (“igs) (5¢) az+ (ontanh (™. 7)

2 s v2(t) oy (2.94)
F o0 [ 4 oxolFH.
Assim, temos
. o : 20 A
inf [Fy(wq) + F2(Awy)] = — min O({f, f'}). (2.95)

fEH}(Q)xL2(0)

Agora, tomando ¢ = min{ag, 1} > 0 e usando a norma do grafico, reescrevemos o
funcional (2.94) como sendo

& a1 (1) =5\ (299’ :
o) =3 [ (“U®) (52) az+ (-nwhi7)

e | (7, )],

(2.96)
Q)x12(Q)

Pelo teorema (1.4), temos que o funcional definido em (2.96) atinge um minimo
emf € H}(Q) x L3(Q), solugao do problema dual (2.94), e este ¢ tinico, pois o funcional
©. é estritamente convexo.

De fato, sejam {f°, 1}, {g°, g'} € H}(Q) x L3(Q). Pelos mesmos argumentos utilizados

na prova da convexidade estrita do funcional (2.28), temos

@g[x{@,ﬂ}+(1—x){g°,gl}}—A@ ({@,f“i})m— NG ({g°,g")

2L ()

Portanto, para {f°, f1} # {g°, g} e A € (0,1), obtemos

¢ ol
dy 0y

O [MF, 1+ (1 —A){g% '] < A0 ({f°, 1) + (1 —A)O. ({g°, g'}).
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Assim, provamos que o funcional @, tem um tnico minimo fe H}(Q) x L2(Q) que é

solugao do problema dual (2.94). Portanto, de (2.57) e (2.92), segue que

inf J wids =
PR

wi€l2(X,)
_ 1 09 0 2
= — min - — dZ + (v —vo(T), f ) (2.97)
feri)xrz() 2 Jg, oy
_ —vo(T)+6g(T),@> o + 0PI+ aolf |}

restrito a (2.59).
Seja entao f={f , f1} a tnica solucao do seguinte problema dual:

- in O] AR (ot PP P+ ot} 299
PR

fEHL(Q)xL2(Q)
onde A*f ¢ dada em (2.91).
Facamos u:%\, &E=feH=0 com

1 ~
H, = —J (A*f)2dZ
2 Js,

Hy = (=", %), (7%, 1)) + o[ 4 oxol £,

agora, temos

(H{(&),n— &) = (H{(f), T —f)

_ d%\Hl (f+AF—1)

A=0

_4 %Jz (A"(F 4+ (- f)>2 dz]

- (A*f +AAf — AA ) (A™f — A*) dz}
L J Zl

= | A*f(A*f— A*f)dL

JI

~ t—m 2 ~
-J () & (G5 e
Js, Y3(t) dy \dy 0y
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Pela proposicao 1.2, obtemos a desigualdade variacional

M?a_@(@_a_@) D 2y 1o -
L\( Y2(t) ) oy \ay ~ 2y ) 4+ U P )) + P

(2.99)
ool 1 — ({2, 13, {m", ) — oulI0]] — exolf] > 0,
analisemos o termo (x*) em (2.99). Notemos que, por (2.75) com
Wy = _alt) — % 0e
Tym oy
obtemos
a(t) - %5* ’ og ’ / 0 1
Ll <W> (E dx = (g'(T) +89(T). f >H71(Q)><H(1)(_Q_] — (g(T),f"), (2.100)
também,

alt) =5\’ 2939 ., , 2 f
L:l <YTJC)2> Eadz = <9 (T) + 6g(T), f >H71(Q)XH(1)(Q) - (Q(T)af )7 (2.101)

portanto, de (2.100) e (2.101), segue que

J <a(t) —?ya_@ (@ _ a_@) dx
5o\ Vi) oy \dy dy (2.102)

= _<9(T)7f1 - fl) + <g,(T) + ég(T)afO _ fO>H—1(Q)XH(1)(Q)7

substituindo (2.102) em (2.99), obtemos
—(g(M), ' — 1) + (g'(T) + 8g(T), f* — fO>H—1(Q),H})(Q) - <f0’n1>H})(Q)><H—1(Q)

+(1°) + () )i ) — (F0) 4 o (I = [1F°1) + o (17 = IF1]) > 0.

assim,
_(g(T)7 fl - fl) + <g/(T) + 69(1—)7 fO - fO>H71(Q)7H(1)(_O_) - <f0 - f07n1>H(1)(Q)XH71(Q)

+ (1 = 11.10) + o (IR0 = 1£911) + o (171 = I£1]) > 0,

ou seja,

(g/(T) +8g(T) =" ™ — ), o) vario — (9(T) =00 T — 1) + e (I — 1171

sTo
oo (IF' = [£1]) > 0.
portanto,

(g'(T) +8g(T) = v + v (T) = 8g(T). T — ), '\ 1t o) — (9(T) +vo(T) =0, 7 — 1)

JHA(Q)
o (0] — [1£9]]) 4 oo (1T — 1) > 0,
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isto é,

(V(T) +g/(T) =, " — 1°) — (vo(T) +g(T) =", 7 — 1)

H*l(Q)xH})(Q)
o (P00 = 011 + oo (1Y — IF]) > 0, VT e HLY(Q) x L2(Q).

Agora, tomando v =vy + g como em (2.61);, a prova esta concluida.

2.4 Apéndice — Existéncia, Unicidade e Regularidade
de Solucoes

Nesta secao, objetivando a completude de nossa exposicao, investigaremos a existéncia,
unicidade e regularidade de solugao para os sistemas (2.1) e (2.11). Iniciamos com algumas

observagoes:
Observacao 2.5. A hipdtese (H1) implica que a(y,t) > 0.
Observagao 2.6. Temos

/ /

"+ vyl <Ko v <o +yy <y

Com efeito, temos que &’ +vy'y <vy’, poisa’ <0 e <y < 1.
Também, temos que —y’ < &’ +v'y equivale a 0 < o' +y'y+v' ou0 < B +v'y que €
verdade devido a propriedade de modulo |y'| =v'.

Observacao 2.7. Da hipdtese (H3) e da observacao 2.6, temos que

2
o (1) + " (t) yl < )
v
o que implica em
1 1 (y/)2
max{|oc”], |B"[} < S

< oY)
Y

Denotaremos por a(t,v,z) a forma bilinear definida em H}(Q) x H}(Q) por

a(t,v,z)=J a(y,t) — — dy.
o ey oy Y

Note que a(t,v,z) é continua, simétrica, positiva.
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Definigao 2.2. Consideremos o problema (2.11) com dados vo € H(Q) e v; € L*(Q).
Dizemos que uma fungao v : (0,1) x R™ — R € solugao global fraca do problema (2.11)

quando

v € L(0, 00, Hy(Q)) (2.103)

v € L®(0, 00,L%(Q)) (2.104)

e satisfaz, para todo T > 0, a equagdo integral

T p T
!
[ verdya _J J (-7 + alt)) vagdy dt
JO Q

Jo 0 Y2(t) 2
T T
1 my aE, J J . 6\) a((—v
4 —— +at))v=—dydt + aly,t) -— —dydt
uodrOVQ(t)( 2 ()> oy Y 0 Ja y )ay oy
T T

i ov’ T ov ov
+ b(y,t) —&d dt+J J ¢(y,t) —&d dt+J J d0—¢&dydt =0,
Yy dy Yy o y 3y Yy .o ot Yy

JO JOQ 0

para todo & € L*(0,T,H}(Q)) , & € L*(0,T,L*(Q)), £(0) = &(T) = 0 e satisfazendo as
condicoes iniciais

v(0) =vp, v/ (0) = v;.

Agora enunciaremos o resultado que nos garante a existéncia e unicidade da solugao

global fraca para o problema (2.11), no sentido da definigao (2.2).

Teorema 2.4. Sejam vy € H(Q) N H*(Q) e v; € HY(Q). Suponhamos que as hipdteses
(H1) — (H3) sao satisfeitas com

1 7T my 1/2
re o () (Do 2.1
0<Y<4<71+1)<10> (2.105)
e
5 [1 2 (m+1\ 1 [m2+4 1/2
Sl (), (T (@> . (2.106)
27 [2v0 Yo Uy Yo \ 2m2 2

Entao o sistema (2.11) possui uma tnica solugao global fraca v(y,t) (isto é, definida

para todot>0e0<y<1).

Demonstracao. Existéncia: Para a existéncia da solugao global de (2.1), utilizaremos o
método de Faedo-Galerkin que consiste em trés etapas:
1. Construgao de solugoes aproximadas em um espago de dimensao finita;
2. Obtencao de estimativas a priori para as solugoes aproximadas;

3. Passagem ao limite das solugoes aproximadas.
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Dividiremos a prova em dois casos:

Caso 1: w =0 sobre X,.
Solucgoes Aproximadas
Inicialmente, usando o Teorema (1.20) existe uma sequéncia de nimeros reais
O<A <A< A3
onde

Ay — +00 quando v — o0,

e uma base hilbertiana (z,)yen de H}(Q), tal que

—Az, =Ayzy em Q,
VveN. (2.107)

z, =0 sobre 0Q),

Dizemos que os nimeros (A, ) sdo os autovalores de —A (com a condi¢ao de Dirichlet)

e 08 (zv)ven s@o as fungoes préprias associadas. Veja que vale a seguinte igualdade

J Az, vdy = J Avzy vdy.
Q Q

De fato, integrando (2.107) sobre Q, multiplicando por uma funcao teste v € H}(Q) e
usando a primeira formula de Green

J uVz,Vudx = —J
Q

0
uAy dx + J —Zuds,
Q

30 0V

e isolando o primeiro termo apéds a igualdade da expressao acima, temos

0
—J UAydx = J uVz,Vudx — J —Zuds,
Q Q 00 0V
V u e H{(Q), tomando u=v ey =z,
—J vAz,dy = J vz, Vvdy — J —vds,
Q Q 00 0V

para todo v € H}(Q), como v se anula na fronteira de Q temos

—J vAz, dy :J Vz, Vv dy,
o} o}

e portanto,

J VZVVvdy,:J Avzy vdy.
Q Q
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Assim,

((Z\Mv))H(l)(O_) = }\‘V(ZV7\))L2(Q) V,ve Hé(Q)

é o problema espectral, onde {z, Ay}, v =1,2,..., sdo solugoes. Veja que (2.107) equivale

a uma EDO espectral classica

0" (x) +Ap(x) =0.
Procuramos solucao do tipo
p(x)=e

Substituindo,
(™) +Ae™=0=1"e™+Ae™ =0

= e™(1?*4+A) =0,
como e™ # 0, segue que

PHA=0=1"=—A
= r=+iVA.

Entao a solucao geral é
@(x) = eV ™ = A cos(VAx) + Bsen(vAx) .

Donde a condicao de contorno é

entao

0=@(0) =Acos(0)+Bsen(0)=A = A=0

0= @(1) = Bsen(VA).
Logo, se B =0 temos a solucao trivial, e se B # 0
sen(vVA)=0 = VA=vn, veN.

Entao @ = sen(vmx) e A = (vmr)?. Tomando ¢ =V temos z, = sen(vmx) , A, = (vm)?
para todo v € N. Representaremos por Vi, = (21,29, ...,Zm] 0 subespaco gerado pelos

vetores z1,2za, ..., Zm. S€ Vi (t) € Vi, temos a representacao
m
Vm(t) = Z gvm(t)zv (X)
v=1
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Seja vin (t) € Vi, solucao do sistema de equacoes diferenciais ordindrias

(VI (1), v) + ﬁ (—% n a(t)) (Vi V) + a(t, v, v) + (B(y, t)
+(¢(y,t) a;—ym,v) + 6 (ag—:,v> =0, VveV,,

Vin(0) = vom — v em H(Q) NH?(Q),

v (0) =vim —vi em H{(Q).

7\})

(2.108)

O sistema (2.108) tem uma solugao real em algum intervalo (0, t,,), pelo Teorema de

Catheodory. As estimativas a priori a seguir permitirao estender as solugoes ao intervalo

(0, 00) e tomar os limites nas solugdes aproximadas de (2.108).
Estimativa 2.1 Tomando v = v/ (t) em (2.108), obtemos

V) s (<2 4 (1)) (T, T + alt v, viy)

YAt N 2

. ov’ ov ov
by, t) —= v/ Cly, t) —= . v/ 5l == v/ ) =0.
(B0 5m ot )+ (etw o G ) + 8 (e on)

Agora,
1d 1 d
(V(0) V() = 531 | Wil 0P dy = 5 vl (0IF
1d 1 d
(Fom(8), Wi (t) = 5 5o | 19l 0F dy = 5 S Ivm (21
dvm
(552 vin) = (01 Vi (0) = (0
t
De fato, veja que
4w i) = Lo
a(vm )>vm )) a Vin L2(Q)
Entao,
d d
V(B0 = g | (0P dy
d
=| S vn(tPFd
L) dt Y
= | 2vi(t)v,(t)dy
Q
=2 (v (1), vy, (1))
logo,
1ij V() dy = (v (1), vy (1)
2dt Jo m mErm
Portanto,
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1d 1d )
(0 (0) = 531 | M (0P dy = 3 (Do
Analogamente,
d d )
Fn (Vi (t)s V(1)) wvmolige)-
Entao d d
ol =g | PPy
= | 2V Vi 4y
o
= QJ Vin(t) V() 4y
e}
=2 (Vm(t%\):n(t))LQ(Q)
logo,
1d 1d
2 _ 2 _ 2
<vm(t),v1’n(t)> L°(Q) = éa”vm(t)HH%)(Q) Gy Lz Vi) dy.
Portanto,
[ J
(Vv (t), VVi (1) = EEJ Vv (y, t)*dy = L d Vv (8|12,
om 2 dt 2dt Ho(Q)
Além disso,

avm / !/ / !/
(52 () = Gt (1) = Il
Substituindo (2.110), (2.111) e (2.112) em (2.109), obtemos

3 3t W (8P + 5 (750 alt]) (O + alt, v, v1)

-~ a\)m ov Vi
(B0 G vt )+ (eu 1 504, ) + st =

Notemos que

m) =

1
2
. ov 2
a'(t,vm,vm)zj o t)( ”‘) a
Yy, ay Y

d 1
a(t,vm,v d_ (t Vmavm) - 5 a/(t>vmavm)

(2.113)

(2.114)

(2.115)

(2.116)
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De fato, por definicao temos que

alt vmvi) = | aly )5S dy. (2.117)
Q

Observe

Vi _ 0 (Ovm — 0 (0Vm . Logo , 9Vm vy, — 9 (9vm 2, donde
oy oy \ ot ot \ dy Jy Jy t \ dy

D [ Ovm 2_2 Vi) 0 (Vi) _,(0Vm) 0 (0vm

ot \ oy / dy ot \ oy / dy dy \ ot /)~

19 (3vm\® (Vi) 3 [dvm lose
20t\ay ) ~\ay ) oy \at ) %Y

Entao

Por outro lado,

logo
0 (v \> 9 v\ v\
H—(=2) == |aly,t) (=) | —a'(y,t) [ ==
a5 (52) atkm»(ay)] atyo (52)
Entao
1{ d v\ 1{ - 2
tva v ) == — layt)[—=—=) |dy—=| a'(y,t) | == d
alt,vim, vi,) 2Jth [a(y, )(ay)] y 2Llct(y, )(a )
1d 0V 2 1 0V 2
= _—— a — — = "y,t) | — | d
2at g (y,)<a ) y 2La(y,)(a ) y
_1d , ,
- 2 dta(t7vm7vm) a (t,Vm,Vm)
Portanto
[ ]
/ 1 / /
a(t,\)m,\)m) - éd_a(t7vm7vm) —za (tuvmuvm)'
Analogamente

Por outro lado
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OV v\ [0V jS Wi m) 3 (v’
ot~ ot /  \ ot dy \ ot ~ ot / oy \ ot

onde,
D (v () Ovh 1D (v [Ovm) Ovp
oy \ ot ot ay 20y \ ot ot oy
logo,
JIB( y&m OV g J by 1) (av—m>2d

Vi(0)=0 = V. (0)=0 Vtel[0,T]

V(1) =0 = v, (1)=0 Vtel0,T]

m

Portanto

. d (v’ 1 [ b [Ovn)”
by, t) — (—=— ) dy=—x| —|—=—| -
JQ (y’)ay(at> Y QJQay<6t)
Além disso, como definido anteriormente

ov 0z
a(t,v,z):J aly,t)=——dy, v,ze H(Q).
o Yy 3y dy Y 0

E claro que a(y,t) estd bem definida Yt € [0, T]. Entao, pela regra de Leibniz, é

possivel derivar sob o sinal da integral, obtendo

ov 0z
a(t,v,z):J a(y,t)=——=— dy.
Q dy dy Y
Portanto
[ ]
. ov 2
@ty = | @0y, (—‘“) a
Q Y ay
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Também,
d my 1 o] my v’ 9
a[( 7+a(t))mnvmn} = ( 7+a(t))( 1) ol
1
/t 2
my 1 d 2
—— +alt)) sogrr o vl
+ (-5 +av) s ad!
ou seja,

L (20 a) = L {(—% +af) ﬁnvmﬂ
1
()

# (=15 alt) (35) vl

[Vl (2.118)

2

Substituindo (2.114), (2.115), (2.116) e (2.118) em (2.113), obtemos

A NGl [(—@ +a(v) ﬁuvmn?}

, 1 v’ 1d
- [—a (V5 + (-5 +al) ﬁ] ol + 5 qaltmm)

OV, OV
/ 2 < m m
O dy+ | ety T ay

T
Obtemos, tomando mg = —0, que
1 mo\ Y’

o d [falt)—mg/2 oo 2
___< 2y (t) >vm

__g( To +£v—v(0))”v 2

dt \4my? m 2y2y(0)
—ToY’ k YooY >
- — X (0 o
{Zmy?’ " my(0) ( 2y? " Y?’Y( )| Il
- {Y'Y (2k—T0 k )} INT:
omyd \ vy v(0)/]T"
2k — k 2k —
Queremos que 0 * coou v(t) > ( TO) Yo. Como y(t) = o,
o Y Yo k
entdo 1 > ——— o ou Tg = k, onde k = Eo, onde E é o médulo de Young do material e o

k

¢ a segao transversal da corda.
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Portanto, se t9 > k, entao

a'(t) mo\ ¥’
{— e (a0 =57 ﬂ vl > 0,

o que substituindo a expressdo acima em (2.119), concluimos que

1d,, ., df; m 1 1d

L SR = alt, Vi Vi

atvml T dt{( y Tal ))2y() }+2dta( Vi, Vi)
1 1 ab 2 « a\)111

g0 tvmvn) =5 | R0 dy+ | ety 05 ay

+8v! (t)]? < 0.

Notemos que

dob(y,t) _ d [_z(oc’(t)Jrv’(t),y)]
oy oy v(t)

_ 50 oc’(t)+v’(t)y)
0 v(t)

:_2v'(t) <0,
v(t)

logo
b, 2
s, a0
Agora,
1, _@v__ Y (& vyl («” +v"y)y
—p@ ) =55 — (@YY g ¢ V3

m
Sabemos que (&’ +vy)?> < (v')? < ?O o que implica em

/ /

2% m
—(a/ +v’y)2$ >——

Pela observagao (2.6) e da hipdtese (H3), temos

/ / 1 12 1 12 / 2
(o +v'y)la” +v"y)y <y,Ioc +v ylvgy,(cx YY)y

3 % Yy Y O¥s

(" +yy)«"+v"yly . moy’
y? 8 v

Portanto,

» mg
. t -
a'(y,t) > 1

V_
y?
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1, 1 ., OV OV moy :
¢ 5 ltvmovn) == | @y TEERay > T
Temos que
o + 122
ély.t) = ry
Y
o que implica
0 [ 219
U Ely, ) oy dy'< o +yy| V‘“'I/
Q oy Jo
r 2 a
v')4 avm 1J )
< A Y )
A d +4}\ v |2 dy
onde A > 0. Tomando A tal que
A mey!
v 4 ¥
entao
1w
AN T myy
Portanto,
3 OV mov (v')?
¢y, t)—v! d V2 + v 2
| v Fmviiay| < Xl +
m 1 mel /m
e L ( 0 g
4 y3 MoYo 82
_om, y 1 m
=l o+ (22)
16yo \ 2
e assim obtemos
1 ’ ov 1 my %
A (t, Vs Vi t dy > — (—) ()2, 2121
5 (Lvmvm) + | ety )Gy >~ (B bR e

Substituindo (2.121) em (2.120), obtemos

1d, , d my 1
§a| Vi (t )|2+a [<—7+a(t)> m” i (t )||2}

4 X : (2.122)
mo\ 2
——a(t,vm, 5-—(—) ' (t)]? 0.
Escolhamos & > 0 tal que
) 1 my %
- — 2.123
2~ 16y, ( 2 ) (2.123)
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e assim, obtemos de (2.122) que

1d, , », d Mo 1 2 Ld
L +a{<—7+a(t)) Mt)nvm(tm]+§aa(t,vm,va -

—l——l\/{“(’c)!2 <0, paratodo t>0.

Integrando a expressao de 0 até t, t > 0, obtemos

3 Svnorass [ (-5 +a0) aivm(s)?] ds

2 ), ds ds
1(*d § "
+§ L a[a(s,vm,vm)]ds + éJo v/ (s)Pds <0
Logo,
1 , 9 1 1 my
_ t _ / 2 _ t m t 2
SV (O = SV (OF + 5ges (=757 + alt)) Ivm (1)

1 my 5 1

LYY -5 m a t7 my Ym

30y (" T a0) VO + 5 alt v, i)
5[, 2

__a([)?\}mvvm) + = |Vm(s)’ ds < 0

2 2 ),

Como y(t) é limitada para t > 0 e a(t) € WH*®(0, c0), entao existe uma

1 my .
constante ¢; > 0 tal que —— (—— + a(t)) > c;. Sendo assim, tomemos
2v2(t) 2

1
Co = min {5 Cl} .
20+ a(0)) Ivm (0)]?

1 1
C2 (|V1/11(t)|2 + ||Vm(t)||2) S §|v1/“(0)|2 + 2v2(0) (_ 2

Portanto,

1a(tv v )+1a(0v Vin) 5Jtlv’ (s)]?d
—= ms Vm N sy Vmy Vm) — 5 S S
Ph 2 2, Vm

Assim, obtemos a Estimativa 2.1, a saber,

Vin (O + v (DIP < C, (2.125)

onde
1 1 m 1 1
C=— [§|v1|2 (=5 al0) 5ol + §a(0,vo,vo)] -

Co

ot/
oy?

1 1 X!
LS+ g (< 4 a( )d|Avm|2+a v,
2y dt oy?
(2.126)
,

2dt

v 0%v!
m Cy,t) —, —— SIv. |12 = 0.
) (el G2 =0 ) sl =0

= —Av, em (2.108). Logo,

Estimativa 2.2 Tomemos v = —

- ov 0
by, t) —/,—
(b 5
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Analizaremos os termos da equacao acima.

5t | e n@unray -3 [ a0y

Q
J 0 [0a0dvm | Ovy, dy + 0d dvi OVy,
dy dy | dy dy dy 0y

y=1

y=0

. v\ [V ob /v \?
b(y,t)( m) - —( m) ay
[ Yy /) ly=o Jady \ dy
1 ob /ov.\? 1. v\ |¥!
5| S (52) ay-sewn (S
2Jo0y \ dy 2 dy

Observacao 2.8. Sabemos que b(y,t) = —2 (w) com «'(t) <0, B'(t) >0
ev(t) > 0. Entao

1. v \?
—=b(y,t m
o0 ()

y=0

y=1

1. ovl, tL OVin i
= —3b(11) ( 5 (1,t)> +§b(0,t)< (O,t))

/ / ’ 2 ’ / 2
_ (e ;FV) (a;j(l,t)> —% (avm(o,t)) > 0.

y=0

Também temos,

OV, 02V
—| ey, t) 2=y
JQ . 1) dy 0y?

OV, 0 [0V,
(Y, )=+ ( )dy

I
I
—
Q
(@)

dy oy \ dy
d [ avm} ov! Qv v [P
= A C( 7t)_ md _C( 7t)_ o Y
JQ oy " oy | oy VT TV g oy y=0

onde a ultima igualdade é uma consequéncia da integragao por partes.
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Substituindo as expressoes acima em (2.126), obtemos

1d , 9 1 my d 2
gtV + 55 (<57 +alv) Golavl
1d ) [ - )
3a, aly, t) (Avm) dy — 5 Qa(y,t) (Avim)” dy
J 9advi ] vy, 4 - 033V AV, v=t
60y [0y dy | oy YT oy ay oy y=0 (2.127)
1J’ f) <av ) 1. v\ P!
5 A dy__b(y7t) o
2 ay 2 oy y=0
§ avml v avm ov/ [V L o
J [ dy | dy ay Y |y—o
Temos visto que
[ J
. mn v’
3 |, @0 avn)ay > T XA,
Q

Também temos,

Portanto,
J ERELES a"‘/“d _J 3%d Qv AV, g +J 3 9*vyy AV,
o0y [0y dy | Qy Yy dy dy dy dy? 9y

:_QJ‘ (l) avmav CAZOWN
o\Y/) 3y dy

_2J <oc’+v y) Y % vm Ovy,
ol

Y Y 0y? dy
_ZJ (l) avm v, CAZIN
o\vy/) 3y dy

Obtemos A
<an (L) w2+ S 2
Y 4N

(X ' m”ﬂ
Y 32 y3

1 32(y')°

IN T memgy

Tomando

resulta que

N

my /Mmo\z 1 1
Como m2|vim 2 < |Aviml?, (Y')? -2 ( U) ‘e ; < 7, temos que
0
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/ 2 1
L (52) vl

_QJ (l) avmﬁv M gy <
o\vy/ 3y dy

TRy w2y \ 2 m
Também temos,
v 0%V, OV! J v [ 0%vm | |OV!
_2 ! / m 2 _m
‘ Jﬂ(cx +vY)— VI 0y oy y‘ o +vy| a2 | | oy
2
< 2J’ (l) 6 v1211 v
o \Y dy dy

< 4N Y 4!Av \2+i!|\)’ II?
h Y mhho T mi

Tomando A
(L) = mer’
% 32y3
obtemos
1 32(y)? 2 <m0>5
AN mgy y(0)\ 2
Portanto,
v 0%v, OV, moy’ ) 2 /mg\z )
_9 / Ly maul < A _(_) ’
-2 (v G ey < P At + 2 (5

0 [0advy,] ov/, m 2 /mo\2 (72 +1
L 531 Sel <o) (e

o0y [0y Oy | Oy 16y3 Yo \ 2
Y/
Temos que — = —2— e
ay Y

De
) (" +v"y)
C( at)_
Y Y
oc¢ v
- t —_—
ay(y, ) ,
segue que
0 [. avm} ovl, J 0C OV v, J 3 0%, OV,
— ey, t)=—= dy = dy+| ¢yt
Lag{@’)ay ayy y dy ayy Q(y)W dy
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Temos
U @avmav,’ndy‘g‘[ " avm‘ vl
o 0y dy 9y o Y |0y || dy
/21 m /
<J 2(y)_ v ‘ v/ ay
o Y Y|0y]||dy

4
Y o, Ly,

<AAN | — ) |Avin —
(Z) 18t + it

moy’ N 2 (m())% ) o
< A — .

Também, temos

1V( t)a%mav{nd - o +y "yl | 0% | |OV],
YU oy YIS a2 || o
0 Y Y Jo Y Y Yy
- ! (o' +v'y)* 1 |0%Vim | | OV ay
= Jo Yy  v|oy?||dy
rl N\ 2 2 /
< (l) 0 v;n o), ay
Jo \Y dy dy
v\ 1
<A (7) AV [* + EHV:nHQ
4 / "3 1
v’ mey” 1 8(vy') 1 /mg)\e2
Tomando A [ =) = = < T0)* obt
omando (y) 32‘Y3 e 4}\ mo‘y 2‘}/(0) < 2 > optemos

0%V, OV’ mgy’ 1 mo\ 3
] ) — md g A m2 I o} / 2'
|, v nSer Gray| < Tl avnt 4 s () v

Portanto, obtemos a estimativa

o [. OV | OV mgYy’ 1 (447 /mp\z
| o [ 05| Sy < Teliavnl 4 i (S5) (5 vl
Q

dy dy | dy 163 v(0) \ 2m? 2
/ /
De b(y,t) = — (%), obtemos

2 <%(1,t)) + 2= (av—“‘(o,t)> .

y=0 Y \ 0y Y oy
Temos

da _ (m) Y

dy Y Y
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e

=1
Yy avl

| | m(ojt)‘

"0V

~ / / /
04 v Ovy, gQB_l M1, t)' mq t)‘ 2 — (0, t)‘ -
dy 9y 9y [, By ldy dy Y dy ay
1
2 / 2 /
=1(5) |30 () oY)
4\ B dy
2 v/ 4l oV,
il i
Y y v2o|z | 0y
"o, 2 8(BY)%Y |9V ?
B2\ g ) 4 BLEY) (1, 1)
8y | oy Y4B ay
/| |2V}, 8(la’ly")?y | v ’
(0,1)] 4 BUXYY OV )
8y ay Ioc! oy
_ B2 22y |ovim 2
1.t 1.t
8y ay —(1,t)] + Y 3y —(1,1)
lo/| | OV! 2 2y’ 3 OV, 2
8y | 0y Y oy
Notemos que B’ =y’ + &’ <y’ e |’ + vyl <7y’ implica |&'| <y’
Temos
ov 0 ov ov 0%V
—‘“(1,t)=J —( —‘“)d =J —d +J d
dy ady \J oy ) Qayy Qyﬁ?y
OV 0? m+1
<j Ldy+J Y 4y < vl + [Ave] < Aval.
o 0y o 0y?
Portanto,
[ ]
0V

(1, )

dy

Pelo mesmo argumento, temos

d ? 1\?
m0,1)| < (i) AV
oy T
Portanto, obtemos
[ J
= / 2 N\ 3 2
OVin 2 1
0a 0vy, OV, [5 vl m t)' +< Y (7T—|— ) Av.
oy dy Ay |, ay Y U
/ 2 N\ 3 2
2 1
P g,0) + (20) (ZEL) java
8y oy Y T
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N2 2
Da hip6tese (H3) obtemos que |o”| < (o) e B’ < (BY) , e como
12 124
Y
[ ]
5 OV OV! y=l IB”] | ov v/
y=0
12 a a/
L AL KALYTRY
Y | 9y dy
I\ 2 /
< (B—) avm(l,t)‘ a\’—‘“(l,t)‘
Y dy ay
I\ 2 /
0 OV
+(3) V‘“(o,t)‘ v (o,t)‘
Y oy ay
NE / 1\ 24,1
:1(‘5—) avm(l,t)‘Q( Sy av‘“u,t)‘
2 \vy dy Y2(B)z | 9y
"5 | v’ AL 1 d
ol Vm(o,t)' loc /2 V‘“(o,t)'
2y2 | 0y yiolz | 0y
/ a / 2 2 "\ 3 a m 2
< B g g +—(E ), m (1)
8y | oy YR’ | 9y
N ov! 2 92 4 d .
L) A NTINS) G0k 4 CALYTINY
8y | dy Yo'l | 9y
"oy’ 2 2004 19 2
gﬁ_ vm(lat) (3“)/ vm(l’t)
8y | dy vilo'[ | Oy
o[ | O], 2 2(a)t | Ovim 2
—2(0,8)| + == | 5=(0,1)
8y | dy Y3l | Oy
" ov’ 2 2(v')3 1 2
<& |Gman] + 250 () avae
/| | OV 22ty (1) )
—T(0,t Av,,|°.
& | 5] + 25 (T2 ) lav
. (“/)4 113 "3
Notemos que consideramos o = la'|” < (y')°.

Também obtemos
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2 2 2(—a) (v, ?
( oy y t)) Ty ( oy (O’t))
B ov/, 2 | (ov], 2
4G R G
“  (Gena) « o (Geo)
T ( ) —7oc <av (O,t)) .-

Substituindo as expressoes acima em (2.127), obtemos

1d 1/ m d 1d 2
33t V(O + 55 (=750 + alt)) gclvnt )’2+§EL aly,t) (v (1)) "dy

/ !/ 1 2 / 3 1 / 3
MY _MoY e (m™rLh) (Y _, (L) (Y IAv, ()2
16y3 s Y T Y

1 /mp\1/2 2 (M 41\ /mo\1/2 1 [ 4+4\ /mp\1/2
+° 2v(0) (7) _y(o)( 2 )(7) _y(O)( 22 (7)
v, (E)]
<0, Vt>0.

(2.128)
Portanto, de (2.128), da observacao 2.7 e das hip6teses sobre v’ e 8, obtemos a Esti-

mativa 2.2, a saber

0+ o (2 4 () a0

2(1itd 272\ 2
2
—— t)(Avin (1)) d 2.129
3t ), 8l 0 (avnl0)dy (2129)
—|—§va( J? <0, paratodo t=>0.
o *vim
Estimativa 2.3 Tomemos v = _a—g2 = —Av,, em (2.108). Logo,
d / /2 1 Mo 2
gt Wi Vvm) = IVl 5 (=757 + al0)) 1AV (O + alt, v, ~ v
dd ov/, ov (2.130)
—— vl + ( b(y,t —Av,, t —Av,, | =0.
o gl + ((y)ay v) <(y)ay v)
Como
. my (&' +Y'y
t) = _
aly. ) 2y? ( Y )
oa _ (" +vy)y’
oy Yy v’
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entao

0 0 02
a(t,Vm,—A\)m) :J AL (d(y7t)ﬁ> Vm
a0y 9y

_J 0d dv,, 0%v,,
Q

260 P | gy
dy Jy aygy Q(y

oy? dy

9(5)

0%V,

2
dy.

~ 2 / / /
U a_aavmbv;n y‘<J N +w;y)v|
00y dy 0y o Y

o, (2)

!/

Vi
dy

OV
dy ‘
0%V
oy?

2
y
<2(—)wamWJ

v

Y\’
(3)

2 AV =

2
<=
T

<

oy?

5 v, \ > m, v, \° (o) +v'y)? [0V
J a(y7t)<—2>dy= ZJ < Q)dy—J 2y ( 5
Q dy 2y? Jo \ 0y Q Y dy

No entanto,

a(t,vi, —Avy,) > (— + —

Também, temos que

Y
’ o\ 2 7o\ 2
< [ () avray | ()
Q Y o\ 0y

mg 2 72
< 8—W|Avm| + vl
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avm

OV (" +vy)v'l
I | Avyld
( Y oy Q Y Y
OV
L) e
a\Y
AV
S 8my2t ™
Substituindo as estimativas acima em (2.130), obtemos
d 5d 3
(Vs Vi) + 2Vl S Ay — 2,12 < 0, (2.131)

dt 2 dt 8y?

. Mo Mo
- 't 2 —_
pois —— + a(t)

&
Multiplicando (2.131) por 16 somando a (2.129) da Estimativa 2.2, obtemos

dd , 6% d 5 30y d 1d
[ - m __A m2__ / 2 /12
Tae(Von V) gl 4+ 5T AV R = SIVGIP + 5Vl
) . . (2.132)
Mo 2 2 r 2
a0 e . m a 1+ 9 A m a < 9
v (5 alt) lvml + 55 |ty 08wy + SV P <0
ou seja,
1d 5 5 1/ m
St [H Bl 4 5 (Vv Vv) b Slval? + 25 (=57 o+ at)) JAvn
3myd d |1 m,
. 2 0 2 _ 2 (2.133)
#] aty 0@vnray] + S < | (<504 aw) | 1avn

< 0.
A dltima desigualdade decorre dos célculos vistos na desigualdade (2.120).

Consideremos a funcao numérica definida por
b 52 1 m
H() =V (01 + 5 (T9h (8, Ve (1) + v (O + 5 (<75 +a(t)) lava (0

+j a(y, 1) (Avm)’dy
Q

Assim, podemos escrever (2.133) como sendo

1 3myd |[Av,,)?
—H’ < — 2.134
L < I (2.134)

by
Lema 2.4.1. Para todo t > 0, temos que 0 < H(t) < H(0).

Demonstracao. De fato, temos que

d 52 1
‘E(VV{“,VVm)‘ < 5va|!2 + 2l

2
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e

(-52+a®) > 52> 05 aly,t) >0,

Portanto,
2

d 1
H(t) > 7||Vm(t)||2 + gllvin(‘t)ll2 > 0.

Agora, como
_3m06 |A\)m|2
32 y2

<0,

entao de (2.134), temos que

]

Como H(t) < H(0) para todo t > 0, obtemos estimativas para ||v/, (t)|| e |[Avy,(t)]

independente de t.
Passagem ao Limite : Das estimativas obtidas acima, extraimos uma subsequéncia

(VV)VGN de (Vm)mEN tal que

vy = v em L*(0,00;Hj(Q) N H*(Q)) (2.135)

v, 2V em L*(0,00;Hy(Q)). (2.136)

Pelo teorema de compacidade de Aubin-Lions [9], extraimos uma subsequéncia

(Vv )ven, que representamos ainda por (vy)yen, tal que

vy — v fortemente em 2 (O, 0 ; LZ(Q)).
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Para 6 € D(0,T), temos

(o0} (o0} (o0} d
J J V.20 dydtzj (vl 2)0(t) dtzJ —(v.,z)0(t) dt
0 Jo 0 o dt

. i d / . T / /
- Tlggojo L0201 dt = —Tlgr;ojo (vl 2)0/(t) dt
:—J (vl,z)0'(t) dt — —J (v',z2)0'(t) dt

0 0

T T
= — lim J (v',2)0'(t) dt = lim J i(v’,z)e(t) dt

T—oo 0 T—oo 0 dt

J:o %(V’,z)e(t) dt = J:O(V”,Z)e(t) dt

= J J v'z0(t) dydt .
Q

0
isto é,

(vy,z) = (v",z)  em L*(0,00;L*(Q)).

Da hipétese (H1) e das Estimativas 2.1 e 2.2, temos

1 my aQVV
17<—7+a(t)> o2 <C em [0,00).
Entao,
1/ mo vy . 1/ my 0%v - 12
;<—7+am) 5o ﬁ(—7+a(t))@ em (0,005 L3(Q)).

Integracao por partes nos da que
a(t,vy,z) = a(t,v,z) em  L[*(0,00;Hg(Q)),

2 v,y 9 (. .0
3 (a(y,t)%) ~ = <a(y,t)—v) em  12(0,00;12(Q)).

De fato, para z € D(Q), temos

Eo a(t,vy,z)dt = J:o (
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isto é,
a(t,vy,z) = a(t,v,z) em L[*(0,00;Hy(Q)).
Logo,
0 ov 0 ov
—lay,t) =~ ] = — (aly,t)=— L2 12(Q)).
o (awoS) = o (avog ) en (o)

Pelo mesmo argumento, obtemos

o (b0 %) = 2 (b ) en 0ooita),

dy oy dy oy
€

0 ov 0 ov

— ey, t) == ) = — [ é(y,t)=— | 12(Q)).

(w05 ) = 2 (ewnd ) en osoita)
Também,

ov, ov 9 19
o (¥7Z) o <a,2) em L (0,00,L (Q))

Das convergencias acima, tomando m = v na equagao aproximada, temos
. /

, 0
(vy,z) + Y2(t) <_% + a(t)> (Vvv, Vz) +alt, vy, 2) + (b(y,t) a\;VJ)

vy v,
Cy,t)—2 S -2 z) =0
+(C(y, )ag ,Z>+ (at ,Z)

Ao limite com v — o0, temos

/

)+ 1 (_@ n a(t)) (Vv,Vz) + a(t,v,z) + (b(y,t)%,z>

Y3(t) 2
+ (€ t)a—v +6 v =0 vz € L?(0,00; L3(Q))
ya ay7z’ ataz’ - z y 00 ’

1 mo 2y . ov' ov ov
"_ S L) Y 4 ae By ) PO AANIY S
v ( +af )) S Falt,v,z) + (y,)ay+c(y,)ay+ =0

Das convergéncias obtidas, concluimos que

v(0) =vy e v/(0) =v; em (Q)

De fato,
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Por 2.103, 2.104 e pelo Teorema (1.16), temos que v € C°(0, 00 ; L2(Q))
e v/ e C%0,00;H(Q)). Logo, faz sentido o cdlculo de v(.,0). De (2.134),

Joo(v(,,z) o(t)dt — J'Oo(v’,z) 0(t)dt, V veHQ),

0 0

onde 0 € CY([0,T]) tal que (T) =0e 0(0) = 1.
Logo,

T—oo

Td Td
lim J —(vy,2)0(t)dt — lim J —(v,z) 0(t) dt.
Integrando por partes,

T (T T (T
G(t)(vv,z)’o —L 0/(t)(vy.2) dt —> B(t)(v,z)‘ —J 0/(t)(v, z) dt.

Como

concluimos que

(vy(0),2) — (v(0),z), VveHQ).

Por outro lado de (2.108), segue que
(VV(O)vz) — (V07Z)7 Vv e H[l)(Q)

Pela unicidade do limite, temos

v(0) =vy em L[%(Q)
Analogamente, como
v e L®(0,00;L*(Q)) e v’ e L™(0,00;L*(Q)),
entao, pelo Teorema (1.16), temos que
v' e C°(10,00); H'(Q))),
e assim faz sentido calcular v'(.,0).
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Considere 6 € C([0, 00)) tal que
0(0)=1 e 0(t) =0 para t grande,

ezc12(Q). Logo,

Fazendo m — oo e considerando que
(V:;,Z) — (VH,Z) €m Lz(Q)a

(v.,z) — (v/,z) em [*(Q),

e do Teorema 2.106, temos

(0.¢]

JOO(V”(t),z) B(t) dt = —(v1,2) 6(0) —J (v/(1),2) 0'(1) dt.
0 0

Considerando as convergéncias sobre v, temos

ro(v”(t),z) B(t) dt = —(v'(0),2) 8(0) — J (v/(t),2) 0’ (1) dt.

0

Segue-se que

(v'(0),2) = (v1,2), V¥ zeL*Q).

Portanto,

v/(0) =v; em [*(Q).
provando que v é a solugao fraca do sistema (2.11) para o caso w = 0.
Unicidade : Sejam v e V duas solugoes do teorema (2.4). Logo,

. 1 my - ov’
v, @)+ 00 (—7 + a(t)) (Vv,ch) +a(t,v, @)+ (b(y,t)@, (p)
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Assim,

(VH _i}\//7 (p) +

+ (B(y7t)a(va—;v/)7 (P) + (5(9,’()6(\;%;\)),@) 16 (a(VaIV)7(p) _0.

Tomando z = v —V na equacao acima, resulta que

L) ( ? + a(t)) (Vz,Vo) + alt,z, @)

(f’vt o) lewoge) (o)

(=2 +a(t) (V(v—9),Ve) +a(t,v—7, ¢)

O

z(0) =0, z'(0)=0. (2.138)

" / 1 my /
(210)",2(6) + e (6—7/ +a(v) (Vz(t),VZa(t) )
talt.zz') + (B(y,t) Za(;) ,z(t)’) + (é(y,t) g(yt),z(t)/) (2.139)
0z(t) AN
+5< =0 ) —0.
Agora,
(&), 2(0)") = 5 = L 2(t) Py = 5 S0P (2.140)
(Vz(t), Vz(t)') = %% L Vz(t)Pdy = %%Hz( )|[2 (2.141)
a(t,z,z') = %%a(t,z, z) — %a’(t,z, z)
1d [ oz(t)\?
- §EL d(y,t) ( % ) dy (2.142)
1( - d 2
-1 L @'y, t) ( gyﬂ) dy . (2.143)

1. 2 v 1 aB 2
=P UEOY| 5] SEuTay 2
1[ db, .,
=3 | ey
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Substituindo (2.140) — (2.144) em (2.139), obtemos

limt)q? 4 L (—@ + a(t)) iIIZ(t)II2
Y

2(i1td 2y? 21 dt

+?EF¥EZ“LAH)_5GWEZ§ZSH) (2.145)
N2 - Z_ / /2:

5| St ray+ (e 0Z 2 20y ) + sty e o

Um céalculo andlogo conforme visto na Estimativa 2.1, obtemos

SR — I OF + g (~5 + a(t)) e I?

2 2v2(t) 2
1 my 1 1
a0y (g +a(0) I200)IF + Salt.z.2) — 5al0.2(1),2(1)
+g L 1z’ (s)?ds < 0.

Como z(0) = 0, z’/(0) = 0, a(t,z(t),z(t)) > 0 e a(0,z(t),z(t)) < 0, entdao da

expressao acima, temos

1 / 2 1 my 5
5!2 (tI" + 2 <—7 + a(t)> lz()|I? =0
€ como
—1 Mo 2 1 my
2v2(t) (‘7 + a(t)> ()" > 0 2 0,

entao, da expressao acima, temos
Z' () = llz(t)|=0 em [0,00),

isto é,
z(t) = 0.
Logo,
V=",
o que mostra a unicidade no caso w = 0.
Caso 2: w # 0 sobre X,
Inicialmente, tomemos w € H3 (0, 00; H%(BQ)). Veja que w esta definida apenas na

fronteira e no tempo. A sobrejetividade do Teorema do Traco garante a existéncia de uma

funcdo q € HZ(0, 00; H*(Q)) tal que Tq =w, onde T: H?*(Q) — H2(0Q), assim ,
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q(0,t) =w sobre X,
q(1,t) =0 sobre X\X

Como Q) é um dominio com fronteira Lipschitz e s > %, existe um operador linear e

continuo de extensao

3
2

L:H:(0Q) — H2(Q),

tal que
(ToL)w)=w, VYweH:(dQ),

onde T denota o operador traco.

Consequentemente, para todo t € (0, 00), se w(-,t) € H2(dQ), entao existe
q(-t) = L(w(-, 1)) € H*(Q).
Em particular, se
w € H2(0, 00; H?(3Q)),

segue-se que

q € H? (0, 00; HQ(Q)).

Além disso, como

w € H2(0, 00; HZ(3Q)),
pela linearidade do operador L obtemos

q(0) = L{w(0)) = L(0) =0,

O<y<l.
S =1 (50) =t o

Portanto,

qeH; (0, 00; HQ(O_)).

Em particular, como
H*(Q) =W**(Q) = {u e I*(Q); D*u e [*(Q), Vax € N*, |af < 2},

conclui-se que q” e Lq pertencem a L*(0, o0; L2(Q)).
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Consideremos agora o seguinte problema misto:

p’+Llp=—q"—-1q em Q,
p(0,t) =0 sobre X,
p(1,t) =0 sobre X\ Zg,
ap
\ p(y,0) =0, a(y,O)zo, 0<y<l1.
Desde que —q” — Lq € 12 (O, 00; LQ(O_)), segue do caso 1 visto anteriormente, que o

sistema acima possui uma unica solucao fraca p.

Por defini¢ao de solucao fraca, V T > 0, p satisfaz

T T 1 my T 0 op

L J p”(t )cidydt—J LW <—7+a(t)> Ap&dydt—J J % ( (y, t)@) Edydt
T ap JTJ~ a
C(y,t)—&dydt + 6 —&dydt

J JQ J JQC(H )ayay 0 Qatay

J J q” —Lq)&dyadt,
em D’(0,T), V& € L2(0, T; Hy(Q)).

Entao

v=p+q

satisfaz

! " T 1 my JTJ 0 ( ov )
dydt — — =+ AvEdydt — t dudt
LLvay LJQYQ( 5 a()) vEdy o3y (y, ) £dy

T / T T
. ov ov ov

+ b(y,t)—&d dt-l—J J ¢y, t)=—&d dt—l—éJ J —&dydt =0,
Jo JQ v )ay ke 0Ja y )ay Y 0 Jo Ot k&

em D’(0,T), V& € L?(0, T; H)(Q)), ou seja,

T , 1 my 0 (. v - ov’
L, [ — (5 a0) v (s v5g) b 05

Q + 6@
oy ot

+ ¢y, t) &dydt =0,

em D'(0,T), VE €12 (O, T, Hé(Q)). Como foi definido o operador L anteriormente temos,

]
J;L)@”+Lﬂ£QMt:Q VE € 120, T; HY(Q)).
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Logo, por Dubois Reymond
v/i+Lv=0 em Q.
Também, notemos que

v(0,t) =w sobre X,
v(1,t) =0 sobre I\Z,.

Com efeito, sobre X, vale

v(0,t) =(p+4q)(0,t) =p(0,t) +q(0,t) =0+w =w.
Agora, sobre X\Xj, temos

v(1,t) = (p+q)(1,t) =p(1,t) +q(1,t) =0+ 0=0.

Finalmente, em Q, vale

ov

v(y,0)=0, 5-(y,0) =0,
visto que,
v(y,0) = (p+q)(y,0) =p(y,0) +q(y,0) = p(y,0) =0
e
Wiy 0) = APy )= Py 0) 4 %y 0)= Pry )= 0
Portanto, v é a tinica solugao fraca do problema (2.11) para todo t > 0. O

Para finalizarmos esta se¢ao, como consequéncia do teorema (2.4), obtemos o seguinte

resultado:

Teorema 2.5. Sejam wuy € HY(Qo) N H?(Qp) e wy € HY(Qp). Assumamos que sio
satisfeitas as hipdteses (H1) — (H3) com

0<vy' <~

1 s <m0>§
4 \mt+1 10

5 1 2 [m+1 1 [m?44 mp\ 2
5>{2v(0)+v(0)< m )+v(0)< 21 )} (3)

Entao o sistema (2.1) possui uma unica solugao global fraca u(x,t) definida ¥ todo t > 0

GXEQt.

90



2.4 Apéndice — Existéncia, Unicidade e Regularidade de Solucgoes

Demonstra¢ao. Sabemos por célculos anteriores que w(x,t) = v(y,t), x = «(t) + y(t)y,

e v(y,0) =v(y) logo,

vo(y) = u(a(0) +v(0)y, 0) = ue(ec(0) +v(0)).

, ov _ ou, , , ou
Também temos que P ax((x +v'y) + = Portanto,
ov , , ou ,
vily) =5 (y,0) = («'(0) +v (O)Q)E(fx(o) +v(0)y,0) + u'(x(0) +v(0)y, 0)
e entao
[
ou
vi(y) = wi(a(0) +v(0)y,0) + («(0) +Y'(0)y)a(0¢(0) +v(0)y,0).
ov ou
Temos que — =vy— e
ay ox

com QO - (“07 BO)

Obtemos,
. ovy ?
a(0,vg,vg) = Lz a(y,0) <@) dy
my aVO 2
< —— — ] d
2v(0)? L (ay) Y
pois
. mg o« +v'y 2 m
= — <
aly. 2y? ( Y ) T 2y?
Portanto,
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Como o’(0) +v'(0)y <y'(0), e observando (a + b)? < 2a? + 2b? segue-se que

) Bo 0 1
vl :L () dy < J (ulw(o%) s

92 Bo ) 2Y/(0)2 Bo d(u) 2
< —LO(“” d"*WLO (m) &

_ 2 P 2V O
= o™ L?(QO)JFY(—O) UollL2(a(0))-

logo

il < — ooy, + g2,
v(0) ’ v(0) 0(Q0)

Observe que,

M O (o0) -y (O)y )y (0) +v/(0) ()
y 0x X
2

F(0)y) + (20) +¥/(0)y) 5 5 (a(0) + ¥(0)y)y(0)

Logo,

ov 2
||v1||]2—[(1)(Q) = JQ (a_yl) dy
Bo 2 1 v/ 2 rPRo 2 2
<2J <8un/(0)) dx + v'(0) J (auo+6uv2(0)) dx
x o OX v(0) v(0) Jo \ 3 ox
Bo /duy(0)\* 1 2y'(0)% [P0 /oup)’
<2 2 —
J( ox ) Yo T 0 J (ax) &

Bo 2 2
+y(0)2J 2<a_u> dx

2
o 0x

4y’(0)?

W“U«OHH})(QO)Q +4y'(0)*y(0)|AuL 2 -

< 2v(0)[wlhy(og) +

Entao

4y’(0)?
v(0)

92
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Como Avy =v(0)Aug e a(y,0) < Mo entdo

2v(0)?
[ ]
Bo 1
al0,va, &) = | aly. 00y = | aly,0)(8ul osdx
Q [0.%)] ‘Y(O)
moy(0
< O‘Y( )|Au0|%2(ﬂo)
analogamente temos ,
Bo 1
|Avg|* = J (Avp)?dy = J (V(O)Auo)Qy—dx =v(0)|Awglf2q,)-
Q [0.40) 0
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