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Orientador:
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Que toda honra e toda glória sejam dadas ao autor da minha vida.

Agradeço ao meu esposo, João Vińıcius, por todo o apoio e por ser meu maior incenti-

vador. Especialmente nos dias mais dif́ıceis, esteve sempre ao meu lado, sendo meu porto

seguro e, acima de tudo, um grande exemplo para mim.

Agradeço ao meu professor orientador, Dr. Isáıas Pereira de Jesus, por toda a paciência
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durante o mestrado partiu para morar com Jesus; à minha mãe Lúıza, à minha tia, Maria
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Valda, que, mesmo indiretamente, foi um amparo.
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Isáıas 41:20.



Resumo

Este trabalho tem como objetivo estudar a controlabilidade aproximada hierárquica

de uma equação da onda com amortecimento por meio da estratégia de Stackelberg. Mais

especificamente, considera-se um modelo misto linearizado que descreve um tipo de vi-

bração com extremidades móveis, o qual inclui o modelo de Kirchhoff como caso particular.

Ademais, são apresentados resultados relativos à existência, unicidade e regularidade das

soluções do problema proposto.

Palavras-chaves: Controlabilidade Aproximada Hierárquica, Equação da Onda, Es-

tratégia de Stackelberg, Sistema Otimizado.
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Abstract

This work aims to study the hierarchical approximate controllability of a damped

wave equation through the Stackelberg strategy. More specifically, a linearized mixed

model describing a type of vibration with movable endpoints is considered, which includes

the Kirchhoff model as a particular case. Moreover, results concerning the existence,

uniqueness, and regularity of solutions to the proposed problem are presented

Keywords: Hierarchical Approximate Controllability, Wave Equation, Stackelberg Stra-

tegy, Optimized System.
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Notações e Simbologias

As simbologias abaixo serão utilizadas no decorrer do texto.

� (., .) denota o produto interno em L2;

� |.| denota a norma em L2;

� ((., .)) denota o produto interno em H1
0;

� ||.|| denota a norma em H1
0;

� ⟨., .⟩ quando não especificado, denota diferentes pares de dualidades;

� ∇u =
( ∂u
∂x1

,
∂u

∂x2
, ...,

∂u

∂xn

)
denota o gradiente da função u;

� ∆u =
n∑
i=1

∂2u

∂x2i
denota o operador Laplaciano da função u;

� q.s. - quase sempre;

� ↪→ denota a imersão cont́ınua;

�
c
↪→ denota a imersão compacta;

� C quando não especificada, é uma constante positiva e arbitrária;

�
′ = ∂

∂t
;

� L(X, Y) denota o e espaço dos operadores lineares e cont́ınuos de X em Y;

� D(f) denota o domı́nio de f.



Introdução

Este trabalho tem como base principal o artigo [14] que é dedicado ao estudo da con-

trolabilidade aproximada hierárquica para uma EDP hiperbólica via estratégia de Stac-

kelberg. Mais precisamente, consideraremos um modelo misto linearizado que descreve

um tipo de vibração em fronteiras com extremidades móveis, que contém o modelo de Kir-

chhoff como caso particular. Desse modo, para obtermos soluções u = u(x, t) definidas

para todo t ⩾ 0, procedemos, como usual, considerando um “amortecimento”

δ

[(
x− α(t)

γ(t)
γ ′(t) + α ′(t)

)
∂u

∂x
(x, t) +

∂u

∂t
(x, t)

]
,

onde δ é uma constante positiva, a ser fixada.

Um sistema de controle é uma equação de evolução (EDO OU EDP) que depende de

um parâmetro u, descrito pela expressão:

y ′ = f(t,y,u), (1)

onde t ∈ [0, T ] representa a variável temporal, y : [0, T ] → X é a função estado e u :

[0, T ] → Y é um controle. Nesse modelo, X e Y são espaços de funções adequados, T > 0

é um valor real fixado e y ′ representa a derivada de y em relação ao tempo t.

Destacamos abaixo algumas das principais definições de controlabilidade presentes na

literatura.

Definição 0.1. (Controlabilidade exata) Sejam T > 0 e y0,y1 ∈ X dois estados do

sistema (1). Dizemos que tal sistema é exatamente controlável se existe u : [0, T ] → Y tal

que  y ′ = f(y,u) em [0, T ],

y(0) = y0, y(T) = y1

Definição 0.2. (Controlabilidade aproximada) Sejam T > 0 um número real e

y0,y1 dois posśıveis estados do sistema (1). Dizemos que tal sistema é aproximadamente

2



Sumário 3

controlável se, para todo ϵ > 0 dado, existir uϵ : [0, T ] → Y tal que y ′ = f(y,uϵ) em [0, T ],

y(0) = y0, ∥y(T) − y1∥ ⩽ ϵ.

Definição 0.3. (Controlabilidade nula) Sejam T > 0 um número real dado e y0 ∈ X

um estado arbitrário do sistema (1). Dizemos que tal sistema é nulamente controlável se

existe u : [0, T ] → Y tal que  y ′ = f(y,u) em [0, T ],

y(0) = y0, y(T) = 0.

Definição 0.4. (Controlabilidade exata às trajetórias) Sejam T > 0 um número

real dado, y0 ∈ X um estado e y uma trajetória (isto é, uma solução arbitrária do sistema

(1) sem controle). Dizemos que tal sistema é exatamente controlável às trajetórias se existe

u : [0, T ] → Y tal que  y ′ = f(y,u) em [0, T ],

y(0) = y0, y(T) = y(T).

Pode-se mostrar, que em sistemas lineares, as definições de controle nulo e exato às

trajetórias são equivalentes.

Existem muitas situações em que vários controles são necessários para conduzir um

sistema a um ou mais objetivos.Em uma estratégia de colaboração onde a ação de um

controle depende da ação do outro controle que atua de forma independente, estamos

tratando de controle hierárquico.. Esse conceito no contexto das equações hiperbólicas foi

introduzida por J. -L. Lions [8], onde o autor analisou a controlabilidade aproximada para

um sistema associado a uma equação da onda. Nesse trabalho, J. -L. Lions considerou um

controle principal chamado de ĺıder e adicionalmente um controle secundário chamado de

seguidor, seguindo a estratégia de Stackelberg [23].

Posteriormente, vários trabalhos surgiram em relação ao tema proposto(que consistia

em dado um controle lider encontrar o controle seguidor em função do lider, satisfazendo

a condição de “de solução ”do funcional custo associado) aplicado a outros sistemas go-

vernados por uma EDP, dentre os quais podemos citar:
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� Os artigos de Lions [12, 13], onde o autor provou alguns resultados sobre estratégia

de Pareto e Stackelberg, dentre os quais podemos destacar, a prova de que o sis-

tema perturbado corresponde a uma sequência de problemas de controle padrão e

converge para o controle de pareto, para o qual se obtém um sistema de otimalidade

singular e como aplicação, mostrou-se que o método pode ser estendido para o caso

evolutivo. Além disso a estratégia de pareto em resumo, pode ser entendida, como

uma abordagem utilizada em sistemas de controle multiobjetivo para encontrar o

melhor equiĺıbrio entre objetivos de desempenho conflitantes.

� Os artigos [21, 22], onde Ramos et al. estudaram equiĺıbrio de Nash dos pontos de

vista teórico e numérico para EDP’s parabólicas lineares.

As questões de controlabilidade consideradas nos trabalhos acima citados fornecem

respostas em ńıvel aproximado. A principal novidade apresentada nesse trabalho é a

inclusão de um ”amortecimento”acrescida a uma EDP hiperbólica. Este amortecimento

trás uma melhor regularidade e suavidade para a solução do sistema, dado pela seguinte

expressão

∂2u

∂t2
− a(t)

∂2u

∂x2
+ δ

[(
x− α(t)

γ(t)
γ ′(t) + α ′(t)

)
∂u

∂x
(x, t) +

∂u

∂t
(x, t)

]
= 0 (2)

Finalmente, este trabalho está dividido da seguinte forma:

No caṕıtulo 1 apresentamos os resultados preliminares, essenciais ao desenvolvimento

do nosso trabalho.

No caṕıtulo 2 mostraremos formalmente o problema de controle a ser estudado, onde

a controlabilidade aproximada é estabelecida. Finalmente, a existência, unicidade e regu-

laridade de soluções também é provada para o sistema proposto.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo apresentamos alguns resultados necessários para que o leitor possa ter

uma melhor compreensão dos conteúdos abordados no caṕıtulo seguinte.

1.1 Tópicos de Análise Funcional

1.1.1 Convergência Fraca e Fraca Estrela

Definição 1.1. (Convergência Fraca)[Evans [5], p. 723] Sejam E um espaço de Ba-

nach e (uν)ν∈N uma sequência de E. Dizemos que uma sequência uν converge fracamente

para u e escrevemos uν ⇀ u se, e somente se, ⟨φ,uν⟩ → ⟨φ,u⟩, para todo φ ∈ E ′.

Definição 1.2. (Convergência Fraca Estrela)[Brezis [3], p. 63] Sejam E um espaço

de Banach, e φ ∈ E ′ e (φν)ν∈N uma sequência de E ′. Dizemos que φν converge fraco

estrela para φ e escrevemos φν
∗
⇀ φ se, e somente se, ⟨φν,u⟩ → ⟨φ,u⟩, para todo

u ∈ E.

Definição 1.3 (Brezis ([3], p. 74). Definimos por σ(E,E ′) a topologia fraca de E induzida

por E ′.

Proposição 1.1. Sejam E um espaço de Banach e (xn)n∈N uma sequência em E. Então:

(i) Se xn ⇀ x em σ(E,E ′) então ⟨f, xn⟩ → ⟨f, x⟩, ∀f ∈ E ′;

(ii) Se xn → x forte então xn ⇀ x fracamente na topologia σ(E,E ′);

(iii) Se xn ⇀ x em σ(E,E ′) e se fn → f fortemente em E ′ (isto é, ∥fn−f∥E ′ → 0) então

⟨fn, xn⟩ → ⟨f, x⟩.
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1.1 Tópicos de Análise Funcional

Demonstração. ( Brezis [3], p. 58).

1.1.2 Espaços Separáveis e Reflexivos

Definição 1.4 (Evans [5], p. 719). . Dizemos que um espaço métrico E é separável se

existe um subconjunto D ⊂ E enumerável e denso.

Definição 1.5 (Evans ([5], p. 722). . Sejam E um espaço de Banach e J a injeção

canônica de E em E ′′. Dizemos que E é reflexivo quando J(E) = E ′′.

Quando o espaço E é reflexivo identificamos implicitamente E e E ′′ (com ajuda do

isomorfismo J).

Teorema 1.1. (Banach-Alaoglu-Bourbaki). Sejam E um espaço de Banach e E ′ o

seu dual topológico. Então o conjunto

BE ′ = {f ∈ E ′; ∥f∥ ⩽ 1},

é compacto na topologia fraca estrela.

Demonstração. Brezis ([3], p. 66).

Teorema 1.2. Sejam E um espaço de Banach separável e E ′ o seu dual topológico. Então

o conjunto

BE ′ = {f ∈ E ′; ∥f∥ ⩽ 1},

é metrizável na topologia fraca estrela.

Reciprocamente, se BE ′ é metrizável na topologia fraca estrela, então E é separável.

Demonstração. Brezis ([3], p.74).

Corolário 1.1. Sejam E um espaço Banach separável e (fn)n∈N uma sequência limitada

em E ′. Então existe uma subsequência (fnk)k∈N de (fn)n∈N tal que converge na topologia

fraca estrela.

Demonstração. Brezis ([3], p. 76).

Teorema 1.3. Seja E um espaço de Banach reflexivo e suponhamos que a sequência

dada (fk)k∈N ⊂ E é limitada. Então existe uma subsequência
(
fkj
)
j∈N de (fk)k∈N e f ∈ E

tal que

fkj ⇀ f.

Demonstração. Evans ([5], p. 639).

6



1.1 Tópicos de Análise Funcional

1.1.3 Convexidade e Otimização

Teorema 1.4. Suponha que o funcional F : D ⊆ H −→ R tem as seguintes propriedades:

(i) D é um subconjunto convexo fechado não vazio do espaço de Hilbert H;

(ii) F é fracamente sequencialmente semi-cont́ınuo inferiormente;

(iii) Se D é ilimitado, então F é fracamente coercivo.

Então o problema de minimização

F(u) = min
v∈D

F(v) (1.1)

tem uma solução.

Demonstração. Zeidler ( [24], p. 53-54).

Corolário 1.2. Se adicionarmos a hipótese de F ser estritamente convexo, teremos a

unicidade de solução de (1.1).

Teorema 1.5. (Fenchel - Rockafellar) Sejam φ,ψ : E → (−∞,+∞] duas funções

convexas. Suponha que exista algum x0 ∈ D(φ) ∩D(ψ) tal que φ seja cont́ınua em x0.

Então,

inf
x∈E

{φ(x) +ψ(x)} = sup
f∈E

{−φ(−f) −ψ(f)} = −min
f∈E

{φ(−f) +ψ(f)}.

Demonstração. Brezis ( [3], p. 15).

Proposição 1.2. (Caracterização de Solução) Suponhamos que N = N1 + N2 e

que N1 e N2 são funcionais convexos e semi-cont́ınuos inferiormente de um subconjunto

C convexo não vazio de um espaço de Banach reflexivo em R, com N1 sendo gâteaux-

diferenciável com derivada N ′
1. Então, se µ ∈ C, as condições são equivalentes:

(i) µ é solução do problema

inf
µ∈C

N(µ)

(ii)
〈
N ′

1(µ), ξ− µ
〉
+N2(ξ) −N2(µ) ⩾ 0 ∀ ξ ∈ C;

(iii)
〈
N ′

1(ξ),µ− ξ
〉
+N2(µ) −N2(ξ) ⩾ 0 ∀ ξ ∈ C.

Demonstração. Ekeland ([4], p. 38).

7



1.2 Teoria das Distribuições Escalares

Teorema 1.6. (Critério de Densidade) Seja D um subconjunto de um espaço de

Hilbert H. Então, as seguintes condições são equivalentes:

(i) D gera um subespaço que é denso em H;

(ii) Todo funcional linear cont́ınuo f em H que se anula em D é identicamente nulo em

H.

Demonstração. Aubin ([1], p. 30).

1.2 Teoria das Distribuições Escalares

Definição 1.6 (Brezis [3], p. 92). Sejam Ω ⊂ Rn um aberto limitado e φ : Ω ⊂ Rn

→ R uma função cont́ınua. Denomina-se suporte de φ ao fecho em Ω do conjunto dos

pontos x tais que φ (x) ̸= 0. Simbolicamente,

supp (φ) = {x ∈ Ω;φ (x) ̸= 0}
Ω
.

Definição 1.7. Denota-se por C∞
0 (Ω) o espaço vetorial das funções cont́ınuas e infinita-

mente deriváveis em Ω com suporte compacto em Ω.

O espaço C∞
0 (Ω) é de grande importância para o nosso estudo, visto que estamos

interessados em estudar funcionais lineares cont́ınuos definidos em C∞
0 (Ω).

Definição 1.8 (Evans [ [5], p. 701). Chamaremos multi-́ındice a toda n-upla α =

(α1,α2, ...,αn) de números naturais. Dado um multi-́ındice α, definimos a ordem |α|

de α por |α| = α1 + α2 + ...+ αn, e representamos por Dα o operador derivação

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 ...∂xαnn

.

Definição 1.9. Dizemos que uma sequência (φν)ν∈N de funções em C∞
0 (Ω) converge

para φ em C∞
0 (Ω) quando forem satisfeitas as seguintes condições:

i) Existe um conjunto compacto K ⊂ Ω tal que

supp (φ) ⊂ K e supp (φν) ⊂ K, ∀ ν ∈ N

ii) Dαφν −→ Dαφ uniformemente em K para todo multi-́ındice α.

8



1.2 Teoria das Distribuições Escalares

O espaço vetorial C∞
0 (Ω) munido da noção de convergência definida acima será re-

presentada por D (Ω) e é denominado de espaço das funções testes .

Denomina-se distribuição escalar sobre Ω a toda forma linear T : D (Ω) −→ R

cont́ınua com respeito a topologia de D (Ω). Isto significa que T satisfaz as seguintes

condições:

i) T(αφ+ βψ) = αT(φ) + βT(ψ), ∀φ,ψ ∈ D (Ω), ∀α,β ∈ R

ii) T é cont́ınua, isto é, se uma sequência (φν)ν∈N converge em D (Ω) para φ ∈ D (Ω),

então,

T (φν) −→ T (φ) em R.

O valor da distribuição T na função teste φ será representado por ⟨T ,φ⟩. Equipa-se

o espaço vetorial das distribuições escalares da seguinte noção de convergência:

Considera-se o espaço de todas as distribuições sobre Ω. Neste espaço, dizemos que

a sequência (Tν)ν∈N converge para T , quando a sucessão ⟨Tν,φ⟩ν∈N converge para ⟨T ,φ⟩

em R para toda φ ∈ D (Ω).

O conjunto das distribuições escalares sobreΩ é um espaço vetorial real, o qual denota-

se por D′(Ω), é chamado espaço das distribuições escalares sobre Ω. Com o intuito de

estudarmos os espaços de Sobolev, introduz-se o conceito de derivada distribuicional para

objetos de D ′ (Ω). A motivação no conceito de derivada fraca e posteriormente o conceito

de derivada distribuicional dada por Sobolev, se deve a fórmula de integração por partes

de Cálculo, sendo este conceito generalizado para distribuições quaisquer em D ′ (Ω).

Dada uma distribuição T emD′ (Ω) e dado ummulti-́ındice α ∈ Nn defini-se a derivada

distribucional de ordem α de T como sendo a forma linear e cont́ınua DαT : D (Ω) → R

dada por

⟨DαT ,φ⟩ = (−1)
|α| ⟨T ,Dαφ⟩ , para todo φ ∈ D (Ω) .

Segue-se da definição acima que cada distribuição T sobre Ω possui derivadas de todas

as ordens. Notemos que a aplicação

Dα : D ′ (Ω) → D ′ (Ω) . (1.2)

é linear e continua no sentido da convergência definida em D ′ (Ω). Isto significa que se

lim
v→∞ Tv = T em D ′ (Ω) então lim

v→∞DαTv = DαT em D ′ (Ω) . (1.3)
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1.3 Os Espaços Lp(Ω)

Nesta seção, serão dadas algumas definições e propriedades elementares dos espaços

Lp(Ω).

Definição 1.10 (Brezis [3], p. 89). Denotamos por L1(Ω,µ), ou simplesmente L1(Ω)

(ou apenas L1), o espaço das funções integráveis de Ω em R. A norma em L1(Ω,µ) é

definida por

∥f∥L1 = ∥f∥1 =
∫
Ω

|f|dµ =

∫
Ω

|f|.

Definição 1.11 (Brezis [3], p. 91). Sejam Ω ⊆ Rn um subconjunto aberto e p ∈ R com

1 < p <∞. Definimos

Lp(Ω) = {f : Ω→ R; f mensurável e |f|p ∈ L1(Ω)}.

O espaço Lp(Ω) com 1 ⩽ p <∞ é um espaço de Banach equipado com a norma

∥f∥Lp(Ω) =
[ ∫
Ω

|f(x)|pdx
]1/p

.

Definição 1.12 (Brezis [3], p. 91). Seja Ω ⊆ Rn um subconjunto aberto. Definimos

L∞(Ω) = {f : Ω→ R; f mensurável e ∃ C constante tal que |f(x)| ⩽ C q.s em Ω}.

O espaço L∞(Ω) é um espaço de Banach equipado com a norma

∥f∥L∞(Ω) = inf{C : |f(x)| ⩽ C q.s em Ω}.

Teorema 1.7. (Desigualdade de Young) Sejam p > 1 e q > 1 tal que 1
p
+ 1
q
= 1.

Então,

ab ⩽
1

p
ap +

1

q
bq, ∀a ⩾ 0 e ∀b ⩾ 0.

Demonstração. Brezis ([3], p. 92).

Teorema 1.8. (Desigualdade de Young com ε) Sejam 1 < p,q <∞ com 1
p
+ 1
q
= 1

e ε > 0. Então,

ab ⩽ εap + C(ε)bq, ∀a,b ⩾ 0,

onde C(ε) = (εp)
−q
p q−1. No caso particular quando p = q = 2, a desigualdade reduz-se a

ab ⩽ εa2 +
1

4ε
b2, ∀a,b ⩾ 0.

10



1.3 Os Espaços Lp(Ω)

Demonstração. Evans ([5], p. 622).

Teorema 1.9. (Desigualdade de Hölder) Sejam as funções f ∈ Lp(Ω), g ∈ Lq(Ω)

com 1 ⩽ p ⩽ ∞ e q o expoente conjugado de p; isto é 1
p
+ 1
q
= 1. Então fg ∈ L1(Ω) e∫

Ω

|fg|dx ⩽ ∥f∥Lp(Ω)∥g∥Lq(Ω).

Demonstração. Brezis ([3], p. 92).

Definição 1.13. Dizemos que uma função f : Ω → R é localmente integrável em Ω,

quando f é integrável à Lebesgue em todo compacto K ⊂ Ω. O espaço das funções local-

mente integravéis é denotado por L1loc(Ω). Em śımbolos temos que

f ∈ L1loc(Ω) ⇔
∫
K

|f|dx <∞, para todo compacto K ⊂ Ω.

As distribuções que aparecem com mais frequência são aquelas definidas a partir de

funções localmente integráveis.

A distribução Tu assim definida é dita “gerada pela função localmente integrável u”e,

usando o Lema de Du Bois Raymond, tem-se que Tu é unicamente determinada por u,

no seguinte sentido: Tu = Tv se, e somente se, u = v quase sempre em Ω. Neste sentido

identificamos u com a distribuição Tu e o espaço L1loc(Ω) das funções localmente integráveis

pode ser visto como parte do espaço das distribuições D ′ (Ω)

Lema 1.3.1. (Du Bois Raymond) Seja u ∈ L1loc(Ω). Então Tu = 0 se, e somente se,

u = 0 quase sempre em Ω.

Demonstração. Medeiros, L. A e Milla Miranda, M. ([16], p. 12).

Exemplo 1.1. Seja u ∈ L1loc(Ω) e definamos Tu : D (Ω) → R por

⟨Tu,φ⟩ =
∫
Ω

u(x)φ(x)dx

Nestas condições Tu é uma distribução escalar sobre Ω.

De fato, não é dificil mostrarmos a linearidade de Tu, pois segue da linearidade da

integral. Resta provarmos que Tu é cont́ınua.
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Seja uma sequência (φν)ν∈N de funções testes sobre Ω convergindo em D (Ω) para

uma função teste φ. Então, temos

|⟨Tu,φν⟩− ⟨Tu,φ⟩| = |⟨Tu,φν −φ⟩|

=

∣∣∣∣∫
Ω

u(x)(φν −φ)(x)dx

∣∣∣∣
⩽

∫
Ω

|u(x)(φν −φ)(x)|dx

⩽ sup |φν −φ|

∫
Ω

|u(x)|dx→ 0,

pois φν → φ uniformemente.

Observação 1.1. Outro resultado interessante é que a derivada de uma função L1loc(Ω),

não é em geral uma função de L1loc(Ω).

Outro resultado interessante é que a derivada de uma função L1loc(Ω) não é, em geral,

uma função de L1loc(Ω).

Exemplo (Função de Heaviside). Considere Ω = R e defina a função

H(x) =

0, x < 0,

1, x > 0.

(O valor em x = 0 é irrelevante.)

Observamos que H ∈ L1loc(R), pois em qualquer intervalo limitado (a,b) temos∫b
a

|H(x)|dx <∞,

uma vez que H é limitada.

Entretanto, H não é derivável no ponto x = 0. No sentido das distribuições, sua

derivada é dada por

H ′ = δ0,

onde δ0 é a medida de Dirac concentrada na origem.

Como δ0 não é representada por uma função localmente integrável, conclúımos que

H ′ /∈ L1loc(R).

Portanto, este exemplo mostra que a derivada de uma função pertencente a L1loc(Ω)

pode não pertencer a L1loc(Ω).

Tal fato, motivará a definição de uma classe significativa de espaços de Banach de

funções conhecidas sob a denominação de Espaços de Sobolev.
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1.4 Espaços de Sobolev

Como vimos na seção anterior, toda função u ∈ Lp(Ω) possui derivadas distribucionais

de todas as ordens. Entretanto, as derivadas de u nem sempre são também funções do

espaço Lp(Ω).

1.4.1 Os Espaços Wm,p(Ω)

Definição 1.14 ( Evans, 210 ([5], p. 258). Sejam Ω um aberto do Rn, 1 ⩽ p ⩽ ∞
e m ∈ N. O espaço de Sobolev que denotamos por Wm,p(Ω), é o espaço vetorial das

(classes de) funções em Lp(Ω) cujas derivadas distribucionais de ordem α pertencem a

Lp(Ω), para todo multi-́ındice α com |α| ⩽ m. Simbolicamente escrevemos:

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);Dαu ∈ Lp(Ω) para todoα tal que |α| ⩽ m.

O espaço Wm,p(Ω) com 1 ⩽ p <∞ é um espaço de Banach equipado com a norma

∥u∥Wm,p(Ω) =
( ∑

|α|⩽m

∫
Ω

|Dαu(x)|pdx
)1/p

.

Também Wm,∞(Ω) é um espaço de Banach com a norma

||u||Wm,∞(Ω) =
∑

|α|⩽m

sup
Ω

ess|Dαu(x)|.

No caso p = 2, o espaço Wm,p(Ω) será representado por Hm(Ω) que é um espaço de

Hilbert, cujo produto interno e a correspondente norma induzida em Hm(Ω) são dadas,

respectivamente, por

⟨u, v⟩Hm(Ω) =
∑

|α|⩽m

⟨Dαu,Dαv⟩L2(Ω) e ∥u∥Hm(Ω) =
( ∑

|α|⩽m

∫
Ω

|Dαu(x)|2dx
)1/2

.

Agora apresentaremos algumas desigualdades de Sobolev que nos ajudarão a alcançar

os objetivos propostos.

Teorema 1.10 (Rellich–Kondrachov). Seja Ω um subconjunto limitado do Rn de classe

C1 com fronteira Γ regular. Então:

Se n > pm, então Wm,p(Ω)
c
↪→ Lq(Ω), para todo q ∈

[
1, 2n
n−2m

)
.

Se. n = pm, então Wm,p(Ω)
c
↪→ Lq(Ω), paratodo q ∈ [1,+∞).

se. pm > n, então Wm,p(Ω)
c
↪→ C(Ω), onde k é um inteiro não negativo tal que

k < m− (n/p) ⩽ k+ 1.
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Em particular, W1,p(Ω)
c
↪→ Lp(Ω) com injeção compacta para todo p ( e para todo n).

Demonstração. Brezis ([3], p. 285).

Teorema 1.11. (Gauss-Green) Se u ∈ C1(Ω), então

∫
Ω

uxidx =

∫
Γ

uνidΓ

(i = 1, 2, ...,n).

Demonstração. Evans ([5], p.711).

Teorema 1.12. (Fórmulas de Green)

Para todo u ∈ H1
0(Ω) e v ∈ H2(Ω), é verdadeira a Fórmula de Green:

(∆u, v)L2(Ω) − (u,∆v)L2(Ω) = ⟨γ1u,γ0v⟩− ⟨γ0u,γ1v⟩,

onde ⟨·, ·⟩ representa sempre dualidades.

Demonstração. Medeiros, L. A. Milaa, M. M([17], p. 122).

Definição 1.15. Seja T ∈ B(X, Y) um operador dado. Então um operador D chama-se

inverso à direita do operador T se (T ◦D) = Id e neste caso, diz-se que T é invert́ıvel a

direita.

Teorema 1.13. (Teorema do Traço) Seja Ω ⊆ Rn com fronteira Ck,1. Assuma 1
p

não inteiro com s < k+ 1, s− 1
p
= l+ (σ) e 0 < σ < 1, l ∈ N. Então a aplicação linear

u 7→ (γ0u,γ1u, ...,γm−1u) =
(
u|Γ ,

∂u

∂ν

∣∣∣
Γ
, ...,

∂m−1

∂νm−1

∣∣∣
Γ

)
que é definida para u ∈ CK,1(Ω) tem uma única extensão continua a um operador de

Ws,p(Ω) em
∏m−1
j=0 W

m−j− 1
p ,p(Γ), tal operador possui inversa à direita cont́ınua que in-

depende de p.

Demonstração. Grisvard 1985 ([6], p. 37).

Teorema 1.14. (Regularidade) Considere Ω ⊂ Rn um conjunto aberto limitado com

fronteira Γ de classe C2. Sejam f ∈ L2(Ω) e u ∈ H1
0(Ω) tal que∫

Ω

∇u∇ϕ+

∫
Ω

uϕ =

∫
Ω

fϕ, ∀ϕ ∈ H1
0(Ω).

Então u ∈ H2(Ω) e ||u||H2(Ω) ⩽ C|f|L2(Ω), onde C é uma constante que só depende de Ω.

Demonstração. Brezis([3], p. 298).
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1.4.2 Os Espaços Wm,p
0 (Ω) e W−m,q(Ω)

Observemos que, embora o espaço vetorial das funções testes u, v ∈ D (Ω) seja denso

em Lp(Ω) para 1 ⩽ p <∞, em geral, ele não é denso emWm,p(Ω). Isto acontece porque

a norma de Wm,p(Ω) é “bem maior”que a norma de Lp(Ω) e é por isso que Wm,p(Ω)

possui menos sequências convergentes. Isto motivou a definição dos espaços Wm,p
0 (Ω)

como segue:

Definição 1.16. Seja Ω um subconjunto aberto de Rn. Definimos

Wm,p
0 (Ω) = D (Ω)

Wm,p(Ω)
.

No caso p = 2, o espaço Wm,p
0 (Ω) será representado por Hm0 (Ω).

Teorema 1.15. (Desigualdade de Poincaré) Suponhamos queΩ seja um subconjunto

aberto e limitado de Rn e 1 ⩽ p <∞. Então existe uma constante C (dependendo de Ω

e p) tal que

∥u∥Lp(Ω) ⩽ C∥∇u∥Lp(Ω), ∀ u ∈W1,p
0 (Ω).

Demonstração. Ver Brezis ([3], p. 290).

Observação 1.2. Em particular, a expressão ∥∇u∥Lp(Ω) é uma norma no espaçoW1,p
0 (Ω),

equivalente a norma ∥u∥W1,p(Ω). Em H1
0(Ω) tem-se o produto interno

((u, v)) =

n∑
i=1

∫
Ω

∂u

∂xi

∂v

∂xi
dx,

que induz a norma ∥∇u∥L2(Ω), equivalente a norma ∥u∥H1(Ω).

Demonstração. Brezis ([3], p. 290).

Os espaços Wm,p
0 (Ω) e, em particular, os espaços Hm0 (Ω), desempenham um papel

fundamental na Teoria dos Espaços de Sobolev e por conseguinte na Teoria das EDP’s.

Se 1 ⩽ p < ∞ e o número q é o expoente conjugado de p, isto é 1
p
+ 1
q

= 1, então

representamos por W−m,q(Ω) o dual topológico de Wm,p
0 (Ω) e por H−m(Ω) o dual

topológico deHm0 (Ω). Em outras palavras, se f pertence aH−m(Ω) então f é um funcional

linear limitado sobre Hm0 (Ω).

Definição 1.17. Se f ∈ H−1(Ω) a norma é definida como sendo

∥f∥H−1(Ω) = sup{⟨f,u⟩; ∀ u ∈ H1
0(Ω) com ∥u∥H1

0(Ω) ⩽ 1}.
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Observação 1.3. Em particular, as conclusões do Corolário (??) são válidas para o

espaço W1,p
0 (Ω) com um subconjunto arbitrário aberto Ω de Rn. Analogamente, a con-

clusão do Teorema (1.10) é válido para W1,p
0 (Ω) com um subconjunto arbitrário Ω aberto

e limitado de Rn.

Demonstração. Brezis ([3], p. 290).

1.5 Os Espaços Lp (0, T ;X)

Nesta seção, estenderemos as noções de mensurabilidade e integrabilidade para funções

f : [0, T ] −→ X,

onde T > 0 e X é um espaço de Banach real com a norma ∥.∥.

Definição 1.18. Denota-se por Lp (0, T ;X), com 1 ⩽ p ⩽ ∞ o espaço vetorial das

(classes de) funções u : (0, T) −→ X fortemente mensuráveis com valores em X e tais que

se 1 ⩽ p < ∞ a função t 7→ ∥u (t)∥pX é integrável à Lebesgue em (0, T) e se p = ∞ a

função t 7→ ∥u (t)∥X ∈ L∞ (0, T).

O espaço Lp (0, T ;X) é um espaço completo com a norma dada por

∥u∥Lp(0,T ;X) =
(∫T

0

∥u (t)∥pX dt
)1/p

, se 1 ⩽ p <∞.

Se p = ∞ a norma acima é substitúıda por

∥u∥L∞(0,T ;X) = sup ess
0<t<T

∥u (t)∥X = inf{C > 0 : ||u(t)||X ⩽ C q.s em Ω}.

Apenas no caso em que p = 2 e X é um espaço de Hilbert, o espaço L2(0, T ;X) é um

espaço de Hilbert, cujo produto interno é dado por

⟨v,u⟩L2(0,T ;X) =
∫T
0

⟨v (t) ,u (t)⟩X dt.

Quando X é reflexivo e separável e 1 < p <∞, então Lp (0, T ;X) é um espaço reflexivo

e separável, cujo dual topológico se identifica ao espaço de Banach Lp
′
(0, T ;X′), onde p

e p′ são ı́ndices conjugados, isto é, 1
p
+ 1
p′ = 1. Mais precisamente, temos

[
Lp(0, T ;X)

] ′ ≈ Lp ′
(0, T ,X ′).
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A dualidade entre esses espaços é dada na forma integral por

⟨v,u⟩Lp ′(0,T ;X ′)×Lp(0,T ;X) =

∫T
0

⟨v (t) ,u (t)⟩X′×X dt.

No caso p = 1, o dual topológico do espaço L1 (0, T ;X) se identifica ao espaço L∞ (0, T ;X′),

ou seja, [
L1(0, T ;X)

] ′ ≈ L∞(0, T ,X ′).

Definição 1.19. Seja v ∈ L1(0, T). Dizemos que s ∈ (0, T) é um ponto de Lebesgue de v,

se para todo h > 0 tal que ]s− h, s+ h[⊂ (0, T) então

lim
h→0

1

2h

∫s+h
s−h

v(ξ)dξ = v(s)

Definição 1.20. Denota-se por C ([0, T ] ;X), com T > 0 o espaço de Banach das funções

cont́ınuas u : [0, T ] −→ X munido da norma da convergência uniforme

∥u∥C([0,T ];X) = max
0⩽t⩽T

∥u (t)∥X <∞.

Teorema 1.16. Sejam X e Y espaços de Hilbert tal que X ↪→ Y e f ∈ Lp(0, T ;X), f ′ ∈

Lp(0, T ; Y), 1 ⩽ p ⩽ ∞, então f ∈ C0([0, T ]; Y).

Demonstração. Brezis ([2]).

Lema 1.5.1. Sejam X um espaço de Banach, f ∈ Lp(0, T ;X) e f ′ ∈ Lp(0, T ;X) com

1 ⩽ p ⩽ ∞, então

f ∈ C([0, T ];X).

(Possivelmente redefinidas sobre um conjunto de medida nula.)

Demonstração. Lions ([11], p. 7).

Teorema 1.17. (Representação de Riesz) Sejam 1 < p < ∞ e φ ∈ (Lp) ′. Então

existe um único u ∈ Lq onde 1
p
+ 1
q
= 1 tal que

⟨φ, f⟩ =
∫
uf, ∀ f ∈ Lp.

Além disso, vale

||u||Lq = ||φ||(Lp) ′ .

Demonstração. Brezis ([3], p. 97).
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Teorema 1.18. Seja X um espaço de Hilbert e u ∈ L2(0, T ;X). Então existe um único

funcional f ∈ H−1(0, T ;X) que verifica

⟨f, θψ⟩ = (⟨u ′, θ⟩,ψ)X ∀ θ ∈ D(0, T) e ψ ∈ X.

Baseado nisto, identificamos f com u ′. Por esta razão, diremos que se u ∈ L2(0, T ;X)

então u ′ ∈ H−1(0, T ;X).

Demonstração. Pathak ([20]).

Teorema 1.19 (Teorema da Compacidade de Aubin-Lions). Sejam X, B e Y espaços de

Banach com X ⊂ B ⊂ Y, X e Y reflexivos. Suponhamos que X está compactamente imerso

em B e B está continuamente imerso em Y. Então

W = {v : v ∈ Lp0(0, T ;X), v ′ =
dv

dt
∈ Lp1(0, T ; Y)},

onde 1 < pi <∞, i = 0, 1, munido da norma

∥v∥W = ∥v∥Lp0(0,T ;X) + ∥v ′∥Lp1(0,T ;Y),

é um espaço de Banach compactamente imerso em Lp0(0, T ;B).

Demonstração. Lions ([11], p. 58).

1.6 Distribuições Vetoriais

Seja um número real T > 0 e X um espaço de Banach real com a norma ∥.∥

Definição 1.21. Uma distribuição vetorial sobre (0, T) com valores em X, é uma função

f : D (0, T) → X linear e cont́ınua. O conjunto dessas transformações lineares é chamado

Espaço das Distribuições Vetoriais sobre (0, T) com valores em X e é denotado por

D ′(0, T ;X) = L(D (0, T) ;X).

Definição 1.22. Seja f ∈ D′ (0, T ;X). A derivada de ordem n é definida como sendo a

distribuição vetorial sobre (0, T) com valores em X dada por〈
dnf

dtn
,φ

〉
= (−1)n

〈
f,
dnφ

dtn

〉
, ∀ φ ∈ D (0, T) .
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Observação 1.4. Se a função f pertence ao espaço Lp(0, T ;X) com 1 ⩽ p ⩽ ∞, então

define uma distribuição que denotamos pela mesma função f e é dada por

f(φ) =

∫T
0

f(t)φ(t)dt, ∀ φ ∈ D (0, T) ,

com valor integrável em X.

Demonstração. Lions ([11], p. 7).

1.7 Resultados Importantes

Nesta seção, apresentamos alguns resultados importantes que serão utilizados nesta

dissertação.

1.7.1 Funções Próprias e Decomposição Espectral

Teorema 1.20. Assumimos Ω um subconjunto aberto e limitado de Rn. Existe uma

sequência de números reais (λm)m∈N donde

0 < λ1 ⩽ λ2 ⩽ λ3 ⩽ . . . ,

e

λm → ∞ quando m→ ∞.

E uma base Hilbertiana (wj)j∈N de L2(Ω) tais que wj ∈ H1
0(Ω) −∆wj = λjwj em Ω

wj = 0 sobre Γ ,

para j = 1, 2 . . .

Diz-se que os números (λm) são os autovalores de −∆ (com a condição de Dirichlet) e

que as (wj)j∈N são as funções próprias associadas.

Demonstração. Evans ([5], p. 335) ou Medeiros ([17], p. 134).

1.7.2 O Teorema de Carathéodory

Sejam D um subconjunto aberto de Rn+1 cujos elementos são denotados por (x, t)

onde x ∈ Rn e t ∈ R e f : D→ Rn. Dizemos que f satisfaz as condições de Carathéodory

sobre D quando:
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� f (x, t) é mensurável em t para cada x fixo;

� f (x, t) é cont́ınua em x para cada t fixo;

� Para cada compacto K em D existe uma função real integrável mK (t) tal que

|f (x, t)| ⩽ mK (t) para todo (x, t) ∈ K.

Definição 1.23. Uma solução no sentido estendido do problema de Cauchy x ′ = f(x, t)

x(t0) = x0;

é uma função ϕ(t) absolutamente cont́ınua tal que para algum β real vale

i) (ϕ(t), t) ∈ D ∀ t ∈ [t0 − β, t0 + β];

ii) ϕ′(t) = f(t,ϕ(t)) ∀ t ∈ [t0 − β, t0 + β], exceto em um conjunto de medida de

Lebesgue zero.

Consideremos o retângulo

R =
{
(x, t) ∈ Rn+1; |t− t0| ⩽ a, |x− x0| ⩽ b

}
,

com a,b > 0. Então, valem os seguintes resultados:

Teorema 1.21 (Carathéodory). Seja f : R → Rn satisfazendo as condições de Ca-

rathéodory sobre R. Então sobre algum intervalo |t− t0| ⩽ β (β > 0) existe uma solução

no sentido estendido do problema de valor inicial x ′ = f(x, t)

x(t0) = x0;

Demonstração. Medeiros, L. A e Rivera, P. H. ([19], p. 156).

Corolário 1.3. Sejam D um subconjunto aberto de Rn+1 e f satisfazendo as condições

de Carathéodory sobre D. Então o problema x ′ = f(x, t)

x(t0) = x0;

tem solução para qualquer (t0, x0) ∈ D.

Demonstração. Medeiros, L. A e Rivera, P. H. ([19], p. 159).
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1.7 Resultados Importantes

Teorema 1.22. Sejam D um subconjunto aberto limitado e conexo em Rn+1, f uma

função que satisfaz as duas primeiras condições de Carathéodory sobre D e suponhamos

que exista uma função integrável m(t) tal que |f(t, x)| ⩽ m(t) para todo (t, x) ∈ D. Seja

φ uma solução de

x ′ = f(t, x) para quase todo t em I,

sobre o intervalo aberto (a,b). Então

i) existe φ(a+0) e φ(b−0), onde φ(a+0) e φ(b−0) são os prolongamentos laterais

de φ a esquerda de a e à direita b respectivamente;

ii) se (b,φ(b − 0)) ∈ D então φ pode ser prolongada até (a,b + δ] para algum δ.

Resultado análogo para a;

iii) φ(t) pode ser prolongada até um intervalo (γ,ω) tal que (γ,φ(γ+0)), (ω,φ(ω−0))

pertencem a ∂D (∂D fronteira de D);

iv) se f pode estender-se a D sem que ele perca suas propriedades então φ(t) pode ser

prolongada até um intervalo [γ,ω] tal que (γ,φ(γ+ 0)), (ω,φ(ω− 0)) ∈ ∂D.

Demonstração. Medeiros, L. A e Rivera, P. H. ([19], p. 159).

Corolário 1.4. (Prolongamento de Solução) Sejam D = B×[0, T ] , com 0 < T <∞,

B = {x ∈ Rn; |x| ⩽ b}, b > 0 e a função f nas condições do Teorema 1.22. Seja ϕ (t) uma

solução de  x ′ = f(x, t)

x(0) = x0 e |x0| ⩽ b.

Suponhamos que em qualquer intervalo I onde ϕ (t) está definida tem-se |ϕ (t)| ⩽ M,

para todo t ∈ I, M independente de t e M < b. Então ϕ tem um prolongamento até

[0, T ].

Demonstração. Medeiros, L. A e Rivera, P. H. ([19], p. 164).

1.7.3 Desigualdade de Gronwall

Lema 1.7.1. (Gronwall) Sejam m ∈ L1(0, T ;R), m ⩾ 0 q.s em (0, T), a ⩾ 0 constante

real e g ∈ L∞(0, T), g ⩾ 0 em (0, T) tal que

1

2
g(t)2 ⩽ 2a2 + 2

∫ t
0

m(s)g(s)ds ∀t ∈ (0, T).
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1.7 Resultados Importantes

Então,

g(t) ⩽ 2

(
a+

∫ t
0

m(s)ds

)
em (0, T).

Demonstração. Medeiros, L.A ([15], p. 76).

1.7.4 O Teorema da Unicidade de Holmgren

Teorema 1.23. (Teorema da Unicidade de Holmgren) Sejam Ω1 ⊂ Ω2 conjuntos

abertos e convexos do Rn e P(D) um operador diferencial com coeficientes constantes tal

que todo plano caracteŕıstico Π com respeito a P(D) que satisfaz Π ∩ Ω2 ̸= ∅ também

satisfaz Π ∩Ω1 ̸= ∅. Então, para a solução u ∈ D ′(Ω2) da equação P(D)u = 0 tal que

u = 0 em Ω1 também satisfaz u = 0 em Ω2.

Demonstração. Hörmander ([7], p. 129).

Proposição 1.3. Seja T > 2d(Ω, Γ0), onde d(Ω, Γ0) = supx∈Ω d(x, Γ0). Então qualquer

solução fraca ψ do problema ∣∣∣∣∣∣ ψ
′′ − ∆ψ = 0 em Q

ψ = 0 sobre Σ

tal que ∂ψ
∂ν

= 0 sobre Σ0 = Γ0 × (0, T) ⊂ Σ com Γ0 ̸= ∅ implica que ψ ≡ 0.

Demonstração. Lions ( [10], p. 92).
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Caṕıtulo 2

Controle Aproximado para a

Equação da Onda com

Amortecimento

O objetivo deste caṕıtulo é estabelecer a controlabilidade aproximada para a equação

da onda com um amortecimento. Antes disso, apresentaremos a formulação do problema

proposto bem como estabeleceremos resultados essenciais para atingirmos nosso propósito.

2.1 Formulação do Problema

Medeiros-Ĺımaco-Menezes em [18] estudaram o modelo

∂2u

∂t2
−

[
τ0

m
+
k

m

γ(t) − γ(0)

γ(0)
+

k

2mγ(t)

∫β(t)
α(t)

(
∂u

∂x

)2

dx

]
∂2u

∂x2
= 0,

para pequenas vibrações de cordas elásticas com extremidades móveis.

Neste caṕıtulo, consideramos um modelo misto linearizado que descreve esse tipo

de vibração com extremidades móveis, que contém o modelo de Kirchhoff como caso

particular. Desse modo, para obtermos soluções u = u(x, t) definidas para todo t ⩾ 0,

consideraremos um “amortecimento” δ

[(
x− α(t)

γ(t)
γ ′(t) + α ′(t)

)
∂u

∂x
(x, t) +

∂u

∂t
(x, t)

]
,

onde δ é uma constante positiva a ser fixada.

Mais precisamente, consideremos uma corda elástica esticada com extremidades α0 <

β0 sobre o eixo dos x com a < α0 < β0 < b, onde a e b são fixados. Suponha que as

extremidades α0 e β0 movem-se continuamente para a posição α(t) < α0 e β0 < β(t) ,
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2.1 Formulação do Problema

onde a ⩽ α(t) < β(t) ⩽ b, e consideremos as vibrações transversais da corda na posição

(α(t),β(t)).

Nessas condições, consideremos o problema misto∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂2u

∂t2
− a(t)

∂2u

∂x2
+ δ

[(
x− α(t)

γ(t)
γ ′(t) + α ′(t)

)
∂u

∂x
(x, t) +

∂u

∂t
(x, t)

]
= 0 em Q̂

u(x, t) =

 w̃ sobre Σ̂0

0 sobre Σ̂\Σ̂0

u(x, 0) = u0(x),
∂u

∂t
(x, 0) = u1(x) em Ω0 = (α0,β0),

(2.1)

sendo

a(t) =
τ0

m
+
k

m

γ(t) − γ(0)

γ(0)
,

onde τ0 é a tensão inicial, m é a massa da corda, k é uma constante que depende do

material da corda, γ(t) = β(t) − α(t), α0 = α(0), β0 = β(0) e γ0 = γ(0). Formalmente,

temos a seguinte definição de controle aproximado para o sistema (2.1).

Em (2.1), Q̂ denota o domı́nio não ciĺındrico, do plano R2, definido como segue

Q̂ =
{
(x, t) ∈ R2; α(t) < x < β(t), ∀ t ∈ (0, T)

}
.

Sua fronteira lateral é definida por

Σ̂ = Σ̂0 ∪ Σ̂∗
0,
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2.1 Formulação do Problema

onde

Σ̂0 = {(α(t), t); ∀ t ∈ (0, T)} e Σ̂∗
0 = Σ̂\Σ̂0 = {(β(t), t); ∀ t ∈ (0, T)}.

Também representamos Ωt e Ω0 os intervalos (α(t),β(t)) e (α0,β0), respectivamente.

Definição 2.1. Dizemos que o sistema (2.1) é aproximadamente controlável no tempo

T > 0se, para todo ε > 0 e {u0,u1} ∈ L2(Ω0) × H−1(Ω0), existe w̃ ∈ L2(Σ̂0), tal que a

solução u = u(x, t, w̃) do sistema (2.1) com dados iniciais {u0,u1} = {0, 0}, satisfaz

||{u(T),u ′(T)}− {u0,u1}||L2(Ωt)×H−1(Ωt) < ε.

Agora, consideremos α(t) e β(t) funções reais satisfazendo as seguintes condições:

(H1) α, β ∈ C2(0,∞);R) com α(t) < β(t) para todo t ⩾ 0, α ′(t) < 0, e

β ′(t) > 0 para todo t > 0; |α ′(t) + γ ′(t)y| <

(
m0

2

)1/2

para todo (y, t) ∈

[0, 1]× [0,∞), onde 0 < m0 =
τ0

m
;

(H2) a(t) ∈W1,∞(0,∞);

(H3) |α ′′(t) + γ ′′(t)y| <
(α ′(t) + γ ′(t)y)2

γ(t)
, 0 ⩽ y ⩽ 1, t ⩾ 0.

Observação 2.1. A hipótese (H1) implica que a função real γ(t) = β(t) − α(t) é

crescente sobre [0,∞). Isso significa, também, que Q̂ é crescente , no sentido que se

t1 > t2, então a projeção [α(t1),β(t1)] sobre o subespaço t = 0 está contido na projeção

de [α(t2),β(t2)] sobre o mesmo subespaço.

• Exemplos de Domı́nios Q̂.

1. Pela hipótese (H1) temos

−α ′(t) ⩽
(m0

2

)1
2 , β ′(t) ⩽

(m0

2

)1
2 .

Integrando, obtemos domı́nios Q̂

α(t) = α0 − α1t, 0 ⩽ α1 ⩽
(m0

2

)1
2

β(t) = β0 + β1t, 0 ⩽ β1 ⩽
(m0

2

)1
2 .

Note que, nesse caso, temos fronteiras lineares.
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2.1 Formulação do Problema

2. A fronteira ∣∣∣∣∣∣ α(t) = α0 + (t0)
1
2 − (t+ t0)

1
2

β(t) = β0 − (t0)
1
2 + (t+ t0)

1
2 ,

com t0 = 4(
m0

2
) é não linear.

Nosso estudo foi motivado no trabalho de J.-L. Lions [8], onde investigamos questão

similar do controle hierárquico para a equação (2.1), utilizando a estratégia de Stackelberg

no caso de domı́nios dependendo do tempo.

Como em [8], dividiremos Σ̂0 em duas partes

Σ̂0 = Σ̂1 ∪ Σ̂2, (2.2)

e consideremos

w̃ = {w̃1, w̃2}, w̃i = função controle em L2(Σ̂i), i = 1, 2. (2.3)
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2.1 Formulação do Problema

Portanto, o sistema (2.1) pode ser escrito como sendo∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂2u

∂t2
− a(t)

∂2u

∂x2
+ δ

[(
x−α(t)
γ(t)

γ ′(t) + α ′(t)
) ∂u
∂x

(x, t) +
∂u

∂t
(x, t)

]
= 0 em Q̂

u(x, t) =


w̃1 sobre Σ̂1

w̃2 sobre Σ̂2

0 sobre Σ̂\Σ̂0

u(x, 0) = u0(x),
∂u

∂t
(x, 0) = u1(x) em Ω0.

(2.4)

Na decomposição de (2.2) e (2.3), estabelecemos uma hierarquia. Pensamos w̃1 como

sendo o controle ĺıder e w̃2 como sendo o seguidor, sempre na terminologia de Stackelberg.

.• Funcionais custos no cilindro Q̂. Associado a solução u = u(x, t) de (2.4),

consideremos o funcional (secundário)

J̃2(w̃1, w̃2) =
1

2

∫∫
Q̂

(u(w̃1, w̃2) − ũ2)
2
dxdt+

σ̃

2

∫
Σ̂2

w̃2
2 dΣ̂, (2.5)

e o funcional (principal)

J̃(w̃1, w̃2) =

∫
Σ̂1

w̃2
1 dΣ̂, (2.6)

onde σ̃ > 0 é constante e ũ2 é uma função dada em L2(Q̂)

Observação 2.2. Da regularidade e unicidade de solução do sistema (2.1) (vide ob-

servação 2.4) e, portanto do sistema (2.4) , os funcionais custos J̃2 e J̃ estão bem defini-

dos.

O problema de controle que consideraremos é o seguinte: o seguidor w̃2 assume que

o ĺıder w̃1 tem feito uma escolha de sua estratégia (poĺıtica). Em seguida, tenta encon-

trar um mı́nimo para seu custo J̃2(w̃1, w̃2), isto é, ele procura um controle w̃2 = F(w̃1)

(dependendo de w̃1) tal que

J̃2(w̃1, w̃2) = inf
ŵ2∈L2(Σ̂2)

J̃2(w̃1, ŵ2). (2.7)

Após isso, consideramos o estado u (w̃1,F(w̃1)) dado pela solução de∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂2u

∂t2
− a(t)

∂2u

∂x2
+ δ

[(
x− α(t)

γ(t)
γ ′(t) + α ′(t)

)
∂u

∂x
(x, t) +

∂u

∂t
(x, t)

]
= 0 em Q̂

u(x, t) =


w̃1 sobre Σ̂1

F(w̃1) sobre Σ̂2

0 on Σ̂\Σ̂0

u(x, 0) = u0(x),
∂u

∂t
(x, 0) = u1(x) em Ω0.

(2.8)
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2.1 Formulação do Problema

Encontraremos um controle ótimo w̃1 tal que

J̃(w̃1,F(w̃1)) = inf
w1∈L2(Σ̂1)

J̃(w1,F(w̃1)), (2.9)

sujeito a restrição de controlabilidade aproximada do tipo

(u(x, T ; w̃1,F(w̃1)),u
′(x, T ; w̃1,F(w̃1))) ∈ BL2(Ωt)(u0,α0)× BH−1(Ωt)(u

1,α1), (2.10)

onde, de agora em diante, BX(C, r) denota a bola em um espaço X com centro C e raio r.

Para explicitar esse problema ótimo, iremos considerar os seguintes sub-problemas:

• Problema 1 Fixado qualquer controle w̃1, encontrar o controle seguidor w̃2 = F(w̃1)

(dependendo de w̃1), associado a solução u de (2.4) satisfazendo a condição (2.7).

• Problema 2 Assumindo a existência e unicidade da solução do problema 2.29 w̃2 ,

mostrar que quando w̃1 varia em L2(Ωt), as soluções (u(x, t; w̃1, w̃2),u
′(x, t; w̃1, w̃2)) da

equação (2.4), avaliadas em t = T , ou seja , (u(x, T ; w̃1, w̃2),u
′(x, T ; w̃1, w̃2)), geram um

subconjunto denso de L2(Ωt)×H−1(Ωt).

Observe que quando (x, t) varia em Q̂ o ponto (y, t), com y =
x− α(t)

γ(t)
, varia em

Q = Ω× (0, T), onde Ω = (0, 1). Então a aplicação

τ : Q̂→ Q, τ(x, t) = (y, t)

é de classe C2 com inversa τ−1 também de classe C2. Portanto, a mudança de variáveis

com u(x, t) = v(y, t), transforma o problema de valor inicial de fronteira (2.1) no sistema

equivalente

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂2v

∂t2
+ Lv = 0 em Q, v(0, t) = w sobre Σ0,

v(1, t) = 0 sobre Σ\Σ0,

v(y, 0) = v0(y),
∂v

∂t
(y, 0) = v1(y), 0 < y < 1,

(2.11)
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2.1 Formulação do Problema

onde ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Lv = −
1

γ2(t)

(
−
m0

2
+ a(t)

) ∂2v
∂y2

−
∂

∂y

(
ǎ(y, t)

∂v

∂y

)
+ b̌(y, t)

∂2v

∂y∂t
,

+č(y, t)
∂v

∂y
+ δ

∂v

∂t
,

ǎ(y, t) =
m0

2γ2(t)
−

(
α ′(t) + γ ′(t)y

γ(t)

)2

,

b̌(y, t) = −2

(
α ′(t) + γ ′(t)y

γ(t)

)
,

č(y, t) = −

(
α ′′(t) + γ ′′(t)y

γ(t)

)
,

Σ = Σ0 ∪ Σ∗
0,

Σ0 = {(0, t) : 0 < t < T },

Σ∗
0 = Σ\Σ0 = {(1, t) : 0 < t < T }.

(2.12)

Com efeito, usando a regra da cadeia obtemos

∂u

∂t
=
∂v

∂t
(y, t) =

∂v

∂y

∂y

∂t
+
∂v

∂t
. (2.13)

De (2.13), usando novamente a regra da cadeia, obtemos

∂2u

∂t2
=
∂2v

∂y2

(
∂y

∂t

)2

+ 2
∂2v

∂y∂t

∂y

∂t
+
∂v

∂y

∂2y

∂t2
+
∂2v

∂t2
. (2.14)

De fato,

∂

∂t

(
∂v

∂y

)
=
∂

∂y

(
∂v

∂y

)
∂y

∂t
+
∂

∂t

(
∂v

∂y

)
=
∂2v

∂y2
∂y

∂t
+
∂2v

∂t∂y
.

Agora,
∂2u

∂t2
=
∂

∂t

(
∂u

∂t

)
=
∂

∂t

(
∂v

∂y

∂y

∂t
+
∂v

∂t

)
=
∂

∂t

(
∂v

∂y

∂y

∂t

)
+
∂

∂t

(
∂v

∂t

)
=
∂

∂t

(
∂v

∂y

)
∂y

∂t
+
∂v

∂y

∂2y

∂t2
+
∂

∂t

(
∂v

∂t

)
=

(
∂2v

∂y2
∂y

∂t
+
∂2v

∂t∂y

)
∂y

∂t
+
∂v

∂y

∂2y

∂t2
+
∂

∂y

(
∂v

∂t

)
∂y

∂t
+
∂2v

∂t2

=
∂2v

∂y2
∂y

∂t

∂y

∂t
+ 2

∂2v

∂t∂y

∂y

∂t
+
∂v

∂y

∂2y

∂t2
+
∂2v

∂t2

e assim segue (2.14).
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2.1 Formulação do Problema

Também,
∂y

∂t
= −

(
α ′(t) + γ ′(t)y

γ(t)

)
, (2.15)

visto que,
∂y

∂t
=

−α ′(t)γ(t) − (x− α(t))γ ′(t)

γ2(t)

=
−α ′(t)γ(t) − yγ(t)γ ′(t)

γ2(t)

= −

(
α ′(t) + γ ′(t)y

γ(t)

)
.

Derivando (2.15) em relação a t, obtemos

∂2y

∂t2
= −

(
α ′′(t) + γ ′′(t)y

γ(t)

)
−

2γ ′(t)y ′

γ(t)
, (2.16)

pois,

∂2y

∂t2
=
∂

∂t

(
∂y

∂t

)
= −

∂

∂t

[
α ′(t) + γ ′(t)y

γ(t)

]
= −

[(
α ′(t) + γ ′(t)y

) ′
γ(t) −

(
α ′(t) + γ ′(t)y

)
γ ′(t)

γ2(t)

]

= −

[(
α ′′(t) + γ ′′(t)y+ γ ′(t)y ′)γ(t) − (α ′(t) + γ ′(t)y

)
γ ′(t)

γ2(t)

]

= −

[(
α ′′(t) + γ ′′(t)y

γ(t)

)
+
γ ′(t)y ′

γ(t)
−
γ ′(t)

γ(t)

(
α ′(t) + γ ′(t)y

γ(t)

)]
= −

[(
α ′′(t) + γ ′′(t)y

γ(t)

)
+
γ ′(t)y ′

γ(t)
+
γ ′(t)

γ(t)
y ′
]

= −

(
α ′′(t) + γ ′′(t)y+ 2γ ′(t)y ′

γ(t)

)
.

Substituindo (2.15) e (2.16) em (2.14), deduzimos que

∂2u

∂t2
= a(y, t)

∂2v

∂y2
+ b̌(y, t)

∂2v

∂y∂t
+ č(y, t)

∂v

∂y
− 2

γ ′(t)

γ(t)

∂y

∂t

∂v

∂y
+
∂2v

∂t2
, (2.17)

onde

a(y, t) =

(
α ′(t) + γ ′(t)y

γ(t)

)2

,

b̌(y, t) = −2

(
α ′(t) + γ ′(t)y

γ(t)

)
,

č(y, t) = −

(
α ′′(t) + γ ′′(t)y

γ(t)

)
.

Por outro lado,
∂2u

∂x2
=

1

(γ(t))2
∂2v

∂y2
. (2.18)
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2.1 Formulação do Problema

De fato,

∂u

∂x
(x, t) =

∂v

∂x
(y, t) =

∂v

∂y

∂y

∂x
+
∂v

∂t

∂t

∂x
=
∂v

∂y

∂y

∂x
=

1

γ(t)

∂v

∂y
,

isto é,
∂u

∂x
=

1

γ(t)

∂v

∂y
. (2.19)

De (2.19), temos

∂2u

∂x2
=
∂

∂x

(
∂u

∂x

)
=
∂

∂x

(
1

γ(t)

∂v

∂y

)
=

1

γ(t)

∂

∂x

∂v

∂y
=

1

γ(t)

1

γ(t)

∂

∂y

(
∂v

∂y

)
=

1

γ(t)

1

γ(t)

∂2v

∂y2

=
1

(γ(t))2
∂2v

∂y2
,

e assim se segue (2.18).

Agora, como

x = α(t) + yγ(t)

então
∂x

∂t
= yγ ′(t) + α ′(t) =

x− α(t)

γ(t)
γ ′(t) + α ′(t).

Logo,

∂v

∂t
(y, t) =

∂u

∂t
(x, t) =

∂u

∂x

∂x

∂t
+
∂u

∂t
=

(
x− α(t)

γ(t)
γ ′(t) + α ′(t)

)
∂u

∂x
+
∂u

∂t
.

Portanto, o problema (2.1) é transformado pela aplicação τ : Q̂ −→ Q no seguinte

problema ciĺındrico

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂2v

∂t2
−

1

γ2(t)
a(t)

∂2v

∂y2
+ a(y, t)

∂2v

∂y2
+ b̌(y, t)

∂2v

∂y∂t
+ č(y, t)

∂v

∂y
− 2

γ ′(t)

γ(t)

∂y

∂t

∂v

∂y

+δ
∂v

∂t
(y, t) = 0 em Q, v(0, t) = w sobre Σ0,

v(1, t) = 0 sobre Σ\Σ0,

v(y, 0) = v0(y),
∂v

∂t
(y, 0) = v1(y), 0 < y < 1.

(2.20)
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2.1 Formulação do Problema

Notemos que de (2.20)1, temos

∂2v

∂t2
−

1

γ2(t)
a(t)

∂2v

∂y2
+ a(y, t)

∂2v

∂y2
+ b̌(y, t)

∂2v

∂y∂t
+ č(y, t)

∂v

∂y
− 2

γ ′(t)

γ(t)

∂y

∂t

∂v

∂y

+δ
∂v

∂t

=
∂2v

∂t2
−

1

γ2(t)
a(t)

∂2v

∂y2
+

m0

2γ2(t)

∂2v

∂y2
−

m0

2γ2(t)

∂2v

∂y2
+ a(y, t)

∂2v

∂y2
+ b̌(y, t)

∂2v

∂y∂t

+č(y, t)
∂v

∂y
− 2

γ ′(t)

γ(t)

∂y

∂t

∂v

∂y
+ δ

∂v

∂t

=
∂2v

∂t2
−

1

γ2(t)

(
−
m0

2
+ a(t)

) ∂2v
∂y2

−

(
m0

2γ2(t)
− a(y, t)

)
∂2v

∂y2
+ b̌(y, t)

∂2v

∂y∂t

+č(y, t)
∂v

∂y
− 2

γ ′(t)

γ(t)

∂y

∂t

∂v

∂y
+ δ

∂v

∂t

=
∂2v

∂t2
−

1

γ2(t)

(
−
m0

2
+ a(t)

) ∂2v
∂y2

− ǎ(y, t)
∂2v

∂y2
+ b̌(y, t)

∂2v

∂y∂t
+ č(y, t)

∂v

∂y

−2
γ ′(t)

γ(t)

∂y

∂t

∂v

∂y
+ δ

∂v

∂t
,

(2.21)

onde

ǎ(y, t) =
m0

2γ2(t)
− a(y, t),

b̌(y, t) = −2

(
α ′(t) + γ ′(t)y

γ(t)

)
,

č(y, t) = −

(
α ′′(t) + γ ′′(t)y

γ(t)

)
.

Agora, como

ǎ(y, t) =
m0

2γ2(t)
− a(y, t),

então
∂ǎ

∂y
(y, t) = −

∂a

∂y
(y, t) = −2

(
α ′(t) + γ ′(t)y

γ(t)

)
γ ′(t)

γ(t)
= 2

γ ′(t)

γ(t)

∂y

∂t
,

isto é,
∂ǎ

∂y
(y, t) = 2

γ ′(t)

γ(t)

∂y

∂t
. (2.22)

Substituindo (2.22) na última igualdade de (2.21), segue que

∂2v

∂t2
−

1

γ2(t)

(
−
m0

2
+ a(t)

) ∂2v
∂y2

− ǎ(y, t)
∂2v

∂y2
−
∂ǎ

∂y
(y, t)

∂v

∂y

+ b̌(y, t)
∂2v

∂y∂t
+ č(y, t)

∂v

∂y
+ δ

∂v

∂t
.

Logo,

∂2v

∂t2
−

1

γ2(t)

(
−
m0

2
+ a(t)

) ∂2v
∂y2

−
∂

∂y

(
ǎ(y, t)

∂v

∂y

)
+b̌(y, t)

∂2v

∂y∂t
+č(y, t)

∂v

∂y
+δ
∂v

∂t
= 0.
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2.1 Formulação do Problema

Portanto, o sistema (2.20) pode ser reescrito como sendo∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂2v

∂t2
−

1

γ2(t)

(
−
m0

2
+ a(t)

) ∂2v
∂y2

−
∂

∂y

(
ǎ(y, t)

∂v

∂y

)
+ b̌(y, t)

∂2v

∂y∂t

+č(y, t)
∂v

∂y
+ δ

∂v

∂t
= 0 em Q,

v(0, t) = w sobre Σ0,

v(1, t) = 0 sobre Σ\Σ0,

v(y, 0) = v0(y),
∂v

∂t
(y, 0) = v1(y), 0 < y < 1,

(2.23)

onde ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ǎ(y, t) =
m0

2γ2(t)
−

(
α ′(t) + γ ′(t)y

γ(t)

)2

,

b̌(y, t) = −2

(
α ′(t) + γ ′(t)y

γ(t)

)
,

č(y, t) = −

(
α ′′(t) + γ ′′(t)y

γ(t)

)
.

Considerando o operador

Lv = −
1

γ2(t)

(
−
m0

2
+ a(t)

) ∂2v
∂y2

−
∂

∂y

(
ǎ(y, t)

∂v

∂y

)
+ b̌(y, t)

∂2v

∂y∂t
+ č(y, t)

∂v

∂y
+ δ

∂v

∂t
,

segue (2.11) e (2.12).

Desse modo, investigaremos o problema de controle para o problema equivalente (2.11).

Para isso, dividiremos Σ0 em duas partes

Σ0 = Σ1 ∪ Σ2, (2.24)

e consideramos

w = {w1,w2}, wi ∈ L2(Σi), i = 1, 2. (2.25)

Também podemos escrever

w = w1 +w2,

com

Σ1 = Σ2 = Σ0. (2.26)

Então, reescrevemos (2.11) como sendo∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

v ′′ + Lv = 0 em Q,

v =


w1 sobre Σ1,

w2 sobre Σ2,

0 sobre Σ\Σ0,

v(y, 0) = v0(y), v
′(y, 0) = v1(y), 0 < y < 1,

(2.27)
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2.1 Formulação do Problema

onde usamos a notação v ′ em vez de
∂v

∂t
e v ′′ em vez de

∂2v

∂t2
para uma melhor compreensão.

Observação 2.3. Para efeitos de controle aproximado, pela linearidade do sistema (2.27),

podemos assumir, sem perda de generalidade, que v0 = v1 = 0.

Na decomposição de (2.24) e (2.25) estabelecemos uma hierarquia. Pensamos w1 como

controle ĺıder e w2 é o controle seguidor, sempre na terminologia de Stackelberg.

• Funcionais Custos no cilindro Q. Do difeomorfismo τ que transforma Q̂ em Q,

transformamos os funcionais custos J̃2, J̃ nos funcionais custos J2, J definidos, respectiva-

mente, por

J2(w1,w2) =
1

2

∫T
0

∫
Ω

γ(t)[v(w1,w2) − v2(y, t)]
2dydt+

σ

2

∫
Σ2

w2
2 dΣ (2.28)

e

J(w1) =
1

2

∫
Σ1

w2
1 dΣ, (2.29)

onde σ > 0 é uma constante positiva e v2(y, t) é uma função dada em L2(Ω× (0, T)).

Observação 2.4. Das hipóteses (H1) − (H3), para cada v0 ∈ H1
0(Ω), v1 ∈ L2(Ω) e

wi ∈ L2(Σ̂i), i = 1, 2, existe exatamente uma solução v do sistema (2.11)

(vide Seção 2.4, Teorema 2.4) e, portanto do sistema (2.27), com v ∈ L∞(0,∞;H1
0(Ω)

)
,

e v ′ ∈ L∞(0,∞;L2(Ω)
)
. Em particular, os funcionais J2 e J estão bem definidos.

Usando o difeomorfismo τ−1(y, t) = (x, t), de Q em Q̂, obtemos uma única solução global

fraca u para o sistema (2.1)(vide Seção 2.4, Teorema 2.5) e portanto para o sistema (2.4),

com regularidade u ∈ L∞(0,∞;H1
0(Ωt)

)
, u ′ ∈ L∞(0,∞;L2(Ωt)

)
.

Associado aos funcionais J2 e J definidos acima, consideremos os seguintes sub-problemas:

• Problem 3 Fixado um controle ĺıder w1, encontrar um controle seguidor w2 (de-

pendendo de w1) associado a solução v de (2.27) satisfazendo

J2(w1,w2) = inf
ŵ2∈L2(Σ2)

J2(w1, ŵ2), (2.30)

relacionado a J2 definido em (2.28).

• Problem 4 Assumindo a existência e unicidade de w2 , mostrar que quando w1

varia em L2(Ω), as soluções (v(y, t;w1,w2), v
′(x, t;w1,w2)) da equação (2.27), avaliadas

em t = T , ou seja , (v(y, T ;w1,w2), v
′(y, T ;w1,w2)), geram um subconjunto denso de

L2(Ω)×H−1(Ω).
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2.2 Mı́nimo do Funcional Custo J2

Notemos que se w2 é a única solução do problema (2.28), dependendo de w1, então

sua transformação , por τ−1, é a única solução w̃2 para (2.5), que depende de w̃1.

Lembremos que nosso problema inicial eram os controles w̃1, w̃2 atuarem tal que a

função u, única solução de (2.4), atinja no tempo T um estado ideal denotado (u0,u1)

pertencente L2(Ωt)×H−1(Ωt) com funcional custo definido por (2.5).

Do difeomorfismo τ, esse problema em Q̂ foi transformado num problema equivalente

no cilindro Q. Assim, fixado (v0, v1) ∈ L2(Ω) × H−1(Ω), os controles w1, w2 deverão

atuar tal que a única solução v de (2.27), avaliada em t = T , atinja o estado ideal (v0, v1).

Isso será feito no sentido da controlabilidade aproximada. De fato, é suficiente provar que

se w2, dependendo de w1, é o único mı́nimo para o funcional custo dado em (2.28), então

temos controlabilidade aproximada. Isso significa que se existe o único w2, que minimiza

o funcional custo J2 e v é a única solução de (2.27), então o conjunto gerado

por (v(y, T ;w1,w2), v
′(y, T ;w1,w2)) é denso em L

2(Ω)×H−1(Ω), isto é, aproxima (v0, v1).

Este problema será estudado na seção 2.3, isto é, após acharmos w2 (Seção 2.2) para cada

controle w1, encontraremos um controle ótimo w1 tal que

J(w1) = inf
w1

J(w1) (2.31)

sujeito a restrição de controlabilidade aproximada do tipo

(v(y, T ;w1,w2), v
′(y, T ;w1,w2)) ∈ BL2(0,1)(v0,α0)× BH−1(Ω)(v

1,α1). (2.32)

2.2 Mı́nimo do Funcional Custo J2

Nesta seção, fixado qualquer controle w1 ∈ L2(Σ1) , queremos determinar a existência

e unicidade da solução para o problema

inf
w2∈L2(Σ2)

J2(w1,w2), (2.33)

e depois obtermos a caracterização desta solução em termos de um sistema adjunto, para

em seguida, obtermos o sistema otimizado para o controle seguidor w2.

O problema (2.33) admite uma única solução

w2 = F(w1). (2.34)

Com efeito, para a solução do problema (2.33), minimizaremos o funcional J2 fazendo

uso do Teorema 1.4. De fato, seja

Uad = {(v,w2) ∈ L2(Q)× L2(Σ2) : v solução de (2.27)} ⊂
(
L2(Q)

)2
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2.2 Mı́nimo do Funcional Custo J2

e

J2(v,w2) : Uad −→ R

definido por (2.28). Escrevemos v = v(w1,w2).

Então,

(a) Uad é não vazio e sendo Uad um subespaço de um espaço de Hilbert, então Uad

é convexo. É claro, também, que Uad é fechado, pois dado (v,w2) ∈ Uad então

(v,w2) ∈ Uad.

(b) J2 é fracamente coercivo.

De fato, usando a desigualdade triangular, temos

||v− v2||L2(Q) ⩾
∣∣||v||L2(Q) − ||v2||L2(Q)

∣∣
e como v2 é fixo, segue que

lim
||w2||L2(Σ2)

→∞ J2(v,w2) =
1

2

∣∣∣∣(γ(t)) 1
2 (v− v2)

∣∣∣∣2
L2(Q)

+
σ

2
||w2||

2
L2(Σ2)

→ ∞.

Logo, segue a coercividade fraca de J2.

(c) J2 é fracamente sequencialmente semi-cont́ınuo inferiormente.

Com efeito, sejam duas sequências (vn), (wn2 ) ⊂ Uad onde (vn) depende de (wn2 )

tal que

wn2 ⇀ w2 em L2(Σ2), logo vn ⇀ v em L2(Q).

Portanto, conforme Brezis ([3], página 58 ), temos

lim
n→∞ inf

1

2

∣∣∣∣(γ(t)) 1
2 (vn − v2)

∣∣∣∣
L2(Q)

⩾
1

2

∣∣∣∣(γ(t)) 1
2 (v− v2)

∣∣∣∣
L2(Q)

e

lim
n→∞ inf ||wn2 ||L2(Σ2) ⩾ ||w2||L2(Σ2)
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2.2 Mı́nimo do Funcional Custo J2

Agora,

lim
n→∞ inf J2(v

n,wn2 ) = lim
n→∞ inf

{
1

2

∣∣∣∣(γ(t)) 1
2 (vn − v2)

∣∣∣∣2
L2(Q)

+
σ

2
||wn2 ||

2
L2(Σ2)

}
⩾ lim
n→∞ inf

{
1

2

∣∣∣∣(γ(t)) 1
2 (vn − v2)

∣∣∣∣2
L2(Q)

}
+ lim
n→∞ inf

{σ
2
||wn2 ||

2
L2(Σ2)

}
⩾

1

2

∣∣∣∣(γ(t)) 1
2 (v− v2)

∣∣∣∣2
L2(Q)

+
σ

2
||w2||

2
L2(Σ2)

= J2(v,w2),

ou seja,

lim
n→∞ inf J2(v

n,wn2 ) ⩾ J2(v,w2),

o que caracteriza a semi-continuidade fraca inferior.

(d) J2 é estritamente convexo.

De fato, sejam λ ∈ (0, 1) e (v,w2), (ṽ, w̃2) ∈ Uad com (v,w2) ̸= (ṽ, w̃2). Escrevendo

v2 como

v2 = λ v2 + (1− λ)v2,

temos

J2[λ(v,w2) + (1− λ)(ṽ, w̃2)] = J2[λ v+ (1− λ)ṽ, λw2 + (1− λ)w̃2]

=
1

2

∫T
0

∫
Ω

γ(t)[λ v+ (1− λ)ṽ− v2]
2dydt+

σ

2

∫
Σ2

[λw2 + (1− λ)w̃2]
2dΣ

=
1

2

∫T
0

∫
Ω

γ(t)[λ v+ (1− λ)ṽ− λv2 − (1− λ)v2]
2dydt

+
σ

2

∫
Σ2

[λw2 + (1− λ)w̃2]
2dΣ

=
1

2

∫T
0

∫
Ω

γ(t)[λ(v− v2) + (1− λ)(ṽ− v2)]
2dydt

+
σ

2

∫
Σ2

[λw2 + (1− λ)w̃2]
2dΣ.

(2.35)
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2.2 Mı́nimo do Funcional Custo J2

Analisando a última igualdade do lado direito de (2.35), obtemos

1

2

∫T
0

∫
Ω

γ(t)[λ(v− v2) + (1− λ)(ṽ− v2)]
2dydt

+
σ

2

∫
Σ2

[λw2 + (1− λ)w̃2]
2dΣ

=
λ2

2

∫T
0

∫
Ω

γ(t)(v− v2)
2dydt

+λ(1− λ)

∫T
0

∫
Ω

γ(t)(v− v2)(ṽ− v2)dydt︸ ︷︷ ︸
(∗)

+
(1− λ)2

2

∫T
0

∫
Ω

γ(t)(ṽ− v2)
2dydt+

σλ2

2

∫
Σ2

w2
2 dΣ

+σλ(1− λ)

∫
Σ2

w2w̃2 dΣ︸ ︷︷ ︸
(∗∗)

+
σ(1− λ)2

2

∫
Σ2

w̃2
2 dΣ.

(2.36)

Vamos majorar (∗) e (∗∗) aplicando a desigualdade de Young, inicialmente na ex-

pressão (∗) e depois multiplicando o resultado por λ(1− λ) > 0, obtemos

λ(1− λ)

∫T
0

∫
Ω

γ(t)(v− v2)(ṽ− v2)dydt

<
λ(1− λ)

2

∫T
0

∫
Ω

γ(t)(v− v2)
2dydt+

λ(1− λ)

2

∫T
0

∫
Ω

γ(t)(ṽ− v2)
2dydt

(2.37)

Novamente aplicando a desigualdade de Young na expressão (∗∗) e depois multipli-

cando o resultado por σλ(1− λ) > 0, obtemos

σλ(1− λ)

∫
Σ2

w2w̃2 dΣ <
σλ(1− λ)

2

∫
Σ2

w2
2 dΣ+

σλ(1− λ)

2

∫
Σ2

w̃2
2 dΣ. (2.38)

Substituindo (2.37) e (2.38) no lado direito de (2.35), obtemos a desigualdade estrita

J2[λ(v,w2) + (1− λ)(ṽ, w̃2)] <
λ2

2

∫T
0

∫
Ω

γ(t)(v− v2)
2dydt

+
λ(1− λ)

2

∫T
0

∫
Ω

γ(t)(v− v2)
2dydt+

λ(1− λ)

2

∫T
0

∫
Ω

γ(t)(ṽ− v2)
2dydt

+
(1− λ)2

2

∫T
0

∫
Ω

γ(t)(ṽ− v2)
2dydt+

σλ2

2

∫
Σ2

w2
2 dΣ+

σλ(1− λ)

2

∫
Σ2

w2
2 dΣ

+
σλ(1− λ)

2

∫
Σ2

w̃2
2 dΣ+

σ(1− λ)2

2

∫
Σ2

w̃2
2 dΣ =

λ

2

∫T
0

∫
Ω

γ(t)(v− v2)
2dydt

+
σλ

2

∫
Σ2

w2
2 dΣ+

(1− λ)

2

∫T
0

∫
Ω

γ(t)(ṽ− v2)
2dydt+

σ(1− λ)

2

∫
Σ2

w̃2
2 dΣ
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= λ

[
1

2

∫T
0

∫
Ω

γ(t)(v− v2)
2dydt+

σ

2

∫
Σ2

w2
2 dΣ

]
+(1− λ)

[
1

2

∫T
0

∫
Ω

γ(t)(ṽ− v2)
2dydt

σ

2

∫
Σ2

w̃2
2 dΣ

]
= λ J2(v,w2) + (1− λ)J2(ṽ, w̃2),

ou seja,

J2[λ(v,w2) + (1− λ)(ṽ, w̃2)] < λJ2(v,w2) + (1− λ)J2(ṽ, w̃2).

Portanto, existe uma única solução w2 para o problema (2.33). Como para cada w1

dado encontramos uma única solução w2, podemos relacionar uma dependência entre w1

e w2 de forma que w2 = F(w1).

Agora, dado w1, calcularemos a derivada de Gateaux do funcional J2(v;w1,w2) e igua-

laremos a zero, encontrando assim a equação de Euler-Lagrange associada ao

problema (2.33).

Com efeito, sejam θ1 ∈ L2
(
Ω× (0, T)

)
e θ2 ∈ L2

(
Σ2

)
. Para ε > 0, temos

J ′2(v;w2) = lim
ε→0

1

ε

{
J2(v+ εθ1;w2 + εθ2) − J2(v;w2)

}
lim
ε→0

1

ε

{
1

2

∫T
0

∫
Ω

γ(t)(v+ εθ1 − v2)
2dydt+

σ

2

∫
Σ2

(w2 + εθ2)
2dΣ

−
1

2

∫T
0

∫
Ω

γ(t)(v− v2)
2dydt−

σ

2

∫
Σ2

w2
2 dΣ

}

= lim
ε→0

1

ε

{
1

2

∫T
0

∫
Ω

γ(t)
[
(v− v2)

2 + 2εθ1(v− v2) + ε
2θ21

]
dydt

+
σ

2

∫
Σ2

(w2 + εθ2)
2dΣ−

1

2

∫T
0

∫
Ω

γ(t)(v− v2)
2dydt−

σ

2

∫
Σ2

w2
2 dΣ

}

= lim
ε→0

1

ε

{
1

2

∫T
0

∫
Ω

γ(t)(v− v2)
2dydt+ ε

∫T
0

∫
Ω

γ(t)(v− v2)θ1dydt

+
1

2
ε2

∫T
0

∫
Ω

γ(t)θ21dydt +
σ

2

∫
Σ2

w2
2dΣ+ εσ

∫
Σ2

w2θ2dΣ

+
σ

2
ε2

∫
Σ2

θ2dΣ−
1

2

∫T
0

∫
Ω

γ(t)(v− v2)
2dydt−

σ

2

∫
Σ2

w2
2 dΣ

}

=

∫T
0

∫
Ω

γ(t)(v− v2)θ1dydt+ σ

∫
Σ2

w2θ2dΣ.

Assim, a equação de Euler-Lagrange para (2.28) é dada por∫T
0

∫
Ω

γ(t)(v− v2)v̂dydt+ σ

∫
Σ2

w2ŵ2dΣ = 0, ∀ ŵ2 ∈ L2(Σ2), (2.39)
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onde v̂ é solução do sistema∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

v̂ ′′ + Lv̂ = 0 em Ω× (0, T),

v̂ =


0 sobre Σ1,

ŵ2 sobre Σ2,

0 sobre Σ\ (Σ1 ∪ Σ2) ,

v̂(y, 0) = 0, v̂ ′(y, 0) = 0 em Ω.

(2.40)

Para obtermos o sistema otimizado, precisamos do sistema adjunto relacionado

a (2.40).

Para isso, multipliquemos (2.40)1 por uma função p = p(y, t), e integramos o resultado

obtido em Ω× (0, T) = (0, 1)× (0, T). Temos∫T
0

p v̂ ′′dt+

∫T
0

p(Lv̂)dt = 0.

Usando integração por partes, obtemos

p(T) v̂ ′(T) − p(0) v̂ ′(0) − p ′(T) v̂(T) + p ′(0) v̂(0) +

∫T
0

v̂ p ′′ dt+

∫T
0

p(Lv̂)dt = 0.

Da definição do operador L

Lv̂ = −
a(t) − m0

2

γ2(t)

∂2v̂

∂v̂2
−
∂

∂y

(
ǎ(y, t)

∂v̂

∂y

)
+ b̌(y, t)

∂2v̂

∂y∂t
+ č(y, t)

∂v̂

∂y
+ δ

∂v̂

∂t
,

e integrando a expressão acima em Ω = (0, 1), resulta que∫
Ω

p(T) v̂ ′(T)dy−

∫
Ω

p(0) v̂ ′(0)dy−

∫
Ω

p ′(T) v̂(T)dy+

∫
Ω

p ′(0) v̂(0)dy

+

∫T
0

∫
Ω

v̂ p ′′ dydt−

∫T
0

∫
Ω

a(t) − m0

2

γ2(t)
∆v̂ pdydt

−

∫T
0

∫
Ω

∂

∂y

(
ǎ(y, t)

∂v̂

∂y

)
pdydt+

∫T
0

∫
Ω

b̌(y, t)
∂2v̂

∂y∂t
pdydt

+

∫T
0

∫
Ω

č(y, t)
∂v̂

∂y
pdydt+ δ

∫T
0

∫
Ω

∂v̂

∂t
pdydt = 0.

(2.41)

Pela primeira fórmula de Green, temos

−

∫
Ω

∆v̂ pdy =

∫
Ω

∇v̂∇pdy−

∫
∂Ω

∂v̂

∂y
pdΓ . (2.42)

Usando novamente a primeira fórmula de Green, obtemos∫
Ω

∇v̂∇pdy = −

∫
Ω

v̂∆pdy+

∫
∂Ω

v̂
∂p

∂y
dΓ . (2.43)
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Substituindo (2.43) em (2.42), segue que

−

∫
Ω

∆v̂ pdy = −

∫
Ω

v̂∆pdy+

∫
∂Ω

v̂
∂p

∂y
dΓ −

∫
∂Ω

∂v̂

∂y
pdΓ .

Logo,

−

∫
Ω

a(t) − m0

2

γ2(t)
∆v̂ pdy = −

∫
Ω

a(t) − m0

2

γ2(t)
v̂∆pdy+

∫
∂Ω

a(t) − m0

2

γ2(t)
v̂
∂p

∂y
dΓ

−

∫
∂Ω

a(t) − m0

2

γ2(t)

∂v̂

∂y
pdΓ .

Assim,

−

∫T
0

∫
Ω

a(t) − m0

2

γ2(t)
∆v̂ pdydt = −

∫T
0

∫
Ω

a(t) − m0

2

γ2(t)
v̂∆pdydt+

∫
Σ

a(t) − m0

2

γ2(t)
v̂
∂p

∂y
dΣ

(2.44)

−

∫
Σ

a(t) − m0

2

γ2(t)

∂v̂

∂y
pdΣ.

Suponhamos que

p(1, t) = p(0, t) = 0 sobre Σ.

Agora,

� ∫
Ω

∂

∂y

(
ǎ(y, t)

∂v̂

∂y

)
pdy =

∫ 1

0

∂

∂y

(
ǎ(y, t)

∂v̂

∂y

)
pdy

= ǎ(y, t)
∂v̂

∂y
(y, t)p(y, t)

∣∣∣∣y=1

y=0

−

∫ 1

0

ǎ(y, t)
∂v̂

∂y

∂p

∂y
dy

= −

∫ 1

0

ǎ(y, t)
∂v̂

∂y

∂p

∂y
dy

= −ǎ(y, t)
∂p

∂y
v̂(y, t)

∣∣∣∣y=1

y=0

+

∫ 1

0

∂

∂y

(
ǎ(y, t)

∂p

∂y

)
v̂ dy

=

∫ 1

0

∂

∂y

(
ǎ(y, t)

∂p

∂y

)
v̂ dy

=

∫
Ω

∂

∂y

(
ǎ(y, t)

∂p

∂y

)
v̂ dy,

ou seja,∫T
0

∫
Ω

∂

∂y

(
ǎ(y, t)

∂v̂

∂y

)
pdydt =

∫T
0

∫
Ω

∂

∂y

(
ǎ(y, t)

∂p

∂y

)
v̂ dydt. (2.45)
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� ∫
Ω

b̌(y, t)
∂2v̂

∂y∂t
pdy =

∫ 1

0

b̌(y, t)p
∂

∂y

(
∂v̂

∂t

)
dy

= b̌(y, t)p(y, t)
∂v̂

∂t
(y, t)

∣∣∣∣y=1

y=0

−

∫
Ω

∂

∂y

(
b̌(y, t)p(y, t)

) ∂v̂
∂t
dy

= −

∫
Ω

[
∂b̌

∂y
(y, t)p(y, t) + b̌(y, t)

∂p

∂y
(y, t)

]
∂v̂

∂t
dy

= −

∫
Ω

∂b̌

∂y
(y, t)p(y, t)

∂v̂

∂t
dy

−

∫
Ω

b̌(y, t)
∂p

∂y
(y, t)

∂v̂

∂t
dy

= −

∫
Ω

∂b̌

∂y
(y, t)p(y, t)

∂v̂

∂t
dy

−

∫
Ω

b̌(y, t)
∂p

∂y
(y, t)

∂v̂

∂t
dy.

Assim,∫T
0

∫
Ω

b̌(y, t)
∂2v̂

∂y∂t
pdydt =

∫T
0

∫
Ω

∂

∂t

(
∂b̌

∂y
(y, t)p(y, t)

)
v̂ dydt

+

∫T
0

∫
Ω

∂

∂t

(
b̌(y, t)

∂p

∂y
(y, t)

)
v̂ dydt

=

∫T
0

∫
Ω

∂2b̌

∂t∂y
p(y, t)v̂(y, t)dydt+

∫T
0

∫
Ω

∂b̌

∂y
(y, t)

∂p

∂t
(y, t) v̂(y, t)dydt

+

∫T
0

∫
Ω

∂b̌

∂t

∂p

∂y
(y, t)v̂(y, t)dydt+

∫T
0

∫
Ω

b̌(y, t)
∂2p

∂t∂y
v̂(y, t)dydt

(2.46)

� ∫
Ω

č(y, t)
∂v̂

∂y
pdy =

∫
Ω

č(y, t)p(y, t)
∂v̂

∂y
dy

= č(y, t)p(y, t) v̂(y, t)

∣∣∣∣y=1

y=0

−

∫
Ω

∂

∂y

(
č(y, t)p(y, t)

)
v̂(y, t)dy

= −

∫
Ω

∂

∂y

(
č(y, t)p(y, t)

)
v̂(y, t)dy

= −

∫
Ω

∂č

∂y
(y, t)p(y, t) v̂(y, t)dy

−

∫
Ω

č(y, t)
∂p

∂y
(y, t) v̂(y, t)dy,
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isto é, ∫T
0

∫
Ω

č(y, t)
∂v̂

∂y
pdydt = −

∫T
0

∫
Ω

∂č

∂y
(y, t)p(y, t) v̂(y, t)dydt

−

∫T
0

∫
Ω

č(y, t)
∂p

∂y
(y, t) v̂(y, t)dydt.

(2.47)

� ∫T
0

p(y, t)
∂v̂

∂t
dt = p(y, t) v̂(y, t)

∣∣∣∣y=T
y=0

−

∫T
0

∂p

∂t
(y, t)v̂(y, t)dt

= p(T) v̂(T) − p(0) v̂(0) −

∫T
0

∂p̂

∂t
(y, t) v̂(y, t)dt,

isto é,

δ

∫T
0

∫
Ω

p(y, t)
∂v̂

∂t
dydt = δ

∫
Ω

p(T) v̂(T)dy− δ

∫
Ω

p(0)v̂(0)︸ ︷︷ ︸
=0

dy−

−

∫T
0

∫
Ω

∂p̂

∂t
(y, t) v̂(y, t)dydt (2.48)

= δ

∫
Ω

p(T) v̂(T)dy− δ

∫T
0

∫
Ω

∂p̂

∂t
(y, t) v̂(y, t)dydt

Substituindo (2.40)3, (2.44), (2.45), (2.46), (2.47), (2.48) em (2.41), obtemos

∫
Ω

p(T) v̂ ′(T)dy−

∫
Ω

p ′(T) v̂(T)dy+

∫T
0

∫
Ω

p ′′ v̂ dydt

−

∫T
0

∫
Ω

a(t) − m0

2

γ2(t)
∆p v̂ dydt+

∫
Σ

a(t) − m0

2

γ2(t)

∂p

∂y
v̂ dΣ

−

∫
Σ

a(t) − m0

2

γ2(t)
p
∂v̂

∂y
dΣ

∫T
0

∫
Ω

∂

∂y

(
ǎ(y, t)

∂p

∂y

)
v̂ dydt

+

∫T
0

∫
Ω

∂2b̌

∂y∂t
p v̂ dydt+

∫T
0

∫
Ω

∂b̌

∂y

∂p

∂t
v̂ dydt+

∫T
0

∫
Ω

∂b̌

∂t

∂p

∂y
v̂ dydt (2.49)

+

∫T
0

∫
Ω

b̌(y, t)
∂2p

∂y∂t
v̂ dydt−

∫T
0

∫
Ω

∂č

∂y
p v̂ dydt−

∫T
0

∫
Ω

č(y, t)
∂p

∂y
v̂ dydt

+ δ

∫
Ω

p(T)v(T)dy− δ

∫T
0

∫
Ω

∂p

∂t
v̂ dydt = 0
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Agrupando os membros de (2.49), resulta que∫
Ω

p(T) v̂ ′(T)dy−

∫
Ω

p ′(T) v̂(T)dy+

∫T
0

∫
Ω

p ′′ v̂ dydt+

∫T
0

∫
Ω

{
−
a(t) − m0

2

γ2(t)
∆p

−
∂

∂y

(
ǎ(y, t)

∂p

∂y

)
+ b̌(y, t)

∂2p

∂y∂t
+

[
∂b̌

∂t
− č(y, t)

]
∂p

∂y
+
∂b̌

∂y

∂p

∂t

+

[
∂2b̌

∂y∂t
−
∂č

∂y

]
p− δ

∂p

∂t

}
v̂ dydt

+

∫
Σ

a(t) − m0

2

γ2(t)

∂p

∂y
v̂ dΣ−

∫
Σ

a(t) − m0

2

γ2(t)
p
∂v̂

∂y
dΣ+ δ

∫
Ω

p(T)v̂(T)dy = 0.

Portanto, da expressão acima, temos∫
Ω

p(T) v̂ ′(T)dy−

∫
Ω

p ′(T) v̂(T)dy+

∫T
0

∫
Ω

p ′′ v̂ dydt+

∫T
0

∫
Ω

(L∗ p)v̂ dydt

+

∫
Σ

a(t) − m0

2

γ2(t)

∂p

∂y
v̂ dΣ−

∫
Σ

a(t) − m0

2

γ2(t)
p
∂v̂

∂y
dΣ+ δ

∫
Ω

p(T)v̂(T)dy = 0,
(2.50)

onde L∗ é a adjunta de L dada formalmente por

L∗ p =−
a(t) − m0

2

γ2(t)
∆p−

∂

∂y

(
ǎ(y, t)

∂p

∂y

)
+ b̌(y, t)

∂2p

∂y∂t
+

[
∂b̌

∂t
− č(y, t)

]
∂p

∂y

+
∂b̌

∂y

∂p

∂t
+

[
∂2b̌

∂y∂t
−
∂č

∂y

]
p− δ

∂p

∂t
.

Como não temos informação sobre v̂(y, T) e v̂ ′(y, T), então assumiremos

que p(y, T) = p ′(y, T) = 0 em Ω e p(y, T) = 0 sobre Σ, o que juntamente com

a separação da fronteira em (2.50), nos dá∫
Ω

p(T) v̂ ′(T)︸ ︷︷ ︸
= 0

dy−

∫
Ω

p ′(T) v̂(T)︸ ︷︷ ︸
= 0

dy+

∫T
0

∫
Ω

p ′′ v̂ dydt+

∫T
0

∫
Ω

(L∗ p)v̂ dydt

+

∫
Σ1

a(t) − m0

2

γ2(t)

∂p

∂y
v̂︸ ︷︷ ︸

= 0

dΣ+

∫
Σ2

a(t) − m0

2

γ2(t)

∂p

∂y
v̂ dΣ−

∫
Σ

a(t) − m0

2

γ2(t)
p
∂v̂

∂y︸ ︷︷ ︸
= 0

dΣ+

+ δ

∫
Ω

p(T)v̂(T)︸ ︷︷ ︸
= 0

dy = 0.

Assumindo que

p ′′ + L∗ p = γ(t)(v− v2),

obtemos da expressão acima que∫T
0

∫
Ω

γ(t)(v− v2)v̂ dydt+

∫
Σ2

a(t) − m0

2

γ2(t)

∂p

∂y
v̂ dΣ = 0. (2.51)
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Considerando p como solução do sistema adjunto associado∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p ′′ + L∗ p = γ(t)(v− v2), em Q,

p = 0 sobre Σ,

p(T) = p ′(T) = 0 em Ω.

e observando que v̂ é solução de (2.40), temos que∫T
0

∫
Ω

(p ′′ + L∗ p)v̂ dydt+

∫
Σ2

a(t) − m0

2

γ2(t)

∂p

∂y
ŵ2 dΣ = 0. (2.52)

De (2.39) e (2.52), obtemos∫
Σ2

(
σw2 −

a(t) − m0

2

γ2(t)

∂p

∂y

)
ŵ2 dΣ = 0 ∀, ŵ2 ∈ L2(Σ2),

donde

w2 =
a(t) − m0

2

σγ2(t)

∂p

∂y
sobre Σ2. (2.53)

Em resumo, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 2.1. Para cada w1 ∈ L2(Σ1) existe um único w2 no sentido de (2.30). Além

disso, o seguidor w2 é dado por

w2 = F(w1) =
a(t) −

m0

2
σγ2(t)

∂p

∂y
sobre Σ2, (2.54)

onde {v,p} é a única solução do sistema otimizado∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

v ′′ + Lv = 0 em Q,

p ′′ + L∗ p = γ(t) (v− v2) em Q,

v =



w1 sobre Σ1,

a(t) −
m0

2
σ γ2(t)

∂p

∂y
sobre Σ2,

0 sobre Σ\Σ0,

p = 0 sobre Σ,

v(0) = v ′(0) = 0 em Ω,

p(T) = p ′(T) = 0 em Ω.

(2.55)

Naturalmente {v,p} depende de w1:

{v,p} = {v(w1),p(w1)}. (2.56)
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2.3 Controlabilidade Aproximada

Como temos provado a existência, unicidade e a caracterização do controle seguidor

denotado w2, o ĺıder w1 deseja agora que a solução v e v ′, avaliada no tempo t = T ,

esteja o mais próximo posśıvel de (v0, v1). Isto será posśıvel se o sistema (2.55) for

aproximadamente controlável. Estamos procurando

inf
1

2

∫
Σ1

w2
1 dΣ (2.57)

onde w1 está sujeito

(v(T ;w1), v
′(T ;w1)) ∈ BL2(Ω)(v

0,α0)× BH−1(Ω)(v
1,α1), (2.58)

assumindo que tal w1 existe, α0,α1 números reais positivos arbitrariamente pequenos

e {v0, v1} ∈ L2(Ω)×H−1(Ω).

Podemos reescrever (2.58) como sendo∣∣∣∣∣∣ v(T ;w1) ∈ v0 + α0 BL2(Ω),

v ′ (T ;w1) ∈ v1 + α1 BH−1(Ω).
(2.59)

Para obtermos a solução de (2.57), suponhamos que

T >
2√
k0

, com k0 =
τ0γ0

2

32m(b− a)4
. (2.60)

Agora, mostraremos que no caso (2.26), o seguinte teorema é verdadeiro:

Teorema 2.2. Assumamos que vale (2.60). Sejam w1 ∈ L2(Σ1) e w2 uma solução do

funcional custo (2.30). Então as funções (v(T), v ′(T)) = (v(., T ,w1,w2), v
′(., T ,w1,w2)),

onde v é solução do sistema (2.27), geram um subconjunto denso de L2(Ω)×H−1(Ω).

Demonstração. Decompomos a solução (v,p) de (2.55) por∣∣∣∣∣∣ v = v0 + g,p = p0 + q,
(2.61)

onde v0 é solução de ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

v ′′0 + L v0 = 0 em Q,

v0 =


0 sobre Σ1,

a(t) −
m0

2
σγ2(t)

∂p0

∂y
sobre Σ2,

0 sobre Σ\Σ0,

v0(0) = v
′
0(0) = 0 em Ω,

(2.62)
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p0 satisfaz ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p ′′
0 + L∗ p0 = γ(t)(v0 − v2) em Q,

p0 = 0 sobre Σ,

p0(T) = p
′
0(T) = 0 em Ω,

(2.63)

e {g,q} em (2.61) satisfazem∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

g ′′ + Lg = 0 em Q,

g =


w1 sobre Σ1,

a(t) −
m0

2
σγ2(t)

∂q

∂y
sobre Σ2,

0 sobre Σ\Σ0,

g(0) = g ′(0) = 0 em Ω.

(2.64)

e ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
q ′′ + L∗ q = γ(t)g em Q,

q = 0 sobre Σ,

q(T) = q ′(T) = 0 em Ω.

(2.65)

Definamos o operador

A : L2(Σ1) −→ H−1(Ω)× L2(Ω)

w1 7−→ Aw1 =
{
g ′(T ;w1) + δg(T),−g(T ;w1)

}
.

(2.66)

Observemos que A ∈ L
(
L2(Σ1),H

−1(Ω)× L2(Ω)
)
, devido a boa colocação do sistema

(2.64)

Usando (2.61) e (2.66), temos que (2.59) pode ser escrita como sendo

Aw1 ∈
{
v1 − v0(T ,w1) + δg(T) + α1 BH−1(Ω),−v

0 + v0(T ,w1) − α0 BL2(Ω)

}
(2.67)

Seja f = {f0, f1} ∈ H1
0(Ω) × L2(Ω) e introduzamos estados adjuntos φ e ψ definidos

como solução única de ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
φ ′′ + L∗φ = γ(t)ψ em Q,

φ = 0 sobre Σ,

φ(T) = f0, φ ′(T) = f1 em Ω.

(2.68)
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com ψ satisfazendo ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ψ ′′ + Lψ = 0 em Q,

ψ =


0 sobre Σ1,

a(t) −
m0

2
σγ2(t)

∂φ

∂y
sobre Σ2,

0 sobre Σ\Σ0,

ψ(0) = ψ ′(0) = 0 em Ω.

(2.69)

Multiplicamos (2.69)1 por q, solução de (2.65), e integramos o resultado de 0 até T ,

para obtermos ∫T
0

ψ ′′ qdt+

∫T
0

(Lψ)qdt = 0.

Usando integração por partes:

q(T)ψ ′(T) − q(0)ψ ′(0) − q ′(T)ψ(T) + q ′(0)ψ(0) +

∫T
0

ψq ′′ dt+

∫T
0

(Lψ)qdt = 0.

Integrando a expressão acima em Ω = (0, 1), obtemos∫
Ω

q(T)ψ ′(T)dy−

∫
Ω

q(0)ψ ′(0)dy−

∫
Ω

q ′(T)ψ(T)dy+

∫
Ω

q ′(0)ψ(0)dy

+

∫T
0

∫
Ω

ψq ′′ dydt+

∫T
0

∫
Ω

(Lψ)qdydt = 0.

De (2.65)3 e (2.69)3, a última expressão torna-se∫T
0

∫
Ω

ψq ′′ dydt+

∫T
0

∫
Ω

(Lψ)qdydt = 0. (2.70)

Substituindo

Lψ = −
a(t) − m0

2

γ2(t)
∆ψ−

∂

∂y

(
ǎ(y, t)

∂ψ

∂y

)
+ b̌(y, t)

∂2ψ

∂y∂t
+ č(y, t)

∂ψ

∂y
+ δ

∂ψ

∂t
,

em (2.70): ∫T
0

∫
Ω

ψq ′′ dydt−

∫T
0

∫
Ω

a(t) − m0

2

γ2(t)
∆ψqdydt

−

∫T
0

∫
Ω

∂

∂y

(
ǎ(y, t)

∂ψ

∂y

)
qdydt+

∫T
0

∫
Ω

b̌(y, t)
∂2ψ

∂y∂t
qdydt

+

∫T
0

∫
Ω

č(y, t)
∂ψ

∂y
qdydt+

∫T
0

∫
Ω

δ
∂ψ

∂t
dydt = 0.

Usando (2.69)2, um cálculo análogo como em (2.42)–(2.48), a última igualdade acima

resulta em ∫T
0

∫
Ω

ψq ′′ dydt+

∫T
0

∫
Ω

(L∗ q)ψdydt+

∫
Σ

a(t)m0

2

γ2

∂q

∂y
ψdΣ

−

∫
Σ

a(t) − m0

2

γ2
q
∂ψ

∂y
dΣ = 0,
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que juntamente com (2.65)2, tem-se∫T
0

∫
Ω

ψq ′′ dydt+

∫T
0

∫
Ω

(L∗ q)ψdydt+

∫
Σ

a(t) − m0

2

γ2

∂q

∂y
ψdΣ = 0.

Separando a integral sobre a fronteira na última igualdade acima:

∫T
0

∫
Ω

ψ(q ′′ + L∗ q)dydt+

∫
Σ1

a(t) − m0

2

γ2

∂q

∂y
ψdΣ

+

∫
Σ2

a(t) − m0

2

γ2(t)

∂q

∂y
ψdΣ = 0.

(2.71)

De (2.65)1, (2.69)2 e (2.71), obtemos∫T
0

∫
Ω

γ(t)gψdydt = −
1

σ

∫
Σ2

(a(t) − m0

2
)2

γ4

∂q

∂y

∂φ

∂y
dΣ. (2.72)

Por outro lado, multiplicamos (2.68)1 por g, solução de (2.64), integramos o resultado

obtido em ambos os membros em Ω× (0, T), Ω = (0, 1), e, finalmente, usamos integração

por partes para obtermos∫
Ω

g(T)φ ′(T)dy−

∫
Ω

g(0)φ ′(0)dy−

∫
Ω

g ′(T)φ(T)dy+

∫
Ω

g ′(0)φ(0)dy

+

∫T
0

∫
Ω

g ′′φdydt+

∫T
0

∫
Ω

(L∗φ)gdydt =

∫T
0

∫
Ω

γ(t)ψgdydt.

De (2.64)3 e (2.68)3, a última igualdade acima torna-se

(
g(T), f1

)
− ⟨g ′(T), f0⟩H−1(Ω)×H1

0(Ω) +

∫T
0

∫
Ω

g ′′φdydt

+

∫T
0

∫
Ω

(L∗φ)gdydt =

∫T
0

∫
Ω

γ(t)gψdydt.

(2.73)

Substituindo

L∗φ = −
a(t) −

m0

2
γ2(t)

∆φ−
∂

∂y

(
ǎ(y, t)

∂φ

∂y

)
+ b̌(y, t)

∂2φ

∂y∂t
+

[
∂b̌

∂t
− č(y, t)

]
∂φ

∂y

+
∂b̌

∂y

∂φ

∂t
+

[
∂2b̌

∂y∂t
−
∂č

∂y

]
φ− δ

∂φ

∂t
,
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em (2.73), temos

(
g(T), f1

)
− ⟨g ′(T), f0⟩H−1(Ω)×H1

0(Ω) +

∫T
0

∫
Ω

g ′′φdydt−

∫T
0

∫
Ω

a(t) − m0

2

γ2(t)
∆φgdydt

−

∫T
0

∫
Ω

∂

∂y

(
ǎ(y, t)

∂φ

∂y

)
gdydt+

∫T
0

∫
Ω

∂2b̌

∂y∂t
φgdydt+

∫T
0

∫
Ω

∂b̌

∂y

∂φ

∂t
gdydt

+

∫T
0

∫
Ω

∂b̌

∂t

∂φ

∂y
gdydt+

∫T
0

∫
Ω

b̌(y, t)
∂2φ

∂y∂t
gdydt−

∫T
0

∫
Ω

∂č

∂y
φgdydt

−

∫T
0

∫
Ω

č(y, t)
∂φ

∂y
gdydt− δ

∫T
0

∫
Ω

∂φ

∂t
gdydt =

∫T
0

∫
Ω

γ(t)gψdydt.

Um cálculo análogo como em (2.42)–(2.48), a última igualdade acima resulta em

(
g(T), f1

)
− ⟨g ′(T), f0⟩H−1(Ω)×H1

0(Ω) − δ

∫
Ω

g(T)φ(T)dy+

∫T
0

∫
Ω

g ′′φdydt

−

∫T
0

∫
Ω

a(t) − m0

2

γ2(t)
φ∆gdydt+

∫
Σ

a(t) − m0

2

γ2(t)
φ
∂g

∂y
dΣ

−

∫
Σ

a(t) − m0

2

γ2(t)

∂φ

∂y
gdydt−

∫T
0

∫
Ω

∂

∂y

(
ǎ(y, t)

∂g

∂y

)
φdydt

+

∫T
0

∫
Ω

b̌(y, t)
∂2g

∂y∂t
φdydt+

∫T
0

∫
Ω

č(y, t)
∂g

∂y
φdydt

+δ

∫T
0

∫
Ω

∂g

∂t
φdydt =

∫T
0

∫
Ω

γ(t)gψdydt,

ou seja, pela dedinição de Lg temos

(
g(T), f1

)
− ⟨g ′(T), f0⟩H−1(Ω)×H1

0(Ω) − δ⟨g(T), f0⟩L2(Ω)×H1
0(Ω) +

∫T
0

∫
Ω

g ′′φdydt

+

∫T
0

∫
Ω

Lgφdydt+

∫
Σ

a(t) − m0

2

γ2(t)
φ
∂g

∂y
dΣ−

∫
Σ

a(t) − m0

2

γ2(t)

∂φ

∂y
gdydt

=

∫T
0

∫
Ω

γ(t)gψdydt,

isto é,

(
g(T), f1

)
− ⟨g ′(T) + δg(T), f0⟩H−1(Ω)×H1

0(Ω) +

∫T
0

∫
Ω

(
g ′′ + Lg

)
φdydt

+

∫
Σ

a(t) − m0

2

γ2(t)
φ∆gdΣ−

∫
Σ

a(t) − m0

2

γ2(t)

∂φ

∂y
gdydt =

∫T
0

∫
Ω

γ(t)gψdydt,

que juntamente com (2.64)1 e (2.68)2, vem(
g(T), f1

)
− ⟨g ′(T) + δg(T), f0⟩H−1(Ω)×H1

0(Ω) −

∫
Σ

a(t) − m0

2

γ2(t)

∂φ

∂y
gdydt

=

∫T
0

∫
Ω

γ(t)gψdydt.

(2.74)
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Agora, separando a integral com termos de fronteira em (2.74) e combinando

com (2.72), obtemos(
g(T), f1

)
− ⟨g ′(T) + δg(T), f0⟩H−1(Ω)×H1

0(Ω) −

∫
Σ1

a(t) − m0

2

γ2(t)

∂φ

∂y
gdΣ

−

∫
Σ2

a(t) − m0

2

γ2(t)

∂φ

∂y
gdΣ = −

1

σ

∫
Σ2

(a(t) − m0

2
)2

γ4(t)

∂q

∂y

∂φ

∂y
dΣ,

que novamente combinando agora com (2.64)2, obtemos(
g(T), f1

)
− ⟨g ′(T) + δg(T), f0⟩H−1(Ω)×H1

0(Ω) −

∫
Σ1

a(t) − m0

2

γ2(t)

∂φ

∂y
w1 dΣ

−
1

σ

∫
Σ2

(a(t) − m0

2
)2

γ4(t)

∂q

∂y

∂φ

∂y
dΣ = −

1

σ

∫
Σ2

(a(t) − m0

2
)2

γ4(t)

∂q

∂y

∂φ

∂y
dΣ,

ou seja,

−

∫
Σ1

a(t) − m0

2

γ2(t)

∂φ

∂y
w1 dΣ = ⟨g ′(T) + δg(T), f0⟩H−1(Ω)×H1

0(Ω) −
(
g(T), f1

)
. (2.75)

Definamos a dualidade entre H−1(Ω)× L2(Ω) e H1
0(Ω)× L2(Ω) por〈{

g ′(T) + δg(T),−g(T)
}
,
{
f0, f1

}〉
= ⟨g ′(T) + δg(T), f0⟩H−1(Ω)×H1

0(Ω) −
(
g(T), f1

)
.

Assim, podemos escrever (2.75) por〈〈
Aw1, f

〉〉
= −

∫
Σ1

a(t) − m0

2

γ2(t)

∂φ

∂y
w1 dΣ,

onde
〈〈

., .
〉〉

denota a dualidade entre os espaços H−1(Ω)× L2(Ω) e H1
0(Ω)× L2(Ω).

Agora recorrendo ao resultado do Teorema 1.6, se〈〈
Aw1, f

〉〉
= ⟨g ′(T) + δg(T), f0⟩H−1(Ω),H1

0(Ω) −
(
g(T), f1

)
= 0

para todo w1 ∈ L2(Σ1), então
∂φ

∂y
= 0 sobre Σ1. (2.76)

Portanto, no caso da hipótese (2.26), segue de (2.69)2 e (2.76) que

ψ = 0 sobre Σ. (2.77)

Combinando (2.77) e (2.69), temos∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ψ ′′ + Lψ = 0 em Q,

ψ = 0 sobre Σ,

ψ(0) = ψ ′(0) = 0 em Ω,

(2.78)
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que pela unicidade de solução, vem que

ψ ≡ 0. (2.79)

Substituindo (2.79) em (2.68)1, obtemos∣∣∣∣∣∣∣∣∣
φ ′′ + L∗φ = 0 em Q,

φ = 0 sobre Σ,

φ(T) = f0, φ ′(T) = f1 em Ω,

(2.80)

Onde Ω = (0, 1). Pelo Teorema da Unicidade de Holmgren (cf. Proposição 1.3), temos

φ = 0 em Q,

e portanto de (2.80)3, implica que

f0 = f1 = 0,

e assim, pelo Critério de Densidade (Teorema 1.6) , segue o Teorema 2.2.

Para finalizarmos esta seção, temos como propósito a procura do controle ĺıder w1,

isto é, queremos encontrar w1, solução de (2.57) restrito a (2.59). Mais precisamente, o

seguinte resultado é verdadeiro:

Teorema 2.3. Assumamos que as hipóteses (H1) − (H3), (2.26) e (2.60) são satisfeitas.

Então o controle ĺıder ótimo w1 é dado por

w1 = −
a(t) − m0

2

γ2(t)

∂φ

∂y
sobre Σ1
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em que φ é dado pela solução única {φ,ψ, v,p} do sistema otimizado∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

φ ′′ + L∗φ = γ(t)ψ em Q,

ψ ′′ + Lψ = 0 em Q,

v ′′ + Lv = 0 em Q,

p ′′ + L∗p = γ(t)(v− v2) em Q,

φ = 0 sobre Σ,

ψ =


0 sobre Σ1,

a(t) − m0

2

σγ2(t)

∂φ

∂y
sobre Σ2,

0 sobre Σ\Σ0,

v =


−
a(t) − m0

2

γ2(t)

∂φ

∂y
sobre Σ1,

a(t) − m0

2

γ2(t)

∂p

∂y
sobre Σ2,

0 sobre Σ\Σ0,

p = 0 sobre Σ,

φ(., T) = f0, φ ′(., T) = f1 em Ω,

v(0) = v ′(0) = 0 em Ω,

p(T) = p ′(T) = 0 em Ω,

(2.81)

e {f0, f1} ∈ H1
0(Ω)× L2(Ω) é definido como solução única da desigualdade variacional〈

v ′(T , f) − v1, f̂0 − f0
〉
H−1(Ω)×H1

0(Ω)
−
(
v(T , f) − v0, f̂1 − f1

)
+α1

(
||f̂0||− ||f0||

)
+ α0

(
|f̂1|− |f1|

)
⩾ 0, ∀ f̂ = {f̂0, f̂1} ∈ H1

0(Ω)× L2(Ω),

(2.82)

onde em (2.82) escrevemos v(T , f) para explicitar o fato que a solução {φ,ψ, v,p}

de (2.81) depende de f.

Demonstração. Introduzamos dois funcionais próprios convexos

F1 : L
2(Σ1) −→ R ∪ {∞}

e

F2 : H
−1(Ω)× L2(Ω) −→ R ∪ {∞}

como sendo

F1(w1) =
1

2

∫
Σ1

w2
1 dΣ ∀w1 ∈ L2(Σ1) (2.83)
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e

F2(Aw1) = F2
(
{g ′(T ,w1) + δg(T ,w1),−g(T ,w1)}

)

=


0, se

 g ′(T) + δg(T) ∈ v1 − v ′0(T) + δg(T) + α1 BH−1(Ω)

−g(T) ∈ −v0 + v0(T ,w1) − α0 BL2(Ω)∞, de outro modo

(2.84)

Observemos também que por (2.66) e (2.75) podemos definir explicitamente o

operador A∗.

De fato, para todo, w1 ∈ L2(Σ1), temos

−

∫
Σ1

a(t) − m0

2

γ2(t)

∂φ

∂y
w1 dΣ =

〈
g ′(T) + δg(T), f0

〉
H−1(Ω),H1(Ω)

−
(
g(T), f1

)
=
〈
⟨{g ′(T) + δg(T),−g(T)︸ ︷︷ ︸

=Aw1

}, {f0, f1︸ ︷︷ ︸
= f

}⟩
〉

=
〈
Aw1, f

〉
=
(
w1,A

∗f
)
L2(Σ1)

=

∫
Σ1

A∗fw1 dΣ.

Então, A∗ é dado por

A∗ : H1
0(Ω)× L2(Ω) −→ L2(Σ1)

(f0, f1) 7−→ A∗f = −
a(t) − m0

2

γ2(t)

∂φ

∂y
,

(2.85)

em que φ é dada em (2.68).

Com essas notações, juntamente com o fato da imagem do operador A ser densa

em H−1(Ω)× L2(Ω), encontrar (2.57) é equivalente encontrar

infw1∈L2(Σ1)[F1(w1) + F2(Aw1)]. (2.86)

Aplicando o Teorema de Fenchel - Rochafellar (Teorema 1.5) ao problema (2.86)

com X = L2(Σ1), Y = H−1(Ω)× L2(Ω), φ = F1 : L
2(Σ1) −→ R ∪ {∞}

e ψ = F2 : H
−1(Ω)× L2(Ω) −→ R ∪ {∞}, obtemos

� Sendo

{
g ′(T ,w1,F(w1)

)
+δg

(
T ,w1,F(w1)

)
,−g ′(T ,w1,F(w1)

)}
∈ H−1(Ω)×L2(Ω),

existe w1 ∈ L2(Σ1) de modo que Aw1 =
{
g ′(T ,w1)+δg(T ,w1),−g(T ,w1)

}
satisfaz

Aw1 ∈
{
v1 − v ′0(T ,w1) + δg(T) + α1 BH−1(Ω),−v

0 + v0(T ,w1) − α0 BL2(Ω)

}
⇒

F2(Aw1) = 0.
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Logo,

w1 ∈ Dom(F1) ∩ Dom(F2 ◦A). (2.87)

� Temos também que F1 é cont́ınuo em w1.

De fato, seja |wn1 −w1|L2(Σ1) → 0. Assim, temos

|F1(w
n
1 ) − F1(w1)| =

1

2

∣∣∣∣∫
Σ1

(wn1 )
2dΣ−

∫
Σ1

w2
1dΣ

∣∣∣∣
=

1

2

∣∣∣∣∫
Σ1

wn1 (w
n
1 −w1)dΣ+

∫
Σ1

w1(w
n
1 −w1)dΣ

∣∣∣∣
⩽

1

2

∣∣∣∣∣
(∫
Σ1

(wn1 )
2dΣ

)1/2

∫
Σ1

(wn1 −w1)
2dΣ︸ ︷︷ ︸

→0


1/2

+

∫
Σ1

(wn1 −w1)
2dΣ︸ ︷︷ ︸

→0


1/2(∫

Σ1

w2
1dΣ

)1/2
∣∣∣∣∣,

o que implica em

|F1(w
n
1 ) − F1(w1)| → 0,

o que caracteriza a continuidade de F1 em w1.

Então, temos

inf
w1∈L2(Σ1)

[F1(w1) + F2(Aw1)] =

− min
(f̂0,f̂1)∈H1

0(Ω)×L2(Ω)
[F∗1
(
A∗({f̂0, f̂1})

)
+ F∗2

(
− {f̂0, f̂1}

)
].

(2.88)

Observemos que

F∗1(w1) = F1(w1), (2.89)

visto que,

F∗1(w1) = sup
w1∈L2(Σ1)

{
(w1,w1)L2(Σ1) − F1(w1) : w1 ∈ L2(Σ1)

}
= sup
w1∈L2(Σ1)

{∫
Σ1

w2
1 dΣ−

1

2

∫
Σ1

w2
1 dΣ

}
= sup
w1∈L2(Σ1)

{
1

2

∫
Σ1

w2
1 dΣ

}
.

= F1(w1), ∀w1 ∈ L2(Σ1)
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Temos também que, para todo f̂ = {f̂0, f̂1} ∈ H1
0(Ω)× L2(Ω),

F∗2({f̂
0, f̂1})

= sup
Aw1∈H−1(Ω)×L2(Ω)

{〈
⟨{g ′(T) + δg(T),−g(T)}, {f̂0, f̂1}⟩

〉
− F2(Aw1)

}
= sup
Aw1∈H−1(Ω)×L2(Ω)

{〈
g ′(T) + δg(T), f̂0

〉
H−1(Ω)×H1

0(Ω)
−
(
g(T), f̂1

)
− F2(Aw1)

}
= sup

(γ1,γ0)∈BH−1(Ω)×BL2(Ω)

{〈
v1 − v ′0(T) + δg(T) + α1γ1, f̂0

〉
H−1(Ω)×H1

0(Ω)

−
(
v0 − v0(T) − α0γ0, f̂

1
)}

= −
(
v0 − v0(T), f̂

1
)
+ ⟨v1 − v ′0(T) + δg(T), f̂0⟩H−1(Ω)×H1

0(Ω)

+α1 sup
γ1∈BH−1(Ω)

⟨γ1, f̂
0⟩H−1(Ω)×H1

0(Ω) + α0 sup
γ0∈BL2(Ω)

(
γ0, f̂

1
)

=
(
v0(T) − v

0, f̂1
)
+ ⟨v1 − v ′0(T) + δg(T), f̂0⟩H−1(Ω)×H1

0(Ω) + α1||f̂
0||+ α0|f̂

1|.

(2.90)

Por (2.85), temos

A∗(f̂) = −
a(t) − m0

2

γ2(t)

∂φ̂

∂y
, (2.91)

e usando (2.89), obtemos

F∗1
(
A∗{f̂0, f̂1}

)
= F∗1

(
−
a(t) − m0

2

γ2(t)

∂φ̂

∂y

)
= F1

(
−
a(t) − m0

2

γ2(t)

∂φ̂

∂y

)
=

1

2

∫
Σ1

(
a(t) − m0

2

γ2(t)

)2(
∂φ̂

∂y

)2

dΣ,

com
∂φ̂

∂y
∈ L2(Σ1). Portanto, (2.88) é equivalente a

inf
w1∈L2(Σ1)

[F1(w1) + F2(Aw1)]

= − min
f̂∈H1

0(Ω)×L2(Ω)

{
1

2

∫
Σ1

(
a(t) − m0

2

γ2(t)

)2(
∂φ̂

∂y

)2

dΣ+
(
v0 − v0(T), f̂

1
)

(2.92)

− ⟨v1 − v ′0(T) + δg(T), f̂0⟩H−1(Ω)×H1
0(Ω) + α1||f̂

0||+ α0|f̂
1|

}
em que φ é dada em (2.68). Sendo assim, (2.92) é o problema dual de (2.57).

Fazendo

η0 = v0 − v0(T)

η1 = v1 − v ′0(T) + δg(T),
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e considerando a dualidade entre H−1(Ω)× L2(Ω) e H1
0(Ω)× L2(Ω), temos

〈
⟨{−η1,η0}, {f̂0, f̂1}⟩

〉
= (η0, f̂1) − ⟨η1, f̂0⟩H1

0(Ω)×H−1(Ω). (2.93)

Então, associamos a solução do problema dual do lado direito de (2.92) à minimização

do funcional

Θ : H1
0(Ω)× L2(Ω) −→ R

definido por

Θ
(
{f̂0, f̂1}

)
=

1

2

∫
Σ1

(
a(t) − m0

2

γ2(t)

)2(
∂φ̂

∂y

)2

dΣ+
〈
⟨{−η1,η0}, {f̂0, f̂1}⟩

〉
+α1||f̂

0||+ α0|f̂
1|.

(2.94)

Assim, temos

inf
[
F1(w1) + F2(Aw1)

]
= − min

f̂∈H1
0(Ω)×L2(Ω)

Θ
(
{f̂0, f̂1}

)
. (2.95)

Agora, tomando ε = min{α0,α1} > 0 e usando a norma do gráfico, reescrevemos o

funcional (2.94) como sendo

Θ
(
{f̂0, f̂1}

)
=

1

2

∫
Σ1

(
a(t) − m0

2

γ2(t)

)2(
∂φ̂

∂y

)2

dΣ+
〈
⟨{−η1,η0}, {f̂0, f̂1}⟩

〉
+ε
∣∣∣∣(f̂0, f̂1)∣∣∣∣

H1
0(Ω)×L2(Ω)

.

(2.96)

Pelo teorema (1.4), temos que o funcional definido em (2.96) atinge um mı́nimo

em f̂ ∈ H1
0(Ω)× L2(Ω), solução do problema dual (2.94), e este é único, pois o funcional

Θε é estritamente convexo.

De fato, sejam {f̂0, f̂1}, {g0,g1} ∈ H1
0(Ω)×L2(Ω). Pelos mesmos argumentos utilizados

na prova da convexidade estrita do funcional (2.28), temos

Θε
[
λ{f̂0, f̂1}+ (1− λ){g0,g1}

]
= λΘε

(
{f̂0, f̂1}

)
+ (1− λ)Gε

(
{g0,g1}

)
−
λ(1− λ)

2

∫
Σ1

(
a(t) − m0

2

γ2(t)

)2 ∣∣∣∣∂φ̂∂y −
∂φ

∂y

∣∣∣∣2 dΣ.
Portanto, para {f̂0, f̂1} ̸= {g0,g1} e λ ∈ (0, 1), obtemos

Θε
[
λ{f̂0, f̂1}+ (1− λ){g0,g1}

]
< λΘε

(
{f̂0, f̂1}

)
+ (1− λ)Θε

(
{g0,g1}

)
.
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Assim, provamos que o funcional Θε tem um único mı́nimo f̂ ∈ H1
0(Ω)× L2(Ω) que é

solução do problema dual (2.94). Portanto, de (2.57) e (2.92), segue que

inf
w1∈L2(Σ1)

∫
Σ1

w2
1dΣ =

= − min
f̂∈H1

0(Ω)×L2(Ω)

{
1

2

∫
Σ1

(
a(t) − m0

2

γ2(t)

)2(
∂φ̂

∂y

)2

dΣ+
(
v0 − v0(T), f̂

1
)

(2.97)

− ⟨v1 − v ′0(T) + δg(T), f̂0⟩H−1(Ω)×H1
0(Ω) + α1||f̂

0||+ α0|f̂
1|

}
,

restrito a (2.59).

Seja então f̂ = {f̂0, f̂1} a única solução do seguinte problema dual:

− min
f̂∈H1

0(Ω)×L2(Ω)

{
1

2

∫
Σ1

(A∗f̂)2dΣ+
〈
⟨{−η1,η0}, {f̂0, f̂1}⟩

〉
+ α1||f̂

0||+ α0|f̂
1|

}
, (2.98)

onde A∗f̂ é dada em (2.91).

Façamos µ = f̂, ξ = f e H = Θ com∣∣∣∣∣∣∣
H1 =

1

2

∫
Σ1

(A∗f̂)2dΣ

H2 =
〈
⟨{−η1,η0}, {f̂0, f̂1}⟩

〉
+ α1||f̂

0||+ α0|f̂
1|,

agora, temos

〈
H ′

1(ξ),µ− ξ
〉
=
〈
H ′

1(f), f̂− f
〉

=
d

dλ
H1

(
f+ λ(f̂− f)

) ∣∣∣∣∣
λ=0

=
d

dλ

[
1

2

∫
Σ1

(
A∗(f+ λ(f̂− f)

)2
dΣ

]∣∣∣∣∣
λ=0

=
1

2

[ ∫
Σ1

2
(
A∗(f+ λ(f̂− f)

)
A∗(f̂− f)dΣ

]∣∣∣∣∣
λ=0

=

[ ∫
Σ1

(A∗f+ λA∗f̂− λA∗f)(A∗f̂−A∗f)dΣ

]∣∣∣∣∣
λ=0

=

∫
Σ1

A∗f(A∗f̂−A∗f)dΣ

=

∫
Σ1

(
a(t) − m0

2

γ2(t)

)2
∂φ

∂y

(
∂φ̂

∂y
−
∂φ

∂y

)
dΣ.
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Pela proposição 1.2, obtemos a desigualdade variacional∫
Σ1

(
a(t) − m0

2

γ2(t)

)2
∂φ

∂y

(
∂φ̂

∂y
−
∂φ

∂y

)
︸ ︷︷ ︸

∗∗

dΣ+
〈
⟨{f̂0, f̂1}, {−η1,η0}⟩

〉
+ α1||f̂

0||

+α0|f̂
1|−

〈
⟨{f0, f1}, {−η1,η0}⟩

〉
− α1||f

0||− α0|f
1| ⩾ 0,

(2.99)

analisemos o termo (∗∗) em (2.99). Notemos que, por (2.75) com

w1 = −
a(t) − m0

2

γ2(t)

∂φ

∂y
,

obtemos∫
Σ1

(
a(t) − m0

2

γ2(t)

)2(
∂φ

∂y

)2

dΣ =
〈
g ′(T) + δg(T), f0

〉
H−1(Ω)×H1

0(Ω)
−
(
g(T), f1

)
, (2.100)

também,∫
Σ1

(
a(t) − m0

2

γ2(t)

)2
∂φ

∂y

∂φ̂

∂y
dΣ =

〈
g ′(T) + δg(T), f̂0

〉
H−1(Ω)×H1

0(Ω)
−
(
g(T), f̂1

)
, (2.101)

portanto, de (2.100) e (2.101), segue que∫
Σ1

(
a(t) − m0

2

γ2(t)

)2
∂φ

∂y

(
∂φ̂

∂y
−
∂φ

∂y

)
dΣ

= −
(
g(T), f̂1 − f1

)
+
〈
g ′(T) + δg(T), f̂0 − f0

〉
H−1(Ω)×H1

0(Ω)
,

(2.102)

substituindo (2.102) em (2.99), obtemos

−
(
g(T), f̂1 − f1

)
+
〈
g ′(T) + δg(T), f̂0 − f0

〉
H−1(Ω),H1

0(Ω)
−
〈
f̂0,η1

〉
H1

0(Ω)×H−1(Ω)

+
(
f̂1,η0

)
+
〈
f0,η1

〉
H1

0(Ω)×H−1(Ω)
−
(
f1,η0

)
+ α1

(
||f̂0||− ||f0||

)
+ α0

(
|f̂1|− |f1|

)
⩾ 0.

assim,

−
(
g(T), f̂1 − f1

)
+
〈
g ′(T) + δg(T), f̂0 − f0

〉
H−1(Ω),H1

0(Ω)
−
〈
f̂0 − f0,η1

〉
H1

0(Ω)×H−1(Ω)

+
(
f̂1 − f1,η0

)
+ α1

(
||f̂0||− ||f0||

)
+ α0

(
|f̂1|− |f1|

)
⩾ 0,

ou seja,〈
g ′(T) + δg(T) − η1, f̂0 − f0

〉
H−1(Ω),H1

0(Ω)
−
(
g(T) − η0, f̂1 − f1

)
+ α1

(
||f̂0||− ||f0||

)
+α0

(
|f̂1|− |f1|

)
⩾ 0.

portanto,〈
g ′(T) + δg(T) − v1 + v ′0(T) − δg(T), f̂

0 − f0
〉
H−1(Ω),H1

0(Ω)
−
(
g(T) + v0(T) − v

0, f̂1 − f1
)

+α1

(
||f̂0||− ||f0||

)
+ α0

(
|f̂1|− |f1|

)
⩾ 0,
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isto é, 〈
v ′0(T) + g

′(T) − v1, f̂0 − f0
〉
H−1(Ω)×H1

0(Ω)
−
(
v0(T) + g(T) − v

0, f̂1 − f1
)

+α1

(
||f̂0||− ||f0||

)
+ α0

(
|f̂1|− |f1|

)
⩾ 0, ∀ f̂ ∈ H1

0(Ω)× L2(Ω).

Agora, tomando v = v0 + g como em (2.61)1, a prova está conclúıda.

2.4 Apêndice – Existência, Unicidade e Regularidade

de Soluções

Nesta seção, objetivando a completude de nossa exposição, investigaremos a existência,

unicidade e regularidade de solução para os sistemas (2.1) e (2.11). Iniciamos com algumas

observações:

Observação 2.5. A hipótese (H1) implica que ǎ(y, t) > 0.

Observação 2.6. Temos

|α ′ + γ ′y| ⩽ |γ ′| ⇔ −γ ′ ⩽ α ′ + γ ′y ⩽ γ ′.

Com efeito, temos que α ′ + γ ′y ⩽ γ ′, pois α ′ < 0 e 0 ⩽ y ⩽ 1.

Também, temos que −γ ′ ⩽ α ′ + γ ′y equivale a 0 ⩽ α ′ + γ ′y+ γ ′ ou 0 ⩽ β ′ + γ ′y que é

verdade devido a propriedade de modulo |γ ′| = γ ′.

Observação 2.7. Da hipótese (H3) e da observação 2.6, temos que

|α ′′(t) + γ ′′(t)y| ⩽
(γ ′)2

γ

o que implica em

max{|α ′′|, |β ′′|} ⩽
(γ ′)2

γ

e

|γ ′′| < 2
(γ ′)2

γ
.

Denotaremos por a(t, v, z) a forma bilinear definida em H1
0(Ω)×H1

0(Ω) por

a(t, v, z) =

∫
Ω

ǎ(y, t)
∂v

∂y

∂z

∂y
dy.

Note que a(t, v, z) é cont́ınua, simétrica, positiva.
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Definição 2.2. Consideremos o problema (2.11) com dados v0 ∈ H1
0(Ω) e v1 ∈ L2(Ω).

Dizemos que uma função v : (0, 1) × R+ → R é solução global fraca do problema (2.11)

quando

v ∈ L∞(0,∞,H1
0(Ω)

)
(2.103)

v ′ ∈ L∞(0,∞,L2(Ω)
)

(2.104)

e satisfaz, para todo T > 0, a equação integral

−

∫T
0

∫
Ω

v ′ξ ′dydt−

∫T
0

∫
Ω

1

γ2(t)

(
−
m0

2
+ a(t)

)
v∆ξdydt

+

∫T
0

∫
Γ0

1

γ2(t)

(
−
m0

2
+ a(t)

)
v
∂ξ

∂y
dydt+

∫T
0

∫
Ω

ǎ(y, t)
∂v

∂y

∂ξ

∂y
dydt

+

∫T
0

∫
Ω

b̌(y, t)
∂v ′

∂y
ξdydt+

∫T
0

∫
Ω

č(y, t)
∂v

∂y
ξdydt+

∫T
0

∫
Ω

δ
∂v

∂t
ξdydt = 0,

para todo ξ ∈ L2
(
0, T ,H1

0(Ω)
)
, ξ ′ ∈ L2

(
0, T ,L2(Ω)

)
, ξ(0) = ξ(T) = 0 e satisfazendo as

condições iniciais

v(0) = v0, v
′(0) = v1.

Agora enunciaremos o resultado que nos garante a existência e unicidade da solução

global fraca para o problema (2.11), no sentido da definição (2.2).

Teorema 2.4. Sejam v0 ∈ H1
0(Ω) ∩H2(Ω) e v1 ∈ H1

0(Ω). Suponhamos que as hipóteses

(H1) − (H3) são satisfeitas com

0 < γ ′ <
1

4

(
π

π+ 1

)(m0

10

)1/2
(2.105)

e
δ

2
>

[
1

2γ0

+
2

γ0

(
π2 + 1

π

)
+

1

γ0

(
π2 + 4

2π2

)](m0

2

)1/2
. (2.106)

Então o sistema (2.11) possui uma única solução global fraca v(y, t) (isto é, definida

para todo t ⩾ 0 e 0 < y < 1).

Demonstração. Existência: Para a existência da solução global de (2.1), utilizaremos o

método de Faedo-Galerkin que consiste em três etapas:

1. Construção de soluções aproximadas em um espaço de dimensão finita;

2. Obtenção de estimativas a priori para as soluções aproximadas;

3. Passagem ao limite das soluções aproximadas.
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Dividiremos a prova em dois casos:

Caso 1: w = 0 sobre Σ0.

Soluções Aproximadas

Inicialmente, usando o Teorema (1.20) existe uma sequência de números reais

0 < λ1 ⩽ λ2 ⩽ λ3 ⩽ · · · ,

onde

λν → +∞ quando ν→ ∞,

e uma base hilbertiana (zν)ν∈N de H1
0(Ω), tal que−∆zν = λνzν em Ω,

zν = 0 sobre ∂Ω,

∀ ν ∈ N. (2.107)

Dizemos que os números (λν) são os autovalores de −∆ (com a condição de Dirichlet)

e os (zν)ν∈N são as funções próprias associadas. Veja que vale a seguinte igualdade∫
Ω

∆zν vdy =

∫
Ω

λνzν vdy.

De fato, integrando (2.107) sobre Ω, multiplicando por uma função teste v ∈ H1
0(Ω) e

usando a primeira formula de Green∫
Ω

u∇zν∇udx = −

∫
Ω

u∆γ dx+

∫
∂Ω

∂z

∂ν
uds,

e isolando o primeiro termo após a igualdade da expressão acima, temos

−

∫
Ω

u∆γdx =

∫
Ω

u∇zν∇udx−
∫
∂Ω

∂z

∂ν
uds,

∀ u ∈ H1
0(Ω), tomando u = v e γ = zν

−

∫
Ω

v∆zνdy =

∫
Ω

v∇zν∇vdy−

∫
∂Ω

∂z

∂ν
vds,

para todo v ∈ H1
0(Ω), como v se anula na fronteira de Ω temos

−

∫
Ω

v∆zν dy =

∫
Ω

∇zν∇v dy,

e portanto,

∫
Ω

∇zν∇vdy,=
∫
Ω

λνzν vdy.
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Assim,

((zν, v))H1
0(Ω) = λν(zν, v)L2(Ω) ∀, v ∈ H1

0(Ω)

é o problema espectral, onde {zν, λν}, ν = 1, 2, . . . , são soluções. Veja que (2.107) equivale

a uma EDO espectral clássica

φ ′′(x) + λφ(x) = 0.

Procuramos solução do tipo

φ(x) = erx.

Substituindo,

(erx) ′′ + λerx = 0 ⇒ r2erx + λerx = 0

⇒ erx(r2 + λ) = 0 ,

como erx ̸= 0, segue que

r2 + λ = 0 ⇒ r2 = −λ

⇒ r = ±i
√
λ .

Então a solução geral é

φ(x) = ei
√
λx = A cos(

√
λx) + Bsen(

√
λx) .

Donde a condição de contorno é

φ(0) = 0, φ(1) = 0,

então

0 = φ(0) = A cos(0) + Bsen(0) = A ⇒ A = 0

e

0 = φ(1) = Bsen(
√
λ).

Logo, se B = 0 temos a solução trivial, e se B ̸= 0

sen(
√
λ) = 0 ⇒

√
λ = νπ, ν ∈ N.

Então φ = sen(νπx) e λ = (νπ)2. Tomando φ = v temos zν = sen(νπx) , λν = (νπ)2

para todo ν ∈ N. Representaremos por Vm = [z1, z2, ..., zm] o subespaço gerado pelos

vetores z1, z2, ..., zm. Se vm(t) ∈ Vm, temos a representação

vm(t) =

m∑
ν=1

gνm(t)zν(x).
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Seja vm(t) ∈ Vm solução do sistema de equações diferenciais ordinárias∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(v ′′m(t), v) +
1

γ2(t)

(
−
m0

2
+ a(t)

)
(∇vm,∇v) + a(t, vm, v) + (b̌(y, t)

∂v ′m
∂y

, v)

+(č(y, t)
∂vm

∂y
, v) + δ

(
∂vm

∂t
, v

)
= 0, ∀ v ∈ Vm,

vm(0) = v0m → v0 em H1
0(Ω) ∩H2(Ω),

v ′m(0) = v1m → v1 em H1
0(Ω).

(2.108)

O sistema (2.108) tem uma solução real em algum intervalo (0, tm), pelo Teorema de

Catheodory. As estimativas a priori a seguir permitirão estender as soluções ao intervalo

(0,∞) e tomar os limites nas soluções aproximadas de (2.108).

Estimativa 2.1 Tomando v = v ′m(t) em (2.108), obtemos

(v ′′m, v
′
m(t)) +

1

γ2(t)

(
−
m0

2
+ a(t)

)
(∇vm,∇v ′m) + a(t, vm, v ′m)

+

(
b̌(y, t)

∂v ′m
∂y

, v ′m

)
+

(
č(y, t)

∂vm

∂y
, v ′m

)
+ δ

(
∂vm

∂t
, v ′m

)
= 0.

(2.109)

Agora,

(v ′′m(t), v
′
m(t)) =

1

2

d

dt

∫
Ω

|v ′m(y, t)|
2 dy =

1

2

d

dt
|v ′m(t)|

2 (2.110)

(∇vm(t),∇v ′m(t)) =
1

2

d

dt

∫
Ω

|∇vm(y, t)|2 dy =
1

2

d

dt
||vm(t)||

2 (2.111)(
∂vm

∂t
, v ′m

)
= (v ′m(t), v

′
m(t)) = |v ′m(t)|

2. (2.112)

De fato, veja que
d

dt

(
v ′m(t), v

′
m(t)

)
=
d

dt
|v ′m(t)|

2
L2(Ω).

Então,
d

dt
|v ′m(t)|

2
L2(Ω) =

d

dt

∫
Ω

|v ′m(t)|
2 dy

=

∫
Ω

d

dt
|v ′m(t)|

2 dy

=

∫
Ω

2 v ′′m(t) v
′
m(t)dy

= 2
(
v ′′m(t), v

′
m(t)

)
.

logo,
1

2

d

dt

∫
Ω

|v ′m(t)|
2 dy =

(
v ′′m(t), v

′
m(t)

)
.

Portanto,
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� (
v ′′m(t), v

′
m(t)

)
=

1

2

d

dt

∫
Ω

|v ′m(t)|
2,dy =

1

2

d

dt
|v ′m(t)|

2
L2(Ω).

Analogamente,
d

dt

(
vm(t), vm(t)

) d

dt
∥vm(t)∥2H1

0(Ω).

Então
d

dt
∥vm(t)∥2H0(Ω) =

d

dt

∫
Ω

|vm(t)|
2 dy

=

∫
Ω

2vm(t) · v ′m(t) dy

= 2

∫
Ω

vm(t) · v ′m(t) dy

= 2
(
vm(t), v

′
m(t)

)
L2(Ω)

logo,

(
vm(t), v

′
m(t)

)
L2(Ω) =

1

2

d

dt
∥vm(t)∥2H1

0(Ω) =
1

2

d

dt

∫
Ω

|vm(t)|
2 dy.

Portanto,

� (
∇vm(t),∇v ′m(t)

)
=

1

2

d

dt

∫
Ω

|∇vm(y, t)|2dy =
1

2

d

dt
∥∇vm(t)∥2H1

0(Ω)

Além disso,

� (
∂vm

∂t
, v ′m(t)

)
=
(
v ′m(t), v

′
m(t)

)
= ∥v ′m(t)∥2.

Substituindo (2.110), (2.111) e (2.112) em (2.109), obtemos

1

2

d

dt
|v ′m(t)|

2 +
1

2γ2(t)

(
−
m0

2
+ a(t)

) d
dt

||vm(t)||
2 + a(t, vm, v

′
m)

+

(
b̌(y, t)

∂v ′m
∂y

, v ′m

)
+

(
č(y, t)

∂vm

∂y
, v ′m

)
+ δ|v ′m|

2 = 0.

(2.113)

Notemos que

a(t, vm, v
′
m) =

1

2

d

dt
a(t, vm, vm) −

1

2
a ′(t, vm, vm) (2.114)

a ′(t, vm, vm) =

∫
Ω

ǎ ′(y, t)

(
∂vm

∂y

)2

dy (2.115)(
b̌(y, t)

∂v ′m
∂y

, v ′m

)
=

1

2
b̌(y, t) (v ′m(y, t))

2

∣∣∣∣y=1

y=0

−
1

2

∫
Ω

∂b̌

∂y
(v ′m(t))

2 dy

= −
1

2

∫
Ω

∂b̌

∂y
(v ′m(t))

2 dy. (2.116)
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2.4 Apêndice – Existência, Unicidade e Regularidade de Soluções

De fato, por definição temos que

a(t, vm, v
′
m) =

∫
Ω

ǎ(y, t)
∂vm

∂y

∂v ′m
∂y

dy. (2.117)

Observe

∂v ′m
∂y

=
∂

∂y

(
∂vm

∂t

)
=
∂

∂t

(
∂vm

∂y

)
. Logo ,

∂vm

∂y

∂v ′m
∂y

=
∂

∂t

(
∂vm

∂y

)2

, donde

∂

∂t

(
∂vm

∂y

)2

= 2

(
∂vm

∂y

)
· ∂
∂t

(
∂vm

∂y

)
= 2

(
∂vm

∂y

)
· ∂
∂y

(
∂vm

∂t

)
.

Então
1

2

∂

∂t

(
∂vm

∂y

)2

=

(
∂vm

∂y

)
· ∂
∂y

(
∂vm

∂t

)
. logo ,

a(t, vm, vm) =
1

dt

∫
Ω

ǎ(y, t)
∂

∂t

(
∂vm

∂y

)2

dy.

Por outro lado,

d

dt

[
ǎ(y, t)

(
∂vm

∂y

)2
]
= ǎ ′(y, t)

(
∂vm

∂y

)2

+ ǎ(y, t) · ∂
∂t

(
∂vm

∂y

)2

.

logo

ǎ(y, t)
∂

∂t

(
∂vm

∂y

)2

=
∂

∂t

[
ǎ(y, t)

(
∂vm

∂y

)2
]
− ǎ ′(y, t)

(
∂vm

∂y

)2

.

Então

a(t, vm, v
′
m) =

1

2

∫
Ω

d

dt

[
ǎ(y, t)

(
∂vm

∂y

)2
]
dy−

1

2

∫
Ω

ǎ ′(y, t)

(
∂vm

∂y

)2

dy

=
1

2

d

dt

∫
Ω

ǎ(y, t)

(
∂vm

∂y

)2

dy−
1

2

∫
Ω

ǎ ′(y, t)

(
∂vm

∂y

)2

dy

=
1

2

d

dt
a(t, vm, v

′
m) −

1

2
a ′(t, vm, vm).

Portanto

�

a(t, vm, v
′
m) =

1

2

d

dt
a(t, vm, v

′
m) −

1

2
a ′(t, vm, vm).

Analogamente (
b̌(y, t),

∂v ′m
∂y

, v ′m

)
=

∫
Ω

b̌(y, t)
∂vm

∂t
.
∂v ′m
∂y

dy

Por outro lado
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2.4 Apêndice – Existência, Unicidade e Regularidade de Soluções

(
∂vm

∂t
,
∂vm

∂t

)
=

(
∂vm

∂t

)2

⇒ ∂

∂y

(
∂vm

∂t
,
∂vm

∂t

)
=
∂

∂y

(
∂vm

∂t

)2

onde,

∂

∂y

(
∂vm

∂t

)2

= 2

(
∂vm

∂t

)
∂v ′m
∂y

⇒ 1

2

∂

∂y

(
∂vm

∂t

)2

=

(
∂vm

∂t

)
∂v ′m
∂y

.

logo, ∫ 1

0

b̌(y, t)
∂vm

∂t
· ∂v

′
m

∂y
dy =

1

2

∫
Ω

b̌(y, t)
∂

∂y

(
∂vm

∂t

)2

dy

=
1

2
b̌(y, t)

(
∂vm

∂t

)2 ∣∣∣∣1
0

−
1

2

∫
Ω

(
∂vm

∂t

)2
∂

∂y
b̌(y, t)dy

= −
1

2

∫
Ω

(
∂vm

∂t

)2
∂

∂y
b(y, t)dy .

Vejamos que Vm ∈ H1
0(Ω) então

Vm(0) = 0 ⇒ v ′m(0) = 0 ∀ t ∈ [0, T ]

Vm(1) = 0 ⇒ v ′m(1) = 0 ∀ t ∈ [0, T ]

Portanto

� ∫
Ω

b̌(y, t)
∂

∂y

(
∂vm

∂t

)2

dy = −
1

2

∫
Ω

∂b̌

∂y

(
∂vm

∂t

)2

.

Além disso, como definido anteriormente

a(t, v, z) =

∫
Ω

a(y, t)
∂v

∂y

∂z

∂y
dy, v, z ∈ H1

0(Ω).

É claro que a(y, t) está bem definida ∀t ∈ [0, T ]. Então, pela regra de Leibniz, é

posśıvel derivar sob o sinal da integral, obtendo

a(t, v, z) =

∫
Ω

ǎ(y, t)
∂v

∂y

∂z

∂y
dy.

Portanto

�

a ′(t, vm, vm) =

∫
Ω

ǎ ′(y, t)

(
∂vm

∂y

)2

dy.
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Também,

d

dt

[(
−
m0

2
+ a(t)

) 1

2γ2(t)
||vm||

2

]
=
(
−
m0

2
+ a(t)

)(
−
γ ′

γ3

)
||vm||

2

+ a ′(t)
1

2γ2(t)
||vm||

2

+
(
−
m0

2
+ a(t)

) 1

2γ2(t)

d

dt
||vm||

2,

ou seja,

1

2γ2(t)

(
−
m0

2
+ a(t)

) d
dt

||vm||
2 =

d

dt

[(
−
m0

2
+ a(t)

) 1

2γ2(t)
||vm||

2

]
− a ′(t)

1

2γ2(t)
||vm||

2 (2.118)

+
(
−
m0

2
+ a(t)

)(γ ′

γ3

)
||vm||

2.

Substituindo (2.114), (2.115), (2.116) e (2.118) em (2.113), obtemos

1

2

d

dt
|v ′m(t)|

2 +
d

dt

[(
−
m0

2
+ a(t)

) 1

2γ2(t)
||vm||

2

]
+

[
−a ′(t)

1

2γ2(t)
+
(
−
m0

2
+ a(t)

) γ ′

γ3

]
||vm||

2 +
1

2

d

dt
a(t, vm, vm)

−
1

2
a ′(t, vm, vm) −

1

2

∫
Ω

∂b̌

∂y
(v ′m(t))

2 dy+

∫
Ω

č(y, t)
∂vm

∂y

∂vm

∂t
dy

+δ|v ′m(t)|
2 = 0.

(2.119)

Obtemos, tomando m0 =
τ0

m
, que[

−a ′(t)
1

2γ2(t)
+
(
a(t) −

m0

2

) γ ′

γ3

]
||vm||

2

= −
d

dt

(
a(t) −m0/2

2γ2(t)

)
||vm||

2

= −
d

dt

(
τ0

4mγ2
+
k

m

γ− γ(0)

2γ2γ(0)

)
||vm||

2

= −

[
−τ0γ

′

2mγ3
+

k

mγ(0)

(
−
γ ′

2γ2
+
γ ′

γ3
γ(0)

)]
||vm||

2

= −

[
γ ′γ

2mγ3

(
2k− τ0
γ

−
k

γ(0)

)]
||vm||

2

Queremos que
2k− τ0
γ

−
k

γ0

< 0 ou γ(t) >

(
2k− τ0
k

)
γ0. Como γ(t) ⩾ γ0,

então 1 ⩾
2k− τ0
k

ou τ0 ⩾ k, onde k = Eσ, onde E é o módulo de Young do material e σ

é a seção transversal da corda.
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Portanto, se τ0 ⩾ k, então[
−
a ′(t)

2γ2
+
(
a(t) −

m0

2

) γ ′

γ3

]
||vm||

2 ⩾ 0,

o que substituindo a expressão acima em (2.119), concluimos que

1

2

d

dt
|v ′m|

2 +
d

dt

[(
−
m0

2
+ a(t)

) 1

2γ2(t)
||vm||

2

]
+

1

2

d

dt
a(t, vm, vm)

−
1

2
a ′(t, vm, vm) −

1

2

∫
Ω

∂b̌

∂y

(
v ′m(t)

)2
dy+

∫
Ω

č(y, t)
∂vm

∂y
v ′m dy

+δ|v ′m(t)|
2 ⩽ 0.

(2.120)

Notemos que

∂b̌(y, t)

∂y
=
∂

∂y

[
−2

(
α ′(t) + γ ′(t),y

γ(t)

)]
= −2

∂

∂y

(
α ′(t) + γ ′(t)y

γ(t)

)
= −2

γ ′(t)

γ(t)
⩽ 0,

logo

� −

∫
Ω

∂b̌

∂y

(
v ′m(t)

)2
⩾ 0.

Agora,

−
1

2
ǎ ′(y, t) =

m0

2

γ ′

γ3
− (α ′ + γ ′y)2

γ ′

γ3
+

(α ′ + γ ′y)(α ′′ + γ ′′y)γ

γ3
.

Sabemos que (α ′ + γ ′y)2 ⩽ (γ ′)2 <
m0

8
o que implica em

−(α ′ + γ ′y)2
γ ′

γ3
⩾ −

m0

8

γ ′

γ3
.

Pela observação (2.6) e da hipótese (H3), temos∣∣∣∣(α ′ + γ ′y)(α ′′ + γ ′′y)γ

γ3

∣∣∣∣ ⩽ γ ′ |α
′′ + γ ′′y|γ

γ3
⩽ γ ′ (α

′ + γ ′y)2

γ

γ

γ3
⩽
γ ′

γ3

m0

8
, assim ,

(α ′ + γ ′y)(α ′′ + γ ′′y)γ

γ3
⩾ −

m0

8

γ ′

γ3
.

Portanto,

−
1

2
ǎ ′(y, t) ⩾

m0

4

γ ′

γ3
.

e
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� −
1

2
a ′(t, vm, vm) = −

1

2

∫
Ω

ǎ ′(y, t)
∂vm

∂y

∂vm

∂y
dy ⩾

m0

4

γ ′

γ3
||vm||

2.

Temos que

č(y, t) = −
α ′′ + γ ′′y

γ

o que implica∣∣∣∣∫
Ω

č(y, t)
∂vm

∂y
v ′m dy

∣∣∣∣ ⩽ ∫
Ω

|α ′ + γ ′y|2

γ2

∣∣∣∣∂vm∂y
∣∣∣∣ |v ′m|dy

⩽
∫
Ω

|γ ′|2

γ2

∣∣∣∣∂vm∂y
∣∣∣∣ |v ′m|dy

⩽
∫
Ω

λ
(γ ′)4

γ4

∣∣∣∣∂vm∂y
∣∣∣∣2 dy+

1

4λ

∫
Ω

|v ′m|
2 dy,

onde λ > 0. Tomando λ tal que

λ
(γ ′)4

γ4
=
m0

4

γ ′

γ3
,

então
1

4λ
=

(γ ′)3

m0γ
.

Portanto,∣∣∣∣∫
Ω

č(y, t)
∂vm

∂y
v ′m dy

∣∣∣∣ ⩽ m0

4

γ ′

γ3
||vm||

2 +
(γ ′)3

m0γ
|v ′m|

2

⩽
m0

4

γ ′

γ3
||vm||

2 +
1

m0γ0

m0

8

1

2

(m0

2

) 1
2

|v ′m|
2

=
m0

4

γ ′

γ3
||vm||

2 +
1

16γ0

(m0

2

) 1
2

|v ′m|
2,

e assim obtemos

−
1

2
a ′(t, vm, vm) +

∫
Ω

č(y, t)
∂vm

∂y
v ′m dy ⩾ −

1

16γ(0)

(m0

2

) 1
2

|v ′m(t)|
2. (2.121)

Substituindo (2.121) em (2.120), obtemos

1

2

d

dt
|v ′m(t)|

2 +
d

dt

[(
−
m0

2
+ a(t)

) 1

2γ2(t)
||vm(t)||

2

]
+
1

2

d

dt
a(t, vm, vm) +

[
δ−

1

16γ(0)

(m0

2

) 1
2

]
|v ′m(t)|

2 ⩽ 0.

(2.122)

Escolhamos δ > 0 tal que
δ

2
>

1

16γ0

(m0

2

) 1
2

(2.123)
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2.4 Apêndice – Existência, Unicidade e Regularidade de Soluções

e assim, obtemos de (2.122) que

1

2

d

dt
|v ′m(t)|

2 +
d

dt

[(
−
m0

2
+ a(t)

) 1

2γ2(t)
||vm(t)||

2

]
+

1

2

d

dt
a(t, vm, vm)

+
δ

2
|v ′m(t)|

2 ⩽ 0, para todo t ⩾ 0.

(2.124)

Integrando a expressão de 0 até t, t > 0, obtemos

1

2

∫ t
0

d

ds
|v ′m(s)|

2 ds+

∫ t
0

d

ds

[(
−
m0

2
+ a(s)

) 1

2γ2(s)
||vm(s)||

2

]
ds

+
1

2

∫ t
0

d

ds
[a(s, vm, vm)]ds+

δ

2

∫ t
0

|v ′m(s)|
2ds ⩽ 0.

Logo,
1

2
|v ′m(t)|

2 −
1

2
|v ′m(0)|

2 +
1

2γ2(t)

(
−
m0

2
+ a(t)

)
||vm(t)||

2

−
1

2γ2(0)

(
−
m0

2
+ a(0)

)
||vm(0)||

2 +
1

2
a(t, vm, vm)

−
1

2
a(0, vm, vm) +

δ

2

∫ t
0

|v ′m(s)|
2ds ⩽ 0.

Como γ(t) é limitada para t ⩾ 0 e a(t) ∈W1,∞(0,∞), então existe uma

constante c1 > 0 tal que
1

2γ2(t)

(
−
m0

2
+ a(t)

)
⩾ c1. Sendo assim, tomemos

c2 = min

{
1

2
, c1

}
.

Portanto,

c2
(
|v ′m(t)|

2 + ||vm(t)||
2
)
⩽

1

2
|v ′m(0)|

2 +
1

2γ2(0)

(
−
m0

2
+ a(0)

)
||vm(0)||

2

−
1

2
a(t, vm, vm) +

1

2
a(0, vm, vm) −

δ

2

∫ t
0

|v ′m(s)|
2ds

Assim, obtemos a Estimativa 2.1, a saber,

|v ′m(t)|
2 + ||vm(t)||

2 ⩽ C, (2.125)

onde

C =
1

c2

[
1

2
|v1|

2 +
(
−
m0

2
+ a(0)

) 1

2γ(0)
||v0||

2 +
1

2
a(0, v0, v0)

]
.

Estimativa 2.2 Tomemos v = −
∂2v ′m
∂y2

= −∆v ′m em (2.108). Logo,

1

2

d

dt
||v ′m(t)||

2 +
1

2γ2

(
−
m0

2
+ a(t)

) d
dt

|∆vm|
2 + a

(
t, vm,−

∂2v ′m
∂y2

)
+

(
b̌(y, t)

∂v ′m
∂y

,−
∂2v ′m
∂y2

)
+

(
č(y, t)

∂vm

∂y
,−
∂2v ′m
∂y2

)
+ δ||v ′m||

2 = 0.

(2.126)
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Analizaremos os termos da equação acima.

�

a

(
t, vm,−

∂2v ′m
∂y2

)
=
1

2

d

dt

∫
Ω

ǎ(y, t)(∆vm)
2dy−

1

2

∫
Ω

ǎ ′(y, t)(∆vm)
2dy

−

∫
Ω

∂

∂y

[
∂ǎ

∂y

∂vm

∂y

]
∂v ′m
∂y

dy+
∂ǎ

∂y

∂vm

∂y

∂v ′m
∂y

∣∣∣∣y=1

y=0

.

� (
b̌(y, t)

∂v ′m
∂y

,−
∂2v ′m
∂y2

)
= −

∫
Ω

b̌(y, t)
∂v ′m
∂y

∂2v ′m
∂y2

dy

= −

∫
Ω

b̌(y, t)
1

2

∂

∂y

(
∂v ′m
∂y

)2

dy

= −
1

2

∫
Ω

b̌(y, t)
∂

∂y

(
∂v ′m
∂y

)2

dy

= −
1

2

[
b̌(y, t)

(
∂v ′m
∂y

)2 ∣∣∣∣y=1

y=0

−

∫
Ω

∂b̌

∂y

(
∂v ′m
∂y

)2

dy

]

=
1

2

∫
Ω

∂b̌

∂y

(
∂v ′m
∂y

)2

dy−
1

2
b̌(y, t)

(
∂v ′m
∂y

)2 ∣∣∣∣y=1

y=0

.

Observação 2.8. Sabemos que b̌(y, t) = −2

(
α ′ + γ ′y

γ

)
com α ′(t) < 0, β ′(t) > 0

e γ(t) > 0. Então

−
1

2
b̌(y, t)

(
∂v ′m
∂y

)2 ∣∣∣∣y=1

y=0

= −
1

2
b̌(1, t)

(
∂v ′m
∂y

(1, t)

)2

+
1

2
b̌(0, t)

(
∂v ′m
∂y

(0, t)

)2

=
(α ′ + γ ′)

γ

(
∂v ′m
∂y

(1, t)

)2

−
α ′

γ

(
∂v ′m
∂y

(0, t)

)2

> 0.

Também temos,

� (
č(y, t)

∂vm

∂y
,−
∂2v ′m
∂y2

)
= −

∫
Ω

č(y, t)
∂vm

∂y

∂2v ′m
∂y2

dy

= −

∫
Ω

č(y, t)
∂vm

∂y

∂

∂y

(
∂v ′m
∂y

)
dy

=

∫
Ω

∂

∂y

[
č(y, t)

∂vm

∂y

]
∂v ′m
∂y

dy− č(y, t)
∂vm

∂y

∂v ′m
∂y

∣∣∣∣y=1

y=0

,

onde a última igualdade é uma consequência da integração por partes.
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Substituindo as expressões acima em (2.126), obtemos

1

2

d

dt
||v ′m(t)||

2 +
1

2γ2

(
−
m0

2
+ a(t)

) d
dt

|∆vm|
2

+
1

2

d

dt

∫
Ω

ǎ(y, t) (∆vm)
2
dy−

1

2

∫
Ω

ǎ ′(y, t) (∆vm)
2
dy

−

∫
Ω

∂

∂y

[
∂ǎ

∂y

∂vm

∂y

]
∂v ′m
∂y

dy+
∂ǎ

∂y

∂vm

∂y

∂v ′m
∂y

∣∣∣∣y=1

y=0

+
1

2

∫
Ω

∂b̌

∂y

(
∂v ′m
∂y

)2

dy−
1

2
b̌(y, t)

(
∂v ′m
∂y

)2 ∣∣∣∣y=1

y=0

+

∫
Ω

∂

∂y

[
č(y, t)

∂vm

∂y

]
∂v ′m
∂y

dy− č(y, t)
∂vm

∂y

∂v ′m
∂y

∣∣∣∣y=1

y=0

+ δ||v ′m||
2 = 0.

(2.127)

Temos visto que

�

−
1

2

∫
Ω

ǎ ′(y, t) (∆vm)
2
dy ⩾

m0

2

γ ′

γ3
|∆vm|

2.

Também temos,

ǎ(y, t) =
m0

2
−

(
α ′ + γ ′y

γ

)2

∂ǎ

∂y
= −2

(
α ′ + γ ′y

γ

)
γ ′

γ

∂2ǎ

∂y2
= −2

(
γ ′

γ

)2

.

Portanto,∫
Ω

∂

∂y

[
∂ǎ

∂y

∂vm

∂y

]
∂v ′m
∂y

dy =

∫
Ω

∂2ǎ

∂y2
∂vm

∂y

∂v ′m
∂y

dy+

∫
Ω

∂ǎ

∂y

∂2vm

∂y2
∂v ′m
∂y

dy

= −2

∫
Ω

(
γ ′

γ

)2
∂vm

∂y

∂v ′m
∂y

dy

− 2

∫
Ω

(
α ′ + γ ′y

γ

)
γ ′

γ

∂2vm

∂y2
∂v ′m
∂y

dy.

Obtemos ∣∣∣∣∣−2

∫
Ω

(
γ ′

γ

)2
∂vm

∂y

∂v ′m
∂y

dy

∣∣∣∣∣ ⩽ 4λ

(
γ ′

γ

)4

||vm||
2 +

1

4λ
||v ′m||

2.

Tomando

4λ

(
γ ′

γ

)4

=
m0

32

γ ′

γ3
π2

resulta que
1

4λ
=

32(γ ′)3

π2m0γ
.

Como π2||vm||
2 < |∆vm|

2, (γ ′)3 ⩽
m0

16

(m0

2

) 1
2

e
1

γ
<

1

γ0

, temos que
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� ∣∣∣∣∣−2

∫
Ω

(
γ ′

γ

)2
∂vm

∂y

∂v ′m
∂y

dy

∣∣∣∣∣ ⩽ m0γ
′

32γ3
|∆vm|

2 +
2

π2γ0

(m0

2

) 1
2

||v ′m||
2.

Também temos,∣∣∣∣−2

∫
Ω

(α ′ + γ ′y)
γ ′

γ2

∂2vm

∂y2
∂v ′m
∂y

dy

∣∣∣∣ ⩽ 2

∫
Ω

|α ′ + γ ′y|
γ ′

γ2

∣∣∣∣∂2vm∂y2

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂v ′m∂y
∣∣∣∣dy

⩽ 2

∫
Ω

(
γ ′

γ

)2 ∣∣∣∣∂2vm∂y2

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂v ′m∂y
∣∣∣∣dy

⩽ 4λ

(
γ ′

γ

)4

|∆vm|
2 +

1

4λ
||v ′m||

2.

Tomando

4λ

(
γ ′

γ

)4

=
m0γ

′

32γ3
,

obtemos
1

4λ
=

32(γ ′)3

m0γ
⩽

2

γ(0)

(m0

2

) 1
2

.

Portanto,∣∣∣∣−2

∫
Ω

(α ′ + γ ′y)
γ ′

γ2

∂2vm

∂y2
∂v ′m
∂y

dy

∣∣∣∣ ⩽ m0γ
′

32γ3
|∆vm|

2 +
2

γ(0)

(m0

2

) 1
2

||v ′m||
2

e

� ∣∣∣∣∫
Ω

∂

∂y

[
∂ǎ

∂y

∂vm

∂y

]
∂v ′m
∂y

dy

∣∣∣∣ ⩽ m0γ
′

16γ3
|∆vm|

2 +
2

γ0

(m0

2

) 1
2

(
π2 + 1

π2

)
||v ′m||

2.

Temos que
∂b̌

∂y
= −2

γ ′

γ
e

� ∣∣∣∣∣12
∫
Ω

∂

∂y
b̌(y, t)

(
∂v ′m
∂y

)2

dy

∣∣∣∣∣ ⩽ 1

2γ0

(m0

2

) 1
2

||v ′m||
2.

De

č(y, t) = −
(α ′′ + γ ′′y)

γ

∂č

∂y
(y, t) = −

γ ′′

γ
,

segue que∫
Ω

∂

∂y

[
č(y, t)

∂vm

∂y

]
∂v ′m
∂y

dy =

∫
Ω

∂č

∂y

∂vm

∂y

∂v ′m
∂y

dy+

∫
Ω

č(y, t)
∂2vm

∂y2
∂v ′m
∂y

dy.
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Temos ∣∣∣∣∫
Ω

∂č

∂y

∂vm

∂y

∂v ′m
∂y

dy

∣∣∣∣ ⩽ ∫
Ω

|γ ′′|

γ

∣∣∣∣∂vm∂y
∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂v ′m∂y

∣∣∣∣dy
⩽

∫
Ω

2
(γ ′)2

γ

1

γ

∣∣∣∣∂vm∂y
∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂v ′m∂y

∣∣∣∣dy
⩽ 4λ

(
γ ′

γ

)4

|∆vm|
2 +

1

4λ
||v ′m||

2

⩽
m0γ

′

32γ3
|∆vm|

2 +
2

π2γ(0)

(m0

2

) 1
2

||v ′m||
2.

Também, temos∣∣∣∣∫ 1

0

č(y, t)
∂2vm

∂y2
∂v ′m
∂y

dy

∣∣∣∣ ⩽ ∫ 1

0

|α ′′ + γ ′′y|

γ

∣∣∣∣∂2vm∂y2

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂v ′m∂y
∣∣∣∣dy

⩽
∫ 1

0

(α ′ + γ ′y)2

γ

1

γ

∣∣∣∣∂2vm∂y2

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂v ′m∂y
∣∣∣∣dy

⩽
∫ 1

0

(
γ ′

γ

)2 ∣∣∣∣∂2vm∂y2

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂v ′m∂y
∣∣∣∣dy

⩽ λ

(
γ ′

γ

)4

|∆vm|
2 +

1

4λ
||v ′m||

2.

Tomando λ

(
γ ′

γ

)4

=
m0γ

′

32γ3
e

1

4λ
=

8(γ ′)3

m0γ
⩽

1

2γ(0)

(m0

2

) 1
2

, obtemos

∣∣∣∣∫
Ω

č(y, t)
∂2vm

∂y2
∂v ′m
∂y

dy

∣∣∣∣ ⩽ m0γ
′

32γ
|∆vm|

2 +
1

2γ(0)

(m0

2

) 1
2

||v ′m||
2.

Portanto, obtemos a estimativa

� ∣∣∣∣∫
Ω

∂

∂y

[
č(y, t)

∂vm

∂y

]
∂v ′m
∂y

dy

∣∣∣∣ ⩽ m0γ
′

16γ3
|∆vm|

2 +
1

γ(0)

(
4+ π2

2π2

)(m0

2

) 1
2

||v ′m||
2.

De b̌(y, t) = −

(
α ′ + γ ′y

γ

)
, obtemos

�

−b̌(y, t)

(
∂v ′m
∂y

)2 ∣∣∣∣y=1

y=0

=
2β ′

γ

(
∂v ′m
∂y

(1, t)

)2

+
2(−α)

γ

(
∂vm

∂y
(0, t)

)2

.

Temos
∂ǎ

∂y
= −2

(
α ′ + γ ′y

γ

)
γ ′

γ
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e ∣∣∣∣∣∂ǎ∂y ∂vm∂y ∂v ′m∂y
∣∣∣∣y=1

y=0

∣∣∣∣∣ ⩽ 2
β ′

β

γ ′

γ

∣∣∣∣∂vm∂y (1, t)

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂v ′m∂y (1, t)

∣∣∣∣+ 2
|α ′|

γ

γ ′

γ

∣∣∣∣∂vm∂y (0, t)

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂v ′m∂y (0, t)

∣∣∣∣
=

2

4

(
β ′

β

) 1
2
∣∣∣∣∂v ′m∂y (1, t)

∣∣∣∣ 4β ′γ ′

γ2

(
γ

β ′

) 1
2
∣∣∣∣∂vm∂y (1, t)

∣∣∣∣
+

2

4

(
|α ′|

γ

) 1
2
∣∣∣∣∂v ′m∂y (0, t)

∣∣∣∣ 4|α ′|γ ′γ
1
2

γ2|α ′|
1
2

∣∣∣∣∂vm∂y (0, t)

∣∣∣∣
⩽
β ′

8γ

∣∣∣∣∂v ′m∂y (1, t)

∣∣∣∣2 + 8(β ′γ ′)2γ

γ4β ′

∣∣∣∣∂vm∂y (1, t)

∣∣∣∣2
+

|α ′|

8γ

∣∣∣∣∂v ′m∂y (0, t)

∣∣∣∣2 + 8(|α ′|γ ′)2γ

γ4|α ′|

∣∣∣∣∂vm∂y (0, t)

∣∣∣∣2
⩽
β ′

8γ

∣∣∣∣∂v ′m∂y (1, t)

∣∣∣∣2 + (2γ ′

γ

)3 ∣∣∣∣∂vm∂y (1, t)

∣∣∣∣2
+

|α ′|

8γ

∣∣∣∣∂v ′m∂y (0, t)

∣∣∣∣2 + (2γ ′

γ

)3 ∣∣∣∣∂vm∂y (0, t)

∣∣∣∣2 .
Notemos que β ′ = γ ′ + α ′ < γ ′ e |α ′ + γ ′y| < γ ′ implica |α ′| < γ ′.

Temos

∂vm

∂y
(1, t) =

∫
Ω

∂

∂y

(
y
∂vm

∂y

)
dy =

∫
Ω

∂vm

∂y
dy+

∫
Ω

y
∂2vm

∂y2
dy

⩽
∫
Ω

∂vm

∂y
dy+

∫
Ω

∂2vm

∂y2
dy ⩽ ||vm||+ |∆vm| ⩽

(
π+ 1

π

)
|∆vm|.

Portanto,

� ∣∣∣∣∂vm∂y (1, t)

∣∣∣∣2 ⩽ (π+ 1

π

)2

|∆vm|
2.

Pelo mesmo argumento, temos

� ∣∣∣∣∂vm∂y (0, t)

∣∣∣∣2 ⩽ (π+ 1

π

)2

|∆vm|
2.

Portanto, obtemos

� ∣∣∣∣∣∂ǎ∂y ∂vm∂y ∂v ′m∂y
∣∣∣∣y=1

y=0

∣∣∣∣∣ ⩽β ′

8γ

∣∣∣∣∂v ′m∂y (1, t)

∣∣∣∣2 + (2γ ′

γ

)3(
π+ 1

π

)2

|∆vm|
2

+
|α ′|

8γ

∣∣∣∣∂v ′m∂y (0, t)

∣∣∣∣2 + (2γ ′

γ

)3(
π+ 1

π

)2

|∆vm|
2.
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Da hipótese (H3) obtemos que |α ′′| ⩽
(α ′)2

γ
e |β ′′| ⩽

(β ′)2

γ
, e como

č(y, t) = −
(α ′′ + γ ′′y)

γ
, temos

� ∣∣∣∣∣č(y, t)∂vm∂y ∂v ′m∂y
∣∣∣∣y=1

y=0

∣∣∣∣∣ ⩽ |β ′′|

γ

∣∣∣∣∂vm∂y (1, t)

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂v ′m∂y (1, t)

∣∣∣∣
+

|α ′′|

γ

∣∣∣∣∂vm∂y (0, t)

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂v ′m∂y (0, t)

∣∣∣∣
⩽

(
β ′

γ

)2 ∣∣∣∣∂v ′m∂y (1, t)

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂vm∂y (1, t)

∣∣∣∣
+

(
α ′

γ

)2 ∣∣∣∣∂v ′m∂y (0, t)

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂vm∂y (0, t)

∣∣∣∣
=

1

2

(
β ′

γ

) 1
2
∣∣∣∣∂v ′m∂y (1, t)

∣∣∣∣ 2(β ′)2γ
1
2

γ2(β ′)
1
2

∣∣∣∣∂vm∂y (1, t)

∣∣∣∣
+

|α ′|
1
2

2γ
1
2

∣∣∣∣∂v ′m∂y (0, t)

∣∣∣∣ 2(α ′)2γ
1
2

γ2|α ′|
1
2

∣∣∣∣∂vm∂y (0, t)

∣∣∣∣
⩽
β ′

8γ

∣∣∣∣∂v ′m∂y (1, t)

∣∣∣∣2 + 2(β ′)3

γ3β ′

∣∣∣∣∂vm∂y (1, t)

∣∣∣∣2
+

|α ′|

8γ

∣∣∣∣∂v ′m∂y (0, t)

∣∣∣∣2 + 2(α ′)4γ

γ4|α ′|

∣∣∣∣∂vm∂y (0, t)

∣∣∣∣2
⩽
β ′

8γ

∣∣∣∣∂v ′m∂y (1, t)

∣∣∣∣2 + 2(α ′)4

γ3|α ′|

∣∣∣∣∂vm∂y (1, t)

∣∣∣∣2
+

|α ′|

8γ

∣∣∣∣∂v ′m∂y (0, t)

∣∣∣∣2 + 2(α ′)4

γ3|α ′|

∣∣∣∣∂vm∂y (0, t)

∣∣∣∣2
⩽
β ′

8γ

∣∣∣∣∂v ′m∂y (1, t)

∣∣∣∣2 + 2(γ ′)3

γ3

(
π+ 1

π

)2

|∆vm|
2

+
|α ′|

8γ

∣∣∣∣∂v ′m∂y (0, t)

∣∣∣∣2 + 2(γ ′)3

γ3

(
π+ 1

π

)2

|∆vm|
2.

Notemos que consideramos
(α ′)4

|α ′|
= |α ′|3 < (γ ′)3.

Também obtemos
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�

2β ′

γ

(
∂v ′m
∂y

(1, t)

)2

+
2(−α ′)

γ

(
∂v ′m
∂y

(0, t)

)2

−
β ′

4γ

(
∂v ′m
∂y

(1, t)

)2

−
|α ′|

4γ

(
∂v ′m
∂y

(0, t)

)2

=
7β ′

4γ

(
∂v ′m
∂y

(1, t)

)2

+
−8α ′ − |α ′|

4γ

(
∂v ′m
∂y

(0, t)

)2

=
7β ′

4γ

(
∂v ′m
∂y

(1, t)

)2

+
−7α ′

4γ

(
∂v ′m
∂y

(0, t)

)2

⩾ 0.

Substituindo as expressões acima em (2.127), obtemos

1

2

d

dt
||v ′m(t)||

2 +
1

2γ2

(
−
m0

2
+ a(t)

) d
dt

|∆vm(t)|
2 +

1

2

d

dt

∫
Ω

ǎ(y, t)
(
∆vm(t)

)2
dy

+

[
m0

4

γ ′

γ3
−
m0γ

′

16γ3
− 16

(
π+ 1

π

)2(
γ ′

γ

)3

− 4

(
π+ 1

π

)2(
γ ′

γ

)3
]
|∆vm(t)|

2

+

[
δ−

1

2γ(0)

(m0

2

)1/2
−

2

γ(0)

(
π2 + 1

π2

)(m0

2

)1/2
−

1

γ(0)

(
π2 + 4

2π2

)(m0

2

)1/2 ]
||v ′m(t)||

2

⩽ 0, ∀ t ⩾ 0.

(2.128)

Portanto, de (2.128), da observação 2.7 e das hipóteses sobre γ ′ e δ, obtemos a Esti-

mativa 2.2, a saber

1

2

d

dt
||v ′m(t)||

2 +
1

2γ2

(
−
m0

2
+ a(t)

) d
dt

|∆vm(t)|
2

+
1

2

d

dt

∫
Ω

ǎ(y, t)
(
∆vm(t)

)2
dy

+
δ

2
||v ′m(t)||

2 ⩽ 0, para todo t ⩾ 0.

(2.129)

Estimativa 2.3 Tomemos v = −
∂2vm

∂y2
= −∆vm em (2.108). Logo,

d

dt
(∇v ′m,∇vm) − ||v ′m||

2 +
1

γ2

(
−
m0

2
+ a(t)

)
|∆vm(t)|

2 + a(t, vm,−∆vm)

+
δ

2

d

dt
||vm||

2 +

(
b̌(y, t)

∂v ′m
∂y

,−∆vm

)
+

(
č(y, t)

∂vm

∂y
,−∆vm

)
= 0.

(2.130)

Como

ǎ(y, t) =
m0

2γ2
−

(
α ′ + γ ′y

γ

)2

∂ǎ

∂y
= −2

(α ′ + γ ′y)

γ

γ ′

γ
,
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2.4 Apêndice – Existência, Unicidade e Regularidade de Soluções

então

a(t, vm,−∆vm) =

∫
Ω

∂

∂y

(
ǎ(y, t)

∂vm

∂y

)
∂2vm

∂y2
dy

=

∫
Ω

∂ǎ

∂y

∂vm

∂y

∂2vm

∂y2
dy+

∫
Ω

ǎ(y, t)

(
∂2vm

∂y2

)2

dy.

� ∣∣∣∣∫
Ω

∂ǎ

∂y

∂vm

∂y

∂2vm

∂y2
dy

∣∣∣∣ ⩽ ∫
Ω

2
|(α ′ + γ ′y)γ ′|

γ2

∣∣∣∣∂vm∂y
∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂2vm∂y2

∣∣∣∣dy
⩽ 2

∫
Ω

(
γ ′

γ

)2 ∣∣∣∣∂vm∂y
∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂2vm∂y2

∣∣∣∣dy
⩽ 2

(
γ ′

γ

)2

||vm|||∆vm|

⩽
2

π

(
γ ′

γ

)2

|∆vm|
2

⩽
m0

4πγ2
|∆vm|

2.

� ∫
Ω

ǎ(y, t)

(
∂2vm

∂y2

)2

dy =
m0

2γ2

∫
Ω

(
∂2vm

∂y2

)2

dy−

∫
Ω

(α ′ + γ ′y)2

γ2

(
∂2vm

∂y2

)2

dy

=
m0

2γ2
|∆vm|

2 −

∫
Ω

(
α ′ + γ ′y

γ

)2(
∂2vm

∂y2

)2

dy.

No entanto,

−

∫
Ω

(
α ′ + γ ′y

γ

)2(
∂2vm

∂y2

)2

dy ⩾ −
m0

8γ2
|∆vm|

2

e

a(t, vm,−∆vm) ⩾

(
−
m0

4πγ2
+
m0

2γ2
−
m0

8γ2

)
|∆vm|

2.

Também, temos que

� ∣∣∣∣(b̌(y, t)∂v ′m∂y ,−∆vm

)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
Ω

b̌(y, t)∆vm
∂v ′m
∂y

∣∣∣∣
⩽

∫
Ω

(
α ′ + γ ′y

γ

)2

(∆vm)
2dy+

∫
Ω

(
∂v ′m
∂y

)2

dy

⩽
m0

8γ2
|∆vm|

2 + ||v ′m||
2.

e
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� ∣∣∣∣(č(y, t)∂vm∂y ,−∆vm

)∣∣∣∣ ⩽ ∫
Ω

|(α ′ + γ ′y)γ ′|

γ

∣∣∣∣∂vm∂y
∣∣∣∣ |∆vm|dy

⩽
∫
Ω

(
γ ′

γ

)2 ∣∣∣∣∂vm∂y
∣∣∣∣ |∆vm|dy

⩽
m0

8πγ2
|∆vm|

2.

Substituindo as estimativas acima em (2.130), obtemos

d

dt
(∇v ′m,∇vm) +

δ

2

d

dt
||vm||

2 +
3m0

8γ2
|∆vm|

2 − 2||v ′m||
2 ⩽ 0, (2.131)

pois −
m0

2
+ a(t) ⩾

m0

2
.

Multiplicando (2.131) por
δ

4
e somando a (2.129) da Estimativa 2.2, obtemos

δ

4

d

dt
(∇v ′m,∇vm) +

δ2

8

d

dt
||vm||

2 +
3δ

32

m0

γ2
|∆vm|

2 −
δ

2
||v ′m||

2 +
1

2

d

dt
||v ′m||

2

+
1

2γ2

(
−
m0

2
+ a(t)

) d
dt

|∆vm|
2 +

1

2

d

dt

∫ 1

0

ǎ(y, t)(∆vm)
2dy+

δ

2
||v ′m||

2 ⩽ 0,

(2.132)

ou seja,

1

2

d

dt

[
||v ′m||

2 +
δ

2
(∇v ′m,∇vm) +

δ2

4
||vm||

2 +
1

γ2

(
−
m0

2
+ a(t)

)
|∆vm|

2

+

∫
Ω

ǎ(y, t)(∆vm)
2dy

]
+

3m0δ

32γ2
|∆vm|

2 ⩽
d

dt

[
1

2γ2

(
−
m0

2
+ a(t)

)]
|∆vm|

2

⩽ 0.

(2.133)

A última desigualdade decorre dos cálculos vistos na desigualdade (2.120).

Consideremos a função numérica definida por

H(t) =||v ′m(t)||
2 +

δ

2

(
∇v ′m(t),∇vm(t)

)
+
δ2

4
||vm(t)||

2 +
1

γ2

(
−
m0

2
+ a(t)

)
|∆vm(t)|

2

+

∫
Ω

ǎ(y, t)(∆vm)
2dy

Assim, podemos escrever (2.133) como sendo

1

2
H ′(t) ⩽ −

3m0δ

32

|∆vm|
2

γ2
(2.134)

Lema 2.4.1. Para todo t ⩾ 0, temos que 0 ⩽ H(t) ⩽ H(0).

Demonstração. De fato, temos que∣∣∣∣δ2(∇v ′m,∇vm)
∣∣∣∣ ⩽ δ2

2
||vm||

2 +
1

8
||v ′m||

2
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e (
−
m0

2
+ a(t)

)
⩾
m0

2
⩾ 0 ; ǎ(y, t) > 0.

Portanto,

H(t) ⩾
δ2

2
||vm(t)||

2 +
1

8
||v ′m(t)||

2 ⩾ 0.

Agora, como

−
3m0δ

32

|∆vm|
2

γ2
< 0,

então de (2.134), temos que

H ′(t) ⩽ 0

para todo t ⩾ 0. Logo, H(t) é decrescente para todo t ⩾ 0, isto é,

H(t) ⩽ H(0)

Como H(t) ⩽ H(0) para todo t ⩾ 0, obtemos estimativas para ||v ′m(t)|| e |∆vm(t)|

independente de t.

Passagem ao Limite : Das estimativas obtidas acima, extráımos uma subsequência

(vν)ν∈N de (vm)m∈N tal que

vν
∗
⇀ v em L∞(0,∞ ;H1

0(Ω) ∩H2(Ω)
)

(2.135)

v ′ν
∗
⇀ v ′ em L∞(0,∞ ;H1

0(Ω)
)
. (2.136)

Pelo teorema de compacidade de Aubin-Lions [9], extráımos uma subsequência

(vν)ν∈N, que representamos ainda por (vν)ν∈N, tal que

vν → v fortemente em L2
(
0,∞ ;L2(Ω)

)
.
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2.4 Apêndice – Existência, Unicidade e Regularidade de Soluções

Para θ ∈ D(0, T), temos∫∞
0

∫
Ω

v ′′νzθdydt =

∫∞
0

(v ′′ν, z)θ(t)dt =

∫∞
0

d

dt
(v ′ν, z)θ(t)dt

= lim
T→∞

∫T
0

d

dt
(v ′ν, z)θ(t)dt = − lim

T→∞
∫T
0

(v ′ν, z)θ
′(t)dt

= −

∫∞
0

(v ′ν, z)θ
′(t)dt→ −

∫∞
0

(v ′, z)θ ′(t)dt

= − lim
T→∞

∫T
0

(v ′, z)θ ′(t)dt = lim
T→∞

∫T
0

d

dt
(v ′, z)θ(t)dt

=

∫∞
0

d

dt
(v ′, z)θ(t)dt =

∫∞
0

(v ′′, z)θ(t)dt

=

∫∞
0

∫
Ω

v ′′zθ(t)dydt .

isto é,

(v ′′ν, z) ⇀ (v ′′, z) em L2
(
0,∞ ;L2(Ω)

)
.

Da hipótese (H1) e das Estimativas 2.1 e 2.2, temos∣∣∣∣ 1γ2

(
−
m0

2
+ a(t)

) ∂2vν
∂y2

∣∣∣∣ < C em [0,∞).

Então,

1

γ2

(
−
m0

2
+ a(t)

) ∂2vν
∂y2

∗
⇀

1

γ2

(
−
m0

2
+ a(t)

) ∂2v
∂y2

em L∞(0,∞ ;L2(Ω)
)
.

Integração por partes nos dá que

a(t, vν, z) ⇀ a(t, v, z) em L2
(
0,∞ ;H1

0(Ω)
)
,

e
∂

∂y

(
ǎ(y, t)

∂vν

∂y

)
⇀

∂

∂y

(
ǎ(y, t)

∂v

∂y

)
em L2

(
0,∞ ;L2(Ω)

)
.

De fato, para z ∈ D(Ω), temos∫∞
0

a(t, vν, z)dt =

∫∞
0

(∫ 1

0

ǎ(y, t)
∂vν

∂y

∂z

∂y
dy

)
dt

= −

∫∞
0

(∫ 1

0

∂

∂y

(
ǎ(y, t)

∂vν

∂y

)
z dy

)
dt

→ −

∫∞
0

(∫ 1

0

∂

∂y

(
ǎ(y, t)

∂v

∂y

)
z dy

)
dt

=

∫∞
0

(∫ 1

0

ǎ(y, t)
∂v

∂y

∂z

∂y
dy

)
dt

=

∫∞
0

a(t, v, z)dt,
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isto é,

a(t, vν, z) ⇀ a(t, v, z) em L2
(
0,∞ ;H1

0(Ω)
)
.

Logo,

∂

∂y

(
ǎ(y, t)

∂vν

∂y

)
⇀

∂

∂y

(
ǎ(y, t)

∂v

∂y

)
em L2

(
0,∞ ;L2(Ω)

)
.

Pelo mesmo argumento, obtemos

∂

∂y

(
b̌(y, t)

∂v ′ν
∂y

)
⇀

∂

∂y

(
b̌(y, t)

∂v ′

∂y

)
em L2

(
0,∞ ;L2(Ω)

)
,

e
∂

∂y

(
č(y, t)

∂vν

∂y

)
⇀

∂

∂y

(
č(y, t)

∂v

∂y

)
em L2

(
0,∞ ;L2(Ω)

)
.

Também,

δ

(
∂vν

∂t
, z

)
⇀ δ

(
∂v

∂t
, z

)
em L2

(
0,∞ ;L2(Ω)

)
.

Das convergências acima, tomando m = ν na equação aproximada, temos

(v ′′ν, z) +
1

γ2(t)

(
−
m0

2
+ a(t)

) (
∇vν,∇z

)
+ a(t, vν, z) +

(
b̌(y, t)

∂v ′ν
∂y

, z

)
+

(
č(y, t)

∂vν

∂y
, z

)
+ δ

(
∂vν

∂t
, z

)
= 0

Ao limite com ν→ ∞, temos

(v ′′, z) +
1

γ2(t)

(
−
m0

2
+ a(t)

) (
∇v,∇z

)
+ a(t, v, z) +

(
b̌(y, t)

∂v ′

∂y
, z

)
+

(
č(y, t)

∂v

∂y
, z

)
+ δ

(
∂v

∂t
, z

)
= 0, ∀z ∈ L2

(
0,∞ ;L2(Ω)

)
,

ou seja,

v ′′ −
1

γ2(t)

(
−
m0

2
+ a(t)

) ∂2v
∂y2

+ a(t, v, z) + b̌(y, t)
∂v ′

∂y
+ č(y, t)

∂v

∂y
+ δ

∂v

∂t
= 0

em L2
(
0,∞ ;L2(Ω)

)
.

Das convergências obtidas, concluimos que

v(0) = v0 e v ′(0) = v1 em (Ω)

De fato,
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Por 2.103, 2.104 e pelo Teorema (1.16), temos que v ∈ C0(0,∞ ;L2(Ω))

e v ′ ∈ C0(0,∞;H−1(Ω)). Logo, faz sentido o cálculo de v(., 0). De (2.134),∫∞
0

(v ′ν, z) θ(t)dt −→
∫∞
0

(v ′, z) θ(t)dt, ∀ v ∈ H1
0(Ω),

onde θ ∈ C1([0, T ]) tal que θ(T) = 0 e θ(0) = 1.

Logo,

lim
T→∞

∫T
0

d

dt
(vν, z) θ(t)dt −→ lim

T→∞
∫T
0

d

dt
(v, z) θ(t)dt.

Integrando por partes,

θ(t)(vν, z)
∣∣∣T
0
−

∫T
0

θ ′(t)(vν, z)dt −→ θ(t)(v, z)
∣∣∣T
0
−

∫T
0

θ ′(t)(v, z)dt.

Logo,

(vν(0), z) −

∫T
0

(vν, z) θ
′(t)dt −→ (v(0), z) −

∫T
0

(v, z) θ ′(t)dt.

Como ∫T
0

(vν, z) θ
′(t)dt −→

∫T
0

(v, z) θ ′(t)dt,

conclúımos que

(vν(0), z) −→ (v(0), z), ∀ v ∈ H1
0(Ω).

Por outro lado de (2.108), segue que

(vν(0), z) −→ (v0, z), ∀ v ∈ H1
0(Ω).

Pela unicidade do limite, temos

�

v(0) = v0 em L2(Ω)

Analogamente, como

v ′ ∈ L∞(0,∞;L2(Ω)
)

e v ′′ ∈ L∞(0,∞;L2(Ω)
)
,

então, pelo Teorema (1.16), temos que

v ′ ∈ C0
(
[0,∞);H−1(Ω)

)
,

e assim faz sentido calcular v ′(., 0).
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Considere θ ∈ C∞
c ([0,∞)) tal que

θ(0) = 1 e θ(t) = 0 para t grande,

e z ∈ L2(Ω). Logo,∫∞
0

(v ′′ν(t), z) θ(t)dt = −(v ′(0), z) θ(0) −

∫∞
0

(v ′ν(t), z) θ
′(t)dt.

Fazendo m→ ∞ e considerando que

(v ′′ν, z) −→ (v ′′, z) em L2(Ω),

(v ′ν, z) −→ (v ′, z) em L2(Ω),

e do Teorema 2.106, temos∫∞
0

(v ′′(t), z) θ(t)dt = −(v1, z) θ(0) −

∫∞
0

(v ′(t), z) θ ′(t)dt.

Considerando as convergências sobre v, temos∫∞
0

(v ′′(t), z) θ(t)dt = −(v ′(0), z) θ(0) −

∫∞
0

(v ′(t), z) θ ′(t)dt.

Segue-se que

(v ′(0), z) = (v1, z), ∀ z ∈ L2(Ω).

Portanto,

�

v ′(0) = v1 em L2(Ω).

provando que v é a solução fraca do sistema (2.11) para o caso w = 0.

Unicidade : Sejam v e v̂ duas soluções do teorema (2.4). Logo,

(v ′′,φ) +
1

γ2(t)

(
−
m0

2
+ a(t)

) (
∇v,∇φ

)
+ a(t, v,φ) +

(
b̌(y, t)

∂v ′

∂y
,φ

)
+

(
č(y, t)

∂v

∂y
,φ

)
+ δ

(
∂v

∂t
,φ

)
= 0 ,

e

(v̂ ′′,φ) +
1

γ2(t)

(
−
m0

2
+ a(t)

) (
∇v̂,∇φ

)
+ a(t, v̂,φ) +

(
b̌(y, t)

∂v̂ ′

∂y
,φ

)
+

(
č(y, t)

∂v̂

∂y
,φ

)
+ δ

(
∂v̂

∂t
,φ

)
= 0 .
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Assim,

(v ′′ − v̂ ′′,φ) +
1

γ2(t)

(
−m0

2
+ a(t)

) (
∇(v− v̂),∇φ

)
+ a(t, v− v̂,φ)

+

(
b̌(y, t)

∂(v ′ − v̂ ′)

∂y
,φ

)
+

(
č(y, t)

∂(v− v̂)

∂y
,φ

)
+ δ

(
∂(v− v̂)

∂t
,φ

)
= 0.

Tomando z = v− v̂ na equação acima, resulta que

(z ′′,φ) +
1

γ2(t)

(
−
m0

2
+ a(t)

) (
∇z,∇φ

)
+ a(t, z,φ)

+

(
b̌(y, t)

∂z ′

∂y
,φ

)
+

(
č(y, t)

∂z

∂y
,φ

)
+ δ

(
∂z

∂t
,φ

)
= 0

(2.137)

em L2
(
0,∞ ;L2(Ω)

)
e

z(0) = 0, z ′(0) = 0. (2.138)

Tomando φ = z ′ na equação (2.137), obtemos

(z(t) ′′, z(t) ′) +
1

γ2(t)

(
−
m0

2
+ a(t)

) (
∇z(t),∇z(t) ′

)
+a(t, z, z ′) +

(
b̌(y, t)

∂z(t) ′

∂y
, z(t) ′

)
+

(
č(y, t)

∂z(t)

∂y
, z(t) ′

)
+δ

(
∂z(t)

∂t
, z(t) ′

)
= 0.

(2.139)

Agora,

(z(t) ′′, z(t) ′) =
1

2

d

dt

∫
Ω

|z(t) ′|2dy =
1

2

d

dt
|z(t) ′|2 (2.140)(

∇z(t),∇z(t) ′
)
=

1

2

d

dt

∫
Ω

|∇z(t)|2dy =
1

2

d

dt
||z(t)||2 (2.141)

a(t, z, z ′) =
1

2

d

dt
a(t, z, z) −

1

2
a ′(t, z, z)

=
1

2

d

dt

∫
Ω

ǎ(y, t)

(
∂z(t)

∂y

)2

dy (2.142)

−
1

2

∫
Ω

ǎ ′(y, t)

(
∂z(t)

∂y

)2

dy . (2.143)

(
b̌(y, t)

∂z(t) ′

∂y
, z(t) ′

)
=

∫
Ω

b̌(y, t)
∂z ′

∂y
z(t) ′dy

=
1

2
b̌(y, t)(z(t) ′)2

∣∣∣∣y=1

y=0

−
1

2

∫
Ω

∂b̌

∂y
(z(t) ′)2dy (2.144)

= −
1

2

∫
Ω

∂b̌

∂y
(z(t) ′)2dy.
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Substituindo (2.140) – (2.144) em (2.139), obtemos

1

2

d

dt
|z(t) ′|2 +

1

2γ2

(
−
m0

2
+ a(t)

) d
dt

||z(t)||2

+
1

2

d

dt
a(t, z(t), z(t)) −

1

2
a ′(t, z(t), z(t))

−
1

2

∫
Ω

∂b̌

∂y
(z(t) ′)2dy+

(
č(y, t)

∂z(t)

∂y
, z(t) ′

)
+ δ|z(t) ′|2 = 0.

(2.145)

Um cálculo análogo conforme visto na Estimativa 2.1, obtemos

1

2
|z ′(t)|2 −

1

2
|z ′(0)|2 +

1

2γ2(t)

(
−
m0

2
+ a(t)

)
||z(t)||2

−
1

2γ2(0)

(
−
m0

2
+ a(0)

)
||z(0)||2 +

1

2
a(t, z, z) −

1

2
a(0, z(t), z(t))

+
δ

2

∫ t
0

|z ′(s)|2ds ⩽ 0.

Como z(0) = 0, z ′(0) = 0, a(t, z(t), z(t)) ⩾ 0 e a(0, z(t), z(t)) ⩽ 0, então da

expressão acima, temos

1

2
|z ′(t)|2 +

1

2γ2(t)

(
−
m0

2
+ a(t)

)
||z(t)||2 = 0

e como
1

2γ2(t)

(
−
m0

2
+ a(t)

)
||z(t)||2 ⩾

1

2γ2(t)

m0

2
> 0,

então, da expressão acima, temos

|z ′(t)| = ||z(t)|| = 0 em [0,∞),

isto é,

z(t) = 0.

Logo,

v = v̂,

o que mostra a unicidade no caso w = 0.

Caso 2: w ̸= 0 sobre Σ0

Inicialmente, tomemos w ∈ H2
0

(
0,∞;H

3
2 (∂Ω)

)
. Veja que w está definida apenas na

fronteira e no tempo. A sobrejetividade do Teorema do Traço garante a existência de uma

função q ∈ H2
0

(
0,∞;H2(Ω)

)
tal que Tq = w, onde T : H2(Ω) → H

3
2 (∂Ω), assim ,
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∣∣∣∣∣∣ q(0, t) = w sobre Σ0

q(1, t) = 0 sobre Σ\Σ0

Como Ω é um domı́nio com fronteira Lipschitz e s > 1
2
, existe um operador linear e

cont́ınuo de extensão

L : H
3
2 (∂Ω) −→ H2(Ω),

tal que

(T ◦ L)(w) = w, ∀w ∈ H 3
2 (∂Ω),

onde T denota o operador traço.

Consequentemente, para todo t ∈ (0,∞), se w(·, t) ∈ H 3
2 (∂Ω), então existe

q(·, t) = L(w(·, t)) ∈ H2(Ω).

Em particular, se

w ∈ H2
(
0,∞;H

3
2 (∂Ω)

)
,

segue-se que

q ∈ H2
(
0,∞;H2(Ω)

)
.

Além disso, como

w ∈ H2
0

(
0,∞;H

3
2 (∂Ω)

)
,

pela linearidade do operador L obtemos
q(0) = L(w(0)) = L(0) = 0,

∂q

∂t
(0) = L

(
∂w

∂t
(0)

)
= L(0) = 0,

0 < y < 1.

Portanto,

q ∈ H2
0

(
0,∞;H2(Ω)

)
.

Em particular, como

H2(Ω) =W2,2(Ω) =
{
u ∈ L2(Ω) ; Dαu ∈ L2(Ω), ∀α ∈ Nn, |α| ⩽ 2

}
,

conclui-se que q ′′ e Lq pertencem a L2
(
0,∞;L2(Ω)

)
.
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Consideremos agora o seguinte problema misto:

p ′′ + Lp = −q ′′ − Lq em Q,

p(0, t) = 0 sobre Σ0,

p(1, t) = 0 sobre Σ \ Σ0,

p(y, 0) = 0,
∂p

∂t
(y, 0) = 0, 0 < y < 1.

Desde que −q ′′ − Lq ∈ L2
(
0,∞;L2(Ω)

)
, segue do caso 1 visto anteriormente, que o

sistema acima possui uma única solução fraca p.

Por definição de solução fraca, ∀ T > 0, p satisfaz

∫T
0

∫
Ω

p ′′(t)ξdydt−

∫T
0

∫
Ω

1

γ2

(
−
m0

2
+ a(t)

)
∆pξdydt−

∫T
0

∫
Ω

∂

∂y

(
ǎ(y, t)

∂p

∂y

)
ξdydt

+

∫T
0

∫
Ω

b̌(y, t)
∂p ′

∂y
ξdydt+

∫T
0

∫
Ω

č(y, t)
∂p

∂y
ξdydt+ δ

∫T
0

∫
Ω

∂p

∂t
ξdydt

=

∫T
0

∫
Ω

(−q ′′ − Lq)ξdydt,

em D ′(0, T), ∀ ξ ∈ L2
(
0, T ;H1

0(Ω)
)
.

Então

v = p+ q

satisfaz∫T
0

∫
Ω

v ′′ξdydt−

∫T
0

∫
Ω

1

γ2

(
−
m0

2
+ a(t)

)
∆vξdydt−

∫T
0

∫
Ω

∂

∂y

(
ǎ(y, t)

∂v

∂y

)
ξdydt

+

∫T
0

∫
Ω

b̌(y, t)
∂v ′

∂y
ξdydt+

∫T
0

∫
Ω

č(y, t)
∂v

∂y
ξdydt+ δ

∫T
0

∫
Ω

∂v

∂t
ξdydt = 0,

em D ′(0, T), ∀ ξ ∈ L2
(
0, T ;H1

0(Ω)
)
, ou seja,∫T

0

∫
Ω

[
v ′′ −

1

γ2

(
−
m0

2
+ a(t)

)
∆v−

∂

∂y

(
ǎ(y, t)

∂v

∂y

)
+ b̌(y, t)

∂v ′

∂y

+ č(y, t)
∂v

∂y
+ δ

∂v

∂t

]
ξdydt = 0,

em D ′(0, T), ∀ ξ ∈ L2
(
0, T ;H1

0(Ω)
)
. Como foi definido o operador L anteriormente temos,∫T

0

∫
Ω

(
v ′′ + Lv

)
ξdydt = 0, ∀ ξ ∈ L2

(
0, T ;H1

0(Ω)
)
.
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Logo, por Dubois Reymond

v ′′ + Lv = 0 em Q.

Também, notemos que  v(0, t) = w sobre Σ0

v(1, t) = 0 sobre Σ\Σ0.

Com efeito, sobre Σ0, vale

v(0, t) = (p+ q)(0, t) = p(0, t) + q(0, t) = 0+w = w.

Agora, sobre Σ\Σ0, temos

v(1, t) = (p+ q)(1, t) = p(1, t) + q(1, t) = 0+ 0 = 0.

Finalmente, em Ω, vale

v(y, 0) = 0 ,
∂v

∂t
(y, 0) = 0,

visto que,

v(y, 0) = (p+ q)(y, 0) = p(y, 0) + q(y, 0) = p(y, 0) = 0

e
∂v

∂t
(y, 0) =

∂(p+ q)

∂t
(y, 0) =

∂p

∂t
(y, 0) +

∂q

∂t
(y, 0) =

∂p

∂t
(y, 0) = 0.

Portanto, v é a única solução fraca do problema (2.11) para todo t ⩾ 0.

Para finalizarmos esta seção, como consequência do teorema (2.4), obtemos o seguinte

resultado:

Teorema 2.5. Sejam u0 ∈ H1
0(Ω0) ∩ H2(Ω0) e u1 ∈ H1

0(Ω0). Assumamos que são

satisfeitas as hipóteses (H1) − (H3) com

0 < γ ′ <
1

4

(
π

π+ 1

)(m0

10

) 1
2

e
δ

2
>

[
1

2γ(0)
+

2

γ(0)

(
π2 + 1

π

)
+

1

γ(0)

(
π2 + 4

2π2

)](m0

2

) 1
2

.

Então o sistema (2.1) possui uma única solução global fraca u(x, t) definida ∀ todo t ⩾ 0

e x ∈ Ωt.
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Demonstração. Sabemos por cálculos anteriores que u(x, t) = v(y, t), x = α(t) + γ(t)y,

e v(y, 0) = v0(y) logo,

�

v0(y) = u(α(0) + γ(0)y, 0) = u0(α(0) + γ(0)).

Também temos que
∂v

∂t
=
∂u

∂x
(α ′ + γ ′y) +

∂u

∂t
. Portanto,

v1(y) =
∂v

∂t
(y, 0) =

(
α ′(0) + γ ′(0)y

)∂u
∂x

(α(0) + γ(0)y, 0) + u ′(α(0) + γ(0)y, 0)

e então

�

v1(y) = u1(α(0) + γ(0)y, 0) +
(
α ′(0) + γ ′(0)y

)∂u
∂x

(α(0) + γ(0)y, 0).

Temos que
∂v

∂y
= γ

∂u

∂x
e

�

||v0||
2 =

∫
Ω

(
∂v0

∂y

)2

dy

=

∫
Ω

(
γ(0)

∂u

∂x0

)2
1

γ(0)
dx

= γ(0)

∫β0

α0

(
∂u

∂x0

)2

dx = γ(0)||u0||
2
H1

0(Ω0)

com Ω0 = (α0,β0).

Obtemos,

a(0, v0, v0) =

∫
Ω

ǎ(y, 0)

(
∂v0

∂y

)2

dy

⩽
m0

2γ(0)2

∫
Ω

(
∂v0

∂y

)2

dy

=
m0

2γ(0)2
||v0||

2 =
m0

2γ(0)
||u0||

2
H1

0(Ω0)
,

pois

ǎ(y, t) =
m0

2γ2
−

(
α ′ + γ ′y

γ

)2

⩽
m0

2γ2
.

Portanto,

�

a(0, v0, v0) ⩽
m0

2γ0

||u0||
2
H1

0(Ω0)
.
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Como α ′(0) + γ ′(0)y < γ ′(0), e observando (a+ b)2 ⩽ 2a2 + 2b2 segue-se que

|v1|
2 =

∫
Ω

(
v1(y)

)2
dy ⩽

∫β0

α0

(
u1 + γ

′(0)
∂u

∂x

)
1

γ(0)
dx

⩽
∫β0

α0

(
2(u1)

2 + 2

(
γ ′(0)

∂u

∂x

)2
)

1

γ(0)
dx

⩽
2

γ(0)

∫β0

α0

(u1)
2dx+

2γ ′(0)2

γ(0)

∫β0

α0

(
∂(u)

∂(x)

)2

dx

=
2

γ(0)
|u1|

2
L2(Ω0)

+
2γ ′(0)

γ(0)
||u0||

2
L2(Ω(0)).

logo

�

|v1|
2 ⩽

2

γ(0)
|u1|

2
L2(Ω0)

+
2
(
γ ′(0)

)2
γ(0)

||u0||
2
H1

0(Ω0)
.

Observe que,

∂v1

∂y
=
∂u1

∂x
(α(0) + γ(0)y)γ(0) + γ ′(0)

∂u

∂x
(α(0)

+ γ(0)y) +
(
α ′(0) + γ ′(0)y

)∂2u
∂x2

(α(0) + γ(0)y)γ(0)

⩽ γ(0)
∂u1

∂x
+ γ ′(0)

∂u0

∂x
+ γ ′(0)γ(0)

∂2u0

∂x2
.

Logo,

||v1||
2
H1

0(Ω) =

∫
Ω

(
∂v1

∂y

)2

dy

⩽ 2

∫β0

α0

(
∂u1γ(0)

∂x

)2
1

γ(0)
dx+

2γ ′(0)2

γ(0)

∫β0

α0

(
∂u0

∂x
+
∂2uγ(0)

∂x2

)2

dx

⩽ 2

∫β0

α0

(
∂u1γ(0)

∂x

)2
1

γ(0)
dx+

2γ ′(0)2

γ(0)

∫β0

α0

2

(
∂u0

∂x

)2

dx

+ γ(0)2
∫β0

α0

2

(
∂2u

∂x2

)2

dx

⩽ 2γ(0)||u1||H1
0(Ω0) +

4γ ′(0)2

γ(0)
||u0||H1

0(Ω0
)2 + 4γ ′(0)2γ(0)|∆u|2L2(Ω0)

.

Então

�

||v1||
2
H1

0(Ω) ⩽ 2γ(0)||u1||H1
0(Ω0) +

4γ ′(0)2

γ(0)
||u0||H1

0(Ω0
)2 + 4γ ′(0)2γ(0)|∆u|2L2(Ω0)

.
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Como ∆v0 = γ(0)∆u0 e ǎ(y, 0) ⩽
m0

2γ(0)2
, então

�

a(0,∆v0,∆v0) =

∫
Ω

ǎ(y, 0)(∆v0)
2dy =

∫β0

α0

ǎ(y, 0)(∆u0)
2 1

γ(0)
dx

⩽
m0γ(0)

2
|∆u0|

2
L2(Ω0)

.

analogamente temos ,

|∆v0|
2 =

∫
Ω

(∆v0)
2dy =

∫β0

α0

(γ(0)∆u0)
2 1

γ0

dx = γ(0)|∆u0|
2
L2(Ω0)

.
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[7] HÖRMANDER, L., Linear Partial Differential Operators, Springer - Verlag, 1976.

[8] LIONS, J.–L., Hierarchic Control, Proc. Indian Academic Science Mathematical

Science, v. 104, nº 1, p.295–304, 1994.

[9] LIONS, J.–L., Hidden Regularity in some Nonlinear Hyperbolic Equations, Mat. Apl.

Comput., v. 6, p. 7–15, 1987.
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