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Resumo

Neste trabalho, estabelecemos alguns resultados de rigidez local sob restrigcoes adequadas
a um conjunto de dados iniciais M? para as equacoes de Einstein-Maxwell com campo
magnético nulo e considerando ¥ C M uma superficie mergulhada minima, compacta,
dois lados, estritamente estavel, que maximiza localmente a massa de Hawking carre-
gada. A partir disso, concluiu-se a existéncia de uma vizinhanca de M isométrica ao
espaco Anti-de Sitter Reissner-Nordstrom. Além disso, deduzimos uma estimativa para
a area de £ C M uma superficie mergulhada, compacta, dois lados de género g(X), que
minimiza area localmente. No caso em que satisfaz a igualdade, provamos que a métrica
induzida em X possui curvatura Gaussiana constante e decompoe localmente M ao longo
de L. Estes resultados, obtidos no artigo “Charged Hawking Mass and Local Rigidity of
Three-Manifolds”, generalizam trabalhos anteriores no contexto nao carregado contribu-

indo para a compreensao da relacao entre geometria diferencial e relatividade geral.

Palavras-Chave: Massa de Hawking Carregada, estabilidade, superficies minimas.



Abstract

In this work, we establish several local rigidity results under suitable assumptions on a set
of initial data M? for the Einstein-Maxwell equations with vanishing magnetic field, con-
sidering ¥ C M as an embedded, compact, two-sided, strictly stable minimal surface that
locally maximizes the charged Hawking mass. From this, we conclude the existence of a
neighborhood of M that is isometric to the Anti-de Sitter Reissner-Nordstrom space. In
addition, we derive an estimate for the area of ¥ C M an embedded, compact, two-sided
surface of genus g(X), which locally minimizes area. In the case where equality holds, we
prove that the induced metric on X has constant Gaussian curvature and that M locally
splits along X. These results, obtained in the article ”Charged Hawking Mass and Local
Rigidity of Three-Manifolds”, generalize previous work in the uncharged context, contri-
buting to the understanding of the relationship between differential geometry and general

relativity.

Keywords: Charged Hawking Mass, stability, minimal surfaces.
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Introducao

Os estudos relacionados a relatividade geral motivaram a producao de pesquisas em
geometria diferencial, sobretudo, no que diz respeito a trabalhos envolvendo variedades
Riemannianas com curvatura escalar limitada inferiormente. A partir disso, muitos geo-
metras buscaram descrever a geometria e topologia de tais variedades com a justificativa
de encontrar uma superficie compacta, mergulhada em uma variedade ambiente, com
determinada propriedade geométrica.

Inicialmente, Schoen e Yau [I8] estabeleceram uma relagao interessante entre a cur-
vatura escalar de uma variedade (M3, g) e a curvatura total de uma superficie minima
estavel L C M, que por sua vez esta relacionada a topologia de . Motivados por isso,
Cai e Galloway [4] provaram um teorema de rigidez para toros minimos em variedades
tridimensionais de curvatura escalar nao negativa. Mais especificamente, eles mostraram
que se M possui curvatura escalar nao negativa e ¥ C M é um toro minimo mergulhado,
dois lados, minimizante local de area, entao M é plana em uma vizinhanca de Z.

Mais tarde, Bray, Brendle e Neves em [3] deduziram o caso onde M tem curvatura
escalar maior ouigual a 2 e X C M é uma esfera mergulhada que minimiza area localmente.
Com isso, provaram que X tem area menor ou igual a 47, e no caso da igualdade, ¥ com
a métrica induzida possui curvatura Gaussiana igual a 1 e M se decompoe localmente ao
longo de X.

Nunes ([16]) provou que se M é uma variedade tridimensional com curvatura escalar
maior ou igual a —2 e ¥ C M é uma superficie mergulhada, compacta, dois lados com
género maior que 1 e que minimiza area localmente, entao a area de X é maior ou igual a
41t(g(X) — 1), onde g(X) denota o género de L. Além disso, no caso da igualdade, segue
que X possui uma vizinhanga isométrica a ((—e, €) x £, dt?+g) com curvatura Gaussiana
constante igual a —1, onde € > 0 e g é a métrica induzida em 2.

Em trabalhos posteriores, alguns autores consideram a massa de Hawking carregada,
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denotada por mcy(XZ) e definida a seguir, e substituiram a hipétese de minimizante de

area por estabilidade estrita e maximizante da massa de Hawking.

Definigcao 1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana tridimensional com curvatura
escalar R e seja X C M uma superficie fechada de dimensdo 2. A massa de Hawking
carregada de X € definida por

C(IEINE (x(®B) 1 2 AmQ(£)?
mCH(Z)_<167T) ( 2 _1671L(H2+§‘i)dG+W)’

=

onde E € X(M), Q(X) = ﬁ s (E,v) € a carga elétrica total contida em X, v € um campo
de vetores normal unitdrio em L, X(X) € a caracteristica de Euler de £, H € a curvatura

média de £ e & = inf(R — 2|[E|]?).

A Massa de Hawking Carregada constitui uma variante da Massa de Hawking, sendo
que esta surge em 1968 em um artigo intitulado “Gravitational Radiation in an Expan-
ding Universe” publicado na revista Journal of Mathematical Physics, de autoria do fisico
Stephen W. Hawking. Neste trabalho, Hawking propos uma férmula para medir a massa
contida dentro de uma superficie usando apenas as propriedades geométricas da superficie
(sua drea e curvatura média).

Na década de 70, Robert Geroch sugeriu que a Massa de Hawking poderia ser utilizada
para provar que a energia total de um sistema é sempre positiva (conceito central na
Fisica). Ele demonstra a Monotonicidade de Geroch: sob certas condigoes (variedades
com curvatura escalar nao negativa) a Massa de Hawking é uma aplicagdo mondtona (nao
descrescente) ao longo de um fluxo especifico de superficies, o que a transformou em uma
ferramenta poderosa para a prova de teoremas envolvendo estabilidade.

Na década de 80, devido a algumas limitagoes técnicas da massa original, a exemplo
para espagos com Constante Cosmoldgica (A), surgiram suas variantes, a Massa de Haw-
king Carregada, a Massa de Hawking Modificada, dentre outras. Além disso, a Massa
de Hawking foi fundamental para a prova da Desigualdade de Penrose para o caso Rie-
manniano, publicada em 2001 por Gerhard Huisken e Tom Ilmanen, a demonstragao é
baseada em um processo chamado Fluxo de Curvatura Média Inversa (Fluxo de Geroch),
para mais detalhes consulte [T1].

Dentre os trabalhos que utilizaram a massa de Hawking, destacamos o trabalho de-
vido a Méximo e Nunes [I4], que estudaram o caso x(X) = 2 ¢ E = 0 e obtiveram um

resultado de rigidez semelhante ao provado por Bray, Brendle e Neves para uma superficie
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¥ C (M3, g), substituindo a hipétese de minimizagio de drea por estabilidade estrita e
maximizacao da massa de Hawking. Precisamente, eles estabeleceram um resultado de
rigidez assumindo a existéncia de uma esfera bidimensional X, maximizante local para
a massa de Hawking, e estritamente estavel em uma variedade tridimensional M com
curvatura escalar R > 2. Além disso, eles provaram que existe uma vizinhanca de ¥ em
M isométrica a (—e, €) X £ munida com a métrica de Sitter-Schwarzschild, para algum
e > 0. Em outro trabalho, Barros, Batista e Cruz em [2] consideraram uma superficie
dois lados ao invés de uma 2-esfera e obtiveram um resultado semelhante para o espaco
Anti-de Sitter-Schwarzschild assumindo que a curvatura escalar satisfaz R > —6 e E = 0.

Posteriormente, Baltazar, Barros e Batista [I] provaram resultados similares para
espacos de Sitter Reissner-Nordstrom no contexto carregado. De forma mais técnica, eles
consideraram (M3, g, E) um conjunto de dados iniciais tempo-simétrico para as equagoes
de Einstein-Maxwell - que serd redefinido posteriormente, satisfazendo a condic¢ao de ener-
gia dominante R > 2|E |2 4+ 2A com densidade de carga igual a zero (divE = 0) e sendo
2 C M uma 2-esfera, minima, estritamente estavel, que maximiza localmente a massa de
Hawking carregada em M, assumindo A = 1 provaram um resultado de rigidez local para
o espaco de Sitter Reissner-Nordstrom.

Aqui, cabe observar que os resultados provados por Maximo e Nunes ([I4]), Nunes
([16]), e por Barros, Batista e Baltazar (]I]), podem ser considerados no contexto de um
conjunto de dados iniciais tempo-simétrico para as equacgoes de Einstein-Maxwell, quando
A=1 A=—1e A= -3, respectivamente.

Nesta dissertacao, consideraremos (M3, g, E) um conjunto de dados iniciais tempo-
simétrico para as equagoes de Einstein-Maxwell, satisfazendo a condi¢ao de energia domi-
nante R > 2|E >+ 2A e densidade de carga igual a zero (divE = 0), e sendo £ C M uma
superficie dois lados, minima, fechada, estritamente estavel e que maximiza localmente a

massa de Hawking carregada provaremos os seguintes resultados:

Teorema 1. Seja (M3, g, E) um conjunto de dados iniciais maximal satisfazendo a condigdo
de energia dominante, ou seja, R > 2|E|* 4+ 2A, aqui E € X(M) € tal que divE = 0. Seja
Y — M wuma superficie mergulhada em M fechada, dois lados, estritamente estdvel,
minima e que maximiza localmente a massa de Hawking carregada. Entao

16m*Q(X)?

A+ A
(AL +A)Z+ 7

= 2mx(Z),
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aqui Ay € o primeiro autovalor do operador de Jacobi. Além disso se A = —3 entdao uma

das condi¢oes sao satisfeitas:

. , , 1

1. Se L € uma 2-esfera, entio X tem curvatura Gaussiana constante igual a — e uma
a

vizinhanca de £ em M € isométrica ao espaco Anti-de Sitter Reissner-Nordstrom

((—e, €) x S%, (gm,q,A)) para algum € > 0.

1
2. Se L tem género g(X) > 2, entdo L tem curvatura Gaussiana constante igual a —2
e existe uma vizinhanca de Z em M que € isométrica a ((—e, €) X f,ﬁ) para algum

€ >0, aqui gq € uma métrica de curvatura Gaussiana constante igual a —1.

3. Se L tem género um, entdo L tem curvatura Gaussiana constante igual a zero e
existe uma vizinhanga de & em M que € isométrica a ((—e,€) x X, g/) para algum

€ >0, aqui gl € uma métrica flat em M.

Teorema 2. Seja (M3, g, E) um conjunto de dados iniciais mazimal que satisfaz a condigdo
de energia dominante, ou seja, R > 2|E|> — 6, aqui E € X(M) € tal que divE = 0. Seja
uma superficie mergulhada em M, fechada, dois lados que localmente é minimizante de
drea, entao L satisfaz

16m2Q(X)?

31z —
Z]

> dn(g(£) — 1),
Além disso, se vale a igualdade uma das condi¢oes sao satisfeitas:

1. Se X tém género g(X) > 2, entao tem curvatura de Gauss constante Ky = [E[* —3

e existe uma vizinhanca de ¥ em M isométrica a ((—8,8) x L, dt? + gx).

2. Se L tém género igual a um, entdo L tem curvatura de Gauss constante Ky =0 e
existe uma vizinhanca de & em M isométrica a ((—8,8) x T?,dt> + gx), aqui gz €

uma métrica plana em T2.

3. Se L tem género zero, entio L tem curvatura de Gauss constante Ky = |E[> —3 e

existe uma vizinhanca de ¥ em M isométrica a ((—6,8) x S?, dt*> + gx).



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo apresentaremos as defini¢oes, propriedades e resultados que serao utili-
zados para provarmos os principais resultados deste trabalho. Sera feita a demonstragao
da maioria dos resultados apresentados, contudo, se a demonstragao for muito técnica e
fugir ao escopo do trabalho, serd indicado apenas as referéncias utilizadas. Para a leitura
e compreensao do texto, o leitor deve estar familiarizado com alguns conceitos de geome-
tria, tais como variedades diferenciaveis, variedades Riemannianas, conexao Riemanniana,

hipersuperficie, Curvatura Média, Teorema de Gauss-Bonnet, entre outros.

1.1 Imersoes Isométricas

Nesta secao vamos trazer alguns conceitos que darao suporte ao objetivo deste traba-

lho. Inicialmente, vamos definir o que vem a ser uma imersao.

Definicao 2. Sejam M™ uma variedade diferencidvel de dimensio m e N* uma variedade
Riemanniana de dimensao igual a k =m+n . Uma aplicagao diferencidvel @ : M — N
¢ uma 1mersao se dey, @ T,M — Ty )N € injetiva para todo p € M. O nimero n é

denominado a codimensao da imersao.

Definicao 3. Se a codimensdo da imersao isométrica é 1, ou seja, @ : M™ — N™1,

dizemos que @ (M) C N é uma hipersuperficie.

A métrica Riemanniana de N, denotada por (, ), induz de maneira natural uma

métrica Riemanniana em M do seguinte modo: se p € M e vy, vy € T,M, definemos

<V1,V2>p = <d(pp(v1)7 d(pp (V2)>q)(p) :
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Nesta situacao, ¢ passa a ser uma imersao isométrica de M em N.

As relacoes entre as métricas Riemannianas de M e N se exprimem por meio da
segunda forma fundamental, que definiremos a seguir. Sendo ¢ uma imersao, para cada
p € M, existe uma vizinhanga U C M de p tal que @(U) C N é uma subvariedade de N.

Além disso, o produto interno em T, N decompoe T, N na soma direta
T,N=T,M& (T,M)", (1.1)

onde (T]DM)l ¢ o complemento ortogonal de T,M em T,N. Desse modo, se v € T,N,

P € M, escrevemos
v=vl VN VT e T, M, wN e (TpM)L,

tal que v' e VN sdao denominadas a componente tangencial e a componente normal de v,
respectivamente.
Indicaremos a conexao Riemanniana de N por V. Sendo X e Y campos vetoriais locais

em M, e X,Y extensoes locais de X e Y a uma vizinhanca de N, definimos

VxY = (vva',

de modo que esta é a conexao Riemanniana relativa a métrica induzida de M. Para
definirmos a segunda forma fundamental de @ : M — N temos a seguinte definicao: se

X, Y sao campos locais em M,
B(X,Y) = VxY — VxY

é um campo local em M normal a M.

Assim, vale o seguinte resultado.

Observacao 1. Indicaremos por X(U)*+ os campos diferencidveis em U de vetores nor-

mais a @(U) ~ U.
Proposicao 1. Se X, Y € X(U), a aplicacio B : X(U) x X(U) — X(W)* dada por
B(X,Y) = VY — VxY

€ bilinear e simétrica.
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Demonstragao. Veja [9].

Exprimindo B em um sistema de coordenadas e sabendo que ela é linear, concluimos
que o valor de B(x,y) = B(X,Y)(p) depende apenas de x = X(p) e y = Y(p). Assim,
podemos definir a segunda forma fundamental. Dado p € M e n € (T,M)=, a aplicacio

Hy : ToM x T,M — R dada por

Hy(x,y) = (B(x,y),n), x,yeT,M,

é, pela Proposicao 1) uma forma bilinear simétrica.

Definicao 4. A forma quadrdtica 11, definida em T,M por
Hn (X) = Hn (X7X)7
¢ denominada a sequnda forma fundamental de @ em p sequndo o vetor normal 1.

O termo sequnda forma fundamental também pode ser usado para se referir a aplicagao
B. Associa-se uma aplicacao linear auto-adjunta S, : T,M — T,M, por vezes também

denominada sequnda forma fundamental, a aplicagao bilinear H,, onde S,, é dada por

(Sn(x),y) = Hy(x,y) = (B(x,y),m).

Assim, a partir de

= (VxY,N)(p) = (Y, VxN)(p)

obtemos

A decomposicao do espaco tangente T,N conforme visto na equacao (1.1 varia dife-
renciavelmente com p, o que significa que localmente a parte do fibrado tangente TM que
se projeta sobre M se decompoe em um fibrado tangente TM e em um fibrado normal
TML. E como se a geometria da imersao decompusesse a geometria da variedade ambiente
em “duas geometrias”: a geometria do fibrado tangente e a geometria do fibrado normal,
sendo possivel relacionar essas “duas geometrias” através da sequnda forma fundamental,

por meio da seguinte equacao classica abaixo.
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Proposicao 2. (Equacdo de Gauss) Se @ : M — N é uma imersdo isométrica e X, Y,

Z, TeX(M), entdio
Demonstracio. Observe que VxY = VxY + B(X,Y). Como

R(X,Y)Z = VyVxZ - VXxVyZ +VixvZ
=Vy(VxZ+B(X,Z2)) —Vx(VyZ+B(Y,Z))
+ V[x,y]z + B([X, Y], Z),

temos

R(X,Y)Z =R(X,Y)Z+B(Y,VxZ) + VyB(X,Z) — Sgx.2)Y
—B(X,VyZ) — VxB(Y, Z) + Sg(v.z)X + B([X, Y], Z). (1.2)

Tomando o produto interno de ([1.2)) com T, os termos normais se anulam, e obteremos

finalmente

R(X,Y)Z,T) = (R(X,Y)Z,T) — (Sex.2)Y, T) + (Sp(v.2)X, T)
= (RIX,Y)Z,T) = (B(Y, T), B(X, Z)) + (B(X, T), B(Y, Z)),

que é a equacao de Gauss. O

Corolario 1. Seja M™ C N™*! wma hipersuperficie mergulhada em uma variedade Ri-
emanniana N. Sendo R a curvatura escalar de M, H a curvatura Média de M, 11, a
sequnda forma fundamental de M, R a curvatura escalar de N e Ric o tensor de Ricci de
N, entao

R =R+ 2Ric(v,v) —n?H? +|IL, %,

onde v € um campo normal unitdrio a M.

Demonstragao. Seja {Ei, Es,...,Eny1 = v} base ortonormal do T,N com v normal a M,
tal que Sy (E;) = A; - E;. Por definicao, temos

n+1
Ric(X,Y) = > R(E;X,Y,Ey).

i=1
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Assim,
n+1 n

R=) Ric(E;,E) Z c(Ej, Ej) + Ric(v,v)
i=1 i=1

=Y > R(E,Ej,E, Eq) + Ric(v,v)
:ZZE(Ei,Ej,E]’,E Z v, E, E5,v) + Ric(v,v)

=) R(Ei, ), Eq) + 2Ric(v, V)

=Y R(Ey,Ej B, ) — ) (I(E, Eo), I(E;, E)) + D [TI(Eq, Ej)P* 4 2Ric(v, v),
ij=1 ij=1 ij=1
como II(E;, Ej) = 0 para i # j, obtemos portanto
R=R+2Ric(v,v) — ) A\
i,j=1

2 n
DA D) A
i=1 i=1

= R+ 2Ric(v,v) — H? + |1, |~

=R+ 2Ric(v,v) —

m
Em particular, para o caso de uma hipersuperficie M? — N3, existe uma relacao
direta entre a curvatura escalar e a curvatura Gaussiana de M dada por R = 2 K. Desse

modo, a equacao pode ser reescrita da seguinte forma,
R = 2K + 2Ric(v,v) — HZ + II |~

A equacao de Gauss tem sua importancia ao considerar espacos ambientes que possuem
curvatura seccional constante, pois neles ela desempenha um papel semelhante aos das

equacoes de compatibilidade na teoria local das superficies.

1.2 Conjunto de dados iniciais
Iniciaremos esta segao apresentando algumas defini¢coes que servirao de base para o
conceito de variedade Lorentziana.

Definicao 5. Um tensor métrico g em uma variedade diferencidvel M € um (0, 2)-campo

tensorial simétrico nao degenerado em M de indice constante.
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Em outras palavras, g € I'Y(M) atribui de forma diferencidvel a cada ponto p de M

um produto escalar g, no espaco tangente T, M, e o indice de g é o mesmo para todo p.

Definicao 6. Uma variedade semi-Riemanniana € uma variedade diferenciavel M munida

com um tensor métrico g.

Mais precisamente, uma variedade semi-Riemanniana é um par ordenado (M, g).
Aqui, vale ressaltar que dois tensores métricos diferentes na mesma variedade consti-
tuem variedades semi-Riemannianas diferentes. No entanto, geralmente denotamos uma
variedade semi-Riemanniana pelo nome de sua variedade diferenciavel M.

O valor comum 1 do indice g, em uma variedade semi-Riemanniana M, é chamado
de indice de M: 0 <1< n=dim M. Sei=0, M é uma variedade Riemanniana; cada
g é entao um produto interno (definido positivo) em T,M. Sei=1en > 2, M é uma
variedade Lorentziana (veja [I7]). As variedades semi-riemannianas sao frequentemente
chamadas de variedades pseudo-riemannianas. Em nosso contexto, vale destacarmos a

seguinte defini¢ao:
Definicao 7. Um vetor tangente v.em M é chamado

tipo-espago se (v,v)>0 ou v=0,
nulo se (v,v)=0 e v#0,

tipo-tempo se (v,v) <0.

Essa terminologia deriva da teoria da relatividade e, particularmente no caso de Lo-
rentz, vetores nulos também sao chamados de tipo-luz. No contexto de hipersuperficies,
uma imersao @ : L™ — M™T! de uma variedade diferencidvel, conexa e n-dimensional
2 é dita uma hipersuperficie tipo-espaco se a métrica induzida em X pela imersao ¢ for
Riemanniana.

Seja (L*,y) uma variedade Lorentziana de dimensao 4, uma 2-forma F em L e R, a
curvatura escalar de L. As equagoes de Einstein-Maxwell, com constante cosmolégica
A € R para a tripla (L*,v, F) é expressa pelo seguinte sistema

R
Ric, — %y + Ay =8nT¢ (1.3)

dF=0;  div,F=0, (1.4)
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onde T denota o tensor energia-momento do campo eletromagnético

1 1,
T}::Z1 (FOF_Z|F|VY’)

com (FoF)y g = v* FauFpv. As solugoes de e sao chamadas de espaco-tempo
eletrovdacuo. O tensor eletromagnético F admite uma decomposigao tinica em termos do
campo elétrico E e do campo magnético B, para mais detalhes, veja [10].

Um conjunto de dados iniciais (M3, g, K, E, i, ]) para as equacoes de Einstein-Maxwell
com campo magnético nulo é uma hipersuperficie tipo-espaco de (L*,y) com a métrica
Riemanniana induzida g, curvatura escalar R, um campo vetorial E € X(M) e segunda

forma fundamental K satisfazendo as equacoes de restricao de Einstein-Maxwel

16mp = R+ (trk)? — 2A — |K[2 — 2/E)*%;

8] = div(k — (trK)g),

onde p e J sao as densidade de energia e momento dos campos nao-eletromagnéticos.
Dizemos que um conjunto de dados iniciais é tempo-simétrico se K = 0 e maximal se

trK =0.

Definicao 8. O conjunto de dados iniciais tempo-simétrico (M, g, K, E, u, J) satisfaz:

1. A condicgao de energia dominante (DEC) carregada para os campos nao-eletromagnéticos

se
T(‘\/7 V) > 07
para todo vetor tipo-tempo v na direcao futuro;

2. As equagoes de vinculo de Einstein-Mazwell sem matéria carregada, se divE = 0

em M.

Defini¢ao 9. Se £2 C M? ¢ uma superficie mergulhada orientada, fechada, definimos a

carga Q(X) relativa a E como

1

Q(X) = E_[JZ<E,V>(10', (1.5)

onde v € um campo vetorial normal unitario em X.
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No que segue, apresentaremos dois exemplos de conjuntos de dados iniciais para as
equagoes de Einstein-Maxwell: Reissner-Nordstrom-de Sitter (RNdS) e Reissner-Nordstrom-
Anti-de Sitter (RNAAS).

Considere m, Q, A € R constantes tais que a equagao

A, 2m  Q?
Pm,QA(T) =l=3r -tz =0

tem solugoes positivas, e seja sg a maior delas. Definimos a variedade 3-dimensional

A-Reissner-Nordstrom por (sg, 00) x S? com a métrica

dr?

+ T'2 S2,
pm,Q,/\(T) J

gm,Q,/\ -

onde gs> denota a métrica da esfera S, e a denotamos por (M. g A; Gm,0.A). O campo

elétrico é o campo vetorial suave E € I'(TMy, g A) dado por

QvPm,n(r)

E= "

Or,

de modo que os parametros m, Q, A sdo a massa, a carga (elétrica) e a constante
cosmologica, respectivamente. As propriedades abaixo sao bem conhecidas e serao ve-

rificadas por meio de calculos diretos:
e € ¢ livre de divergente, isto é, divE =0 em (M 0 A 9m,Q.A);

Na proxima secao, definiremos o divergente de um campo vetorial diferenciavel em M e

em seguida provaremos esta propriedade.

e A curvatura escalar de (M g,A, gm,0,A) ¢ dada por

R = 2[E| 2A.

2
9m,Q,A +

Com efeito, sendo a métrica gm g, da forma

dr?

———— +1°gge,
Pm,Q,/\(T) v

Im,QA =

a curvatura escalar é dada por
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Assim, decorre que

A 2m Q2
m =1—— 2 —
2A  2m 2Q?

I __

Multiplicando por 12, obtemos

2
P phoalt) =—"-1P 4 2m— ==

derivando novamente segue que,

2
(2 Pmon) = —2A1% + Q

substituindo na férmula da curvatura escalar, a primeira parcela pode ser reescrita como
2 2 2Q? 4Q2
—=(*plon) :_r_< 2Ar% + )—4/\—

T 4’

e a segunda parcela como,

A, 2m Q2 2 4m 2Q?
=+ =
3 T3 T4

2 2
T—Q(l—Pm,Q,/\) -2 gf t——=

T T2

Somando as parcelas, considerando que a variedade é solucao das equacoes de restricao

de Einstein-Maxwell e simplificando os termos obtemos,

2 2
R=2A+— Q
Como E é definido por
E— Q pméQ,/\( )ar’
T
entao
Q2
’E‘Qm QA T._47
portanto,
R=2[E} _ +2A.

Defini¢ao 10. Se A > 0, entio (Mm oA, 9m,Q,A) € chamada Reissner-Nordstrom-de
Sitter (RNdS). Se A <0, entdo (Mm,Q.A; 9m,Q,A) € chamada Reissner-Nordstrom-Anti-
de Sitter (RNAdS).
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Neste trabalho, estamos interessados particularmente na variedade RNAdS. Por uma
mudanga de variavel (veja [6] e [20]) a métrica da variedade RNAdS pode ser reescrita

CcOo1mo

gm.o.A = ds® +u(s)’gs.

Por uma reflexao da métrica gm g A, definimos uma métrica periédica, completa e
rotacionalmente simétrica em R x S? com constante cosmolégica A, curvatura escalar
R = 2|E|? + 2A e carga Q(r x S?) = Q para cada v € R (veja [I]). Além disso, a fungao u
satisfaz a seguinte equacao diferencial nao-linear de segunda ordem

w1 [(1—u/(s)? 1 Au(s)t+ Q2
u(s)—E( u(s) > 2( u(s)3 )

1.3 Teorema da Divergéncia

Nesta secao, nosso propoésito € apresentarmos um teorema de grande importancia para

a prova dos resultados deste estudo. Para isso, convém introduzirmos a seguinte defini¢ao:

Definigao 11. Seja X um campo vetorial diferencidvel em M. A divergéncia de X € a

funcao diferencidvel div X : M — R definida por

(divX)(p) =tr A=) (A(ei),e),

i=1
onde tr denota o traco do operador linear A : T,M — T,M definido por A(v) = V,X,

para todo v € T,M, e {ei, e, ...,en} € uma base ortonormal de p.

Considere M orientada, dM o elemento de volume e seja £!(M) o espaco das funcoes
integraveis a Lebesgue sobre M. Sendo w uma (n —1)-forma suave definida sobre M por
w = ix(dM), onde ix(dM) denota a contracdo da n-forma dM na direcao do campo
vetorial X. Afirmamos que dw = (divX)dM.

Com efeito, seja p € M um ponto fixo e {ey,...,en} um referencial ortonormal e
geodésico em p. Neste referencial, podemos escrever X = > I fie;, onde f; = (X, e;).
Sejam wi,1 = 1,...,n, formas diferenciais de grau 1 definidas em uma vizinhanca de p
por wi(ej) = &;5. Um célculo simples e direto nos permite verificar que o elemento de

volume de M ¢é escrito como segue

dw=w; A N wny.
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Fazendo 0; = wy A -+ - A @i /A -+ A wy, podemos escrever

ix(dM) = ) (~1)""'f;0;, (1.6)
i=1
tomando a derivada em ({1.6]), segue que
dw = d(ix(dM)) = Y (1) dfi A+ Y (—1)" i Ads. (1.7)
i=1 i=1

Sendo {e, ..., en} uma base de T, M, decorre que {wy, ..., Wy } é uma base para o espaco

das 1-formas, entao
df; = Z dfi(ej)w]—.
j=1
Por outro lado, como w; /A w; = 0, obtemos
(—1)i+1df1 YA\ éi = (—1)i+1 <Z dfi(ej) (,Uj> AN w1 VANRERWAN (bi VANRERWAN Wn
j=1
= (—1)i+1dfi(€i) wy A\ w1 VANRERWAN (Di VANRERWAN Wn
:dfl(el)wl/\/\wl/\/\wn (18)
Desde que dfi(e;) = ei(f;), de (1.8]) vem
(—1)¥dfy AB; = ei(f;) AM. (1.9)
Logo das igualdades ((1.7]) e (1.9)), temos
dw = d(ix(dM)) = (Z ei(f1)> dM + ) (=)' A d;.
i=1 i=1
Sendo o referencial geodésico, quando avaliamos em p, temos que dO; = 0, pois
dwy (e, ) = ejwi(e;) — ejwyi(ei) — wi(lei, )
= wk(vele] - vej el)?

e além diSSO, €i(f1) = €i<X, €i> = <Ve.lX, €1>.
Logo,

dw(p) = d(ix(dM))(p) = (Z Ve X, ej> (p) dM = div X(p) dM.
j

Como o ponto p foi escolhido arbitrariamente, concluimos nossa afirmacao.
A partir disso, estabelecemos a seguir uma versao alternativa do teorema da di-

vergéncia para as variedades em estudo.
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Teorema 3. (Divergéncia) Se M ¢é uma variedade Riemanniana de dimensao n, com-

pacta sem bordo, orientada, e X € X(M), entdo
J divXdM = 0.
M

Demonstracao. Esse teorema é consequéncia imediata da afirmacao anterior detalhada a
partir da proposi¢ao 1 em [5] e do Teorema 2.1 encontrado em [I3].

Provemos conforme apresentado na secao anterior, que o campo elétrico E é livre de
divergente. Com efeito, o campo vetorial E é da forma

QvPm,A(r)

E= 5

Or.

O divergente de um campo vetorial X em coordenadas locais é dado por

divX = L@ai (\/@ i) .

Como a métrica é bloco diagonal,

c 0
g = )
0 TQQS?
onde c = ——— temos
pm,Q,A(r)
det g = c1*det(gs2),
logo,

gl = Ver?y/det(gse).

O campo E possui apenas componente radial:

Q 0
E" = E°=0 E® =0
Jer? ’ ’

portanto,

divE = \/_ <\/EE>

Substituindo 4/|g| e ET,

Vigle" = (verv/aios) (2;)

= Qv/det(gs2).
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Como essa expressao independe de 1, segue que

3+ (v/IglE") =0,

logo,
divk = 0.



Capitulo 2

Resultados Auxiliares

Ao longo deste capitulo, introduzimos alguns resultados necessarios para a prova
dos teoremas principais. Tendo isso em vista, faz se necessario definir conceitos prévios

3. g) uma superficie orientdvel

existentes na demonstracao dos teoremas. Seja £? C (M
com um campo normal unitério v, o operador de Jacobi L : C*(Z) — C*(XZ) da superficie

2 é definido por
L(d) = As(d) + (Ric(v,v) + AP) o,

onde Ay é o Laplaciano de £ com a métrica induzida, A = S, é a segunda forma funda-
mental de X e Ric é a curvatura de Ricci de M. Considere a forma quadratica J, associada
ao operador de Jacobi, definida por J(¢p) = — [, dLbdo.

Uma superficie mergulhada é dita estdvel se, e somente se, J(d) > 0, para todo
¢ € C*®(X), neste caso o primeiro autovalor de L satisfaz A;(L) > 0. Se A(L) > 0
dizemos que a superficie é estritamente estavel. Desde que A;(L) é o primeiro autovalor

de L, vale J(d) = M (L) [, ¢*do, donde obtemos
Al(L)J $° dcr+J (Ric(v,v) +|AP)$* do < J IV do, Vd € C=(X).
b b b
Observacao 2. A desigualdade acima é chamada desigualdade de estabilidade.

Para finalizar esta secao, apresentaremos o conceito de variagao normal de uma su-
perficie, que sera fundamental para obtermos a primeira e segunda variacao da massa de
Hawking carregada.

Seja f: (—e,e) x  — M é uma aplicacao suave, onde ¢ > 0 pode ser escolhido de

modo que:

18
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o fi =1(t,"): X — M é uma imersao para cada t € (—¢, ¢);

e f(0,x) = x para cada x € L;

. ;(O,x) = ¢ (x)v(x) para cada x € X, aqui ¢ € C®(X),

onde v é um campo vetorial normal unitario ao longo de X. Se X; = {f(t,x);x € L}, entao

{Zthte(—e.e) € denominada uma variacao normal suave de L.

2.1 Variacoes da Massa de Hawking Carregada

Nesta secao faremos o calculo das variagoes da massa de Hawking carregada, que
servirao como base para a prova de alguns resultados importantes. A massa de Haw-
king carregada foi definida na introducao deste trabalho, mas por questao de completude

apresentamos a definicao abaixo novamente.

Definicao 12. Seja (M, g) uma variedade riemanniana tridimensional com curvatura
escalar R e uma superficie bidimensional fechada £ C M, a massa de Hawking carregada
¢ definida como

_IZp (x(E) | 4mQ(E)* 1 (2 g) )
mCH(Z)_(167'[)%( 5 + |Z| 167‘[4[): H +3C do ,

1

onde E € X(M),Q(X) = E{J (E,v)ydo € a carga elétrica total contida em L, v é um
b

campo vetorial normal unitario em X, xX(X) € a caracteristica de Euler de X, H ¢ a

curvatura média de £ e { = inf(R — 2|E]?).

Seja {X{} uma variacao normal suave de X e v; o vetor normal unitério ao longo de X,
vamos considerar ao longo deste trabalho a densidade da carga nula, ou seja, divE = 0.
Sendo Q; a regiao compreendida entre L; e £y = X, pelo Teorema da Divergéncia, segue

que

0= J divEdM
Qy

= J (E,vy) doy —J (E,vo) do

has P
=4m(Q(Z¢) — Q(Xo)),

donde obtemos que Q(Z;) = Q(X) para toda variacao normal £, de X.
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Dentre as formulas gerais relacionadas as variacoes normais de hipersuperficies, des-

tacamos a primeira e a segunda variacao de area.

Lema 1. Seja{Zi} uma variacao normal suave de L, e X(x) =

ot
e a sequnda variagao de drea sao dadas, respectivamente, por

) d |2 J Hddo
a) — =— .

at ", s

d2
b) —|Zt| = J (—d)l_d) + H2¢2 + diV):vXX)dO'.

dt? =0 5

Demonstragao: Veja [12].

Desse modo, podemos calcular as variagoes da Massa de Hawking carregada.

(0,x), entdo a primeira

Lema 2. (Primeira varia¢cao da massa de Hawking carregada) Para cada fun¢ao

b € C>®(X), temos:

1

L - 27’ [ oA Hdo + 2 J(Z/\—R)Hd)da
dt UYL T em)E e T (167) Js
DA ( 87T(9(Z)—1))
oKy + I T g do
o7 ) 20 b ¢
baEE (327[2Q(Z) 9 1J 2 >
M AR+ —— | H2do ) Ho do.
aomt e e AT g ¢

Demonstracao. Considere
|Zt|% X(Z) | 4mQ(X,)? 1 J 9, 2
) = — Hi+-C)d
mCH( t) (167‘[)% 2 + |Zt| 167-[ 5, t+ 3C O-t

e sabendo que %(dct) = —H;¢$do; obtemos

amen( = B g (MR RS T (1 2) e
b ooty (4 QIR —anQUE MmN I )
o (L (2 50) 0
~Stamr ) Mo (G2 =T, (e 5e) o)
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Hedy th)

’Ztﬁ < d 2 —1 2 —QJ
+ = [ 4m—Q(X¢)7|Z +4mQ (X)X
ot (1 QEJIEI + 4mQ(EIE

.|z 2
B (26;;% (L 9HH! do, —L (Hf n 55) H,d, dot)

.|z Ay (Z .2 —32m20Q(Z,)?
’ t| J X( t) H, b, do, + | t| J Q( t) H, b, do,
Zt zt

= (02
(167)2 |Z4] (16m)2 |22

I 1 U H? do +2cJ do” H.¢; do
(167T)%2|Zt| 5, T3 5, ¢ 5, e

_1 1
112 2 Tz AT Q(£4)?
(' ‘") dorEozs 24| J M Q" 4, o,
2 Jsg,

Iy

4\16m) dt (167) |Z¢[?
|22
— . 2b:As Hi do
(167'[)% Js, (bt PR t
|22

H. (2Ric(vy, vi) + 21A ) b do
(167'E)%dzt t( (t t) | t|)¢t t

1z [ , 2
H — H d
(16m)2 Js, ¥ 30) bedon

para obtencao das igualdades acima foram usados as equacoes abaixo

Hé = AZtcbt + Ric(ve, vi) by + |At|2¢t

d

E(dct) = — ¢H(doy
J d)tAZthdo—t:J HtAth)tht-
b b

Da equacao de Gauss obtemos que

2Ric(ve,ve) +2|APP = R—2Kg, + H? +|A

substituindo na expressao anterior e organizando os termos temos

%mCH(zt) —+ ('f;'{) Lt _4T§t(|zt)Ht¢t do, + ('é;'t) Lt _327‘;32(&)2Ht¢t doy
et (L, (. zmrtas:) oo« [ Sroonan)
+i (%) %Q(ztf + (léi) Lt 64”|2§|(22‘)2Ht¢t do,
_ (21|;:;|)3 Lt $As H doy — ('121)3 L He(Ry — 2K¢ + H? + A *) by doy

=2 2
L= ‘L H%+§c H. ¢ doy.
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Sabendo que x(X;) = 2(1 — g(X¢)), segue que

(’1267‘0 [, (2e 14 g | wiao. ) Hiduae,
B[ g,
Avaliando em t = 0 obtemos o resultado desejado. O

Para o célculo da segunda variagao, consideramos X ponto critico da massa de Hawking
carregada e prosseguiremos conforme a Proposicao 4 de [2] e a Proposicao 2 de [I]. Para
isso, considere o operador de Jacobi de ; dado por Ly, = Ay, +Ric(vy, vi)+|Ag,[?, onde

Ay, é o laplaciano de Z{ na métrica induzida e Ay, = Sy, a segunda forma fundamental

t

de X com respeito a vy.

Lema 3. (Segunda variag¢do da massa de Hawking carregada) Se ¥ C M € ponto

critico da massa de Hawking carregada, entao

(21||6£7'l|) L(L‘b)z do+ (ﬂ) L <H2 + %A) (0L — H2¢?) do
+ % L H*bLd do + (@1;3 1287Hrj:Cﬁg(Z)2 <L Ho d0>2
(!627!) (O REE | tote - 4% a0
- (!627!)13 L <H2 + g/\> (2HL'(0) + div(VxX)) ¢ do.
onde X(x) = (0%,

Demonstracao. Pelo Lema |2, a primeira variacao da massa de Hawking carregada ¢ dada

por
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d 122 J d X(Z) | AmQ(Z)? 1 J 2, 2
— T )=+=- —(d — H2+2¢)d
armen(z) +2(16n)% L, at o\ T || 167 |y, ¢t 30 ) do

|Zt|% d 1 2|y |—2 i )
toy (g QUEE ! —amQUE P ? | fhiday

|2 / 9 d
~ o (JZtZHthth+JZt (H + c) (th)).

Derivando essa expressao, segue que

Njw

i ([ o) (45755 - e ], (4 5e) o)
(L o) (5] (30

o], giteon [m g QE0AE T —anQUr eS| fitany

— %{ <L 2HH! do, + Lt (H% + gc) i(dct))}

1|22 d ) J d pa: d ) J d
- An—Q(Z —(doy) — Ar—Q(Z —(d
T et M Q") | gldod = et (ge QR ) | gglded)
5
2

N
%
M

o
S

+5 (Eﬂ)é (L %(d"”f 4T[(|2)2(|):)2 - 2(|126|rc)§% (4“%(2(2‘)2) L il
- ('ff)';i 1mQ(5)? L & (aodo

—%(Eﬂ; JZ %(dm) <L 2HH’dG+L (H2 + = C) c(lit( o ))

_ (i;‘t) <2 JZ(H’)Q do+2 L HH” do — 4L HH Hd dc)

d2
o, (4 50) gutaen
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Usando as seguintes equagoes

Hé = AZt(bt + Ric(ve, vi)de + |At|2d)t

P(dot) = [~¢Ld + H*$* + divs (VxX)] do,
t=0
i(da )] =-—¢Hdo
at U, ’

e avaliando em t = 0 obtemos

Lz T(x(D) | 4mQ(r)* 1 ( : 2) >
4 (16m)2 (sz)HdG) < > T g 167[L Hrge)do

1 |z~ . 2.9 iv X(}:) 47TQ(Z)2
216w L( OLe +He"+d Z(VXX))d“>( > Ty

1 )
e, (1 5¢) a0)

J dHdo [zm iQ_(zt)2 |Z|1+47tQ(Z)2|Z!2J dHdo
z z

dt

t=0

(167
1 s 2
- Ton ( Z2HL<|>do—L <H +§C> H¢d6)]

=] -2 ( a2 )
Hdo + 4 —Q(X
t_o) Ld’ (16m) \  dt? (=)

t_0> L ¢Hdo

1 |Z]-2 d )
T2 (16m)} (47( EQ(Z‘L)

;(lfes';)% I "’Hd°>2 47[%):)2 i Z(Ea";)i (4” G t_o) J, omas
— ('126'; 4nQ(z)? L (=L + H2P? + divy (VxX)) do
+ % ('12';) Jz dHdo (L 2HLe do — L <H2 + %C) oH do)
— (1|627|j)% (2 Jz(hp)2 do+ 2 L HL'(0)¢ do — 4 L dH’L dG)

+ J (H2 + ;C) (—dLdp + H*p* + divs (VxX)) do. (2.1)
pu
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Sendo X ponto critico da massa de Hawking carregada, temos
1 2
J (H2+—c> dG)J H¢ do
b 3 b

11z (X(z) L AmQ(E)?
2 2] (16m)5 \ 2 1| 167
N IZ!%I (ﬂi (Z,)2 |Z|_1+47IQ(Z)2|Z|_2J He dG)
(167)2 dt t=0 .
b (J J ( ), 2 ) )
——— (| 2HLpdo—| (H*+Z¢)Hpdo) =0,
1607 Uy ¢ £ 1)1
de modo que
d2
1 a(z) |Z|1+4nq(z)2|2|2” ¢Hdo
t=0 =

(1670)2 mcg(z) Jz Ho do + 167 [471

DR
J 2HL dG—J (H2 + 2 (:) Hdé do.
z z 3

Assim, substituindo esta igualdade na equacao (2.1), segue que

(

2
%mCH(Zt) - =
_ 1mcpn(3) 1 men(Z) s
1P (Ld)Hd) 3 g L(—d>Ld>+Hd> +divs (VxX)) do
1|53 (1671)3
=3 ttgm7 ([, #1190) gy men(e [ o ao
CLEE Ay ) O )
2 (16m)% (4” at J omao 7\ ae | J oriae
3 |z 3 2 , 1z 2 ( d ) >
3 et (L ¢Hd6) 4mQ(2)” + 160} 8m Q) . L dH do
(—dLd + H*p? + divy (VxX)) do.
=Q(2)
O

-3
|
(16m) b
Pelo Teorema da Divergéncia obtemos que fz divs (VxX)do = 0, e sendo Q(Z)

concluimos o resultado desejado.

2.2 Resultados de Estabilidade

Inicialmente, provaremos um resultado que classifica os pontos criticos da massa de

Hawking carregada.
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Teorema 4. Se (M3, g) é uma variedade Riemanniana com curvatura escalar satisfazendo
R > 2|E[242A, aqui E € X(M) € tal que divE = 0. Suponha que L — M é uma superficie

fechada, dois lados, com curvatura média nao negativa que € ponto critico para a massa

de Hawking carregada, entao
e ao longo de X,

1. ou ¥ é minima;
2mx (X)
1z

2. ou X é umbilica, sua curvatura Gaussiana satisfaz Ky =
R = 2|E|? + 2A € constante. Além disso, se v é um campo normal unitdirio em X,

entao B e v sao linearmente dependentes.

Demonstracao. Considere a primeira variagao da massa de Hawking carregada dada no
Am(g(X) —1)

Lema [2, assim podemos reescrevé-la da seguinte maneira
1
2|22

%mCH( o o _(i;i) L ArHedo— (167)3 L {R ; Sk - 1z
—16”TZQ|2(Z)2 + V;'Q + 4|1Z| L szdD] Hd)dO"F}l <%t)% %Q(LV
_ _(igl) L(AZH + 2(£)H) ¢ do + 411 (%{)_% %Q(Zt)Z o
(R—C)+l (2|A|2—ij H? dc). (2.2)
4 2] Js

—4m(g(X) —1) 16m2Q(x)? 1

A == e g
L

H*, segue que

Desde que R > 2|E2 +2A e A2 > =
1
S(R—=Q) =[EP e J (2!A!2 — —J H2do) do > 0.
b 2] Js

2
Assim, com essas condicoes e usando o Teorema de Gauss-Bonnet, tem-se
16m2q(X)?
q(z)”

[ Ang(D 1), )
L Zz)do = L S L Kxdo L i
1 B 1 o L[
T3 L(R ¢Jdo+g L (2|A| =] L " da) 4
> —An(g(X) — 1) —2mx(X) — % + L [E|? do

1672q(X)?
__16mq() +J 12 do.
|Z| T

t=0



27

Capitulo 2. Resultados Auxiliares

Utilizando a desigualdade de Holder segue que
2 2
< (], e viaw) <1z | rerao,
b b

L (E,v)do

16mQ(X)?

e considerando a carga QQ definida em (|1.5)) temos
[Edo >
J r Z]

logo
J Z(X)do > 0,
ba

e a igualdade ocorre se, somente se, E e v sao linearmente dependentes. Além disso, como

por hipotese X é ponto critico da massa de Hawking carregada, segue que

_ 2 J(AZH+Z(Z)H)¢dG:O,
>

(167)3

isto é,

J (AsH + 2(Z)H) ¢ do = 0.
by

Como a curvatura média é nao negativa, pelo Principio do Maximo segue que H = 0
(2.3)

ou H > 0. Se H =0, concluimos o item 1, agora suponha que £ nao é minima, assim

1
—AsH+Z(X) =0.
HoL +Z(X)

Pela Regra de Leibniz dada por divs(fX) = (Vsf, X) 4+ f divg(X) em [7], onde X €

1
+ —di\)}:(VzH),

X(X) e f funcao real, fazendo f = e X = VsH, segue que
H

. 1 1
dl\)z (ﬁV}:H) = <Vzﬁ,V2H>

H2

mas como AyH = divs (VsH), obtemos
di 1VH—V1VH—I—1AH
Vs H b3 = ZH, z H b3

= ! VsH,VsH ) + 1A H
vt Ve Hos

Pelo Teorema da Divergéncia concluimos que

1
J —(VH,VH)do =0,
b

1
—AHdo —
L Ho O



Capitulo 2. Resultados Auxiliares 28

isto é,

1 [VH[?
—AHdo = > 0. 2.4
Jz o do L ¥ do>0 (2.4)

Assim, integrando ([2.3]) e usando ([2.4)), obtemos

H2
J |VH2| dG+J 2(2)do = 0,
b b

donde

H2
J Z(Z)da:—J 'VH2| do < 0.
b x

H 2
Desse modo, fz Z(X)do = 0, o que implica em J [VH do = 0, ou seja, H é constante

H2
pa
e Z(Z) = 0. Portanto, R = 2|E|? 4+ 2A ao longo de £ e L umbilica. Além disso, se v é um

campo normal unitdrio em X, entdo E e v sao linearmente dependentes e |E|? constante.

Nesse caso,
16m% Q(X)?
[Efdo = —=—,
. :
donde concluimos que
EP = 1672 Q(X)?
AR

Pela equagao (2.2]) a curvatura Gaussiana de X é obtida por

Am(g(X) — 1)
Ky =—— 2

z |Z| ?
dai,

21ty (L)
1z

Ky =

O

O resultado a seguir foi motivado pela Proposigao 4 em [I] e descreve uma igualdade
envolvendo A;(L) e a drea de uma superficie minima, compacta, estritamente estdvel de
dois lados, que maximiza localmente a massa de Hawking carregada em uma variedade

tridimensional munida de um campo vetorial E.

Proposicao 3. Seja (M3, g) é uma variedade Riemanniana com curvatura escalar satis-

fazendo R > 2[E[*+2A, aqui E € X(M) € tal que divE = 0. Se £ — M? € uma superficie
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dois lados, minima, compacta, estritamente estdvel que mazimiza localmente a massa de

Hawking carregada, entao

(L) +N)E] + % — omy(Z).

Além disso, ao longo de X, temos que A =0, R = 2|E]> + 2A, Ric(v,v) = —A;(L) e sua
27y (X
curvatura Gaussiana satisfaz Ky = n’);(l ).

Demonstracao. Considere Xy — M uma variacao normal suave de X dada pelo campo
, e sabendo que a superficie

vetorial %(O,X) = ¢p(x)v(x), onde ¢ € C*(X). Pelo Lema

¢ minima, temos

;_;mCH( t) . ;mﬁgﬁz) L $LP do ?ﬂﬁ‘é L(Ld))Q do
+ (!;”{) L %/\(d)Lcl)) do + (@) 647tﬁ§”(2)2 L Lo do
=2 [ oras
N 2|12| (1|§7|j)é (x(22) * (47T|Q)t(|>:))2 B 1(1m L %Ad‘T) L ¢ Lo do

N IzP 2 4mQ(X)?
3 (16n)§Jz¢L¢dG+(16n)% pag Ld)Ld)dG

ik 2y TP Amy(E)
- (167) L(Ld)) do (16m)s || sz)Ld)dG

[S[9

)2

g 32712Q(Z)2J Lo do + (12 :
b 7T)2

(16m)s  |Z]?
=2 { J 2 ( 32 Q(X)? 47rx(>1)) J }
2| (Lp)*do— [ 2A + — Lo do|.
aom? 2): B o))
Sabendo que X maximiza localmente a massa de Hawking carregada, tem-se

L 2A do L ¢éLp do

jEk )y 3212Q(5)? 4wx(2)) }
gt 2], 1o (214 2 i) ereas] <o
donde,
_ 2 o 32mPQ(X)? | 4mx(X)
2 L(Ld)) do < ( 2A 52 5 ) L ¢Lod do. (2.5)
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Agora, considere uma autofuncao associada ao primeiro autovalor, isto é, Lo+A; (L) =

0 com A{(L) > 0 ja que X é estritamente estavel. Desse modo, utilizando a desigualdade

(2.5) decorre que
2*Q(X)?  Anx(Z
—2)\1(L)2J $?do < <2/\+3 s QZ( )? Amx( ))Al(L)J o2 do.
: px Iz .
que implica
16m2Q(X)?
(M (L) + A)E] + %f) > (). 26)

Pela desigualdade da estabilidade segue que

A (L) JZ ¢*do + J

(Ric(v,v) + IAP)d2do < J VoPdo, Yo € C(5),
> >

considerando ¢ = 1 tem-se

M |

dO'—{—J' (Ric(v,v) +|A[*)do <0,
s

>

e fazendo uso da Equacao de Gauss obtemos

1
2 ) z

Como R > 2|E[>+2A, utilizando a desigualdade de Holder e considerando v um campo

vetorial normal unitario em X obtemos

e () ()

N

donde,
1 2
—‘(J (E,Vv) do) gJ [E[*do,
PERRN s
de modo que,
16m2Q(X)?
X s

Assim, pelo Teorema de Gauss-Bonnet

16m2Q(x)?

L)+ A+ =

< M(DIZ] + Al + J EPdo
>

1
gJ szo——J (R+|AI2)dG+AIZ|+J [Eldo
z 2 z z

1
< 2mx(Z) — 3 J (R—2|E* —2A)do — J Alfdo
z P

< 2mx(X). (2.7)
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Portanto, pelas desigualdades (2.6)) e (2.7]), concluimos que

16m2Q(£)?

(L) + A+ s

= 2y (). (2.8)

Além disso, segue que A = 0 e R = 2|E|?> + 2A ao longo de £. Tomando ¢ = 1 na

equacao de estabilidade obtemos
J (Ric(v,v) +A{(L))do = 0.
ba

Assim, fazendo ¢ = c (constante), obtemos [y ¢(L + Ai(L))(d)do = 0. Logo, o
primeiro autovalor de (L+A;(L))d é igual a zero, assim (L+A;(L))c = 0. Sabendo disto,

observe que

(L+ A (L))e = (Ric(v,v) + A (L))e,

donde, obtemos que Ric(v,v) = —A;(L). Para finalizar, pela equacao de Gauss e a
27t (X
equacao 1} segue que Ky = T[|XT(|) O

A prova do resultado seguinte é consequéncia da Proposi¢ao 2 em [2] e da Proposigao
5 em [I]. O resultado apresenta a construcao de uma familia a um parametro £; em uma

vizinhanca de X de forma que X é compacta e possui curvatura média constante.

Proposigao 4. Seja (M3, g) uma variedade Riemanniana com curvatura escalar satisfa-
zendo R = 2|E> + 2A, aqui E € X(M) € tal que divE = 0. Se L — M3 ¢ uma superficie

minima, fechada e estavel satisfazendo

16m2Q(X)?

() + Mg+ =

= 2mx(X).
Entao existe € > 0 e uma funcdo suave w: X X (—e, €) = R tal que
Ly = {exp, (n(t, x)v(x)); x € I}

¢ uma familia de superficies fechadas com curvatura média constante. Além disso, para

cada x € L e para cada t € (—e, €), as sequintes propriedades sao satisfeitas

w00=0,  Fox=1 e L(u(t,-)—t)dozo.

Demonstragao. veja [§].
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A partir da proposicao anterior, podemos definir a aplicacao fy : £ — M dada por
fi(x) = expx((t, x)v(x)), para cada t € (—e, €). Observe que Xy = X. Assim, definimos

a funcao lapso p¢ : Z(t) — R como

Pe(x) = (vi(x), - f(x))

para cada t € (—e, €), onde v{(x) é o campo vetorial normal unitdrio ao longo de Z; tal
que vo(x) = v(x) para todo x € L.
Para finalizarmos este capitulo, apresentaremos a seguir um lema técnico de funda-

mental importancia para a prova de um dos nossos resultados.

Lema 4. Considere (M?,g), £ C M e {Zi}te(—c.c) como na Proposicao |}, entdio

. _ _ Vo2
J (RlC(Vtﬂ’t) + |At|2)(pt —pi)doy = th | p2t| do + H{ 0(t, x),
bl bx

t Pt

1
—_— do;.
Z(0) L Praot

Demonstragao. Inicialmente, observe que H{ = Ly, p¢, assim

onde O(t,x) € uma fung¢do nao positiva e py =

J (Ric(ve, vi) + 1AL%) (pr — Pr) doy
Tt

= J (Hi — As,p¢) doy _EJ (RiC(Vth) + |At|2) doy
I b

t

= H %l —J Az, prdo — EJ (—Asx, + Az, + Ric(ve, ve) + IAtlz)%dUt
pa bt .
. 1
= H{IZd —J divy, (Vpy) dog + th — Ay, pidoy
Zy 5. Pt

— EJ (A):t + Ay, Ric(ve, vi) + IAtIQ)&th
P

t

_ 1 o 1
= Hé |Z¢| + PtJ —As pidoy — Dy H{J —doy
5 Pt 5, Pt

[ Vel [ 1
= th %dﬁt—FH; |Zt|_th —doy |,
DI

1 5, Pt

onde usamos o Teorema da Divergéncia e notamos que p; nao depende de t. Fazendo

1
O(t,x) = [X4] —EJ —doy, obtemos
5, Pt

. _ _ Voel?
J (RIC(Vth) + ’AtP)(pt —pi)doy = th | prt’ doy + H{ o(t,x).
Zt pN

t t
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Além disso, pela desigualdade de Holder concluimos que

o= [ ()]

V/AN
3
-
e
o
Q)
E
"
N\

Jz,
[ 1
= P doyg — doy,
Js, 5. Pt
o que implica em
_ 1
X < by — doy.
5, Pt

Portanto, 0(t,x) é uma funcao nao positiva.



Capitulo 3

Principais Resultados

Depois de apresentarmos as defini¢oes e resultados auxiliares necessarios, podemos
demonstrar os teoremas principais deste trabalho, é o que serd feito neste capitulo. O
resultado a seguir trata de superficies estritamente estaveis que maximizam localmente a

massa de Hawking carregada.

Teorema 5. Seja (M3, g,K,E) um conjunto de dados iniciais mazximal satisfazendo a
condicao de energia dominante, ou seja, R > 2[E[*+2A, aqui E € X(M) € tal que divE =
0. Seja X — M wuma superficie mergulhada em M fechada, dois lados, estritamente

estavel, minima e que maximiza localmente a massa de Hawking carregada. Entao

16m2Q(X)?
e L )]
aqui Ay € o primeiro autovalor do operador de Jacobi. Além disso se A = —3 entdo uma

das condigoes sao satisfeitas:

. . : . 1

1. Se X € uma 2-esfera, entao L tem curvatura Gaussiana constante igual a — e uma
a

vizinhanca de ¥ em M € isométrica ao espaco Anti-de Sitter Reissner-Nordstrom

((—e, €) x S% (gm,q,A)) para algum € > 0.

2. Se X tem género g(X) > 2, entdo X tem curvatura Gaussiana constante igual a ——
a
e existe uma vizinhanga de X em M que € isométrica a ((—e, €) X X, gq) para algum

€ >0, aqui gq € uma métrica de curvatura Gaussiana constante igual a —1.

3. Se X tem género um, entao L tem curvatura Gaussiana constante igual a zero e
existe uma vizinhanga de Z em M que € isométrica a ((—e,€) x X, gl) para algum

e >0, aqui gl, € uma métrica flat em M.

34
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Demonstracao. Pela Proposicao [3| temos que o operador de Jacobi de X é dado por

L = A — (L), e pela Proposicao 4| E podemos construir uma familia {Z(t)}jt<. CMC em

torno de Ly = X. Usando o Lemafd] a férmula de Gauss e a primeira variacdo da massa

de Hawking carregada segue que

d 5 1 |Zt|77 J d < (doy) (X(Zt) _ LJ (Hf—l— %l/\) do, + 4”Q(Zt)2)

gmen(z = 2 (16m)2 Jy, dt 2 16w s |24
o (], e[ (1 50) o)
— 2H,H; doy + H: + -A
(167‘[)% 5, th t 5, 3 dt( t)
242 4mQ(Zy)? J d 22 8nQ(Z,) d
— —(0¢) +
6! P e at O Temt g e

Usando que Q(Z¢) = Q(X), para todo t, temos que %Q(Zt) =0e

d _ L od X(Z) 1 ye 4 4mQ(,)?
armen(Ed = 5(167t)§,L dt(ot)( 2 _ETL (H (t)+§/\> T )

|Zt|E / 2 d
_ 6] <L 2H(t)H'(t) dcrt+Lt (H (t) + 3/\) dt( ))

Iz 4ﬂQ(Zt)2J i(0)
(16m): |2 Jg dt

l\')

d
Desde que a(do-t) = —Htptht, H{ = AZt Pt ‘f—RiC(Vt, Vt)pt+ |At|29t (Veja Teorema

3.2, [12]) e a curvatura média H é constante ao longo de Z, podemos usar o Lema [4] para

inferir que

d
amCH(Zt) =
1|52 J (x(zt) 1 J < 2 4 ) 4er(zt)2>
=- _ | —Hipedo —— | (H24:-A)do+ =
216m)t Je, PN\ T T Ty, T3 SRR
|Zt|% 2H . 2 2 4
- 3 t| (Ag, +Ric(ve,ve) + AT )pedoy + | HY + A —Hpedoy
(167)2 b 3 b
|Zt|% 47TQ(Zt)2J
— T —Hptdo
(l6m):  [mP )y, POt
1|Z|%J X(Z¢) 3|zt|%(2 4”
= = —H,p.do + = H2+-A) | Hepedo
2(16 )% .. 1Pt A0t 5 2(167‘()% t T3 . 1Pt A0

LIZJ 4mQ(Z,)? J pAE J | :
5 ; Hiptdoy — ——= 2H As, + Ric(ve, ve) +]A do
2 (167‘[)5 |Zt| . tPt t (167'()% t Zt( z ( t 1:) | | )pt t
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1

_ &HJ (As, + Ric(ve,vo) + [AP)p doy — = H 2y (£,
(32m)z Js, (327)2
e 16mQ(Zy)?,, | L2 (3 ) ) J
Hip, + ——H, [ SHZ2+ A do
(32m)8  |Z] PP 3oms t\e g P
|2 : 2 _
= — (327_[)% H, (Az, + Ric(ve, vi) + |A]F)pr doy + 27tx(Z¢) Py
pI
16m2Q(Z )2 .. 3
_ |(§(| t) H:p; — (ZH% + /\) J ptdct}
t Zt
T2 . , [ IVp?
- _ zz s H, [th (Ric(vy, ve) + |A)py doy + th @dﬁt + Hi0(t,x)
(32m)2 b Lo Pt

_16mQ(XZy)? . 3
+2mx(Z)py — %t) H¢py — (ZH% + A) J ptdo-t} .
t Xt

Novamente fazendo uso da férmula de Gauss segue que

d |Zt|é {_J' (1 Lo 1 2> —J |th|2
—m )= ——H —R—Ksz 4+ =Hi+ =|A doy + do
dat chl(Zy) (327_[)% t | Pt . 5 b o't 2| tl t T Pt . p% t
, _16mQ(Zy)? ., _ 3.
+HO(t,x) +27mx(Z)p, — T H¢ Dy — ZHt +A : prdoy
t t
|>-—-t|% |:§tJ' < 2 H%) —J |th’2
= — Hi | — R—2A+|A¢*— — | do¢ + do
(327_[)% t5 . |A] 5 t T Pt . p% t
16m2Q(XZy)? . _
+H{0(t,x) — # H Pt] : (3.1)
t

Como py = 1, diminuindo € se necessario, podemos supor que p¢(x) > 0, para cada

t € (e,e) e x € L. Usando o fato de que R > 2|E|? + 2A e a desigualdade de Holder

temos

16m2Q (£ )2
M gJ |E|2d0't’
|Zt’ Zt

de modo que,
162 Q(Z)?
0<p, (J ’E’2d0—t _ M)
£ pay
B 16m2Q(X,)?

1 1 H2
<p SR—2A)+ = (AP - = il 2 2

V 2
—I—H{G(t,x)—ka | p;! doy.

5. Pt
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Pela segunda variacao da Massa de Hawking carregada e utilizando novamente as

Proposicoes |3/ e 4l que a familia {X;} é CMC, obtemos

th = Ric(v,v) = —A{(L) <0, paratodot € (—e, €).
dat |,

Tomando € suficientemente pequeno se necesséario, temos para cada t € (0,¢€), H, <0

e para cada t € (—e,0) que Hy > 0, isto é, H é descrescente em t. Desse modo, teremos
d d

que —mcn(Z¢) >0, parat € [0,e) e —mcn(Xi) <0, para cada t € (—e, 0]. Portanto,

dt dt
obtemos que

men(Xe) = men(X),

para todo t € (—e, €). Por outro lado, £ maximiza localmente a massa de Hawking
carregada, ou seja, Mmcy(Z¢) < mcn(Z). Logo, men(Zi) = mcn(X) e, sendo £ ponto
critico da massa de Hawking carregada, temos amCH(Zt) =0, parat € (—e,€). Assim,
pelo Teorema EL Y (t) é umbilica, R = 2|E2 + 2A e |E| é constante ao longo de Z(t). Dali,

pt = 1 para cada t € (—e, €). Com efeito, pela equagao ([3.1) obtemos que

p H2 Voql?
ozﬁj (R—2/\+|Atl2——t) d0t+mJ Ve 4,
It

2 2 5 i

/ 167[2Q(Zt)2 —

+ H0(t,x) — ————— H. Py,
|24l
assim,
\V4 2
H{0(t, x) +EJ %dot =0
P pt

para todo t € (—e, €). Como pg =1 e H{O(t,x) > 0, obtemos que

2
J IV oyl do, = 0.
Iy

Pt

Donde |Vp¢? = 0, de modo que p; = 1 para cada t € (—e, €). Sabendo disto, e
utilizando a Proposicao 4| temos n(0,x) =0 e

= pe = (v(t,x), SH(Lx)

= <v(t, x), D(expx)o (aa—::(t, x)v(x) ) >
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donde podemos concluir que u(t,x) =t para todo (t,x) € (—e, €) x X. Agora, considere
gs, a métrica induzida em X pela isometria f(t,x) = expy(tv(x)), assim a métrica em

uma vizinhanca suficientemente pequena de X pode ser escrita como
=dt* +
g - gzt'

De acordo com [12], a métrica induzida em X evolui do seguinte modo,

0
a((gij)t) = —2p¢(Agj)s,
onde ((gij)¢) = gz,. Sabendo que py =1, L; é umbilica e Hy é constante segue que
0

a(gzt) = _Htgzw

para todo t € (—e, €). Logo, obtemos gy, = e~ fo H(s)ds g Por fim, vamos analisar cada

item apontado no teorema. Suponha que L é uma 2-esfera, assim, gy, = uqg,q(t)? - gse,
z

onde uqg q(t) =a- e~z JoH(s)ds o Q=0Q(X)=a’Elea’= ‘4—T|[ Além disso, a funcao

UQ,q(t) satisfaz a seguinte equacao

gy 1 1T—u'(t)? 1 [ —3u(t)* + Q?
o= (S ) - () .
Com efeito,
halt) =g (1),
assim,
! 2
W1 = — g a(t) + o ug ()

Como H; = L(p¢) e pr = 1, pela equagao de Gauss decorre que

H2
H{ = Apt + (RiC(Vt,Vt) + 7t) Pt

H2
= Ric(vy, ve) + 7t

R H?2 H? H?
L UL L L
s T T TS
2 1 3H?
uQ,oc(t) uQ,oc(t) 4
1
usando o fato de que gz, = uqg «(t)?gs> resulta em Ky, = N EIER Portanto, susbtitu-
Q,x
indo esta tultima igualdade na igualdade anterior, obtemos
u”(t) _ _‘l,LQ7cx(JE)Q2 3uQ,“(t) 1 - H% UQ,a(t)
x 2uQ7oc(t)4 2 QuQ#X(t) 8
L1 1=ug (P 1 —3uga(t) + Q2
N 2 U,Qﬂx(t) 2 uQ,cx(t)S '
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Pela unicidade de solucoes para EDO’s concluimos que (—e, €) x L é isométrico a uma
parte do espago Anti-de Sitter Reissner-Nordstrom com métrica igual a dt* +uq q(t)*gse
induzida por f(t,x) = expx(tv(x)).

Para o caso em que X tem g(X) > 2, segue que x(X) < —2 e pelo teorema de Gauss
Bonnet obtemos que L tem curvatuura Gaussiana constante negativa. Assim, podemos

considerar gy, = uq,q(t)? - g3, onde gs tem curvatura Gaussiana constante igual a —1

2 pa . . )
e a®° = ——————. Perceba que para este caso, u(t) satisfaz a seguinte equacao
dn(g(2) —1)
diferencial
u”(t)zl —1—w(t)?\ 1 /=3u(t)'+Q? _
2 u(t) 2 u(t)?

Logo, de modo analdlogo ao item 1, obtemos uma vizinhanca de X em M isométrica
a ((—e, e) x f, gs). De modo similar, obtemos o item 3. O
Para a prova do segundo resultado a seguir, utilizamos as ideias contidas no estudo
de Micallef e Moraru [I5]. De forma semelhante, Baltazar, Barros e Batista [I] também
utilizaram suas ideias para estabelecer uma generalizacao do resultado de Bray, Brendle

e Neves [3] no contexto carregado.

Teorema 6. Seja (M3 g, K, E) um conjunto de dados iniciais mazimal que satisfaz a
condicdo de energia dominante, ou seja, R > 2|E|*—6, aqui E € X(M) € tal que divE = 0.
Seja X uma superficie mergulhada em M, fechada, dois lados que localmente € minimizante
de drea, entao X satisfaz

16m2Q(X)?

3z —
Z]

2 4n(g(X) —1).
Além disso, se vale a igualdade uma das condigcoes sao satisfeitas:

1. Se ¥ tém género g(X) > 2, entdo tem curvatura de Gauss constante Ky = [E[* — 3

e existe uma vizinhanca de ¥ em M isométrica a ((—8,8) x L, dt* + gx).

2. Se X tém género igual a um, entao X tem curvatura de Gauss constante Ky =0 e
existe uma vizinhanca de £ em M isométrica a ((—8,8) x T?,dt> + gx), aqui gz €

uma métrica plana em T2,

3. Se L tem género zero, entdo L tem curvatura de Gauss constante Ky = [E|> — 3 e

existe uma vizinhanca de £ em M isométrica a ((—8,8) x §?,dt? + gx).
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Demonstracao. Inicialmente, desde que X localmente minimizante de area, segue da
formula da segunda variacao de drea que

d2
—|Z(t
el

:J (VoI — (Ric(v,v) + |A2)p2)do > 0,
z

t=0

donde obtemos
| Rictvv + API0?do < | 90F a0,
b b
para toda ¢ € C*(X). Com isto, concluimos que

() = JZ oA do — L(Rie(v, V) + AR do

>J V| dG—J Vo> do = 0.
> >

Portanto, X é estavel. Escolhendo ¢ = 1, usando a equagao de Gauss e a hipdtese de

que R > 2|E|? — 6 segue

R H2  |A?
= Ky 4 — 4 — <0,
L:(Q 5 5 5 do 0

implicando em

H? Al?
J \EIQdG—J' 3do < J Ky dO‘—J <—+u> do
b s b2 =\ 2 2
< J KZ do
b2
= 2mx ().
Dali,
16m2Q(X)?
T’Z’ —3|Z[ < 4m(1 —g(L)), (3.3)

donde obtemos a desigualdade pretendida.

Além disso, a igualdade ¢ vélida se, e somente se, ao longo de L temos R = 2|E|*> — 6,

A =0, Ric(v,v) =0 e Kz = |E|> — 3, com |E| constante.

Pela Proposicao , podemos construir uma familia {£;} CMC em uma vizinhanca de

2. Usando o fato de que a curvatura média evolui da seguinte forma

H, = Ax,pe + (Ric(ve, vi) + AP pe, pr > 0,



Capitulo 3. Principais Resultados 41

pela férmula de Gauss e como pg(x) = 1 segue que

H{ 1 R¢ H% |A)?
_t_ A [ _x e S il
ot p TPt <2 ntoy T

1 H  |AL?

<— —Ar, pe— (B =3) +Kg, — [ 1+ :

Pt 2 2

1
< — p—Azt Pt — (|Et|2 - 3) + Kg,.
t

Integrando a desigualdade anterior e sabendo que Hj é constante ao longo Z, obtemos

tpt

1 1
—H’il[ —do < _J _2|th’2 doy _J [Ei” doy + 3|Z¢] + 27x (Z)
z DT

<— 16m2Q(Z,)?
Py
Sendo div E = 0 podemos aplicar o Teorema da Divergéncia para obter Q(Z{) = Q(X)
para todo t € (—e, €). Pela desigualdade (3.3) obtemos
1 16m2Qx)?
—H{J L R4 2D ) 1)
(1) |24

Pt

+ 3|Z¢| + 27tx (%),

16m2Q(X)?
||

= 16m*Q(X)? (% — é) +3(1Z — 1Z1),

o que implica em

|ztr(—H;)J L dor <

(IZe] = IZe) + 3l (IZe] — ).
£(1) Pt =] o (= 1)

Diminuindo € se necessario, podemos assumir que existe uma constante C > 0 tal que

|Zi| < C para todo t € (—e, €). Entao,

54 (—H{)J Lt < (M + 3c) (1Zd - [£])

s(t) Pt X
16m2Q(X)? t d
— (222 L3c) | Sizd
( T ) ) @l

1 2 5 2 rt
= (GNTQ’() + SC) (J —H; ps dcrs) ds
JO s

16m2Q(£)2 ) "t( )
= ——— +3C —H, s dog | ds.
( I %), J (Ps €05 A8

1
Para simplificar os cédlculos, definimos @(t) = J —doy, y(s) = J prdoy e k =
DT

5. Pt
16m2Q(X)?
||

+ 3C, assim, podemos reescrever a desigualdade anterior da seguinte forma

t

S (—HDo(t) < kjo(—H;)v(s)ds. (3.4)
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1
Como pg(x) = 1, podemos supor que 3 < pt < 2 para todo t € (—e, €). Assim,

1
§|Zt| < v(t) < 2|Z¢], paratodot € (—e,€).

Para prosseguir, escolhendo novamente € se necessario, podemos também supor que

1
§|Z| < |Z¢| < 2|Z], o que implica em
1
Z|Zt| <y(t) <4|Zql.

1
De modo andlogo, segue que Z'Ztl < @(t) < 4|Z¢|. Assim,

1 4

Por fim, para completar a prova do Teorema, provaremos que existe 6 > 0 tal que Hy >
0 para todo t € [0,). De fato, tomando um & < € arbitrario suponha por contradicao
que existe to € [0,0) tal que Hy, < 0. Considere o conjunto I :={t € [0,to] : Hy < Hy,}
e denote seu infimo por t* = inf . Observe que se tivermos t* > 0, entao pelo Teorema
do Valor Médio existe t; € (0,t*) tal que Hy- = H{ -t*, (sabendo que Hy = 0) e
consequentente, pelas desigualdades e podemos obter a seguinte estimativa

k . t* t
“He = t(—HL) < —J “H,v(s) ds,

S Zule(t) Jo

< Akt? (—Hg-) Jtl v(s)ds
X[ 0
16]|<>;c|1t* (—H,)

< % (—Hg).

[z
Logo, se considerarmos & < %L obtemos uma contradigao, portanto t* = 0. Além

disso,
O == H() < Hto < O,

obtendo outra contradicao, e isso nos mostra que nossa afirmacao é verdadeira. Agora,
d d

sabendo que H; > 0 para todo t € [0,0) e E(Gt) = —H;ptdoy, é imediato que E|Zt| <

0, o que implica que |Zi| < |Z{| para todo t € [0,0). De modo andlogo, obtemos que

d
E\Zt] > 0, para todo t € [—5,0), o que implica novamente em |L;| < |X{| para todo
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t € [-5,0). Por hipdtese, sendo L localmente minimizante de drea tem-se que |Z| < |Z¢]
e, portanto, |Z¢| = |Z| para todo t € (—5,8). Por fim, L; é totalmente geodésica, |E]
constante em Xy, R = 2|E[> — 6, Kg, = |[E|> — 3 e Ric(vy, V) = 0.

No caso em que vale a igualdade, suponha que g(X) > 2 (item 1), assim, x(X) < —2.
D4&i, decorre que Ky < 0 com Ky = |E|?> — 3 e utilizando um argumento padrao seme-
lhante ao teorema anterior, garantimos a existéncia de uma vizinhanca de X isométrica a

((—=6,8) x £,dt?+ gx). Os itens 2 e 3 sao obtidos de forma similar. H



Referéncias Bibliograficas

[1]

[9]

Baltazar, H.; Barros, A.; Batista, R.: A local rigidity theorem for minimal two-
spheres in charged time-symmetric initial data set. 113 (2023) https://doi.org/
10.1007/s11005-023-01713-8

Barros, A.; Batista, R.; Cruz, T.: Hawking mass and local rigidity of minimal surfaces

in three-manifolds. Commun. Anal. Geom. 25(1), 1-23 (2017)

Bray, H.; Brendle, S.; Neves, A.: Rigidity of area-minimizing two-spheres in three-

manifolds. Commun. Anal. Geom. 18(4), 821-830 (2010)

Cai, M.; Galloway, G.: Rigidity of area minimizing tori in 3-manifolds of nonnegative

scalar curvature. Commun. Anal. Geom. 8, 565-573 (2000)

Caminha, A.; Souza, P.; Camargo, F. Complete foliations of space forms by hyper-
surfaces. Bull Braz Math Soc, New Series 41, 339-353 (2010). https://doi.org/10.
1007/s00574-010-0015-y

Chen, D.; Li, H.; Zhou,T.: A Penrose type inequality for graphs over Reissner-
Nordstrom-anti-deSitter manifold. J. Math. Phys. 60, 043503 (2019)

Colding, T. H.: Minicozzi, W. P. II: A course in minimal surfaces, volume 121 of
Graduate Studies in Mathematics. American Mathematical Society, Providence, RI,

2011.

Cruz, T.; Lima, V.; Sousa, A.: Min-max minimal surfaces, horizons and electrosta-
tic systems. J. Differ. Geom. 128, 583-637 (2024) https://doi.org/10.4310/jdg/
1727712890

Do Carmo, M. P. Geometria Riemanniana. Projeto Euclides. IMPA, 2015.

44


https://doi.org/10.1007/s11005-023-01713-8
https://doi.org/10.1007/s11005-023-01713-8
https://doi.org/10.1007/s00574-010-0015-y
https://doi.org/10.1007/s00574-010-0015-y
https://doi.org/10.4310/jdg/1727712890
https://doi.org/10.4310/jdg/1727712890

Referéncias Bibliograficas 45

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

Gourgoulhon, E.: 3+ 1 Formalism in General Relativity. Bases of Numerical Nelati-

vity. Springer, Berlin (2012)

Huisken, G.; Ilmanen, T.: The inverse mean curvature flow and the Riemannian

Penrose inequality. J. Diferential Geom. 59(3) (2001), 353-437.

Huisken, G.; Polden, A.: Geometric evolution equations for hypersurfaces. In: Hi-
debrandt, S.; Struwe, M. (eds.) Calculus of Variations and Geometric Evolution

Problems. Lecture Notes in Mathematics. 1713, pp. 45-84. Springer, Berlin (1999)

Knapp, Anthony. Stokes’s Theorem and Whitney Manifolds. original digital edition,
2021.

Maximo, D.; Nunes, I.: Hawking mass and local rigidity of minimal two-spheres in

three-manifolds. Commun. Anal. Geom. 21(2), 409-433 (2013)

Micallef, M.; Moraru, V.: Splitting of 3-manifolds and rigidity of area-minimising
surfaces. Proc. Am. Math. Soc. 143(n7), 2865-2872 (2015)

Nunes, [.: Rigidity of area-minimizing hyperbolic surfaces in three-manifolds. J.

Geom. Anal. 23, 1290-1302 (2013)

O’Neill, B. Semi-Riemannian Geometry with Applications to Relativity, Pure and
Applied Mathematics, Vol. 103, Academic Press, New York, 1983.

104746 (2023) https://doi.org/10.1016/j.geomphys.2022.104746

Schoen, R.; Yau, S.T.: Existence of incompressible minimal surfaces and the topology
of three-manifolds with nonnegative scalar curvature. Ann. Math. 110(4) (1979), 127-
142.

Sousa, P. A., Lima, A. B. Charged Hawking Mass and Local Rigidity of
Three-Manifolds. J. Geom. Anal. 33, 11 (2023). https://doi.org/10.1007/
5812220-022-01070-3

[20] Wang, Z. H.: A Minkowski-type inequality for hypersurfaces in the Reissner-

Nordstrom-anti-deSitter manifold. Ph.D. dissertation (Columbia University, 2015)


https://doi.org/10.1016/j.geomphys.2022.104746
https://doi.org/10.1007/s12220-022-01070-3
https://doi.org/10.1007/s12220-022-01070-3

	Resumo
	Abstract
	Noções Preliminares
	Imersões Isométricas
	Conjunto de dados iniciais
	Teorema da Divergência

	Resultados Auxiliares
	Variações da Massa de Hawking Carregada
	Resultados de Estabilidade

	Principais Resultados
	Referências Bibliográficas

