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Victhória. Eles tornaram esta caminhada mais leve e me deram todo o suporte necessário
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“Para que a luz brilhe tão intensamente,

a escuridão tem de estar presente.”

Francis Bacon.



Resumo

Neste trabalho, estabelecemos alguns resultados de rigidez local sob restrições adequadas

a um conjunto de dados iniciais M3 para as equações de Einstein-Maxwell com campo

magnético nulo e considerando Σ ⊂ M uma superf́ıcie mergulhada mı́nima, compacta,

dois lados, estritamente estável, que maximiza localmente a massa de Hawking carre-

gada. A partir disso, concluiu-se a existência de uma vizinhança de M isométrica ao

espaço Anti-de Sitter Reissner-Nordström. Além disso, deduzimos uma estimativa para

a área de Σ ⊂ M uma superf́ıcie mergulhada, compacta, dois lados de gênero g(Σ), que

minimiza área localmente. No caso em que satisfaz a igualdade, provamos que a métrica

induzida em Σ possui curvatura Gaussiana constante e decompõe localmente M ao longo

de Σ. Estes resultados, obtidos no artigo “Charged Hawking Mass and Local Rigidity of

Three-Manifolds”, generalizam trabalhos anteriores no contexto não carregado contribu-

indo para a compreensão da relação entre geometria diferencial e relatividade geral.

Palavras-Chave: Massa de Hawking Carregada, estabilidade, superf́ıcies mı́nimas.
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Abstract

In this work, we establish several local rigidity results under suitable assumptions on a set

of initial data M3 for the Einstein-Maxwell equations with vanishing magnetic field, con-

sidering Σ ⊂ M as an embedded, compact, two-sided, strictly stable minimal surface that

locally maximizes the charged Hawking mass. From this, we conclude the existence of a

neighborhood of M that is isometric to the Anti-de Sitter Reissner-Nordström space. In

addition, we derive an estimate for the area of Σ ⊂ M an embedded, compact, two-sided

surface of genus g(Σ), which locally minimizes area. In the case where equality holds, we

prove that the induced metric on Σ has constant Gaussian curvature and that M locally

splits along Σ. These results, obtained in the article ”Charged Hawking Mass and Local

Rigidity of Three-Manifolds”, generalize previous work in the uncharged context, contri-

buting to the understanding of the relationship between differential geometry and general

relativity.

Keywords: Charged Hawking Mass, stability, minimal surfaces.
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Introdução

Os estudos relacionados a relatividade geral motivaram a produção de pesquisas em

geometria diferencial, sobretudo, no que diz respeito a trabalhos envolvendo variedades

Riemannianas com curvatura escalar limitada inferiormente. A partir disso, muitos geo-

metras buscaram descrever a geometria e topologia de tais variedades com a justificativa

de encontrar uma superf́ıcie compacta, mergulhada em uma variedade ambiente, com

determinada propriedade geométrica.

Inicialmente, Schoen e Yau [18] estabeleceram uma relação interessante entre a cur-

vatura escalar de uma variedade (M3,g) e a curvatura total de uma superf́ıcie mı́nima

estável Σ ⊂ M, que por sua vez está relacionada à topologia de Σ. Motivados por isso,

Cai e Galloway [4] provaram um teorema de rigidez para toros mı́nimos em variedades

tridimensionais de curvatura escalar não negativa. Mais especificamente, eles mostraram

que se M possui curvatura escalar não negativa e Σ ⊂ M é um toro mı́nimo mergulhado,

dois lados, minimizante local de área, então M é plana em uma vizinhança de Σ.

Mais tarde, Bray, Brendle e Neves em [3] deduziram o caso onde M tem curvatura

escalar maior ou igual a 2 e Σ ⊂ M é uma esfera mergulhada que minimiza área localmente.

Com isso, provaram que Σ tem área menor ou igual a 4π, e no caso da igualdade, Σ com

a métrica induzida possui curvatura Gaussiana igual a 1 e M se decompõe localmente ao

longo de Σ.

Nunes ([16]) provou que se M é uma variedade tridimensional com curvatura escalar

maior ou igual a −2 e Σ ⊂ M é uma superf́ıcie mergulhada, compacta, dois lados com

gênero maior que 1 e que minimiza área localmente, então a área de Σ é maior ou igual a

4π(g(Σ) − 1), onde g(Σ) denota o gênero de Σ. Além disso, no caso da igualdade, segue

que Σ possui uma vizinhança isométrica a ((−ϵ, ϵ)×Σ,dt2+g) com curvatura Gaussiana

constante igual a −1, onde ϵ > 0 e g é a métrica induzida em Σ.

Em trabalhos posteriores, alguns autores consideram a massa de Hawking carregada,
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Sumário 2

denotada por mCH(Σ) e definida a seguir, e substitúıram a hipótese de minimizante de

área por estabilidade estrita e maximizante da massa de Hawking.

Definição 1. Seja (M,g) uma variedade Riemanniana tridimensional com curvatura

escalar R e seja Σ ⊂ M uma superf́ıcie fechada de dimensão 2. A massa de Hawking

carregada de Σ é definida por

mCH(Σ) =

(
∥Σ∥
16π

) 1
2
(
χ(Σ)

2
−

1

16π

∫
Σ

(H2 +
2

3
ξ)dσ+

4πQ(Σ)2

∥Σ∥

)
,

onde E ∈ X(M), Q(Σ) = 1
4π

∫
Σ
⟨E,ν⟩ é a carga elétrica total contida em Σ, ν é um campo

de vetores normal unitário em Σ, χ(Σ) é a caracteŕıstica de Euler de Σ, H é a curvatura

média de Σ e ξ = inf(R− 2∥E∥2).

A Massa de Hawking Carregada constitui uma variante da Massa de Hawking, sendo

que esta surge em 1968 em um artigo intitulado “Gravitational Radiation in an Expan-

ding Universe”publicado na revista Journal of Mathematical Physics, de autoria do f́ısico

Stephen W. Hawking. Neste trabalho, Hawking propôs uma fórmula para medir a massa

contida dentro de uma superf́ıcie usando apenas as propriedades geométricas da superf́ıcie

(sua área e curvatura média).

Na década de 70, Robert Geroch sugeriu que a Massa de Hawking poderia ser utilizada

para provar que a energia total de um sistema é sempre positiva (conceito central na

F́ısica). Ele demonstra a Monotonicidade de Geroch: sob certas condições (variedades

com curvatura escalar não negativa) a Massa de Hawking é uma aplicação monótona (não

descrescente) ao longo de um fluxo espećıfico de superf́ıcies, o que a transformou em uma

ferramenta poderosa para a prova de teoremas envolvendo estabilidade.

Na década de 80, devido a algumas limitações técnicas da massa original, a exemplo

para espaços com Constante Cosmológica (Λ), surgiram suas variantes, a Massa de Haw-

king Carregada, a Massa de Hawking Modificada, dentre outras. Além disso, a Massa

de Hawking foi fundamental para a prova da Desigualdade de Penrose para o caso Rie-

manniano, publicada em 2001 por Gerhard Huisken e Tom Ilmanen, a demonstração é

baseada em um processo chamado Fluxo de Curvatura Média Inversa (Fluxo de Geroch),

para mais detalhes consulte [11].

Dentre os trabalhos que utilizaram a massa de Hawking, destacamos o trabalho de-

vido a Máximo e Nunes [14], que estudaram o caso χ(Σ) = 2 e E ≡ 0 e obtiveram um

resultado de rigidez semelhante ao provado por Bray, Brendle e Neves para uma superf́ıcie
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Σ ⊂ (M3,g), substituindo a hipótese de minimização de área por estabilidade estrita e

maximização da massa de Hawking. Precisamente, eles estabeleceram um resultado de

rigidez assumindo a existência de uma esfera bidimensional Σ, maximizante local para

a massa de Hawking, e estritamente estável em uma variedade tridimensional M com

curvatura escalar R ⩾ 2. Além disso, eles provaram que existe uma vizinhança de Σ em

M isométrica a (−ϵ, ϵ) × Σ munida com a métrica de Sitter-Schwarzschild, para algum

ϵ > 0. Em outro trabalho, Barros, Batista e Cruz em [2] consideraram uma superf́ıcie

dois lados ao invés de uma 2-esfera e obtiveram um resultado semelhante para o espaço

Anti-de Sitter-Schwarzschild assumindo que a curvatura escalar satisfaz R ⩾ −6 e E ≡ 0.

Posteriormente, Baltazar, Barros e Batista [1] provaram resultados similares para

espaços de Sitter Reissner-Nordström no contexto carregado. De forma mais técnica, eles

consideraram (M3,g,E) um conjunto de dados iniciais tempo-simétrico para as equações

de Einstein-Maxwell - que será redefinido posteriormente, satisfazendo a condição de ener-

gia dominante R ⩾ 2 |E |2 + 2Λ com densidade de carga igual a zero (div E = 0) e sendo

Σ ⊂ M uma 2-esfera, mı́nima, estritamente estável, que maximiza localmente a massa de

Hawking carregada em M, assumindo Λ = 1 provaram um resultado de rigidez local para

o espaço de Sitter Reissner-Nordström.

Aqui, cabe observar que os resultados provados por Máximo e Nunes ([14]), Nunes

([16]), e por Barros, Batista e Baltazar ([1]), podem ser considerados no contexto de um

conjunto de dados iniciais tempo-simétrico para as equações de Einstein-Maxwell, quando

Λ = 1, Λ = −1 e Λ = −3, respectivamente.

Nesta dissertação, consideraremos (M3,g,E) um conjunto de dados iniciais tempo-

simétrico para as equações de Einstein-Maxwell, satisfazendo a condição de energia domi-

nante R ⩾ 2 |E |2 + 2Λ e densidade de carga igual a zero (div E = 0), e sendo Σ ⊂ M uma

superf́ıcie dois lados, mı́nima, fechada, estritamente estável e que maximiza localmente a

massa de Hawking carregada provaremos os seguintes resultados:

Teorema 1. Seja (M3,g,E) um conjunto de dados iniciais maximal satisfazendo a condição

de energia dominante, ou seja, R ⩾ 2|E|2 + 2Λ, aqui E ∈ X(M) é tal que div E = 0. Seja

Σ ↪→ M uma superf́ıcie mergulhada em M fechada, dois lados, estritamente estável,

mı́nima e que maximiza localmente a massa de Hawking carregada. Então

(λ1 +Λ)|Σ|+
16π2Q(Σ)2

|Σ|
= 2πχ(Σ),
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aqui λ1 é o primeiro autovalor do operador de Jacobi. Além disso se Λ = −3 então uma

das condições são satisfeitas:

1. Se Σ é uma 2-esfera, então Σ tem curvatura Gaussiana constante igual a
1

a2
e uma

vizinhança de Σ em M é isométrica ao espaço Anti-de Sitter Reissner-Nordström

((−ϵ, ϵ)× S2, (gm,q,Λ)) para algum ϵ > 0.

2. Se Σ tem gênero g(Σ) ⩾ 2, então Σ tem curvatura Gaussiana constante igual a −
1

a2

e existe uma vizinhança de Σ em M que é isométrica a ((−ϵ, ϵ)× Σ̂,ga) para algum

ϵ > 0, aqui ga é uma métrica de curvatura Gaussiana constante igual a −1.

3. Se Σ tem gênero um, então Σ tem curvatura Gaussiana constante igual a zero e

existe uma vizinhança de Σ em M que é isométrica a ((−ϵ, ϵ)× Σ̂,g ′
a) para algum

ϵ > 0, aqui g ′
a é uma métrica flat em M.

Teorema 2. Seja (M3,g,E) um conjunto de dados iniciais maximal que satisfaz a condição

de energia dominante, ou seja, R ⩾ 2|E|2 − 6, aqui E ∈ X(M) é tal que div E = 0. Seja Σ

uma superf́ıcie mergulhada em M, fechada, dois lados que localmente é minimizante de

área, então Σ satisfaz

3|Σ|−
16π2Q(Σ)2

|Σ|
⩾ 4π(g(Σ) − 1).

Além disso, se vale a igualdade uma das condições são satisfeitas:

1. Se Σ têm gênero g(Σ) ⩾ 2, então tem curvatura de Gauss constante KΣ = |E|2 − 3

e existe uma vizinhanca de Σ em M isométrica a ((−δ, δ)× Σ,dt2 + gΣ).

2. Se Σ têm gênero igual a um, então Σ tem curvatura de Gauss constante KΣ = 0 e

existe uma vizinhanca de Σ em M isométrica a ((−δ, δ)× T 2,dt2 + gΣ), aqui gΣ é

uma métrica plana em T 2.

3. Se Σ tem gênero zero, então Σ tem curvatura de Gauss constante KΣ = |E|2 − 3 e

existe uma vizinhanca de Σ em M isométrica a ((−δ, δ)× S2,dt2 + gΣ).



Caṕıtulo 1

Noções Preliminares

Neste caṕıtulo apresentaremos as definições, propriedades e resultados que serão utili-

zados para provarmos os principais resultados deste trabalho. Será feita a demonstração

da maioria dos resultados apresentados, contudo, se a demonstração for muito técnica e

fugir ao escopo do trabalho, será indicado apenas as referências utilizadas. Para a leitura

e compreensão do texto, o leitor deve estar familiarizado com alguns conceitos de geome-

tria, tais como variedades diferenciáveis, variedades Riemannianas, conexão Riemanniana,

hipersuperf́ıcie, Curvatura Média, Teorema de Gauss-Bonnet, entre outros.

1.1 Imersões Isométricas

Nesta seção vamos trazer alguns conceitos que darão suporte ao objetivo deste traba-

lho. Inicialmente, vamos definir o que vem a ser uma imersão.

Definição 2. Sejam Mm uma variedade diferenciável de dimensão m e Nk uma variedade

Riemanniana de dimensão igual a k = m+ n . Uma aplicação diferenciável φ : M → N

é uma imersão se dφp : TpM → Tφ(p)N é injetiva para todo p ∈ M. O número n é

denominado a codimensão da imersão.

Definição 3. Se a codimensão da imersão isométrica é 1, ou seja, φ : Mn → Nn+1,

dizemos que φ(M) ⊂ N é uma hipersuperf́ıcie.

A métrica Riemanniana de N, denotada por ⟨ , ⟩, induz de maneira natural uma

métrica Riemanniana em M do seguinte modo: se p ∈ M e v1, v2 ∈ TpM, definemos

⟨v1, v2⟩p := ⟨dφp(v1),dφp(v2)⟩φ(p) .

5
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Nesta situação, φ passa a ser uma imersão isométrica de M em N.

As relações entre as métricas Riemannianas de M e N se exprimem por meio da

segunda forma fundamental, que definiremos a seguir. Sendo φ uma imersão, para cada

p ∈ M, existe uma vizinhança U ⊂ M de p tal que φ(U) ⊂ N é uma subvariedade de N.

Além disso, o produto interno em TpN decompõe TpN na soma direta

TpN = TpM⊕ (TpM)⊥, (1.1)

onde (TpM)⊥ é o complemento ortogonal de TpM em TpN. Desse modo, se v ∈ TpN,

p ∈ M, escrevemos

v = vT + vN, vT ∈ TpM, vN ∈ (TpM)⊥,

tal que vT e vN são denominadas a componente tangencial e a componente normal de v,

respectivamente.

Indicaremos a conexão Riemanniana de N por ∇. Sendo X e Y campos vetoriais locais

em M, e X, Y extensões locais de X e Y a uma vizinhança de N, definimos

∇XY := (∇XY)
⊥,

de modo que esta é a conexão Riemanniana relativa à métrica induzida de M. Para

definirmos a segunda forma fundamental de φ : M → N temos a seguinte definição: se

X, Y são campos locais em M,

B(X, Y) = ∇XY −∇XY

é um campo local em M normal a M.

Assim, vale o seguinte resultado.

Observação 1. Indicaremos por X(U)⊥ os campos diferenciáveis em U de vetores nor-

mais a φ(U) ≈ U.

Proposição 1. Se X, Y ∈ X(U), a aplicação B : X(U)× X(U) → X(U)⊥ dada por

B(X, Y) = ∇XY −∇XY

é bilinear e simétrica.
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Demonstração. Veja [9].

Exprimindo B em um sistema de coordenadas e sabendo que ela é linear, conclúımos

que o valor de B(x,y) = B(X,Y)(p) depende apenas de x = X(p) e y = Y(p). Assim,

podemos definir a segunda forma fundamental. Dado p ∈ M e η ∈ (TpM)⊥, a aplicação

Hη : TpM× TpM → R dada por

Hη(x,y) = ⟨B(x,y),η⟩ , x,y ∈ TpM,

é, pela Proposição 1 uma forma bilinear simétrica.

Definição 4. A forma quadrática IIη definida em TpM por

IIη(x) = Hη(x, x),

é denominada a segunda forma fundamental de φ em p segundo o vetor normal η.

O termo segunda forma fundamental também pode ser usado para se referir a aplicação

B. Associa-se uma aplicação linear auto-adjunta Sη : TpM → TpM, por vezes também

denominada segunda forma fundamental, à aplicação bilinear Hη, onde Sη é dada por

⟨Sη(x),y⟩ = Hη(x,y) = ⟨B(x,y),η⟩.

Assim, a partir de

⟨Sη(x),y⟩ = ⟨B(X, Y)(p),N⟩ = ⟨∇XY −∇XY,N⟩(p)

= ⟨∇XY,N⟩(p) = −⟨Y,∇xN⟩(p)

= ⟨−∇xN,y⟩,

obtemos

Sη(x) = −(∇xN)T .

A decomposição do espaço tangente TpN conforme visto na equação (1.1) varia dife-

renciavelmente com p, o que significa que localmente a parte do fibrado tangente TM que

se projeta sobre M se decompõe em um fibrado tangente TM e em um fibrado normal

TM⊥. É como se a geometria da imersão decompusesse a geometria da variedade ambiente

em “duas geometrias”: a geometria do fibrado tangente e a geometria do fibrado normal,

sendo posśıvel relacionar essas “duas geometrias”através da segunda forma fundamental,

por meio da seguinte equação clássica abaixo.
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Proposição 2. (Equação de Gauss) Se φ : M → N é uma imersão isométrica e X, Y,

Z, T ∈ X(M), então

⟨R(X, Y)Z, T⟩ = ⟨R(X, Y)Z, T⟩− ⟨B(Y, T),B(X,Z)⟩+ ⟨B(X, T),B(Y,Z)⟩.

Demonstração. Observe que ∇XY = ∇XY + B(X, Y). Como

R(X, Y)Z = ∇Y∇XZ−∇X∇YZ+∇[X,Y]Z

= ∇Y(∇XZ+ B(X,Z)) −∇X(∇YZ+ B(Y,Z))

+∇[X,Y]Z+ B([X, Y],Z),

temos

R(X, Y)Z = R(X, Y)Z+ B(Y,∇XZ) +∇⊥
YB(X,Z) − SB(X,Z)Y

− B(X,∇YZ) −∇⊥
XB(Y,Z) + SB(Y,Z)X+ B([X, Y],Z). (1.2)

Tomando o produto interno de (1.2) com T , os termos normais se anulam, e obteremos

finalmente

⟨R(X, Y)Z, T⟩ = ⟨R(X, Y)Z, T⟩− ⟨SB(X,Z)Y, T⟩+ ⟨SB(Y,Z)X, T⟩

= ⟨R(X, Y)Z, T⟩− ⟨B(Y, T),B(X,Z)⟩+ ⟨B(X, T),B(Y,Z)⟩,

que é a equação de Gauss.

Corolário 1. Seja Mn ⊂ Nn+1 uma hipersuperf́ıcie mergulhada em uma variedade Ri-

emanniana N. Sendo R a curvatura escalar de M, H a curvatura Média de M, IIν a

segunda forma fundamental de M, R a curvatura escalar de N e Ric o tensor de Ricci de

N, então

R = R+ 2Ric(ν,ν) − n2H2 + |IIν|
2,

onde ν é um campo normal unitário a M.

Demonstração. Seja {E1,E2, ...,En+1 = ν} base ortonormal do TpN com ν normal a M,

tal que Sν(Ei) = λi · Ei. Por definição, temos

Ric(X, Y) =

n+1∑
i=1

R(Ei,X,Y,Ei).
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Assim,

R =

n+1∑
i=1

Ric(Ej,Ej) =

n∑
i=1

Ric(Ej,Ej) + Ric(ν,ν)

=

n∑
i=1

n+1∑
j=1

R(Ei,Ej,Ej,Ei) + Ric(ν,ν)

=

n∑
i=1

n∑
j=1

R(Ei,Ej,Ej,Ei) +

n∑
j=1

R(ν,Ej,Ej,ν) + Ric(ν,ν)

=

n∑
i,j=1

R(Ei,Ej,Ej,Ei) + 2Ric(ν,ν)

=

n∑
i,j=1

R(Ei,Ej,Ej,Ei) −

n∑
i,j=1

⟨II(Ei,Ei), II(Ej,Ej)⟩+
n∑

i,j=1

|II(Ei,Ej)|
2 + 2Ric(ν,ν),

como II(Ei,Ej) = 0 para i ̸= j, obtemos portanto

R = R+ 2Ric(ν,ν) −

n∑
i,j=1

λiλj

= R+ 2Ric(ν,ν) −

[
n∑

i=1

λi

]2
+

n∑
i=1

λ2
i

= R+ 2Ric(ν,ν) −H2 + |IIν|
2.

Em particular, para o caso de uma hipersuperf́ıcie M2 ↪→ N3, existe uma relação

direta entre a curvatura escalar e a curvatura Gaussiana de M dada por R = 2K. Desse

modo, a equação pode ser reescrita da seguinte forma,

R = 2K+ 2Ric(ν,ν) −H2 + |IIν|
2.

A equação de Gauss tem sua importância ao considerar espaços ambientes que possuem

curvatura seccional constante, pois neles ela desempenha um papel semelhante aos das

equações de compatibilidade na teoria local das superf́ıcies.

1.2 Conjunto de dados iniciais

Iniciaremos esta seção apresentando algumas definições que servirão de base para o

conceito de variedade Lorentziana.

Definição 5. Um tensor métrico g em uma variedade diferenciável M é um (0, 2)-campo

tensorial simétrico não degenerado em M de ı́ndice constante.
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Em outras palavras, g ∈ Γ 02 (M) atribui de forma diferenciável a cada ponto p de M

um produto escalar gp no espaço tangente TpM, e o ı́ndice de g é o mesmo para todo p.

Definição 6. Uma variedade semi-Riemanniana é uma variedade diferenciável M munida

com um tensor métrico g.

Mais precisamente, uma variedade semi-Riemanniana é um par ordenado (M,g).

Aqui, vale ressaltar que dois tensores métricos diferentes na mesma variedade consti-

tuem variedades semi-Riemannianas diferentes. No entanto, geralmente denotamos uma

variedade semi-Riemanniana pelo nome de sua variedade diferenciável M.

O valor comum i do ı́ndice gp em uma variedade semi-Riemanniana M, é chamado

de ı́ndice de M: 0 ⩽ i ⩽ n = dim M. Se i = 0, M é uma variedade Riemanniana; cada

g é então um produto interno (definido positivo) em TpM. Se i = 1 e n ⩾ 2, M é uma

variedade Lorentziana (veja [17]). As variedades semi-riemannianas são frequentemente

chamadas de variedades pseudo-riemannianas. Em nosso contexto, vale destacarmos a

seguinte definição:

Definição 7. Um vetor tangente ν em M é chamado

tipo-espaço se ⟨ν,ν⟩ > 0 ou ν = 0,

nulo se ⟨ν,ν⟩ = 0 e ν ̸= 0,

tipo-tempo se ⟨ν,ν⟩ < 0.

Essa terminologia deriva da teoria da relatividade e, particularmente no caso de Lo-

rentz, vetores nulos também são chamados de tipo-luz. No contexto de hipersuperf́ıcies,

uma imersão φ : Σn → Mn+1 de uma variedade diferenciável, conexa e n-dimensional

Σ é dita uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço se a métrica induzida em Σ pela imersão φ for

Riemanniana.

Seja (L4,γ) uma variedade Lorentziana de dimensão 4, uma 2-forma F em L e Rγ a

curvatura escalar de L. As equações de Einstein-Maxwell, com constante cosmológica

Λ ∈ R para a tripla (L4,γ, F) é expressa pelo seguinte sistema

Ricγ −
Rγ

2
γ+Λ · γ = 8πTF (1.3)

dF = 0; divγF = 0, (1.4)
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onde TF denota o tensor energia-momento do campo eletromagnético

TF =
1

4

(
F ◦ F− 1

4
|F|2γ · γ,

)
com (F ◦ F)α β = γµνFαµFβν. As soluções de (1.3) e (1.4) são chamadas de espaço-tempo

eletrovácuo. O tensor eletromagnético F admite uma decomposição única em termos do

campo elétrico E e do campo magnético B, para mais detalhes, veja [10].

Um conjunto de dados iniciais (M3,g,K,E,µ, J) para as equações de Einstein-Maxwell

com campo magnético nulo é uma hipersuperf́ıcie tipo-espaço de (L4,γ) com a métrica

Riemanniana induzida g, curvatura escalar R, um campo vetorial E ∈ X(M) e segunda

forma fundamental K satisfazendo as equações de restrição de Einstein-Maxwel

16πµ = R+ (trk)2 − 2Λ− |K|2 − 2|E|2;

8π J = div(k− (trK)g),

onde µ e J são as densidade de energia e momento dos campos não-eletromagnéticos.

Dizemos que um conjunto de dados iniciais é tempo-simétrico se K = 0 e maximal se

tr K = 0.

Definição 8. O conjunto de dados iniciais tempo-simétrico (M,g,K,E,µ, J) satisfaz:

1. A condição de energia dominante (DEC) carregada para os campos não-eletromagnéticos

se

T(ν,ν) ⩾ 0,

para todo vetor tipo-tempo ν na direção futuro;

2. As equações de v́ınculo de Einstein-Maxwell sem matéria carregada, se div E = 0

em M.

Definição 9. Se Σ2 ⊂ M3 é uma superf́ıcie mergulhada orientada, fechada, definimos a

carga Q(Σ) relativa a E como

Q(Σ) =
1

4π

∫
Σ

⟨E,ν⟩dσ, (1.5)

onde ν é um campo vetorial normal unitário em Σ.
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No que segue, apresentaremos dois exemplos de conjuntos de dados iniciais para as

equações de Einstein-Maxwell: Reissner-Nordström-de Sitter (RNdS) e Reissner-Nordström-

Anti-de Sitter (RNAdS).

Considere m, Q, Λ ∈ R constantes tais que a equação

pm,Q,Λ(r) := 1−
Λ

3
r2 −

2m

r
+

Q2

r2
= 0

tem soluções positivas, e seja s0 a maior delas. Definimos a variedade 3-dimensional

Λ-Reissner-Nordström por (s0,∞)× S2 com a métrica

gm,Q,Λ =
dr2

pm,Q,Λ(r)
+ r2gS2 ,

onde gS2 denota a métrica da esfera S2, e a denotamos por (Mm,Q,Λ,gm,Q,Λ). O campo

elétrico é o campo vetorial suave E ∈ Γ(TMm,Q,Λ) dado por

E =
Q
√
pm,Q,Λ(r)

r2
∂r,

de modo que os parâmetros m, Q, Λ são a massa, a carga (elétrica) e a constante

cosmólogica, respectivamente. As propriedades abaixo são bem conhecidas e serão ve-

rificadas por meio de cálculos diretos:

• E é livre de divergente, isto é, div E = 0 em (Mm,Q,Λ,gm,Q,Λ);

Na próxima seção, definiremos o divergente de um campo vetorial diferenciável em M e

em seguida provaremos esta propriedade.

• A curvatura escalar de (Mm,Q,Λ,gm,Q,Λ) é dada por

R = 2|E|2gm,Q,Λ
+ 2Λ.

Com efeito, sendo a métrica gm,Q,Λ da forma

gm,Q,Λ =
dr2

pm,Q,Λ(r)
+ r2gS2 ,

a curvatura escalar é dada por

R = −
2

r2
(r2 p ′

m,Q,Λ)
′ +

2

r2
(1− pm,Q,Λ).
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Assim, decorre que

pm,Q,Λ(r) = 1−
Λ

3
r2 −

2m

r
+

Q2

r2
,

pm,Q,Λ(r)
′ = −

2Λ

3
r+

2m

r2
−

2Q2

r3
.

Multiplicando por r2, obtemos

r2 p ′
m,Q,Λ(r) = −

2Λ

3
r3 + 2m−

2Q2

r
,

derivando novamente segue que,

(r2 p ′
m,Q,Λ)

′ = −2Λr2 +
2Q2

r2
.

substituindo na fórmula da curvatura escalar, a primeira parcela pode ser reescrita como

−
2

r2
(r2p ′

m,Q,Λ)
′ = −

2

r2

(
−2Λr2 +

2Q2

r2

)
= 4Λ−

4Q2

r4
,

e a segunda parcela como,

2

r2
(1− pm,Q,Λ) =

2

r2

(
Λ

3
r2 +

2m

r
−

Q2

r2

)
=

2Λ

3
+

4m

r3
−

2Q2

r4
.

Somando as parcelas, considerando que a variedade é solução das equações de restrição

de Einstein-Maxwell e simplificando os termos obtemos,

R = 2Λ+
2Q2

r4
.

Como E é definido por

E =
Q
√
pm,Q,Λ(r)

r2
∂r,

então

|E|2gm,Q,Λ
=

Q2

r4
,

portanto,

R = 2|E|2gm,Q,Λ
+ 2Λ.

Definição 10. Se Λ > 0, então (Mm,Q,Λ,gm,Q,Λ) é chamada Reissner-Nordström-de

Sitter (RNdS). Se Λ < 0, então (Mm,Q,Λ,gm,Q,Λ) é chamada Reissner-Nordström-Anti-

de Sitter (RNAdS).
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Neste trabalho, estamos interessados particularmente na variedade RNAdS. Por uma

mudança de variável (veja [6] e [20]) a métrica da variedade RNAdS pode ser reescrita

como

gm,Q,Λ = ds2 + u(s)2gS2 .

Por uma reflexão da métrica gm,Q,Λ, definimos uma métrica periódica, completa e

rotacionalmente simétrica em R × S2 com constante cosmológica Λ, curvatura escalar

R = 2|E|2 + 2Λ e carga Q(r× S2) = Q para cada r ∈ R (veja [1]). Além disso, a função u

satisfaz a seguinte equação diferencial não-linear de segunda ordem

u ′′(s) =
1

2

(
1− u ′(s)2

u(s)

)
−

1

2

(
Λu(s)4 +Q2

u(s)3

)
.

1.3 Teorema da Divergência

Nesta seção, nosso propósito é apresentarmos um teorema de grande importância para

a prova dos resultados deste estudo. Para isso, convém introduzirmos a seguinte definição:

Definição 11. Seja X um campo vetorial diferenciável em M. A divergência de X é a

função diferenciável div X : M → R definida por

(div X)(p) = tr A =

n∑
i=1

⟨A(ei), ei⟩,

onde tr denota o traço do operador linear A : TpM → TpM definido por A(v) = ∇vX,

para todo v ∈ TpM, e {e1, e2, ..., en} é uma base ortonormal de p.

Considere M orientada, dM o elemento de volume e seja L1(M) o espaço das funções

integráveis a Lebesgue sobre M. Sendo ω uma (n− 1)-forma suave definida sobre M por

ω = iX(dM), onde iX(dM) denota a contração da n-forma dM na direção do campo

vetorial X. Afirmamos que dω = (divX)dM.

Com efeito, seja p ∈ M um ponto fixo e {e1, ..., en} um referencial ortonormal e

geodésico em p. Neste referencial, podemos escrever X =
∑n

i=1 fiei, onde fi = ⟨X, ei⟩.

Sejam ωi, i = 1, ...,n, formas diferenciais de grau 1 definidas em uma vizinhança de p

por ωi(ej) = δij. Um cálculo simples e direto nos permite verificar que o elemento de

volume de M é escrito como segue

dω = ω1 ∧ · · ·∧ωn.
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Fazendo θi = ω1 ∧ · · ·∧ ω̂i ∧ · · ·∧ωn podemos escrever

iX(dM) =

n∑
i=1

(−1)i+1fiθi, (1.6)

tomando a derivada em (1.6), segue que

dω = d
(
iX(dM)

)
=

n∑
i=1

(−1)i+1 dfi ∧ θi +

n∑
i=1

(−1)i+1 fi ∧ dθi. (1.7)

Sendo {e1, ..., en} uma base de TpM, decorre que {ω1, ...,ωn} é uma base para o espaço

das 1-formas, então

dfi =

n∑
j=1

dfi(ej)ωj.

Por outro lado, como ωi ∧ωi = 0, obtemos

(−1)i+1dfi ∧ θ̂i = (−1)i+1

(
n∑

j=1

dfi(ej)ωj

)
∧ω1 ∧ · · ·∧ ω̂i ∧ · · ·∧ωn

= (−1)i+1dfi(ei)ωi ∧ω1 ∧ · · ·∧ ω̂i ∧ · · ·∧ωn

= dfi(ei)ω1 ∧ · · ·∧ωi ∧ · · ·∧ωn. (1.8)

Desde que dfi(ei) = ei(fi), de (1.8) vem

(−1)i+1dfi ∧ θ̂i = ei(fi)dM. (1.9)

Logo das igualdades (1.7) e (1.9), temos

dω = d
(
iX(dM)

)
=

(
n∑

i=1

ei(fi)

)
dM+

n∑
i=1

(−1)i+1fi ∧ dθi.

Sendo o referencial geodésico, quando avaliamos em p, temos que dθi = 0, pois

dωk(ei, ej) = eiωk(ej) − ejωk(ei) −ωk([ei, ej])

= ωk(∇ei
ej −∇ej

ei),

e além disso, ei(fi) = ei⟨X, ei⟩ = ⟨∇ei
X, ei⟩.

Logo,

dω(p) = d
(
iX(dM)

)
(p) =

(∑
j

∇ej
X, ej

)
(p)dM = divX(p)dM.

Como o ponto p foi escolhido arbitrariamente, conclúımos nossa afirmação.

A partir disso, estabelecemos a seguir uma versão alternativa do teorema da di-

vergência para as variedades em estudo.
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Teorema 3. (Divergência) Se M é uma variedade Riemanniana de dimensão n, com-

pacta sem bordo, orientada, e X ∈ X(M), então∫
M

divXdM = 0.

Demonstração. Esse teorema é consequência imediata da afirmação anterior detalhada a

partir da proposição 1 em [5] e do Teorema 2.1 encontrado em [13].

Provemos conforme apresentado na seção anterior, que o campo elétrico E é livre de

divergente. Com efeito, o campo vetorial E é da forma

E =
Q
√
pm,Q,Λ(r)

r2
∂r.

O divergente de um campo vetorial X em coordenadas locais é dado por

divX =
1√
|g|

∂i

(√
|g|Xi

)
.

Como a métrica é bloco diagonal,

g =

c 0

0 r2gS2

 ,

onde c =
1

pm,Q,Λ(r)
, temos

detg = c r4 det(gS2),

logo, √
|g| =

√
c r2
√

det(gS2).

O campo E possui apenas componente radial:

Er =
Q√
cr2

, Eθ = 0, Eφ = 0,

portanto,

divE =
1√
|g|

∂r

(√
|g|Er

)
.

Substituindo
√

|g| e Er,

√
|g|Er =

(√
cr2
√

det(gS2)
)( Q√

cr2

)
= Q

√
det(gS2).
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Como essa expressão independe de r, segue que

∂r(
√
|g|Er) = 0,

logo,

div E = 0.



Caṕıtulo 2

Resultados Auxiliares

Ao longo deste caṕıtulo, introduzimos alguns resultados necessários para a prova

dos teoremas principais. Tendo isso em vista, faz se necessário definir conceitos prévios

existentes na demonstração dos teoremas. Seja Σ2 ⊂ (M3,g) uma superf́ıcie orientável

com um campo normal unitário ν, o operador de Jacobi L : C∞(Σ) → C∞(Σ) da superf́ıcie

Σ é definido por

L(ϕ) = ∆Σ(ϕ) + (Ric(ν,ν) + |A|2)ϕ,

onde ∆Σ é o Laplaciano de Σ com a métrica induzida, A = Sν é a segunda forma funda-

mental de Σ e Ric é a curvatura de Ricci de M. Considere a forma quadrática J, associada

ao operador de Jacobi, definida por J(ϕ) = −
∫
Σ
ϕLϕdσ.

Uma superf́ıcie mergulhada é dita estável se, e somente se, J(ϕ) ⩾ 0, para todo

ϕ ∈ C∞(Σ), neste caso o primeiro autovalor de L satisfaz λ1(L) ⩾ 0. Se λ1(L) > 0

dizemos que a superf́ıcie é estritamente estável. Desde que λ1(L) é o primeiro autovalor

de L, vale J(ϕ) ⩾ λ1(L)
∫
Σ
ϕ2dσ, donde obtemos

λ1(L)

∫
Σ

ϕ2 dσ+

∫
Σ

(
Ric(ν,ν) + |A|2

)
ϕ2 dσ ⩽

∫
Σ

|∇ϕ|2 dσ, ∀ϕ ∈ C∞(Σ).
Observação 2. A desigualdade acima é chamada desigualdade de estabilidade.

Para finalizar esta seção, apresentaremos o conceito de variação normal de uma su-

perf́ıcie, que será fundamental para obtermos a primeira e segunda variação da massa de

Hawking carregada.

Seja f : (−ε, ε) × Σ → M é uma aplicação suave, onde ε > 0 pode ser escolhido de

modo que:

18
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• ft = f(t, ·) : Σ → M é uma imersão para cada t ∈ (−ε, ε);

• f(0, x) = x para cada x ∈ Σ;

•
∂f

∂t
(0, x) = ϕ(x)ν(x) para cada x ∈ Σ, aqui ϕ ∈ C∞(Σ),

onde ν é um campo vetorial normal unitário ao longo de Σ. Se Σt = {f(t, x); x ∈ Σ}, então

{Σt}t∈(−ε,ε) é denominada uma variação normal suave de Σ.

2.1 Variações da Massa de Hawking Carregada

Nesta seção faremos o cálculo das variações da massa de Hawking carregada, que

servirão como base para a prova de alguns resultados importantes. A massa de Haw-

king carregada foi definida na introdução deste trabalho, mas por questão de completude

apresentamos a definição abaixo novamente.

Definição 12. Seja (M,g) uma variedade riemanniana tridimensional com curvatura

escalar R e uma superf́ıcie bidimensional fechada Σ ⊂ M, a massa de Hawking carregada

é definida como

mCH(Σ) =
|Σ|

1
2

(16π)
1
2

(
χ(Σ)

2
+

4πQ(Σ)2

|Σ|
−

1

16π

∫
Σ

(
H2 +

2

3
ζ

)
dσ

)
,

onde E ∈ X(M),Q(Σ) =
1

4π

∫
Σ

⟨E, v⟩dσ é a carga elétrica total contida em Σ, ν é um

campo vetorial normal unitário em Σ, χ(Σ) é a caracteŕıstica de Euler de Σ, H é a

curvatura média de Σ e ζ = inf(R− 2|E|2).

Seja {Σt} uma variação normal suave de Σ e vt o vetor normal unitário ao longo de Σt,

vamos considerar ao longo deste trabalho a densidade da carga nula, ou seja, div E = 0.

Sendo Ωt a região compreendida entre Σt e Σ0 = Σ, pelo Teorema da Divergência, segue

que

0 =

∫
Ωt

div EdM

=

∫
Σt

⟨E, vt⟩dσt −

∫
Σ0

⟨E, v0⟩dσ

= 4π(Q(Σt) −Q(Σ0)),

donde obtemos que Q(Σt) = Q(Σ) para toda variação normal Σt de Σ.
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Dentre as fórmulas gerais relacionadas as variações normais de hipersuperf́ıcies, des-

tacamos a primeira e a segunda variação de área.

Lema 1. Seja {Σt} uma variação normal suave de Σ, e X(x) =
∂f

∂t
(0, x), então a primeira

e a segunda variação de área são dadas, respectivamente, por

a)
d

dt
|Σt|

∣∣∣∣
t=0

= −

∫
Σ

Hϕdσ.

b)
d2

dt2
|Σt|

∣∣∣∣
t=0

=

∫
Σ

(−ϕLϕ+H2ϕ2 + divΣ∇XX)dσ.

Demonstração: Veja [12].

Desse modo, podemos calcular as variações da Massa de Hawking carregada.

Lema 2. (Primeira variação da massa de Hawking carregada) Para cada função

ϕ ∈ C∞(Σ), temos:

d

dt
mCH(Σt)

∣∣∣∣
t=0

=−
2|Σ|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σ

ϕ∆ΣHdσ+
|Σ|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σ

(2Λ− R)Hϕdσ

+
|Σ|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σ

(
2KΣ +

8π(g(Σ) − 1)

|Σ|

)
Hϕdσ

+
|Σ|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σ

(
32π2Q(Σ)2

|Σ|2
− |A|2 +

1

2|Σ|

∫
Σ

H2dσ

)
Hϕdσ.

Demonstração. Considere

mCH(Σt) =
|Σt|

1
2

(16π)
1
2

(
χ(Σt)

2
+

4πQ(Σt)
2

|Σt|
−

1

16π

∫
Σt

(
H2

t +
2

3
ζ

)
dσt

)

e sabendo que
d

dt
(dσt) = −Htϕtdσt obtemos

d

dt
mCH(Σt) = −

1

2

|Σt|
− 1

2

(16π)
1
2

d

dt
|Σt|

(
χ(Σt)

2
+

4πQ(Σt)
2

|Σt|
−

1

16π

∫
Σt

(
H2

t +
2

3
ζ

)
dσt

)
+

|Σt|
1
2

(16π)
1
2

(
4π

d

dt
Q(Σt)

2|Σt|
−1 − 4πQ(Σt)

2|Σt|
−2 d

dt
|Σt|

)
−

|Σt|
1
2

(16π)
3
2

(∫
Σt

d

dt

(
H2

t +
2

3
ζ

)
dσt

)
=−

1

2

|Σt|
− 1

2

(16π)
1
2

∫
Σt

Htϕt dσt

(
χ(Σt)

2
+

4πQ(Σt)
2

|Σt|
−

1

16π

∫
Σt

(
H2

t +
2

3
ζ

)
dσt

)
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+
|Σt|

1
2

(16π)
1
2

(
4π

d

dt
Q(Σt)

2|Σt|
−1 + 4πQ(Σt)

2|Σt|
−2

∫
Σt

Htϕt dσt

)
−

|Σt|
1
2

(16π)
3
2

(∫
Σt

2HtH
′
t dσt −

∫
Σt

(
H2

t +
2

3
ζ

)
Htϕt dσt

)
=

|Σt|
1
2

(16π)
3
2

∫
Σt

−4πχ(Σt)

|Σt|
Htϕt dσt +

|Σt|
1
2

(16π)
3
2

∫
Σt

−32π2Q(Σt)
2

|Σt|2
Htϕt dσt

+
|Σt|

1
2

(16π)
3
2

1

2|Σt|

[∫
Σt

H2
t dσt +

2

3
ζ

∫
Σt

dσt

] ∫
Σt

Htϕt dσt

+
1

4

(
|Σt|

16π

)− 1
2 d

dt
Q(Σt)

2 +
|Σt|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σt

64π2Q(Σt)
2

|Σt|2
Htϕt dσt

−
|Σt|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σt

2ϕt∆Σt
Ht dσt

−
|Σt|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σt

Ht

(
2Ric(νt,νt) + 2|At|

2
)
ϕt dσt

+
|Σt|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σt

(
H2

t +
2

3
ζ

)
Htϕt dσt,

para obtenção das igualdades acima foram usados as equações abaixo

H ′
t = ∆Σt

ϕt + Ric(νt,νt)ϕt + |At|
2ϕt

d

dt
(dσt) = − ϕtHtdσt∫

Σt

ϕt∆Σt
Htdσt =

∫
Σt

Ht∆Σt
ϕtdσt.

Da equação de Gauss obtemos que

2Ric(vt, vt) + 2|A|2 = R− 2KΣt
+H2

t + |At|
2,

substituindo na expressão anterior e organizando os termos temos

d

dt
mCH(Σt) = +

|Σt|
1
2

(16π)
3
2

∫
Σt

−4πχ(Σt)

|Σt|
Htϕt dσt +

|Σt|
1
2

(16π)
3
2

∫
Σt

−32π2Q(Σt)
2

|Σt|2
Htϕt dσt

+
|Σt|

1
2

(16π)
3
2

(∫
Σt

(∫
Σt

1

2|Σt|
H2

t dσt

)
Htϕtdσt +

∫
Σt

ζ

3
Htϕt dσt

)
+

1

4

(
|Σt|

16π

)− 1
2 d

dt
Q(Σt)

2 +
|Σt|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σt

64π2Q(Σt)
2

|Σt|2
Htϕt dσt

−
2|Σt|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σt

ϕt∆Σt
Ht dσt −

|Σt|
1
2

(16π)
3
2

∫
Σt

Ht

(
Rt − 2Kt +H2

t + |At|
2
)
ϕt dσt

+
|Σt|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σt

(
H2

t +
2

3
ζ

)
Htϕt dσt.
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Sabendo que χ(Σt) = 2(1− g(Σt)), segue que

d

dt
mCH(Σt) = −

2|Σt|
1
2

(16π)
3
2

∫
Σt

ϕt∆Σt
Ht dσt +

|Σt|
1
2

(16π)
3
2

∫
Σt

32π2Q(Σt)
2

|Σt|2
Htϕt dσt

+
|Σt|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σt

(
2KΣt

− |A|2 +
1

2|Σt|

∫
Σt

H2
t dσt

)
Htϕtdσt

+
|Σt|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σt

(
ζ− Rt

)
Htϕt dσt +

1

4

(
|Σt|

16π

)− 1
2 d

dt
Q(Σt)

2

+
|Σt|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σt

8π
(
g(Σt) − 1)

|Σt|
Htϕt dσt.

Avaliando em t = 0 obtemos o resultado desejado.

Para o cálculo da segunda variação, consideramos Σ ponto cŕıtico da massa de Hawking

carregada e prosseguiremos conforme a Proposição 4 de [2] e a Proposição 2 de [1]. Para

isso, considere o operador de Jacobi de Σt dado por LΣt
= ∆Σt

+Ric(νt,νt)+ |AΣt
|2, onde

∆Σt
é o laplaciano de Σt na métrica induzida e AΣt

= Sνt
a segunda forma fundamental

de Σt com respeito a νt.

Lema 3. (Segunda variação da massa de Hawking carregada) Se Σ ⊂ M é ponto

cŕıtico da massa de Hawking carregada, então

d2

dt2
mCH(Σt)

∣∣∣∣
t=0

= −
3

4

mCH(Σ)

∥Σ∥2

(∫
Σ

Hϕdσ

)2

−
1

2

mCH(Σ)

∥Σ∥

∫
Σ

(ϕLϕ−H2ϕ2)dσ

−
2∥Σ∥ 1

2

(16π)
3
2

∫
Σ

(Lϕ)2 dσ+
∥Σ∥ 1

2

(16π)
3
2

∫
Σ

(
H2 +

4

3
Λ

)
(ϕLϕ−H2ϕ2)dσ

+
4∥Σ∥ 1

2

(16π)
3
2

∫
Σ

H2ϕLϕdσ+
∥Σ∥ 1

2

(16π)
3
2

128π2Q(Σ)2

∥Σ∥3

(∫
Σ

Hϕdσ

)2

+
∥Σ∥ 1

2

(16π)
3
2

64π2Q(Σ)2

∥Σ∥

∫
Σ

(ϕLϕ−H2ϕ2)dσ

−
∥Σ∥ 1

2

(16π)
3
2

∫
Σ

(
H2 +

4

3
Λ

)
(2HL ′(0) + div(∇XX))ϕdσ.

onde X(x) =
∂f

∂t
(0, x).

Demonstração. Pelo Lema 2, a primeira variação da massa de Hawking carregada é dada

por
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d

dt
mCH(Σt) = +

1

2

|Σt|
− 1

2

(16π)
1
2

∫
Σt

d

dt
(dσt)

(
χ(Σt)

2
+

4πQ(Σt)
2

|Σt|
−

1

16π

∫
Σt

(
H2

t +
2

3
ζ

)
dσt

)
+

|Σt|
1
2

(16π)
1
2

(
4π

d

dt
Q(Σt)

2|Σt|
−1 − 4πQ(Σt)

2|Σt|
−2

∫
Σt

d

dt
(dσt)

)
−

|Σt|
1
2

(16π)
3
2

(∫
Σt

2HtH
′
t dσt +

∫
Σt

(
H2

t +
2

3
ζ

)
d

dt
(dσt)

)
.

Derivando essa expressão, segue que

d2

dt2
mCH(Σt) =

−
1

4

|Σt|
− 3

2

(16π)
1
2

(∫
Σt

d

dt
(dσt)

)2(
χ(Σt)

2
+

4πQ(Σt)
2

|Σt|
−

1

16π

∫
Σt

(
H2

t +
2

3
ζ

)
dσt

)

+
1

2

|Σ|−
1
2

(16π)
1
2

(∫
Σt

d2

dt2
(dσt)

)(
χ(Σt)

2
+

4πQ(Σt)
2

|Σt|
−

1

16π

∫
Σt

(
H2

t +
2

3
ζ

)
dσt

)

+
1

2

|Σ|−
1
2

(16π)
1
2

∫
Σt

d

dt
(dσt)

[
4π

d

dt
Q(Σt)

2|Σt|
−1 − 4πQ(Σt)

2|Σt|
−2

∫
Σt

d

dt
(dσt)

−
1

16π

(∫
Σt

2HtH
′
t dσt +

∫
Σt

(
H2

t +
2

3
ζ

)
d

dt
(dσt)

)]

+
1

2

|Σt|
− 3

2

(16π)
1
2

(
4π

d

dt
Q(Σt)

2

) ∫
Σt

d

dt
(dσt) −

|Σ|−
1
2

(16π)
1
2

(
4π

d2

dt2
Q(Σt)

2

) ∫
Σt

d

dt
(dσt)

+
3

2

|Σ|−
5
2

(16π)
1
2

(∫
Σ

d

dt
(dσt)

)2
4πQ(Σ)2

|Σ|
− 2

|Σ|−
3
2

(16π)
1
2

(
4π

d

dt
Q(Σt)

2

) ∫
Σ

d

dt
(dσt)

−
|Σ|−

3
2

(16π)
1
2

4πQ(Σ)2
∫
Σ

d2

dt2
(dσt)dσ

−
1

2

|Σ|−
1
2

(16π)
1
2

∫
Σ

d

dt
(dσt)

(∫
Σ

2HH ′ dσ+

∫
Σ

(
H2 +

2

3
ζ

)
d

dt
(dσt)

)

−
|Σ|

1
2

(16π)
1
2

(
2

∫
Σ

(H ′)2 dσ+ 2

∫
Σ

HH ′′ dσ− 4

∫
Σ

HH ′Hϕdσ

)

+

∫
Σ

(
H2 +

2

3
ζ

)
d2

dt2
(dσt).
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Usando as seguintes equações

H ′
t = ∆Σt

ϕt + Ric(νt,νt)ϕt + |At|
2ϕt

d2

dt2
(dσt)

∣∣∣∣
t=0

=
[
−ϕLϕ+H2ϕ2 + divΣ(∇XX)

]
dσ,

d

dt
(dσt)

∣∣∣∣
t=0

= −ϕHdσ,

e avaliando em t = 0 obtemos

d2

dt2
mCH(Σt)

∣∣∣∣
t=0

=

−
1

4

|Σ|−
3
2

(16π)
1
2

(∫
Σ

ϕHdσ

)2(
χ(Σ)

2
+

4πQ(Σ)2

|Σ|
−

1

16π

∫
Σ

(
H2 +

2

3
ζ

)
dσ

)

+
1

2

|Σ|−
1
2

(16π)
1
2

(∫
Σ

(
−ϕLϕ+H2ϕ2 + divΣ(∇XX)

)
dσ

)(
χ(Σ)

2
+

4πQ(Σ)2

|Σ|

−
1

16π

∫
Σ

(
H2 +

2

3
ζ

)
dσ

)

−
1

2

|Σ|−
1
2

(16π)
1
2

∫
Σ

ϕHdσ

[
4π

d

dt
Q(Σt)

2

∣∣∣∣
t=0

|Σ|−1 + 4πQ(Σ)2|Σ|−2

∫
Σ

ϕHdσ

−
1

16π

(∫
Σ

2HLϕdσ−

∫
Σ

(
H2 +

2

3
ζ

)
Hϕdσ

)]

−
1

2

|Σ|−
3
2

(16π)
1
2

(
4π

d

dt
Q(Σt)

2

∣∣∣∣
t=0

) ∫
Σ

ϕHdσ+
|Σ|−

1
2

(16π)
1
2

(
4π

d2

dt2
Q(Σt)

2

∣∣∣∣
t=0

) ∫
Σ

ϕHdσ

+
3

2

|Σ|−
5
2

(16π)
1
2

(∫
Σ

ϕHdσ

)2
4πQ(Σ)2

|Σ|
+ 2

|Σ|−
3
2

(16π)
1
2

(
4π

d

dt
Q(Σt)

2

∣∣∣∣
t=0

) ∫
Σ

ϕHdσ

−
|Σ|−

3
2

(16π)
1
2

4πQ(Σ)2
∫
Σ

(
−ϕLϕ+H2ϕ2 + divΣ(∇XX)

)
dσ

+
1

2

|Σ|−
1
2

(16π)
1
2

∫
Σ

ϕHdσ

(∫
Σ

2HLϕdσ−

∫
Σ

(
H2 +

2

3
ζ

)
ϕHdσ

)

−
|Σ|

1
2

(16π)
1
2

(
2

∫
Σ

(Lϕ)2 dσ+ 2

∫
Σ

HL ′(0)ϕdσ− 4

∫
Σ

ϕH2Lϕdσ

)

+

∫
Σ

(
H2 +

2

3
ζ

)(
−ϕLϕ+H2ϕ2 + divΣ(∇XX)

)
dσ. (2.1)
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Sendo Σ ponto cŕıtico da massa de Hawking carregada, temos

−
1

2

1

|Σ|

|Σ|
1
2

(16π)
1
2

(
χ(Σ)

2
+

4πQ(Σ)2

|Σ|
−

1

16π

∫
Σ

(
H2 +

2

3
ζ

)
dσ

) ∫
Σ

Hϕdσ

+
|Σ|

1
2

(16π)
1
2

(
4π

d

dt
Q(Σt)

2

∣∣∣∣
t=0

|Σ|−1 + 4πQ(Σ)2|Σ|−2

∫
Σ

Hϕdσ

)

−
|Σ|

1
2

(16π)
3
2

(∫
Σ

2HLϕdσ−

∫
Σ

(
H2 +

2

3
ζ

)
Hϕdσ

)
= 0,

de modo que

−
(16π)

3
2

|Σ|
3
2

mCH(Σ)

2

∫
Σ

Hϕdσ+ 16π

[
4π

d2

dt2
q(Σt)

∣∣∣∣
t=0

|Σ|−1 + 4πq(Σ)2|Σ|−2

] ∫
Σ

ϕHdσ

=

∫
Σ

2HLϕdσ−

∫
Σ

(
H2 +

2

3
ζ

)
Hϕdσ.

Assim, substituindo esta igualdade na equação (2.1), segue que

d2

dt2
mCH(Σt)

∣∣∣∣
t=0

=

= −
1

4

mCH(Σ)

|Σ|2

(∫
Σ

ϕHdσ

)2

+
1

2

mCH(Σ)

|Σ|

∫
Σ

(
−ϕLϕ+H2ϕ2 + divΣ(∇XX)

)
dσ

−
1

2

|Σ|−
1
2

(16π)
1
2

(∫
Σ

ϕHdσ

)
(16π)

1
2

|Σ|
3
2

mCH(Σ)

∫
Σ

Hϕdσ

−
1

2

|Σ|−
3
2

(16π)
1
2

(
4π

d

dt
Q(Σt)

2

∣∣∣∣
t=0

) ∫
Σ

ϕHdσ+
|Σ|−

1
2

(16π)
1
2

(
4π

d2

dt2
Q(Σt)

∣∣∣∣
t=0

) ∫
Σ

ϕHdσ

+
3

2

|Σ|−
5
2

(16π)
1
2

(∫
Σ

ϕHdσ

)2

4πQ(Σ)2 +
|Σ|−

3
2

(16π)
1
2

(
8π

d

dt
Q(Σt)

2

∣∣∣∣
t=0

) ∫
Σ

ϕHdσ

−
|Σ|−

3
2

(16π)
1
2

4πQ(Σ)2
∫
Σ

(
−ϕLϕ+H2ϕ2 + divΣ(∇XX)

)
dσ.

Pelo Teorema da Divergência obtemos que
∫
Σ
divΣ(∇XX)dσ = 0, e sendo Q(Σt) = Q(Σ)

conclúımos o resultado desejado.

2.2 Resultados de Estabilidade

Inicialmente, provaremos um resultado que classifica os pontos cŕıticos da massa de

Hawking carregada.
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Teorema 4. Se (M3,g) é uma variedade Riemanniana com curvatura escalar satisfazendo

R ⩾ 2|E|2+2Λ, aqui E ∈ X(M) é tal que div E = 0. Suponha que Σ ↪→ M é uma superf́ıcie

fechada, dois lados, com curvatura média não negativa que é ponto cŕıtico para a massa

de Hawking carregada, então

1. ou Σ é mı́nima;

2. ou Σ é umb́ılica, sua curvatura Gaussiana satisfaz KΣ =
2πχ(Σ)

|Σ|
, e ao longo de Σ,

R = 2|E|2 + 2Λ é constante. Além disso, se ν é um campo normal unitário em Σ,

então E e ν são linearmente dependentes.

Demonstração. Considere a primeira variação da massa de Hawking carregada dada no

Lema 2, assim podemos reescrevê-la da seguinte maneira

d

dt
mCH(Σt)

∣∣∣∣
t=0

= −
2|Σ|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σ

∆ΣHϕdσ−
2|Σ|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σ

[
R− ζ

2
− KΣ −

4π(g(Σ) − 1)

|Σ|

−
16π2Q(Σ)2

|Σ|2
+

|A|2

2
+

1

4|Σ|

∫
Σ

H2dϕ

]
Hϕdσ+

1

4

(
|Σ|

16π

)− 1
2 d

dt
Q(Σt)

2

∣∣∣∣
t=0

= −
2|Σ|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σ

(∆ΣH+ Z(Σ)H)ϕdσ+
1

4

(
|Σ|

16π

)− 1
2 d

dt
Q(Σt)

2

∣∣∣∣
t=0

,

onde

Z(Σ) =
−4π(g(Σ) − 1)

|Σ|
−KΣ−

16π2Q(Σ)2

|Σ|2
+
1

2
(R−ζ)+

1

4

(
2|A|2 −

1

|Σ|

∫
Σ

H2 dσ

)
. (2.2)

Desde que R ⩾ 2|E|2 + 2Λ e |A|2 ⩾
1

2
H2, segue que

1

2
(R− ζ) ⩾ |E|2 e

∫
Σ

(
2|A|2 −

1

|Σ|

∫
Σ

H2dσ

)
dσ ⩾ 0.

Assim, com essas condições e usando o Teorema de Gauss-Bonnet, tem-se∫
Σ

Z(Σ)dσ =

∫
Σ

−4π(g(Σ) − 1)

|Σ|
dσ−

∫
Σ

KΣ dσ−

∫
Σ

16π2q(Σ)2

|Σ|2
dσ

+
1

2

∫
Σ

(R− ζ)dσ+
1

4

∫
Σ

(
2|A|2 −

1

|Σ|

∫
Σ

H2 dσ

)
dσ

⩾ −4π(g(Σ) − 1) − 2πχ(Σ) −
16π2q(Σ)2

|Σ|
+

∫
Σ

|E|2 dσ

= −
16π2q(Σ)2

|Σ|
+

∫
Σ

|E|2 dσ.
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Utilizando a desigualdade de Holder segue que∣∣∣∣∫
Σ

⟨E, v⟩dσ
∣∣∣∣2 ⩽ (∫

Σ

|E · v|dσ
)2

⩽ |Σ|

∫
Σ

|E|2dσ,

e considerando a carga Q definida em (1.5) temos∫
Σ

|E|2dσ ⩾
16π2Q(Σ)2

|Σ|
,

logo ∫
Σ

Z(Σ)dσ ⩾ 0,

e a igualdade ocorre se, somente se, E e ν são linearmente dependentes. Além disso, como

por hipótese Σ é ponto cŕıtico da massa de Hawking carregada, segue que

−
2|Σ|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σ

(∆ΣH+ Z(Σ)H)ϕdσ = 0,

isto é, ∫
Σ

(∆ΣH+ Z(Σ)H)ϕdσ = 0.

Como a curvatura média é não negativa, pelo Prinćıpio do Máximo segue que H = 0

ou H > 0. Se H = 0, conclúımos o item 1, agora suponha que Σ não é mı́nima, assim

1

H
∆ΣH+ Z(Σ) = 0. (2.3)

Pela Regra de Leibniz dada por divΣ(f X) = ⟨∇Σf,X⟩ + f divΣ(X) em [7], onde X ∈

X(Σ) e f função real, fazendo f =
1

H
e X = ∇ΣH, segue que

divΣ

(
1

H
∇ΣH

)
=

〈
∇Σ

1

H
,∇ΣH

〉
+

1

H
divΣ(∇ΣH),

mas como ∆ΣH = divΣ(∇ΣH), obtemos

divΣ

(
1

H
∇ΣH

)
=

〈
∇Σ

1

H
,∇ΣH

〉
+

1

H
∆ΣH

=

〈
−

1

H2
∇ΣH,∇ΣH

〉
+

1

H
∆ΣH.

Pelo Teorema da Divergência conclúımos que∫
Σ

1

H
∆Hdσ−

∫
Σ

1

H2
⟨∇H,∇H⟩dσ = 0,



Caṕıtulo 2. Resultados Auxiliares 28

isto é, ∫
Σ

1

H
∆Hdσ =

∫
Σ

|∇H|2

H2
dσ ⩾ 0. (2.4)

Assim, integrando (2.3) e usando (2.4), obtemos∫
Σ

|∇H|2

H2
dσ+

∫
Σ

Z(Σ)dσ = 0,

donde ∫
Σ

Z(Σ)dσ = −

∫
Σ

|∇H|2

H2
dσ ⩽ 0.

Desse modo,
∫
Σ
Z(Σ)dσ = 0, o que implica em

∫
Σ

|∇H|2

H2
dσ = 0, ou seja, H é constante

e Z(Σ) = 0. Portanto, R = 2|E|2 + 2Λ ao longo de Σ e Σ umb́ılica. Além disso, se v é um

campo normal unitário em Σ, então E e v são linearmente dependentes e |E|2 constante.

Nesse caso, ∫
Σ

|E|2dσ =
16π2Q(Σ)2

|Σ|
,

donde conclúımos que

|E|2 =
16π2Q(Σ)2

|Σ|2
.

Pela equação (2.2) a curvatura Gaussiana de Σ é obtida por

KΣ = −
4π(g(Σ) − 1)

|Σ|
,

dáı,

KΣ =
2πχ(Σ)

|Σ|
.

O resultado a seguir foi motivado pela Proposição 4 em [1] e descreve uma igualdade

envolvendo λ1(L) e a área de uma superf́ıcie mı́nima, compacta, estritamente estável de

dois lados, que maximiza localmente a massa de Hawking carregada em uma variedade

tridimensional munida de um campo vetorial E.

Proposição 3. Seja (M3,g) é uma variedade Riemanniana com curvatura escalar satis-

fazendo R ⩾ 2|E|2+2Λ, aqui E ∈ X(M) é tal que div E = 0. Se Σ ↪→ M3 é uma superf́ıcie
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dois lados, mı́nima, compacta, estritamente estável que maximiza localmente a massa de

Hawking carregada, então

(λ1(L) + λ)|Σ|+
16π2Q(Σ)2

|Σ|
= 2πχ(Σ).

Além disso, ao longo de Σ, temos que A = 0, R = 2|E|2 + 2Λ, Ric(ν,ν) = −λ1(L) e sua

curvatura Gaussiana satisfaz KΣ =
2πχ(Σ)

|Σ|
.

Demonstração. Considere Σt ↪→ M uma variação normal suave de Σ dada pelo campo

vetorial
∂f

∂t
(0, x) = ϕ(x)ν(x), onde ϕ ∈ C∞(Σ). Pelo Lema 3, e sabendo que a superf́ıcie

é mı́nima, temos

d2

dt2
mCH(Σt)

∣∣∣∣
t=0

= −
1

2

mCH(Σ)

∥Σ∥

∫
Σ

ϕLϕdσ−
2∥Σ∥ 1

2

(16π)
3
2

∫
Σ

(Lϕ)2 dσ

+
∥Σ∥ 1

2

(16π)
3
2

∫
Σ

4

3
Λ(ϕLϕ)dσ+

∥Σ∥ 1
2

(16π)
3
2

64π2Q(Σ)2

∥Σ∥

∫
Σ

ϕLϕdσ

= −
2∥Σ∥ 1

2

(16π)
3
2

∫
Σ

(Lϕ)2 dσ

−
1

2|Σ|

|Σ|
1
2

(16π)
1
2

(
χ(Σ)

2
+

(4πQ(Σ))2

|Σ|
−

1

16π

∫
Σ

4

3
Λdσ

) ∫
Σ

ϕLϕdσ

+
4Λ

3

|Σ|
1
2

(16π)
3
2

∫
Σ

ϕLϕdσ+
|Σ|

1
2

(16π)
1
2

4πQ(Σ)2

|Σ|2

∫
Σ

ϕLϕdσ

=−
2|Σ|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σ

(Lϕ)2 dσ−
|Σ|

1
2

(16π)
3
2

4πχ(Σ)

|Σ|

∫
Σ

ϕLϕdσ

+
|Σ|

1
2

(16π)
3
2

32π2Q(Σ)2

|Σ|2

∫
Σ

ϕLϕdσ+
|Σ|

1
2

(16π)
3
2

∫
Σ

2Λdσ

∫
Σ

ϕLϕdσ

= −
|Σ|

1
2

(16π)
3
2

[
2

∫
Σ

(Lϕ)2 dσ−

(
2Λ+

32π2Q(Σ)2

|Σ|2
−

4πχ(Σ)

|Σ|

) ∫
Σ

ϕLϕdσ

]
.

Sabendo que Σ maximiza localmente a massa de Hawking carregada, tem-se

−
|Σ|

1
2

(16π)
3
2

[
2

∫
Σ

(Lϕ)2 dσ−

(
2Λ+

32π2Q(Σ)2

|Σ|2
−

4πχ(Σ)

|Σ|

) ∫
Σ

ϕLϕdσ

]
⩽ 0,

donde,

−2

∫
Σ

(Lϕ)2 dσ ⩽

(
−2Λ−

32π2Q(Σ)2

|Σ|2
+

4πχ(Σ)

|Σ|

) ∫
Σ

ϕLϕdσ. (2.5)
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Agora, considere uma autofunção associada ao primeiro autovalor, isto é, Lϕ+λ1(L)ϕ =

0 com λ1(L) > 0 já que Σ é estritamente estável. Desse modo, utilizando a desigualdade

(2.5) decorre que

−2λ1(L)
2

∫
Σ

ϕ2 dσ ⩽

(
2Λ+

32π2Q(Σ)2

|Σ|2
−

4πχ(Σ)

|Σ|

)
λ1(L)

∫
Σ

ϕ2 dσ,

que implica

(λ1(L) +Λ)|Σ|+
16π2Q(Σ)2

|Σ|
⩾ 2πχ(Σ). (2.6)

Pela desigualdade da estabilidade segue que

λ1(L)

∫
Σ

ϕ2dσ+

∫
Σ

(Ric(ν,ν) + |A|2)ϕ2dσ ⩽
∫
Σ

|∇ϕ|2dσ, ∀ϕ ∈ C∞(Σ),
considerando ϕ = 1 tem-se

λ1(L)

∫
Σ

dσ+

∫
Σ

(Ric(ν,ν) + |A|2)dσ ⩽ 0,

e fazendo uso da Equação de Gauss obtemos

λ1(L)|Σ|+
1

2

∫
Σ

(R+ |A|2)dσ ⩽
∫
Σ

KΣdσ.

Como R ⩾ 2|E|2+2Λ, utilizando a desigualdade de Holder e considerando ν um campo

vetorial normal unitário em Σ obtemos∫
Σ

| ⟨E, v⟩ |dσ ⩽

(∫
Σ

|E|2dσ

) 1
2
(∫

Σ

|v|2dσ

) 1
2

,

donde,

1

|Σ|

∣∣∣∣(∫
Σ

⟨E, v⟩dσ
)∣∣∣∣2 ⩽ ∫

Σ

|E|2dσ,

de modo que,

16π2Q(Σ)2

|Σ|
⩽

∫
Σ

|E|2dσ.

Assim, pelo Teorema de Gauss-Bonnet

(λ1(L) +Λ)|Σ|+
16π2Q(Σ)2

|Σ|
⩽ λ1(L)|Σ|+Λ|Σ|+

∫
Σ

|E|2dσ

⩽
∫
Σ

KΣdσ−
1

2

∫
Σ

(R+ |A|2)dσ+Λ|Σ|+

∫
Σ

|E|2dσ

⩽ 2πχ(Σ) −
1

2

∫
Σ

(R− 2|E|2 − 2Λ)dσ−

∫
Σ

|A|2dσ

⩽ 2πχ(Σ). (2.7)
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Portanto, pelas desigualdades (2.6) e (2.7), conclúımos que

(λ1(L) +Λ)|Σ|+
16π2Q(Σ)2

|Σ|
= 2πχ(Σ). (2.8)

Além disso, segue que A = 0 e R = 2|E|2 + 2Λ ao longo de Σ. Tomando ϕ = 1 na

equação de estabilidade obtemos∫
Σ

(Ric(ν,ν) + λ1(L))dσ = 0.

Assim, fazendo ϕ = c (constante), obtemos
∫
Σ
ϕ(L + λ1(L))(ϕ)dσ = 0. Logo, o

primeiro autovalor de (L+ λ1(L))ϕ é igual a zero, assim (L+λ1(L))c = 0. Sabendo disto,

observe que

(L+ λ1(L))c = (Ric(ν,ν) + λ1(L))c,

donde, obtemos que Ric(ν,ν) = −λ1(L). Para finalizar, pela equação de Gauss e a

equação (2.8), segue que KΣ =
2πχ(Σ)

|Σ|
.

A prova do resultado seguinte é consequência da Proposição 2 em [2] e da Proposição

5 em [1]. O resultado apresenta a construção de uma famı́lia a um parâmetro Σt em uma

vizinhança de Σ de forma que Σt é compacta e possui curvatura média constante.

Proposição 4. Seja (M3,g) uma variedade Riemanniana com curvatura escalar satisfa-

zendo R ⩾ 2|E|2 + 2Λ, aqui E ∈ X(M) é tal que div E = 0. Se Σ ↪→ M3 é uma superf́ıcie

mı́nima, fechada e estável satisfazendo

(λ1(L) + λ)|Σ|+
16π2Q(Σ)2

|Σ|
= 2πχ(Σ).

Então existe ϵ > 0 e uma função suave µ : Σ× (−ϵ, ϵ) → R tal que

Σt = {expx(µ(t, x)ν(x)); x ∈ Σ}

é uma famı́lia de superf́ıcies fechadas com curvatura média constante. Além disso, para

cada x ∈ Σ e para cada t ∈ (−ϵ, ϵ), as seguintes propriedades são satisfeitas

µ(0, x) = 0,
∂µ

∂t
(0, x) = 1 e

∫
Σ

(µ(t, ·) − t)dσ = 0.

Demonstração. veja [8].



Caṕıtulo 2. Resultados Auxiliares 32

A partir da proposição anterior, podemos definir a aplicação ft : Σ → M dada por

ft(x) = expx(µ(t, x)v(x)), para cada t ∈ (−ϵ, ϵ). Observe que Σ0 = Σ. Assim, definimos

a função lapso ρt : Σ(t) → R como

ρt(x) = ⟨νt(x),
∂

∂t
ft(x)⟩

para cada t ∈ (−ϵ, ϵ), onde νt(x) é o campo vetorial normal unitário ao longo de Σt tal

que ν0(x) = ν(x) para todo x ∈ Σ.

Para finalizarmos este caṕıtulo, apresentaremos a seguir um lema técnico de funda-

mental importância para a prova de um dos nossos resultados.

Lema 4. Considere (M3,g), Σ ⊂ M e {Σt}t∈ (−ϵ,ϵ) como na Proposição 4, então∫
Σt

(
Ric(νt,νt) + |At|

2
)
(ρt − ρt)dσt = ρt

∫
Σt

|∇ρt|
2

ρ2
t

dσt +H ′
t θ(t, x),

onde θ(t, x) é uma função não positiva e ρt =
1

|Σ(t)|

∫
Σ

ρtdσt.

Demonstração. Inicialmente, observe que H ′
t = LΣt

ρt, assim

∫
Σt

(
Ric(νt,νt) + |At|

2
)
(ρt − ρt)dσt

=

∫
Σt

(H ′
t − ∆Σt

ρt)dσt − ρt

∫
Σt

(
Ric(νt,νt) + |At|

2
)
dσt

= H ′
t |Σt|−

∫
Σt

∆Σt
ρt dσt − ρt

∫
Σt

(
−∆Σt

+ ∆Σt
+ Ric(νt,νt) + |At|

2
)ρt

ρt

dσt

= H ′
t |Σt|−

∫
Σt

divΣt
(∇ρt)dσt + ρt

∫
Σt

1

ρt

∆Σt
ρtdσt

− ρt

∫
Σt

(
∆Σt

+ ∆Σt
Ric(νt,νt) + |At|

2
)ρt

ρt

dσt

= H ′
t |Σt|+ ρt

∫
Σt

1

ρt

∆Σt
ρtdσt − ρt H

′
t

∫
Σt

1

ρt

dσt

= ρt

∫
Σt

|∇ρt|
2

ρ2
t

dσt +H ′
t

[
|Σt|− ρt

∫
Σt

1

ρt

dσt

]
,

onde usamos o Teorema da Divergência e notamos que ρt não depende de t. Fazendo

θ(t, x) = |Σt|− ρt

∫
Σt

1

ρt

dσt, obtemos∫
Σt

(
Ric(νt,νt) + |At|

2
)
(ρt − ρt)dσt = ρt

∫
Σt

|∇ρt|
2

ρ2
t

dσt +H ′
t θ(t, x).
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Além disso, pela desigualdade de Holder conclúımos que

|Σt|
2 =

[∫
Σt

(
√
ρt

1
√
ρt

)
dσt

]2
⩽

∫
Σt

(
√
ρt)

2 dσt

∫
Σt

(
1

√
ρt

)2

dσt

=

∫
Σt

ρt dσt

∫
Σt

1

ρt

dσt,

o que implica em

|Σt| ⩽ ρt

∫
Σt

1

ρt

dσt.

Portanto, θ(t, x) é uma função não positiva.



Caṕıtulo 3

Principais Resultados

Depois de apresentarmos as definições e resultados auxiliares necessários, podemos

demonstrar os teoremas principais deste trabalho, é o que será feito neste caṕıtulo. O

resultado a seguir trata de superf́ıcies estritamente estáveis que maximizam localmente a

massa de Hawking carregada.

Teorema 5. Seja (M3,g,K,E) um conjunto de dados iniciais maximal satisfazendo a

condição de energia dominante, ou seja, R ⩾ 2|E|2+2Λ, aqui E ∈ X(M) é tal que div E =

0. Seja Σ ↪→ M uma superf́ıcie mergulhada em M fechada, dois lados, estritamente

estável, mı́nima e que maximiza localmente a massa de Hawking carregada. Então

(λ1 +Λ)|Σ|+
16π2Q(Σ)2

|Σ|
= 2πχ(Σ),

aqui λ1 é o primeiro autovalor do operador de Jacobi. Além disso se Λ = −3 então uma

das condições são satisfeitas:

1. Se Σ é uma 2-esfera, então Σ tem curvatura Gaussiana constante igual a
1

a2
e uma

vizinhança de Σ em M é isométrica ao espaço Anti-de Sitter Reissner-Nordström

((−ϵ, ϵ)× S2, (gm,q,Λ)) para algum ϵ > 0.

2. Se Σ tem gênero g(Σ) ⩾ 2, então Σ tem curvatura Gaussiana constante igual a −
1

a2

e existe uma vizinhança de Σ em M que é isométrica a ((−ϵ, ϵ)× Σ̂,ga) para algum

ϵ > 0, aqui ga é uma métrica de curvatura Gaussiana constante igual a −1.

3. Se Σ tem gênero um, então Σ tem curvatura Gaussiana constante igual a zero e

existe uma vizinhança de Σ em M que é isométrica a ((−ϵ, ϵ)× Σ̂,g ′
a) para algum

ϵ > 0, aqui g ′
a é uma métrica flat em M.

34
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Demonstração. Pela Proposição 3 temos que o operador de Jacobi de Σ é dado por

L = ∆ − λ1(L), e pela Proposição 4 podemos construir uma famı́lia {Σ(t)}|t|<ϵ CMC em

torno de Σ0 = Σ. Usando o Lema 4, a fórmula de Gauss e a primeira variação da massa

de Hawking carregada segue que

d

dt
mCH(Σt) =

1

2

|Σt|
− 1

2

(16π)
1
2

∫
Σt

d

dt
(dσt)

(
χ(Σt)

2
−

1

16π

∫
Σt

(
H2

t +
4

3
Λ

)
dσt +

4πQ(Σt)
2

|Σt|

)

−
|Σt|

1
2

(16π)
3
2

(∫
Σt

2HtH
′
t dσt +

∫
Σt

(
H2

t +
4

3
Λ

)
d

dt
(σt)

)

−
|Σt|

1
2

(16π)
1
2

4πQ(Σt)
2

|Σt|2

∫
Σt

d

dt
(σt) +

|Σt|
1
2

(16π)
1
2

8πQ(Σt)

|Σt|

d

dt
Q(Σt).

Usando que Q(Σt) = Q(Σ), para todo t, temos que
d

dt
Q(Σt) = 0 e

d

dt
mCH(Σt) =

1

2

|Σt|
− 1

2

(16π)
1
2

∫
Σt

d

dt
(σt)

(
χ(Σt)

2
−

1

16π

∫
Σt

(
H2(t) +

4

3
Λ

)
dσt +

4πQ(Σt)
2

|Σt|

)

−
|Σt|

1
2

(16π)
3
2

(∫
Σt

2H(t)H ′(t)dσt +

∫
Σt

(
H2(t) +

4

3
Λ

)
d

dt
(σt)

)

−
|Σt|

1
2

(16π)
1
2

4πQ(Σt)
2

|Σt|2

∫
Σt

d

dt
(σt).

Desde que
d

dt
(dσt) = −Htρtdσt, H

′
t = ∆Σt

ρt+Ric(νt,νt)ρt+ |At|
2ρt (veja Teorema

3.2, [12]) e a curvatura média Ht é constante ao longo de Σ, podemos usar o Lema 4 para

inferir que

d

dt
mCH(Σt) =

=
1

2

|Σt|
− 1

2

(16π)
1
2

∫
Σt

−Htρtdσt

(
χ(Σt)

2
−

1

16π

∫
Σt

(
H2

t +
4

3
Λ

)
dσt +

4πQ(Σt)
2

|Σt|

)

−
|Σt|

1
2

(16π)
3
2

(
2Ht

∫
Σt

(∆Σt
+ Ric(νt,νt) + |A|2)ρt dσt +

(
H2

t +
4

3
Λ

) ∫
Σt

−Htρtdσt

)

−
|Σt|

1
2

(16π)
1
2

4πQ(Σt)
2

|Σt|2

∫
Σt

−Htρtdσt

= −
1

2

|Σt|
− 1

2

(16π)
1
2

∫
Σt

−Htρtdσt

χ(Σt)

2
+

3

2

|Σt|
1
2

(16π)
1
2

(
H2

t +
4

3
Λ

) ∫
Σt

Htρtdσt

+
1

2

|Σt|
− 1

2

(16π)
1
2

4πQ(Σt)
2

|Σt|

∫
Σt

Htρtdσt −
|Σt|

1
2

(16π)
3
2

2Ht

∫
Σt

(∆Σt
+ Ric(νt,νt) + |A|2)ρt dσt
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= −
|Σt|

1
2

(32π)
3
2

Ht

∫
Σt

(∆Σt
+ Ric(νt,νt) + |A|2)ρt dσt −

|Σt|
1
2

(32π)
3
2

Ht 2πχ(Σt)ρt

+
|Σt|

1
2

(32π)
3
2

16π2Q(Σt)
2

|Σt|
Ht ρt +

|Σt|
1
2

(32π)
3
2

Ht

(
3

4
H2

t +Λ

) ∫
Σt

ρtdσt

= −
|Σt|

1
2

(32π)
3
2

Ht

[∫
Σt

(∆Σt
+ Ric(νt,νt) + |A|2)ρt dσt + 2πχ(Σt)ρt

−
16π2Q(Σt)

2

|Σt|
Ht ρt −

(
3

4
H2

t +Λ

) ∫
Σt

ρtdσt

]

= −
|Σt|

1
2

(32π)
3
2

Ht

[
ρt

∫
Σt

(Ric(νt,νt) + |A|2)ρt dσt + ρt

∫
Σt

|∇ρt|
2

ρ2
t

dσt +H ′
tθ(t, x)

+2πχ(Σt)ρt −
16π2Q(Σt)

2

|Σt|
Ht ρt −

(
3

4
H2

t +Λ

) ∫
Σt

ρtdσt

]
.

Novamente fazendo uso da fórmula de Gauss segue que

d

dt
mCH(Σt) = −

|Σt|
1
2

(32π)
3
2

Ht

[
ρt

∫
Σt

(
1

2
R− KΣ +

1

2
H2

t +
1

2
|At|

2

)
dσt + ρt

∫
Σt

|∇ρt|
2

ρ2
t

dσt

+H ′
tθ(t, x) + 2πχ(Σt)ρt −

16π2Q(Σt)
2

|Σt|
Ht ρt −

(
3

4
H2

t +Λ

) ∫
Σt

ρtdσt

]

= −
|Σt|

1
2

(32π)
3
2

Ht

[
ρt

2

∫
Σt

(
R− 2Λ+ |At|

2 −
H2

t

2

)
dσt + ρt

∫
Σt

|∇ρt|
2

ρ2
t

dσt

+H ′
tθ(t, x) −

16π2Q(Σt)
2

|Σt|
Ht ρt

]
. (3.1)

Como ρ0 = 1, diminuindo ϵ se necessário, podemos supor que ρt(x) > 0, para cada

t ∈ (ϵ, ϵ) e x ∈ Σt. Usando o fato de que R ⩾ 2|E|2 + 2Λ e a desigualdade de Holder

temos

16π2Q(Σt)
2

|Σt|
⩽

∫
Σt

|E|2dσt,

de modo que,

0 ⩽ ρt

(∫
Σt

|E|2dσt −
16π2Q(Σt)

2

|Σt|

)

⩽ ρt

(∫
Σt

1

2
(R− 2Λ) +

1

2

(
|At|

2 −
H2

t

2

)
dσt

)
−

16π2Q(Σt)
2

|Σt|
ρt

+H ′
tθ(t, x) + ρt

∫
Σt

|∇ρt|
2

ρ2
t

dσt.
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Pela segunda variação da Massa de Hawking carregada e utilizando novamente as

Proposições 3 e 4, que a famı́lia {Σt} é CMC, obtemos

d

dt
Ht

∣∣∣∣
t=0

= Ric(ν,ν) = −λ1(L) < 0, para todo t ∈ (−ϵ, ϵ).

Tomando ϵ suficientemente pequeno se necessário, temos para cada t ∈ (0, ϵ), Ht < 0

e para cada t ∈ (−ϵ, 0) que Ht > 0, isto é, H é descrescente em t. Desse modo, teremos

que
d

dt
mCH(Σt) ⩾ 0, para t ∈ [0, ϵ) e

d

dt
mCH(Σt) ⩽ 0, para cada t ∈ (−ϵ, 0]. Portanto,

obtemos que

mCH(Σt) ⩾ mCH(Σ),

para todo t ∈ (−ϵ, ϵ). Por outro lado, Σ maximiza localmente a massa de Hawking

carregada, ou seja, mCH(Σt) ⩽ mCH(Σ). Logo, mCH(Σt) = mCH(Σ) e, sendo Σ ponto

cŕıtico da massa de Hawking carregada, temos
d

dt
mCH(Σt) = 0 , para t ∈ (−ϵ, ϵ). Assim,

pelo Teorema 4, Σ(t) é umb́ılica, R = 2|E|2 + 2Λ e |E| é constante ao longo de Σ(t). Dáı,

ρt = 1 para cada t ∈ (−ϵ, ϵ). Com efeito, pela equação (3.1) obtemos que

0 =
ρt

2

∫
Σt

(
R− 2Λ+ |At|

2 −
H2

t

2

)
dσt + ρt

∫
Σt

|∇ρt|
2

ρ2
t

dσt

+H ′
tθ(t, x) −

16π2Q(Σt)
2

|Σt|
Ht ρt,

assim,

H ′
tθ(t, x) + ρt

∫
Σt

|∇ρt|
2

ρ2
t

dσt = 0

para todo t ∈ (−ϵ, ϵ). Como ρ0 = 1 e H ′
tθ(t, x) ⩾ 0, obtemos que∫

Σt

|∇ρt|
2

ρ2
t

dσt = 0.

Donde |∇ρt|
2 = 0, de modo que ρt = 1 para cada t ∈ (−ϵ, ϵ). Sabendo disto, e

utilizando a Proposição 4 temos µ(0, x) = 0 e

1 = ρt = ⟨ν(t, x), ∂f
∂t

(t, x) ⟩

=

〈
ν(t, x),D(expx)0

(
∂µ

∂t
(t, x)ν(x)

)〉
=

∂µ

∂t
(t, x),
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donde podemos concluir que µ(t, x) = t para todo (t, x) ∈ (−ϵ, ϵ)× Σ. Agora, considere

gΣt
a métrica induzida em Σt pela isometria f(t, x) = expx(tν(x)), assim a métrica em

uma vizinhança suficientemente pequena de Σ pode ser escrita como

g = dt2 + gΣt
.

De acordo com [12], a métrica induzida em Σt evolui do seguinte modo,

∂

∂t
((gij)t) = −2ρt(Aij)t,

onde ((gij)t) = gΣt
. Sabendo que ρt = 1, Σt é umb́ılica e Ht é constante segue que

∂

∂t
(gΣt

) = −HtgΣt
,

para todo t ∈ (−ϵ, ϵ). Logo, obtemos gΣt
= e−

∫t
0 H(s)dsgΣ. Por fim, vamos analisar cada

item apontado no teorema. Suponha que Σ é uma 2-esfera, assim, gΣt
= uQ,a(t)

2 · gS2 ,

onde uQ,a(t) = a · e− 1
2

∫t
0 H(s)ds com Q = Q(Σ) = a2|E| e a2 =

|Σ|

4π
. Além disso, a função

uQ,a(t) satisfaz a seguinte equação

u ′′(t) =
1

2

(
1− u ′(t)2

u(t)

)
−

1

2

(
−3u(t)4 +Q2

u(t)3

)
. (3.2)

Com efeito,

u ′
Q,α(t) = −

H(t)

2
uQ,α(t),

assim,

u ′′
Q,α(t) = −

H ′
t

2
uQ,α(t) +

H2
t

4
uQ,α(t).

Como H ′
t = L(ρt) e ρt ≡ 1, pela equação de Gauss decorre que

H ′
t = ∆ρt +

(
Ric(νt,νt) +

H2
t

2

)
ρt

= Ric(νt,νt) +
H2

t

2

=
R

2
− KΣt

+
H2

t

2
−

H2
t

4
+

H2
t

2

=
Q2

uQ,α(t)4
− 3−

1

uQ,α(t)2
+

3H2
t

4
.

usando o fato de que gΣt
= uQ,α(t)

2gS2 resulta em KΣt
=

1

uQ,α(t)2
. Portanto, susbtitu-

indo esta última igualdade na igualdade anterior, obtemos

u ′′
α(t) = −

uQ,α(t)Q
2

2uQ,α(t)4
+

3uQ,α(t)

2
+

1

2uQ,α(t)
−

H2
t uQ,α(t)

8

=
1

2

(
1− u ′

Q,α(t)
2

uQ,α(t)

)
−

1

2

(
−3uQ,α(t)

4 +Q2

uQ,α(t)3

)
.
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Pela unicidade de solucões¸ para EDO’s conclúımos que (−ϵ, ϵ)×Σ é isométrico a uma

parte do espaço Anti-de Sitter Reissner-Nordström com métrica igual a dt2+uQ,a(t)
2gS2

induzida por f(t, x) = expx(tv(x)).

Para o caso em que Σ tem g(Σ) ⩾ 2, segue que χ(Σ) ⩽ −2 e pelo teorema de Gauss

Bonnet obtemos que Σ tem curvatuura Gaussiana constante negativa. Assim, podemos

considerar gΣt
= uQ,a(t)

2 · gΣ̂, onde gΣ̂ tem curvatura Gaussiana constante igual a −1

e a2 =
|Σ|

4π(g(Σ) − 1)
. Perceba que para este caso, u(t) satisfaz a seguinte equação

diferencial

u ′′(t) =
1

2

(
−1− u ′(t)2

u(t)

)
−

1

2

(
−3u(t)4 +Q2

u(t)3

)
.

Logo, de modo analálogo ao item 1, obtemos uma vizinhança de Σ em M isométrica

à ((−ϵ, ϵ)× Σ̂,gΣ̂). De modo similar, obtemos o item 3.

Para a prova do segundo resultado a seguir, utilizamos as ideias contidas no estudo

de Micallef e Moraru [15]. De forma semelhante, Baltazar, Barros e Batista [1] também

utilizaram suas ideias para estabelecer uma generalização do resultado de Bray, Brendle

e Neves [3] no contexto carregado.

Teorema 6. Seja (M3,g,K,E) um conjunto de dados iniciais maximal que satisfaz a

condição de energia dominante, ou seja, R ⩾ 2|E|2−6, aqui E ∈ X(M) é tal que div E = 0.

Seja Σ uma superf́ıcie mergulhada em M, fechada, dois lados que localmente é minimizante

de área, então Σ satisfaz

3|Σ|−
16π2Q(Σ)2

|Σ|
⩾ 4π(g(Σ) − 1).

Além disso, se vale a igualdade uma das condições são satisfeitas:

1. Se Σ têm gênero g(Σ) ⩾ 2, então tem curvatura de Gauss constante KΣ = |E|2 − 3

e existe uma vizinhanca de Σ em M isométrica a ((−δ, δ)× Σ,dt2 + gΣ).

2. Se Σ têm gênero igual a um, então Σ tem curvatura de Gauss constante KΣ = 0 e

existe uma vizinhanca de Σ em M isométrica a ((−δ, δ)× T 2,dt2 + gΣ), aqui gΣ é

uma métrica plana em T 2.

3. Se Σ tem gênero zero, então Σ tem curvatura de Gauss constante KΣ = |E|2 − 3 e

existe uma vizinhanca de Σ em M isométrica a ((−δ, δ)× S2,dt2 + gΣ).
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Demonstração. Inicialmente, desde que Σ localmente minimizante de área, segue da

fórmula da segunda variação de área que

d2

dt2
|Σ(t)|

∣∣∣∣
t=0

=

∫
Σ

(|∇ϕ|2 − (Ric(ν,ν) + |A|2)ϕ2)dσ ⩾ 0,

donde obtemos ∫
Σ

(Ric(ν,ν) + |A|2)ϕ2 dσ ⩽
∫
Σ

|∇ϕ|2 dσ,

para toda ϕ ∈ C∞(Σ). Com isto, conclúımos que

J(ϕ) = −

∫
Σ

ϕ∆ϕdσ−

∫
Σ

(Ric(ν,ν) + |A|2)ϕ2 dσ

⩾
∫
Σ

|∇ϕ|2 dσ−

∫
Σ

|∇ϕ|2 dσ = 0.

Portanto, Σ é estável. Escolhendo ϕ ≡ 1, usando a equação de Gauss e a hipótese de

que R ⩾ 2|E|2 − 6 segue ∫
Σ

(
R

2
− KΣ +

H2

2
+

|A|2

2

)
dσ ⩽ 0,

implicando em ∫
Σ

|E|2 dσ−

∫
Σ

3dσ ⩽
∫
Σ

KΣ dσ−

∫
Σ

(
H2

2
+

|A|2

2

)
dσ

⩽
∫
Σ

KΣ dσ

= 2πχ(Σ).

Dáı,

16π2Q(Σ)2

|Σ|2
|Σ|− 3|Σ| ⩽ 4π(1− g(Σ)), (3.3)

donde obtemos a desigualdade pretendida.

Além disso, a igualdade é válida se, e somente se, ao longo de Σ temos R = 2|E|2 − 6,

A = 0, Ric(ν,ν) = 0 e KΣ = |E|2 − 3, com |E| constante.

Pela Proposição 4, podemos construir uma famı́lia {Σt} CMC em uma vizinhança de

Σ. Usando o fato de que a curvatura média evolui da seguinte forma

H ′
t = ∆Σt

ρt + (Ric(νt,νt) + |At|
2)ρt, ρt > 0,
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pela fórmula de Gauss e como ρ0(x) = 1 segue que

−
H ′

t

ρt

=−
1

ρt

∆Σt
ρt −

(
Rt

2
− KΣt

+
H2

t

2
+

|At|
2

2

)
⩽−

1

ρt

∆Σt
ρt −

(
|Et|

2 − 3
)
+ KΣt

−

(
H2

t

2
+

|At|
2

2

)
⩽−

1

ρt

∆Σt
ρt −

(
|Et|

2 − 3
)
+ KΣt

.

Integrando a desigualdade anterior e sabendo que H ′
t é constante ao longo Σt, obtemos

−H ′
t

∫
Σt

1

ρt

dσt ⩽−

∫
Σt

1

ρ2
t

|∇ρt|
2 dσt −

∫
Σt

|Et|
2 dσt + 3|Σt|+ 2πχ(Σ)

⩽−
16π2Q(Σt)

2

|Σt|
+ 3|Σt|+ 2πχ(Σ).

Sendo div E = 0 podemos aplicar o Teorema da Divergência para obter Q(Σt) = Q(Σ)

para todo t ∈ (−ϵ, ϵ). Pela desigualdade (3.3) obtemos

−H ′
t

∫
Σ(t)

1

ρt

dσt ⩽−
16π2QΣ)2

|Σt|
+ 3|Σt|− 3|Σ|+

16π2Q(Σ)2

|Σ|

= 16π2Q(Σ)2
(

1

|Σ|
−

1

|Σt|

)
+ 3
(
|Σt|− |Σ|

)
,

o que implica em

|Σt|(−H ′
t)

∫
Σ(t)

1

ρt

dσt ⩽
16π2Q(Σ)2

|Σ|
(|Σt|− |Σt|) + 3|Σt|

(
|Σt|− |Σ|

)
.

Diminuindo ϵ se necessário, podemos assumir que existe uma constante C > 0 tal que

|Σt| ⩽ C para todo t ∈ (−ϵ, ϵ). Então,

|Σt| (−H ′
t)

∫
Σ(t)

1

ρt

dσt ⩽

(
16π2Q(Σ)2

|Σ|
+ 3C

)(
|Σt|− |Σ|

)
=

(
16π2Q(Σ)2

|Σ|
+ 3C

) ∫ t

0

d

ds
|Σs|ds

=

(
16π2Q(Σ)2

|Σ|
+ 3C

) ∫ t

0

(∫
Σs

−Hs ρs dσs

)
ds

=

(
16π2Q(Σ)2

|Σ|
+ 3C

) ∫ t

0

(
−Hs

∫
Σs

ρs dσs

)
ds.

Para simplificar os cálculos, definimos φ(t) =

∫
Σt

1

ρt

dσt, γ(s) =

∫
Σt

ρt dσt e k =

16π2Q(Σ)2

|Σ|
+ 3C, assim, podemos reescrever a desigualdade anterior da seguinte forma

|Σt| (−H ′
t)φ(t) ⩽ k

∫ t

0

(−H ′
t)γ(s)ds. (3.4)
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Como ρ0(x) = 1, podemos supor que
1

2
< ρt < 2 para todo t ∈ (−ϵ, ϵ). Assim,

1

2
|Σt| < γ(t) < 2|Σt|, para todo t ∈ (−ϵ, ϵ).

Para prosseguir, escolhendo novamente ϵ se necessário, podemos também supor que
1

2
|Σ| < |Σt| < 2|Σ|, o que implica em

1

4
|Σt| < γ(t) < 4|Σt|.

De modo análogo, segue que
1

4
|Σt| < φ(t) < 4|Σt|. Assim,

1

φ(t)
<

4

|Σ|
e γ(t) < 4|Σ|. (3.5)

Por fim, para completar a prova do Teorema, provaremos que existe δ > 0 tal que Ht ⩾

0 para todo t ∈ [0, δ). De fato, tomando um δ < ϵ arbitrário suponha por contradição

que existe t0 ∈ [0, δ) tal que Ht0 < 0. Considere o conjunto I := {t ∈ [0, t0] : Ht ⩽ Ht0}

e denote seu ı́nfimo por t∗ = inf I. Observe que se tivermos t∗ > 0, então pelo Teorema

do Valor Médio existe t1 ∈ (0, t∗) tal que Ht∗ = H ′
t1

· t∗, (sabendo que H0 = 0) e

consequentente, pelas desigualdades (3.4) e (3.5) podemos obter a seguinte estimativa

−Ht∗ = t∗(−H ′
t1
) ⩽

k · t∗

|Σt1 |φ(t1)

∫ t1

0

−Hs γ(s)ds,

<
4kt∗

|Σ|2
(−Ht∗)

∫ t1

0

γ(s)ds

<
16kt1t

∗

|Σ|
(−Ht∗)

<
16k(t∗)2

|Σ|
(−Ht∗).

Logo, se considerarmos δ <

√
|Σ|

16k
obtemos uma contradição, portanto t∗ = 0. Além

disso,

0 = H0 ⩽ Ht0 < 0,

obtendo outra contradição, e isso nos mostra que nossa afirmação é verdadeira. Agora,

sabendo que Ht ⩾ 0 para todo t ∈ [0, δ) e
d

dt
(σt) = −Htρtdσt, é imediato que

d

dt
|Σt| ⩽

0, o que implica que |Σt| ⩽ |Σt| para todo t ∈ [0, δ). De modo análogo, obtemos que
d

dt
|Σt| ⩾ 0, para todo t ∈ [−δ, 0), o que implica novamente em |Σt| ⩽ |Σt| para todo
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t ∈ [−δ, 0). Por hipótese, sendo Σ localmente minimizante de área tem-se que |Σ| ⩽ |Σt|

e, portanto, |Σt| = |Σ| para todo t ∈ (−δ, δ). Por fim, Σt é totalmente geodésica, |E|

constante em Σt, R = 2|E|2 − 6, KΣt
= |E|2 − 3 e Ric(νt,νt) = 0.

No caso em que vale a igualdade, suponha que g(Σ) ⩾ 2 (item 1), assim, χ(Σ) ⩽ −2.

Dái, decorre que KΣ < 0 com KΣ = |E|2 − 3 e utilizando um argumento padrão seme-

lhante ao teorema anterior, garantimos a existência de uma vizinhança de Σ isométrica a

((−δ, δ)× Σ,dt2 + gΣ). Os itens 2 e 3 são obtidos de forma similar.
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