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Resumo

Neste trabalho, discutiremos a existéncia de pontos criticos para funcionais do tipo
Trudinger-Moser. Nosso interesse esta em funcionais definidos tanto em Espagos Sobolev
classicos quanto em Espacos de Sobolev com peso; ambos sob a influéncia de um termo
logaritmico. Os espagos de Sobolev com peso que iremos considerar incluem dimensoes
fraciondrias, sao relacionados com a desigualdade de Hardy-Sobolev e sao adequados para
o estudo de uma classe de operadores diferenciais que abrange os operadores, Laplaci-
ano, p-Laplaciano, k-Hessiano e poli-harmonico; quando agindo em fungoes radialmente
simétricas. Em situagoes em que o funcional é limitado em um subconjunto do Espago de
Sobolev em questao, a existéncia de pontos criticos pode ser garantida pela atingibilidade
do problema extremal associado, que é um problema delicado ante a perda de compaci-
dade oriunda da otimalidade do crescimento exponencial nas inclusoes de Sobolev, como
observado por J. Hempel, G. Morris e N. Trudinger em 1970. Além de pontos criticos de-
rivados de extremais, iremos também determinar tais pontos associados a maximos locais
em situacoes que vao além da classica constante critica de Moser 1970. Isso estende, para
o caso logaritmico, resultados classicos obtidos por M. Struwe 1988 tanto para Espacos de
Sobolev classicos quanto para Espacos de Sobolev com peso. Em linha com trabalhos re-
centes devido a K. Tintarev 2014 e V.H. Nguyen 2018, obteremos uma nova desigualdade
do tipo Trudinger-Moser para espagos de dimensao fracionaria e investigamos a existéncia
de pontos criticos para o funcional associado. Por fim, provamos a existéncia de solugoes
fracas para um problema do tipo concavo-convexo com crescimento exponencial, também
no contexto de espacgos de dimensao fracionaria, que dao uma informacao sobre o alcance
do conjunto dos pontos criticos.

Palavras-chave: Desigualdade de Trudinger-Moser; Pontos criticos; Espacos com

peso; Operadores nao-lineares.



Abstract

In this work, we discuss the existence of critical points for functionals of Trudin-
ger-Moser type. Our interest lies in functionals defined both on classical Sobolev spaces
and on weighted Sobolev spaces, all under the influence of a logarithmic term. The
weighted Sobolev spaces we consider include fractional dimensions, are connected to the
Hardy—-Sobolev inequality, and are suitable for studying a class of differential operators
encompassing the Laplacian, the p-Laplacian, the k-Hessian, and polyharmonic opera-
tors, when acting on radially symmetric functions. In situations where the functional is
bounded on a subset of the corresponding Sobolev space, the existence of critical points
may be ensured by the attainability of the associated extremal problem, which is delicate
due to the lack of compactness caused by the optimal exponential growth in Sobolev em-
beddings, as observed by J. Hempel, G. Morris, and N. Trudinger in 1970. Beyond critical
points arising from extremals, we also establish the existence of such points associated
with local maxima in settings that go beyond the classical critical constant introduced
by Moser in 1970. This extends, to the logarithmic case, classical results obtained by M.
Struwe in 1988 for both classical Sobolev spaces and weighted Sobolev spaces. In line with
recent developments by K. Tintarev (2014) and V.H. Nguyen (2018), we obtain a new
Trudinger—-Moser-type inequality for spaces of fractional dimension and investigate the
existence of critical points for the associated functional. Finally, we prove the existence
of weak solutions to a concave—convex-type problem with exponential growth, also in the
context of fractional-dimensional spaces, which provides insight into the range of the set

of critical points.

Keywords: Trudinger—-Moser inequality; Critical points; Weighted spaces; Nonlinear

operators.
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Introducao

Seja Q dominio limitado e suave em R™ (n > 2). O espaco Wé’n(Q) representa o caso
limite para o teorema classico de imersao de Sobolev, Wé’p(Q) —LIQ)com1<p<n
e 1 < q<p* Sabe-se que Wé’“(Q) — L9(Q) para todo 1 < q < 0o, mas um exemplo
simples mostra que Wé’n(Q) ¢ L*>(Q), por exemplo, caso Q seja a bola unitdria de R™
a funcao log(log ﬁ) pertence a Wé’“(B), mas nao a L*(B).

Na verdade, o crescimento maximo admissivel para uma funcao ¢ : R — R, tal
que @(u) € LY(Q) sempre que u € Wé’n(Q), nao é atingido por nenhuma func¢ao do
tipo poténcia, ou seja, @(t) = t9, t > 0. Nos trabalhos [28, 44, 45, 51, 56], é mos-
trado que o espaco Wé’n(Q) esta imerso no Espaco de Orlicz Ly (Q), com ¢ dada por
o(t) = elt™ ™ _ 1 Na verdade, o crescimento exponencial é o maximo admissivel.
Mais precisamente, de forma independente, Pohozaev [45], Trudinger [51], Yudovich[56]
mostraram que

W™ e 11(Q)
sempre que u € Wé’n(Q). E mostraram que existe u > 0 tal que

J e*™ T dx < ¢, paratodou € Wy™(Q) com ||[Vull, < 1.
o

Um pouco depois, Hempel, Morris e Trudinger [28] mostraram que o crescimento exponen-
cial é 6timo, isto é, se g(t) é uma funcdo com crescimento mais rapido do que exp(t=1),
entdao g(u) € L}(Q) para algum u € Wé’n(Q). Em [38], Moser apresentou uma versao
mais refinada desses resultados. De forma precisa, Moser mostrou que, para todo p > 0
eu e W,™(Q), tem-se

T e 1), (1)

Além disso, vale a seguinte estimativa 6tima

n < Q <
sup J et ™ gy { CrlQ - se S b (2)
1In
o o e K Hn
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1/(n
n—1

onde W, = nw 71), |Q| denota a medida de Lebesgue de Q, w,_; a medida da esfera
unitaria em R™. Estimativas como em (2) sdo atualmente conhecidas como desigualdades
do tipo Trudinger-Moser e ha uma vasta literatura sobre elas e suas aplicacoes em Analise
Geométrica, EDPs e Célculo das Variagoes, veja por exemplo, [1-3, 10, 14, 16, 18-20, 24,
25, 31, 35].

Uma questao natural que surge é saber quando podemos garantir que existe um ex-
tremal para (2), isto é, uma fungao que realiza o supremo. Este problema estd ligado ao
estudo dos pontos criticos do funcional de Moser associado, que apresenta desafios devido
a natureza nao-compacta do problema e a criticalidade do expoente. A existéncia de uma
fungao extremal para (2) no caso subcritico p < W, é garantida por argumentos padroes
e utilizando o Teorema da Convergéncia de Vitali. No entanto, no caso critico @ = U,
a perda de compacidade decorrente da optimalidade do crescimento exponencial exerce
forte influéncia, tornando o problema de existéncia de extremal mais delicado. Apesar
disso, Carleson e Chang [6], considerando Q como uma bola em R™, demonstraram a
existéncia de uma fungao extremal para (2) mesmo no caso critico 0 = p,. Posterior-
mente, Struwe [49] demonstrou o mesmo resultado quando QO C R? est4 suficientemente
proxima de uma bola, e Flucher [24] estende o resultado de Struwe para dominios ar-
bitrarios Q C R?. Finalmente, Lin [32] resolveu completamente o problema extremal
ao demonstrar a existéncia para qualquer dominio suave e limitado QO C R™. Para
uma discussao mais aprofundada sobre este tépico e suas generalizacoes, recomendamos
(2, 14, 15, 18, 30, 52].

Variantes e melhorias da desigualdade de Trudinger-Moser foram estudadas ao longo

do tempo. Sejam B a bola unitdria de R™, 0 < B < 1 e wy(r) = (—logr)P(n"1. E

n

raa(B,Wo) o Espago de Sobolev com peso, definido como o fecho das

denotado por Wé

e oo
fungoes C§° o4(B) com respeito a norma

1
I, = (J |Vu|“w0dx)n < 0.
B

Recentemente, Calanchi e Ruf [4, 5] investigaram como a introdugao de pesos na norma
do espaco de Sobolev pode influenciar a constante critica da desigualdade de Trudinger-

Moser. Especificamente, ao modificar o espago de fungoes, os autores obtiveram uma

n
rad

versao da desigualdade de Trudinger-Moser classica no espaco WO1 (B, wp). Mais preci-

samente, vale o seguinte
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n

(a) Para todo u € Wé”:ad(B,wo) ey < Vpn = Gopaopy tem-se que el ¢ L1(B);

(b)

sup J et o dx <oo <= u<pupg:= n[wﬁl(l— B)]ﬁ. (3)
ueEW T (B,wg) B
l[tllwg <1

Calanchi e Ruf [4] mostram a existéncia de maximizante para (3) no caso subcritico,
i< pg, quando n = 2.

No caso critico, a atingibilidade ¢ mais delicada devido a perda de compacidade. No
entanto, quando 3 > 0 é suficientemente pequeno, os trabalhos [40, 46, 47] demonstram
que é possivel garantir a atingibilidade de (3) no caso critico, p = pg.

Outra variacao da Desigualdade de Trudinger—Moser foi proposta por Adimurthi e
Druet [2] no caso bidimensional, e posteriormente generalizada por Yang [55] para di-

mensao n > 3. De forma precisa, seja QO C R™, n > 2, um dominio limitado e suave.

Entéo, para todo u € Wy™(Q) com ||V, < 1, vale

_1 n
sup J et (V) =T jun=t 45 - 0, (4)
uewy™(Q)JQ
(IVulln<t
com
. Vul|?
0<v< inf u

wewgr o) R
No caso n = 2, a desigualdade (4) é precisamente o resultado de Adimurthi e Druet com a
constante critica pp = 47m. Yang [54, 55| também mostrou que a desigualdade (4) admite

extremal. Em um trabalho recente, Nguyen [39] mostrou que

sup J et ™ dx < oo, (5)
uewyt(Q)JQ
Hy (u)<1

3=

onde Hy (u) = (||[Vul|t — v|[u||x)™, e além disso, (5) é atingido. Note que, se ||[Vu|l, < 1,

tomando w = u(1 + v|[u/|?)w, entdo Hy(w) < 1, e é possivel obter a desigualdade (4) a
partir de (5).
Para QO um dominio limitado e suave em R?, consideremos o funcional de Moser

I:W,?(Q) — R dado por
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Uma questao intrigante que atraiu a atencdo de varios autores, veja [11, 20, 34, 35, 49],

é a busca por pontos criticos do funcional I sob restri¢oes, por exemplo
M, = {we HYQ) ; [Vul =}, u>0. (6)

Devido a existéncia de fungoes extremais para a desigualdade de Trudinger—Moser, para
todo 1 < Mo = 47, o funcional I admite um ponto critico, que é um méximo global
restrito a M,. A existéncia de pontos criticos de I|p, no regime supercritico, isto é, para
@ > 47, torna-se ainda mais desafiadora. Monahan [37] apresentou evidéncias numéricas
sugerindo que, quando Q = B;(0), existe u* > 47 tal que o funcional I]pm, admite um
ponto de maximo local.

Defina I, : Wé’z(Q) — R por

I, (u) :J e" dx.
Q

Fazendo v = \/ftu, tem-se ||[Vul|3 =1 se, e s se, ||[VV|3 = p e vale que I, (u) = I(v).
Dessa relacao é possivel notar que a existéncia de pontos criticos para Iy, estd ligada a
existéncia de pontos criticos para Iy, onde X ={u € Wé’2(O_); |Vulj3 =1}

Struwe [49] mostrou que existe pu* > 47 tal que o funcional I, admite um ponto
critico (maximo local) quando w € (47, u*) restrito a £. Embora a limitacdo uniforme da
desigualdade de Moser-Trudinger nao seja valida no regime supercritico, ainda é possivel
obter pontos criticos do funcional de Moser sob restrigao.

A existéncia de pontos criticos para o funcionais do tipo Trudinger-Moser em contextos
supercriticos é um tema de estudo que tém despertado crescente interesse, especialmente
devido aos desafios analiticos envolvidos. Para mais detalhes, recomendamos os resultados
presentes em [2, 16, 20, 41], onde diferentes estratégias sdo empregadas para lidar com a
perda de compacidade causada pelo crescimento além do critico.

Nesse trabalho iremos investigar a existéncia de pontos criticos em diferentes situacoes
para funcionais do tipo Trudinger-Moser.

No Capitulo 1, estendemos o resultado de Struwe [49] para o espaco de Sobolev ra-
dial Wéfad(B,wo). Mais precisamente, estudamos a existéncia de pontos criticos para o

funcional I, : Wé:fad(B,wo) — R dado por
_2
L (w) :J eHl T gy
B

sob a restrigcao

> = {U. S Wéfad(B,W()); ||u‘||3\10 = 1}
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Como resultado, mostramos que existe * € (0,1) tal que, para todo p € (0, 3*), existe
uw! > pg para o qual o funcional I, admite um maximizante local w1, em I, para todo
i€ (0, ). Note que por (3) a constante pg é 6tima, sendo assim estamos garantindo a
existéncia de pontos criticos além da constante critica.

No Capitulo 2, investigamos um Espaco de Sobolev em dimensao fracionaria com peso

1,P — XLP

Lwo 1o (%, 0) que definiremos a seguir. Seja

do tipo logaritmico, denotado por X
AC;(0,1) o conjunto das fungoes localmente absolutamente continuas w: (0,1) — R tais
que lim,,;u(r) = 0. Paraq > 1 e 6 > 0, denotamos por L3 o espago das fungoes
mensuraveis u: (0,1) — R que satisfazem
1
(j; Iu(r)lpd?\e) P <00, sel<p<oo

lu|lir = ; (7)
0
essSupg- -1 lU(r)| < 00, sep =o0

onde dAg é a medida “fracionaria”’definida por

[

+

omE
T (e

2

dAg = we 1° dr, com wg=

Para u € AC;(0,1) definimos

1/p

1
||u||XW0 — (J |u/|p(_10g1.)f3(p—1) d)\“)
0

1,p / .
O espago X7y, € definido por

Xl’p = {'LL € ACl(O, 1)1 HUHXWO < OO}’

17w0

onde o fecho é tomado com respeito a norma || - x,, -

Uma vez que estamos interessado no crescimento 6timo do tipo exponencial, de agora
em diante, iremos assumir a condicao « = p — 1 a qual é conhecida na literatura como
condi¢ao de Trudinger-Moser nesse cendrio, veja [19, 53]. O funcional de Moser corres-
pondente I, : X};> — R é dado por

1 P
I(w) = J eHlul PR g

0
Nosso principal resultado estabelece que existe * € (0,1) tal que, para todo 3 € (0, B*),

1
existe W > wopp = (04+1)[wg(1— B)]ﬁ para o qual o funcional I;, admite um maximi-

1p

zante local u, em X = {u € Xi,

Flulx,, = 1}, para todo p € (0, u*). Note que, como

provado em [53], Hy,0,p € Otima para a desigualdade do tipo Trudinger-Moser logaritmica
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nesse contexto. Sendo assim, estamos garantindo a existéncia de pontos criticos além da
constante critica.
No Capitulo 3, investigaremos a existéncia de pontos criticos para o funcional de Moser

. ~ RTUS |
no espago de dimensao fracionéria X;? («, 0) dado por

X (e, 0) = {w e AC;(0, 1); [wlly < oo}
no qual o fecho é tomado com respeito a norma
luflx = [Juwflez-
Observe que, sob a condicao de Trudinger-Moser x =p —1 e 0 > 0, existe C > 0 tal que
[uflp < Cl[Wg, paratodo u € X1P(«, 8).

Sendo assim, podemos definir

Wiy

Axo = inf .
wexiP (oo} [y

Para mais detalhes sobre esses espagos recomendamos [8, 15, 16, 19, 42]. Investigamos a

existéncia de pontos criticos para o funcional I, : Xi’p(cx, 0) - R

1
L (u) :J emu\p%r

0

dAo,

sob a restrigao do tipo Tintarev [50]

1
£ = {we Xty (it ~vinigy)" =1},

no qual 0 < v < Agp.
No Capitulo 4, estudamos a existéncia de solucoes fracas positivas em X}’p(oc, 0) para
o problema

;

Lu=Af(u), em (0,1)

u >0, em (0,1) (8)

onde A >0,eparap >1, x,0 >0
Lu= _T—S(roc|u/’p—2u/)/ (9)

e a nao linearidade de f(t) considerada é concava para valores de t proximos de zero e

convexa para t suficientemente grandes.
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Observamos que a classe de operadores (9) é importante por si sé e tem atraido
a atencao de pesquisadores devido a sua aplicacao no estudo de sistemas microeletro-
mecanicos (MEMS) [22, 23], bem como por sua conexao com operadores classicos, como
o de Laplace, o p-laplaciano e o k-hessiano [15, 16, 18, 19]. Uma outra razao para estu-
darmos o problema (8) é sua conexdo com a existéncia de pontos criticos para funcional
de Moser sob restrigoes. De fato, sejam I : X%’p(oc, 0) — R definido por

1
) = [ ™ e My = (e Xi7 (w0 [l = ).
0

Utilizando a técnica dos multiplicadores de Lagrange, um ponto critico positivo de I

restrito a M,, deve satisfazer

(

Lu=Aurte™™ 10 em (0,1)
u >0, em (0,1)
(10)
u(l)=0
ull% = w,
onde p’ = ;ﬂ—l e A=A« 0,p) = ﬁ'r; com T > 0. Assim, a existéncia de pontos

criticos de I|g, estd ligada a existéncia de solugoes para o problema (8). Mostraremos que
existe um A* para o qual o problema (8) admite solugao para 0 < A < A*. Além disso, (8)

nao possui solugao para A > A*.



Capitulo 1

Maximizante local para o funcional

de Moser supercritico

Este capitulo dedica-se a extensao de parte dos resultados do trabalho de Struwe [49].
Nosso principal resultado estabelece a existéncia de maximizantes locais para o funcional
de Moser com peso logaritmico. Para isso, iremos nos apoiar na atingibilidade do supremo

no caso critico, conforme formulado em [40, 46].

1.1 Desigualdade de Trudinger-Moser

Seja Q C R™(n > 2) um dominio limitado e suave. O espaco de Sobolev Wé’n(Q)
representa um caso critico no contexto das imersoes do tipo Sobolev. De fato, para

1 <p<n, temos

WyP(Q) = L9(Q), paratodo 1< q<p*i= nn—pp‘

Contudo, no caso limite p = n, essa férmula nao se aplica diretamente, pois o expoente

p* tende ao infinito quando p — n. Nesse caso, apesar das inclusoes
W,™MQ) = L9(Q), Vq< oo

- . ~ 1 , . ~
nao vale a imersao W, (Q) — L*(Q). Um exemplo cldssico que mostra esse fenémeno
é a funcao
e

u(x) =log (log ™

),XGB\{O}

onde B é a bola unitéria de R™. Pode-se verificar que u € Wé’n(B), mas u ¢ L*(B).

9
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O crescimento maximo (6timo) admissivel para uma funcao ¢ : R — R para que
@(u) € LY(Q) sempre que u € W(l)’n(Q), foi determinado por Hempel, Morris e Trudin-
ger [28]. Para tornar isso preciso, necessitamos introduzir uma classe de espagos mais
gerais do que os espacos de Lebesgue L9, os espagos de Orlicz.

Dizemos que ¢ : [0,00) — [0, 00) é uma ®—funcio, se satisfaz as propriedades:
1. ¢ é convexa;

2. ¢ é continua a esquerda;

3. &(0) =0, im0+ &(r) =0 e lim, 0 d(T) = 0.

Definigao 1.1. Seja (A, M, u) um espago de medida o—finito e completo. Dizemos que
uma funcgao real ¢ : A x [0,00) — [0,00) € uma ®—funcao generalizada em (A, M, ),

quando
1. ¢o(y,-) € uma ®—funcdo para caday € A;
2. y— d(y,r) € mensurdvel para todo v > 0.

Se uma funcao é ®—funcao generalizada em (A, M, W), escrevemos ¢ € O(A, ).

Denotaremos por L°(A, 1) o espaco das funcoes p—mensurdveis f: A — R.

Definicao 1.2. Sejam ¢ € O(A, ) e py dado por

polf) = JA Oy, [F(y)duly), ¥f € Lo(A, ).

O espago de Orlicz generalizado, denotado por LY = (L®(A, W), | - |l¢), € definido por

LO(A, ) =(F € L°(A, W) lim pg/(AF) = 0}

={f € LY(A, n); py(Af) < oo para algum A > 0}

e sua norma

. f
]| o = inf(A > 0 : pq)(X) <1).

Lema 1.1. Se ¢ € ®(A, 1), entdo o espaco de Orlicz generalizado L® € um espaco de
Banach, veja [21, Teorema 2.3.13).

Por fim, se ¢ e VP sao suas @-fungoes, dizemos que P cresce estritamente mais rapido

do que ¢ se Pp(t)/P(nt) — 0 se t — oo, para todo n > 0. Com essa ideia, a questao é a
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seguinte: Qual é o maior crescimento admissivel para uma funcao ®-funcao ¢ : [0, 00) —
[0,00) tal que W(l)’n(Q) — L%(Q,du) continuamente? A resposta para essa pergunta
contou com a participagao de diferentes autores. Inicialmente, de forma independente,
Yudovich Pohozaev [45], Trudinger [51] e [56] mostraram que el ™ T 1 pertence a L!'(Q),

para toda u € Wé’n(Q). Além disso, existe u > 0 tal que

J e*™ 1 dx < ¢, paratodou € Wy™(Q) com ||V, < 1.
o)

Por fim, Hempel, Morris e Trudinger [28] mostraram que ¢(t) = '™ _ 1 ¢ o maior
crescimento admissivel. Além disso, essa otimalidade causa perda de compacidade no
mergulho continuo.

Posteriormente, utilizando técnicas de simetrizagdo de Schwarz, Moser [38] foi capaz
de reduzir a questao a um problema unidimensional e obteve uma versao aprimorada
desses resultados. Precisamente, ele mostrou que para qualquer © > 0 e u € Wé’n(Q),

temos

e 1 e 11(Q). (1.1)

Além disso, obteve a seguinte estimativa 6tima

n < Q <
wp J iy ) S CnlQl,  sepu < pn | 12)
1In
u||EVVZLO|| (<£%) Q = 00, se U > Hn

1/(n—1

o1 ), sendo |Q)| a medida de Lebesgue do dominio Q e w,,_; a medida da

onde i, = nw
esfera unitdria S*™! C R™. Desigualdades semelhantes a (1.2) sao atualmente conhecidas
como desigualdades do tipo Trudinger-Moser, veja por exemplo [1-3, 10, 14, 16, 18-
20, 24, 25, 31, 33, 35, 57| e referéncias destes.

No caso subcritico b < Wy, a existéncia de uma fungdo extremal (1.2) pode ser demons-
trada por meio de argumentos classicos, recorrendo a técnicas padrao de anélise funcional
e ao teorema da convergeéncia de Vitali. Por outro lado, no caso critico p = pwy, a si-
tuacao torna-se mais delicada, principalmente devido a perda de compacidade provocada
pelo carater 6timo do crescimento exponencial na desigualdade de Trudinger-Moser. Ape-
sar dessas dificuldades, Carleson e Chang [6] demonstraram a existéncia de uma funcao
extremal para (1.2) no caso particular em que o dominio Q C R™ é uma bola.

Posteriormente, Struwe [49] estendeu esse resultado ao provar a existéncia de extremais

para dominios bidimensionais suficientemente préximos (deformagoes) de uma bola. Em
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seguida, Flucher [24] generalizou o resultado de Struwe ao estabelecer a atingibilidade da
desigualdade para dominios arbitrdrios em R?. Finalmente, Lin [32] completou o quadro
geral ao demonstrar a existéncia de fungoes extremais em qualquer dominio limitado e
suave O C R™, com n > 2.

A existéncia de fungoes extremais para (1.2) estd estreitamente relacionado com a

existéncia de pontos criticos para o funcional de Moser I : Wé 2(Q) — R dado por

I(u) = JQ e’ dx

submetido a uma restricao da forma
M, ={ueW,*(Q) : |[Vuli=pn}, u>0.

A anélise dos pontos criticos desse; funcional I constitui um tema de pesquisa interessante.
Note que uw = 0 é um ponto critico, minimo global, para I em Wé72(B), mas o funcional
nao admite um maximizante global nesse espago. Porém, ha a possibilidade de pontos
criticos do tipo maximo (minimo) local ou sela. Assim, é natural buscar pontos criticos
para I restrito a M, o que conecta o tema com a existéncia de funcoes extremais para a
desigualdade de Trudinger-Moser (1.2).

No caso pu < o = 4, o funcional I restrito a M,, admite um ponto critico, que ¢ um
maximo global devido a atingibilidade da desigualdade de Trudinger-Moser. A existéncia
de pontos criticos no caso supercritico w > 47t é intrigante. De fato, diversos autores tém
se dedicado a esta questdo. Monahan [37] forneceu evidéncias numéricas de que, quando
Q = B ¢ a bola unitéria, para algum p* > 47, o funcional I|pm, possui um maximo local e
um ponto critico do tipo passo da montanha para todo w € (47, u*). Struwe [49] mostrou
que existe um valor p* > 47 tal que o funcional admite um maximizante local para todo
i € (0,u?), del Pino, Musso e Ruf [20] analisam a influéncia da topologia do dominio
Q na existéncia de pontos criticos. Malchiodi e Martinazzi [34] garantiram a existéncia
de um valor p* tal que hé pelo menos dois pontos criticos i € (47, uf) e ndo ha ponto
critico para p > pf. Para uma discussdo mais aprofundada sobre o tema recomendamos

[11, 12, 20, 34, 35, 49] e referéncias destes.
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1.2 Funcional de Moser em H(l)’md(B,wo)

Nosso objetivo é provar a existéncia de pontos criticos, no caso supercritico, para o
funcional de Moser associado a uma desigualdade do tipo Trudinger-Moser logaritmica
estabelecida por Calanchi e Ruf [4, 5].

Sejam B a bola unitdria de R?, 0 < B < 1 e wy(r) = (—logr)P. Denotamos por

H&md(B,wo) o espaco de Sobolev com peso, definido como

1

H(l),md(B,WO) = {u € C8aa(B); <J |VLL]2w0dx>§ < OO}

B

onde o fecho é tomado com respeito a norma

1
b, = (|| 19000x) < oo
B

Como observado por Calanchi e Ruf [4] a presenga de pesos (radiais) adequados permite
um aumento no crescimento maximo para integrabilidade quando se restringe a analise a
funcoes radiais.
Recordamos que Hé7rad(B,w0) é um espaco de Hilbert, com produto interno
(u,v) = J VuVvwydx,
B
portanto é reflexivo. Calanchi e Ruf [4] obtiveram a seguinte estimativa pontual para

todo u € Hy,,.4(B, W)

1B
(—log|x|) 2~
2mt(1—B)

Dessa forma, para qualquer 1 < q < oo temos

1/ 1— 1/
lu(x)]9 dx) | < M(J (—log le)q[ 2 dx) q.
B

v2m(1—B)

u(x)| < 1wl » x € B. (1.3)

r

ulias) = (
JB

Segue que,

fazendo r=e™*, t € [0, 00),

1 0
J (—logr)wrdrzj " e_Qtdt:—r< 2
0 0

Portanto,

ullas) < Cllullw,, 1< g <00 (1.4)
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O que nos fornece o mergulho continuo
H(1)7rad(B7WU) — LQ(B) (15)

Como consequéncia de B. Opic e A. Kufner[42], veja Apéndice Teorema 1, o mergulho
(1.5) é compacto.

Vamos definir o funcional de Moser em Hj ., 4(B,Wo). Sejam I, : Hy ., 4(B, wo) — R
dado por

I,(u) = JB e“'“'ﬁdx (1.6)

e X dado por
r={ue H(l),md(B,wo) Cuflw, = 11 (1.7)

Conforme demonstrado por Calanchi e Ruf [4], para todo u € H(l)’md(B,wo) e pn >0,

tem-se

eHlul TP e L(B).

E vale a seguinte desigualdade do tipo Trudinger-Moser
2
sup J et dx < 0o = < pp=202n(1— B)ITE. (1.8)
uweHg .q4(B,wo) JB
l[tllwg <1

Com isso, o funcional (1.6) estd bem definido. Assim como no caso classico, a existéncia
de pontos criticos para o funcional I,, constitui uma questao de grande interesse. No caso
critico, isto é, quando p = pp, Roy [46] e Nguyen [40] demonstraram que, para 3 > 0
suficientemente pequeno, o funcional I, ;, restrito ao conjunto X, admite um ponto critico.
No caso subcritico, isto é, para p < pg, a existéncia de pontos criticos de I,, em X pode
ser demonstrada com o auxilio do Teorema da Convergéncia de Vitali, como a seguir. Seja
(uj) C X uma sequéncia que converge para o supremo em (1.8). Como Htl),rad(BaWO) é um
espaco reflexivo, podemos supor, sem perda de generalidade, que u; — uy fracamente em

H(l)Jad(B,WO) e que u;(x) — uy(x) quase em todo ponto de B. Além disso, dado p > 1

suficientemente préximo de 1, temos pp < ppg. Pela desigualdade (1.8), segue que
g =
J ePHulP gy < J et P gy < 0o para todo j € N.
B B

. ~ . .12 , . . , ~ .
Assim, a sequéncia (e*'W!") é uniformemente integravel, o Teorema da Convergéncia de

Vitali, ver Apéndice, Teorema 4, garante que

2 2
. ToB B
lim J Sl dx = J ehluol dx.
B
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Enquanto esse argumento garante a existéncia de pontos criticos no regime subcritico,
e os resultados de Roy [46] e Nguyen [40] tratam do caso critico, nosso objetivo neste
capitulo é ir além, investigando a existéncia de pontos criticos do funcional I,, também
no regime supercritico, isto ¢, para u > pg, mantendo a restri¢ao ao conjunto X.

Um resultado fundamental para obter a atingibilidade no caso critico é o Lema de
Concentracao e Compacidade do tipo Lions, apresentado em [46].

Dizemos que uma sequéncia (wj) C Héymd(B,wo) concentra em x = 0 se [[Wj|w, <1

e para todo 6 € (0, 1), tem-se
J |VW)~|2W0 — 0 quando j — oo.
B\Bs

Lema 1.2 (Alternativa Concentracdo e Compacidade). Seja (wj) uma sequéncia em
H}Lmd(B,wo) tal que wjy = w em H(l)’md(B,WO). Entao, ocorre uma das sequintes alter-

natwas:
i) Tug (wy) = I, (W) ou
ii) wj concentra em x = 0.

Além disso, como visto em [46, Lema 9], temos a seguinte estimativa para o nivel de

concentragao, se uma sequéncia wj ¢ concentrada na origem, entao

limsup I, (w;) < [B[(1+e).

j—00

onde |B| = [ 1dx.

1.3 Propriedades para o funcional de Moser com peso
logaritmico

Lema 1.3. Para pn > 0, seja l,, : H(llmd(B,wo) — R dado por (1.6). Entao, 1, é Fréchet
diferencidvel em Hj . oq(B,Wo) e I1 : Hg q(B,wo) = (Hg qq(B,wo))* € localmente uni-
formemente continua e limitada.

Demonstragao. Iremos aplicar o Teorema da Convergéncia de Vitali. Primeiro, veja que

para u,v € H(l)’md(B,wg), com |[[v[jw, < 1, e (s5) qualquer sequéncia positiva tal que

s; — 0, podemos escrever

2 g 25
L(u+sv) =T (u) = ﬁ J J VI + v TF (u + tv)et T gy, (1.9)
— Pk JslJo
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Para qualquer j € N, seja f; : B — R dado por

L[ 25
jJo

e f: B — R definida por
f(x) = uvpu|TF e P
Afirmamos que (fj) converge para f em L'(B). De fato, temos fj(x) — f(x) g.t.p. em B.

Utilizando (1.4), (1.8) e a desigualdade de Hélder, temos

_2_
B

1

< | TF2e2n T gy ) J v2dx ) 1.10
(], ) (], wax) (1.10)
2 1 1
< C(J | 0B —2g2mlul TP dx)2<J (—logr)“_mdx>2
B B

onde C depende somente de 3 e ||v||w,. Por (1.10) obtemos que f € L!(B). Para garantir

a integrabilidade uniforme de (fj), é suficiente mostrar que é uma sequéncia limitada em

L9(B) para algum q > 1. Pela desigualdade de Hélder, temos

1 (% Lo Mﬁ
f500] < — | lhw 4ty et T dt
S5 Jo
1 1-1 /S N 2 .
S3S (J V]9 (Ju + tv|T B deariuttyl dt) ’
j 0
e assim,

L[ 2 25
If; 019 < —J ]9 4 tv| s~ dearhut VP g
$j Jo

Veja que, para 0,0 > 0, temos

] (¢]
T%eM" <ce Tt >0

para algum ¢ > 0 dependendo somente de 0,0 e w. Entao, para algum t € [0, s;] e algum
¢ > 0 dependendo somente de p e 3, temos

2 2
2__ B —B
[+ tv| s teHlu IR ppclutty]
‘ |1sz ﬁ| ‘712[3 (1.11)
Cpjult— C1S; v
< ce™? e’ ,

para algum c; > 0 dependendo somente de n e 3. Acima utilizamos que a funcao

g(x) = xP é convexa, dai

o (440) < saltate]
2 2
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_2
Para q > 1, temos ?;qcls).l’f5 < up, para j suficientemente grande. Portanto, utilizando a

desigualdade de Hélder, (1.8), (1.4) e (1.11), obtemos
j _2
J [£59dx < SEFJ ufdeaeil T gaersF T gy gy
B jJo JB
% 2 1
<elvl (| e ax) (| e a1
B B
2 1
cof[ ey’
B

onde utilizamos ||v|w, < 1. Utilizando o Teorema da Convergéncia de Vitali obtemos
que f; — f em L'(B). Dividindo (1.9) por s; e fazendo j — oo, obtemos a derivada de
Gateaux
I(u-v= 12—HJ vlul%uemu'ﬁdx.

—BJe
Resta provar que I}, : H[l)vmd(B,wo) — (Hamd(B,wg))* é localmente uniformemente
continua e limitada. Primeiramente, iremos provar a limitagao local de Ij,. Sejam u €
H{ raa (B, Wo) fixado arbitrariamente e U(u;e) = {w € Hj .44(B,wo) : [|[w —ull, < €},
onde ¢ > 0 iremos escolher posteriormente. Para w € U(u; ¢), definamos h = (w —u)/¢.
Utilizando (1.4) em conjunto com a desigualdade de Holder e argumentando novamente
como em (1.11) temos

2 =25
|I/H(W) -V| < 1_HJ |v|ecu|u+5h‘1 de
- B

a CIH(|U|ﬁ+\€h|ﬁ)
S 1-B [vie dx
—PJB
on deruiul TP i ¢ 2B dc p|h| B i
S HV||L2< ele dx> ( e n dx)
1—B B .
2uC 2 1 2 a2 .
S s HVHWO(J e4°1“|“|1 de>4<J e4£1 Bciplhl? 6dX>47
1—B B .

para qualquer v € H(l)’md(B,wo). Assim, iremos escolher ¢ > 0 satisfazendo 4eTFcipu <

g, entao pela desigualdade (1.8), temos

/

AUYRRY

Il = sup [I

[VIlwo =1

2 1
< o[ e’
B

para todo w € U(u; ¢). Assim, I}, é localmente limitada. Para qualquer v € H(l);ad(B,Wo)
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com ||v[jw, < 1, como em (1.9) obtemos

21 “d
I/ . —I/ . = _— =y LL‘U-'-th ‘
U (w+eh) - v—T, () 1_BLVL <o (et (- th)e >dtdx
€ 2
< [ [ Wi+ e e e (1.13)
0JB
€ 242 =
+ CJ J vlihlhe + th] T et gydy, (1.14)
0JB

onde C depende somente de e 3. Vamos estimar cada uma das integrais acima. De

modo similar a (1.11) e (1.12), para todo t € [0, €] obtemos

|V||h||u—|—th|1 s glutth| T Bd

ox}

<c J |v||h|ecl‘ulﬁ eclaﬁ”“ﬁdx
1 (1.15)

2 1 2 2 1
< CHVHL“HhHwO(J e4c1|ulﬁdx>4 (J’ e4cleﬂ\h|ﬁdx>4
B B

2 1
< C(J el )
B

contanto que 4018% < Ug-

Analogamente,
2
J vlhu + th]%*Qeuluwch\ TP gy
B

2 2 2
< cJ [v|[fect! TP gere TP IR gy
® . (1.16)

2 1 2 2
< C||v||L4||h||WO<J el I*de)4 (e4ml,s H Hsdxy
B

< C(J e4°1|u|126dx>}1.
B

Combinado (1.13), (1.15) e (1.16), para € > 0 suficientemente pequeno, obtemos
1T, (w+ eh) — I, (W]« < Ce,

para alguma constante C > 0 dependendo somente de , 1 e u. Assim, I}, é localmente
uniformemente continua. Finalmente, a continuidade da derivada de Gateaux I, garante

que I, é continuamente Fréchet diferencidvel. O

A seguir, iremos provar uma estimativa L* para solugoes de um problema de Dirichlet,

que envolve uma nao linearidade do tipo exponencial.
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Lema 1.4. Seu € H(l),rad(B?WO) solucao fraca de

— div(weVu) = AuThuers TP o B,
(1.17)
u =0, em 0B

onde A € R. Entao u € L*°(B).

Demonstragao. Utilizando (1.8) e (1.4), para todo p > 1 a desigualdade de Holder nos dé
J 25 [P ePs TP g < (J PP ) J i ) (L)
B B B

Para k > 0, considere a func@o Ti(s) = (s + K)X(—co,—k] + (s — K)X[k,00) € S€ja B ={x €

B : [u|l > k}, onde xa é a funcao caraceristica do conjunto A. De (1.17), obtemos

J VuVT (u)wgdx = AJ Iu|%ue“3|”‘mTk(u) dx. (1.19)
B B

3

57 com 0 > 1, podemos escrever

Parar=0nen =

r—n—1

2 = 1 N 1
A J | P uete “Tk(u)dx<|x|( J 0T Omiul de)e(J ITk(u)Ide) IB,|
B B B

T 1

< C|| T (u) || e Byl .

(1.20)
Por outro lado, utilizando (1.4) obtemos
JB VuVTi(wwg dx = C|| T (w)]f%, = C|[T(w)]i . (1.21)
Por (1.19), (1.20) e (1.21) nos temos
L T (w)["dx < C[ByJ*. (1.22)

Note que [Tk (s)| = (Is| = k) (1 —x[—k.k(s)) se s € R e By, C By para 0 < k < h. Entéo,
[ mrax=| gl —iraxs | (- 0rde (- B (1.23)
B By Bn
Seja P(k) = |Bk| com k > 0, naturalmente P (0) = |B|. De (1.22) e (1.23) obtemos
P(h) < C(h—k) "p(k)?), 0<k<h. (1.24)

Sejam d = ACT[B|* e ko a sequéncia definida por kg = 0 e kjn = ko1 + 2%, para

m=1,2,---. Por inducdo em (1.24), obtemos

W(kn) < 27™P(0) = 0, as m — oo,
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De fato, para m = 1 temos

/

—T 2 T —S
Plka) < Clka — ko) TH(0)” = C() (0)? =27°(0).
Suponha que a desigualdade seja verdadeira para m. Entao,

1I)(karl) < C(km+1 - km)irll)(km)Q
2(m+1]r

2
(k)

2(m+1)r
C—r—azi
(2°C+[B|¥)"
— 2(m+1)s(1—p)¢(0).

=C

(277" (0)?

Como k., — d e P é ndo crescente, obtemos P (d) = 0. Consequentemente, ||[u||r~ <

1.4 Ponto critico além da constante critica com peso
logaritmico

Nesta segao, provaremos a existéncia de um maximizante local para o funcional I,
além da constante critica pg. Para isso precisamos estender alguns resultados presentes
em [49] para o funcional de Moser com peso logaritmo.

Lembremos que existe p* € (0,1) tal que
AL, = sup L, (w) > [Bl(e + 1) (1.25)
para qualquer 3 € (0, 3*), veja [46, pdg 196] ou [47, pag 5210].

Lema 1.5. Para qualquer B € (0,B*), o conjunto K, ={u € L : I,,(u) = A?uﬁ} €

compacto.

Demonstragdo. Seja (u;) uma sequéncia em K, ;. Sem perda de generalidade, iremos
;= H} B C i) é EéNci imizant

supor que u em Hgj,..4(B,wy). Como (u;) é uma sequéncia maximizante para

Aﬁ . de acordo com Lema de concentragao e compacidade de Lions Lema 1.2, uma das

alternativas deve ocorrer:

Luz0el,,(u) =A% ou

Hp?

2. u=0elimsupI,,(u) < [B[(1+e).

m—00
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Contudo, a segunda alternativa contradiz (1.25) pois I, (u;) = Ajitﬁ para todo j € N.

Portanto, u £ 0 e I, (u) = A‘LB. Da semicontinuidade inferior da norma, devemos ter
0 < |[ullw, < liminf [jujlw, = 1.

Portanto,

AL = T () < T (w/uflw,) <AL

Segue que
_2

u3<\|u‘\|‘ > . ‘ |1—3
< wq Epﬁu >dx _—()
B

Como 0 < |[ullw, < 1, se |[ullw, < 1, entao |ul < ul/||u||w,.- Consequentemente o
integrando acima é estritamente positivo e a integral nunca se anula, com isso |[u|lyw, =
1. Logo, devemos ter que u € K,,. Como u; — u em Hj ,q4(B,wo) e [[ujllw, =
[, € sendo o Hj,.4q(B, Wo) uniformemente convexo. Segue que u; — u forte em

H(l)ﬂ‘ad(B’WO)‘ ]

Para cada ¢ > 0, vamos definir N, ={u € L : dist(u,K,,) < ¢}, onde dist(u,K,,) =
inf{[[u —v[jw, : v €Ky} Como K, é compacto, a familia (N¢)e~o constitui uma base

de vizinhaca para K, em X, isto ¢
1. Kz C N, para todo ¢ > 0;

2. Se U ¢é um aberto em X tal que K,,; C U, entao N. C U para algum & > 0.

Figura 1.1: Representacao do conjunto N..

Note que

sup I, (u) <supl,,(u) = AE%, para todo € > 0.
ueN, uexr

Além disso, temos que Aflﬁ é atingido, para todo € (0, 3*) (ver Apéndice, Teorema 6).
Assim, K, # 0 e como K, C N, temos

g
AL, = usggg I, (u), paratodo &> 0. (1.26)
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Lema 1.6. Suponha que $ € (0,3*). Entao, para todo ¢ > 0

sup I, (u) < Aﬁﬁ = sup I, (u). (1.27)
ueN2:\N; ueN,

Figura 1.2: Representacao do conjunto No. \ N..
Demonstra¢ao. Denotemos por

Ye = sSup Iu[;, (u)
ueN2 \N¢

E claro que temos vy, < Aﬁﬁ, para todo ¢ > 0. Por contradi¢ao, suponha que existe
go > 0 tal que v, = Al . Seja (1) C Nag, \ N, tal que I, (1)) — Al eu; = uwem
H{ +qa(B,Wo), quando j — oco. Pelo mesmo argumento do Lema 1.5, utilizando (1.25) e o

Lema 1.2, temos

[ullwe =1 e IHB (W) = Aﬁﬁ- (1.28)

Novamente como wj — w e [[ujlly, = [[uflw, temos que u; — w em Hj . ,4(B,wp). De

(1.28), temos u € K,;, mas

dist(u, K., ) = limdist(u;, K, ) > €0 > 0,
j

o que nos da uma contradicao. Portanto, devemos ter a desigualdade estrita y. < AEL 6
para todo € > 0. O
O préximo resultado é fundamental para demonstracao do principal teorema deste

capitulo, pois ele garante que a desigualdade (1.27) continua valida para p > g, ao

menos enquanto W estiver préximo de pg.

Lema 1.7. Suponha que B € (0,B*). FEntdo, eviste pt > we tal que para qualquer

e [ug, u?), temos

sup  I(u) < sup I, (u):= Aﬁ, para € > 0 suficientemente pequeno. (1.29)
u€N2&\NE LLENS

Além disso, AEL € atingido em N e Ky ={u € N : I (u) = AEL} € compacto.



Capitulo 1. Maximizante local para o funcional de Moser supercritico 23

Demonstracao. Do Lema 1.3, I/LL ¢ localmente limitada entao, I, é localmente uniforme-
mente continua. Para cadav € K., seja U(v;e,) ={u € Hévmd(B,wo) S u—v|lw, < €0}

uma vizinhanga de v tal que I, é localmente uniformemente continua. Como K,,, é com-

pacto, existem vy, - - -,V tais que
m €
i
Ky, C i_Ulu(vi; 5

Defina U = i, U(vi; §). Como I, é localmente uniformemente continua em cada

U(vi; €4), dado ¢¢ > 0, existe 0 > 0 tal que, para todoi=1,--- , m temos
u,v e Uvisei), |[u—v|w, < o implica [I,(u) —I,(v)| < €. (1.30)
Seja enm = max{eq, -+, €m}. Para w, & > 0, iremos escolher & > 0 tal que
lu— &l <& implica ‘1 _ (5)2 (1 + %M) < min {% . %‘“ G} . (13D
Se u € U, entdo, u € U(vy; 3) para algum i € {1,---, m}. Da escolha de 6 em (1.31),

para |u— &| < & temos

(é)Qu € U(vyi;eq).
i
De fato,
18 1
o= () Tl v e () 7
L wo 22 Wo
€1 E, %
<= (0) 7 i,
€i g 5P €i
5 o= ()7 |(% +mi)
<Srf-(5) T (2r 1) <o
~ 2 u 2 AN 1-
Se lu—villw, < 5 entao, [[ullw, < [[vi]| + ¢ Dai
1B 16 1B
e () 7l <= () Dt <= () (5 +1) <o
H wo H H 2
De (1.30), segue que
1-B
i — & <& implica [T, () — I¢(u)] = Iu(u)—Iu<(§> ? u)’ < ¢ (1.32)

Consequentemente, a aplicacao p +— I,,(u) é continua, de forma uniforme com respeito
au € U. Tome ¢ > 0 pequeno de modo que Ny, C U. Utilizando (1.27), podemos escolher
€o > 0 tal que

sup L, (u) < sup I, (u) — 2eo. (1.33)
ueN2:\N, ueN,
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Para & = pg e escolhendo €y como acima, tomemos & > 0 tal que (1.32) é vélido. Portanto,

de (1.32) e (1.33), para todo w € [up, g + ) obtemos

sup  [u(u) <eo+  sup I, (w)
ueN\N; uEN2:\N¢

< sup I, (u) — €0
UEN,

< sup Iy (u).
ueN,

Isso mostra (1.29). Para u € [ug, ug + 0), seja (u;) C N, uma sequéncia maximizante
para A%L, isto €, I, (wy) — Aﬁu quando j — oo, podemos supor que u; — u fraco em
H(l),rad(B,WO e uj(x) — u(x) q.t.p. em B. Para cada j € N, seja (vj) C K, satisfazendo
lu; —Vjllw, < €. Por compacidade, a menos de uma subsequéncia, temos v; — v forte em
H&md(B, W) para algum v € K,,,. Em particular, v é solugao de (1.17) e o Lema 2.6 nos
dd que v € L*(B). Defina w; = u; —v; +v e veja que w; —u; — 0 forte em H(l)’md(B,wo).

Utilizando a convexidade da fungao x — x9, para todo q > 1 e T > 0, temos
x+YI<I+DTxI+(1—(1+1)"8)" 99, xy >0, (1.34)
ver apéndice Teorema 2. Segue que

wil9 < (V] + fuy = v;])9

q-1 1 _ Ww; — V; q
<A+1) 5 vl +(1— (1471 ﬂlﬂmrﬂﬂﬁou_Lvﬁ (1.35)
) ) liwo
q-1 1 W — Vs q
SO+l + (1= @408 eed| HEE
) ) liwo

Escolhendo q = ﬁ, T =1 e ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que 2u(1 — 2*%)1_‘4 €9 <

up para todo p € [ug, g +8), de (1.8) e (1.35) temos
_2
J' eQH‘Wm|176 dx
B

¢ uniformemente limitada. Assim, pelo Teorema da Convergéncia de Vitali, temos I, (Wy,) —
I,(u) e a continuidade uniforme local nés da que I,(w;) — I.(u;) — 0. Portanto,
I, (u) = A%. Além disso, pela semi-continuidade inferior da norma temos [ —vlly, <

liminf ||u; —vj|lw, < € e utilizando que |[v]j,, = 1, temos

u
H - < I = Wy 4+ 11— [l

[[ffwo

Wo
= [Iv =iy F1[Vlhwo = [l

< 2|v — ulfw, < 2¢.
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Isso implica que W € Ny, e de (1.29), obtemos I”(W) < Aﬁ = I, (u). Segue que
wo wo

| w/[w, = 1. Assim, u € Z, o que que nos da u € N,. Contudo, por (1.29), devemos ter

que u € N¢, e AEL é atingido N,. Finalmente, se (u;) C K, com u; — u, pelo argumento

acima, u; — u forte, e u € K,. O que mostra que K, é compacto. O

Agora iremos provar o principal resultado desse capitulo, onde estenderemos o resul-

tado de Struwe [49] para a Hg .4 (B, wo).

Teorema 1.1. Eziste B* € (0,1) tal que para qualquer B € (0,B*) existe u* > ug onde

I, admite um mazimizante local u,, em L para qualquer p € (0, ut).

Demonstracao. Da discussao da secao 1.2, para p < pg, existe um maximizante para o
funcional I, restrito a . No caso critico p = pg, como pode ser visto em [40, 46, 47] o
funcional I, admite uma fun¢ao maximizante quando restrito a £ com 3 € (0, 3*), para
f* > 0 suficientemente pequeno. No caso supercritico, o Lema 2.9 garante que existe
TLESS ue tal que o funcional I, admite um maximizante local quando restrito a X para

todo p € (ug, 1). O

Como consequéncia do Teorema 1.1, o funcional (1.6) admite um ponto critico res-
trito ao conjunto X, que corresponde a um maximizante global quando p < pg e um

maximizante local quando pu € (pg, p).



Capitulo 2

Maximizante local para o funcional

de Moser supercritico fracionario

Neste capitulo iremos apresentar uma outra versao dos resultados propostos por Struwe [49].
Em espagos de dimensao fracionéria e com peso do tipo logaritmico estendendo um resul-

tado recente [53] de existéncia de pontos criticos para o funcional de Moser.

2.1 Espaco X;"(«,0)

Parap > 1 e 6 > 0, denotamos por L§(0,1), ou simplesmente L, o espaco de todas

as funcoes mensuraveis u: (0,1) — R tais que

T

<fé |u(r)|pd7\9> <oo, sel<<p<o
Il = (2.1)

€SS SUPy— <1 IU(T)] < 00, sep = oo,

0+1

onde dAg = werdr, com wg = 27 2 /F(%) e I" representa a funcao Gamma de Euler,
definida por T'(x) = [;° t*te tdt.

Estamos particularmente interessado nesses espacos devido a presenca natural de pesos
quando lidamos com funcoes radialmente simétricas. Seja f: Bg C R™ — R uma funcgao
radialmente simétrica, ou seja, existe uma funcao g : (0,R) — R tal que f(x) = g(r), onde
r = |x|. Nesse caso, f é integravel em By com respeito a medida de Lebesgue dx se, e
somente se, g é integravel em (0, R) com respeito a medida Ap_1 (1) = w17 dr. Além

disso, vale a igualdade:
R R

JBR f(x)dx = wyn_1 L g(r)r"tdr = J g(r)dAn_;.

0

26
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Logo a medida dAg estende de modo natural a integracdo em RN para espacos que
nao necessariamente possuem dimensao inteira. Isso nos possibilita procurar extensoes
de resultados cldssicos em RN para dimensoes ndo inteiras. A integracao em espacos de
dimensao nao inteira é frequentemente usada no método de regularizagao dimensional
como uma ferramenta poderosa para obter resultados em Mecanica, Estatistica e Teoria
Quantica de Campos. Para mais detalhes, veja [8, 16, 19, 22, 58].

Seja AC1(0, 1) o conjunto das funcoes localmente absolutamente continuas w: (0,1) —

R tais que lim,_,; u(r) = 0. Definimos o espaco de de dimensao fraciondaria X}’p(oc, 0) por

1
XiP(e,0) =fue AC(0,1);  ([[w]lp + [[uflz)? < ool
no qual o fecho é tomado com respeito a norma
ullx = Wy + [l

O estudo dos espacos X}’p («, 0) pode ser pode ser feito sob diversas condicoes dos parametros,

«, 0,p. Vale destacar casos bem distintos e temas de estudo na literatura.
i) Caso Sobolev: ax —p +1 > 0;
i) Caso Trudinger-Moser: « —p + 1 = 0;
iii) Caso Morrey « —p + 1 < 0.

Como os espagos com pesos desempenham um papel importante no estudo de opera-
dores diferenciais parciais, muitos trabalhos tém sido dedicados a esse tema. Na década
de 1990, Opic e Kufner [42] demonstraram a seguinte desigualdade do tipo Hardy:

(Jl hu(r)]9 rvdr) ’ <C (Jl u'(r)[P r"‘dr> ’ ;o uwe X P(a«,0). (2.2)

0 0

Essa desigualdade vale sob as seguintes condigoes de parametros.

(i) Caso Sobolev (x—p+1>0):Sejam v > 0eu e X7 (e, 0). Entdo (2.2) vale desde

que

(v+1)p

ev>ax—pedqEe(l “_pH],ou
ov<a—peq€(1,%)

(ii) Caso Trudinger-Moser (x—p+1=10): Sejam v >0, x>0, p>leuc X}’p(oc, 0).
Entao (2.2) vale desde que
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e qc(1,00).

Utilizando isso, Opic e Kufner [42] estabeleceram os seguintes mergulhos.

No caso Sobolev, vale o seguinte mergulho continuo

X1 (o, 0) < L9, (2.3)
para todo q € (1,p*] e 6 > o — p, onde p* = Exvj—plﬁ. Caso q < p*, o mergulho (2.3) é

compacto.

No caso Trudinger-Moser, vale a seguinte imersao compacta
XiP(x,8) < L9, paratodo q € (1,00) e v > 0. (2.4)

Um estudo mais detalhado dessas imersoes sera apresentado na proxima se¢ao, dentro de
um contexto mais geral.

Se ® > « —p a norma de X]P(«, 8) é equivalente a norma w1z, Em particular no
caso Trudinger-Moser essas normas sao equivalentes para todo «,0 > 0, e p > 1. Em
geral, a propriedade de convexidade uniforme nao é preservada por normas equivalentes,
sendo assim faz-se necessario destacar o espago X, («, 0) munido com a norma |[w||(p é
uniformemente convexo e reflexivo.

A fim de simplificacoes a norma de X}P («, 8) que equivale a |w||{r serd denotada por
[[ullx-

Nosso interesse por esses espagos decorre do fato de eles serem modelos apropriados
para o estudo, via calculo variacional, de problemas envolvendo a seguinte classe de ope-

radores elipticos quasilineares
Lu:==r(r*u/Pu). (2.5)

A classe de operadores L inclui diversos operadores cldssicos quando considerados em sua

forma radial, como o m—Ilaplaciano e o k—hessiano, além de varios outros operadores

quasilineares.
Operador [od P 0
m-Laplaciano (m > 1) n—1 m—2 n—1
k-Hessiano n—k k—1 n—1

Lembrando que o operador k—hessiano Sy (D?u) é definido por Sx(D?*u) = [D?uly,

onde [D?u]y é a soma de todos os determinantes menores principais de ordem k da matriz
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hessiana. Em particular o S;(D?u) coincide com o laplaciano e Sy (D?*u) o operador de
Monge-Ampére. Esse tltimo é um exemplo classico de operador totalmente nao-linear.

Uma aplicacao classica e relevante ocorre no estudo dos conhecidos sistemas micro-
mecanicos (MEMS — Microelectromechanical Systems). Dispositivos MEMS sao funda-
mentais na tecnologia moderna, com presenga marcante em areas como telecomunicagoes,
engenharia biomédica e exploragao espacial. Para mais informacoes sobre as aplicacoes
de MEMS e outras versoes, recomendamos. [7, 23, 43].

A classe de operadores L tem sido objeto de pesquisas recentes e relevantes, por per-
mitir a extensao de diversos resultados classicos para o contexto de espagos com dimensao
fracionaria. Para uma andlise mais aprofundada e aplicagoes relacionadas ao operador L,

recomendamos [8, 16, 19, 22, 29].

2.2 Espaco X}ZEVO

Nesta se¢ao, consideraremos exclusivamente o caso Trudinger-Moser, isto é, quando
o = p—1. Em um trabalho recente, J. Xue, C. Zhang e M. Zhu [53] introduziram um novo
espaco de funcoes com peso, na dependéncia de peso que envolve um termo logaritmico.

Mais precisamente, sejam X; definido conforme a Secao 2.1 e wy dado por
wo(r) = (—log )PP~V 0<r<1, 0<Bp <.

Para u € AC;(0,1) definimos

1 1/p
lullx., = (j P (—log ) PP d)\oc) |
0

1,p / .
O espago X7y, € definido por

X%, = e AC (0,1 : [[ullx,, < oo},
onde o fecho é tomado com respeito a norma || - HXWO'

Uma questao natural que surge é: sob quais condicoes o espago X%Zf\,o esta imerso
continuamente ou de forma compacta em Lg?
Com base nos resultados e na notagao introduzidos por A. Kufner e B. Opic [42],

definem-se F;, A; e By da seguinte forma:
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e Para 1 < p < g < oo, define-se F; : (0,1) — [0, 0o] por
1 1
T 0 q 1 . 17‘[3, p’
Fi(r) = J wes® ds ,[ (wa(—logs)PPHs¥) ds| . (2.6)
0 T
Para simplificar a expressao, utilizando que % + }% =1 temos
wWo oir\a ([ 1w 1 v
Fi(r) = <9—+1T * ) (J WL P (—logs) Ps™ ds)
fazendo a mudanca —logs = t, temos —%ds = dt, segue que
1 —logr &
_( We e+1>q J 1-p's—P
Fi(r) = (—r Py Pdt :
1 =g51 ( , e
Assim,
041 1-p
Fi(r)=Cira (—logr) >, (2.7)
onde C; depende apenas de «, 0, p, q com
1 1 1 1
— 4+ - = —+ - - 1-
p P qg 4
e Define-se
B; := sup Fi(r).
0<r<1
e Para 1 < g <p < oo, define-se
1/q (1-p")/q 1 1/m
Wy . W« Ol 1, (1—B)m+p
A= 0+ 1)/ (1—p)V/a (JO T (—logT) dr ’
1 1 _ 1
onde —- = i
Fazendo a substituicao t = —logr, obtém-se
%] 1
0
onde C; depende de p, q, x, 0 assim,
r((1— 1)
(1—-B)+EE
(%m)

Considere H o seguinte operador linear

1
H:LE , — L3, (Hf)(r) ::J f(s)ds.
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Sobre quais condi¢oes o operador esta bem definido, é continuo e compacto?

Com essa notagao, B. Opic e A. Kufner mostram que o operador H é continuo se,
e somente se, By é finito ou, equivalentemente, se A; é finito, dependendo dos casos
I<p<g<oooul<qg<p<oo.

Além disso, para 1 < p < q < 0o, H é compacto se, e somente se,

Bi<oo e lim Fi(r) = lim Fi(r) =0.

r—07F r—1-

Jadno caso 1 < g <p < oo, H é compacto se, e somente se,
Al < 0.

Observe que, pela expressao obtida em (2.7),

lim Cy 4 (—logr) ' = lim Cyr

r—07* r—1—

0+1
q

1-B
(—IOgT’) po= 07

1p
como Fi(r) = ra (—logr) ®» ¢é continua em (0, 1) e os limites para os extremos 0 e 1

existem e sdo nulos, segue que By < 0o. Por outro lado, de (2.8), conclui-se imediatamente
que A; < 00, jaque (1—B)m+p+1>0. O espago X}:BVO ¢ particularmente adequado
para analise, pois satisfaz uma desigualdade do tipo Hardy, a qual desempenha um papel

fundamental no estudo de propriedades funcionais e nas imersoes associadas.

Lema 2.1 ([42], Teorema 6.2). Sejam 1 < p < q < oo e u localmente absolutamente

continua. A desigualdade de Hardy

1 1/4q 1 1/p
( J e d7\e) <cC ( J WPy dxa)
0 0

€ valida se, e somente se, By < co.

Lema 2.2 ([42], Teorema 6.3). Sejam 1 < q < p < oo e u localmente absolutamente

continua. A desigualdade de Hardy

1 1/4 1 1/p
( j mt d7\e) <C (j WPy dxa)
0 0

€ valida se, e somente se, A1 < 00.

Pela discussao anterior, conclui-se que By, A1 < co. Assim, as desigualdades estabele-

: . N ~ 1
cidas nos lemas acima sao vélidas para todas as fungoes u € X773, .
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Recentemente, de Oliveira, do O e Ponciano [17], apresentaram uma forma bem mais
geral da desigualdade do tipo Hardy (2.2). O trabalho estabelece condigbes sobre os

parametros p, q, «, 0, v, i que garantem a validade da desigualdade

(Jl w|9(—logT) ”redr> d <C ( Jl WP (—log T)Vr"‘dr> ’
0 0
na qual w é uma funcao localmente absolutamente continua. Essa formulacao é uti-
lizada para obter uma desigualdade do tipo Hardy no contexto do espaco das fungoes
k-admissiveis com peso logaritmico, denotado por (D(‘irad(B,wo). Esse espago generaliza
o espaco classico das funcgoes k-admissiveis que é particularmente 1til na obtencao de
estimativas elipticas para o operador k-hessiano.

Por fim destacamos que o espaco Xifvo estd compactamente imerso em Lg, ou seja,

XiP e Ld.

1W0

Lema 2.3 ([17], Corolério 1.1). Suponha que o« =p — 1 e seja © > 0. Entdo, a inclusdo

XIP ey Ld é compacta para todo q € (1, 00).

1W0

A fim de complementar o estudo desses espagos com peso, surge a seguinte questao:

que tipo de imersao se obtém caso 3 > 1?7 Considere o espaco XIP  definido de forma

1wy
andloga a Xlw , mas associado ao peso wq(r) = (log %) Pip—1) , para 0 < v < 1. Nessas

condicoes, tem-se que X;P, < L® quando p > 1, enquanto no caso critico p = 1,

1W1

observa-se um crescimento do tipo duplo exponencial,

i)

Ly
Jee " dhg < too, VueXP
0

1wy

ii)

! wélulfg;1
sup Je“e“ dAg < +00 <= ax < 0+ 1.

ilx, <1J0

2.3 Trudinger-Moser em dimensao fracionaria

Com relagao aos espagos X]Igp(oc, 0), recentemente do O e de Oliveira [16, 19] estabe-

lecem uma desigualdade do tipo Trudinger-Moser para esses espagos, ou seja,

1 1
sup J e“‘u‘p "dAg < 00 <= pu < Hoo = (0+ Dwg, (2.9)

ueXxi P (e,0) : lw|l p <1 0
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onde & = p—1 (condi¢do de Trudinger-Moser). Além disso, existe um extremal para (2.9)
sempre que 1 < [y p. Recentemente Xue, Zhang e Zhu [53], inspirados pelos trabalhos
[5, 19, 46] demonstraram que vale uma desigualdade do tipo Trudinger-Moser nos espagos

. . D o 1 !
de dimensao fracionédria com peso logaritmico Xl’vpvo. Ou seja, vale:

1 . )
sup J e”‘u‘1 dAg < 00 <= pu < Huop = (04 Dws (1 — )]s, (2.10)

[[tllxw, <1J0
onde p’ = —P— Além disso, assim como em [40, 46, 47], a atingibilidade do supremo em
(2.10) ¢ garantlda caso 3 > 0 seja suficientemente pequeno. De maneira semelhante ao

l ~
que ocorre em Hg . 4(B, wp), tem-se que, se u € X1 ‘o €Ntao

/

P
1—-p

e e 1! caso y <

(2.11)

como pode ser visto em [53].
Utilizando o Teorema Fundamental do Calculo, vale a seguinte estimativa pontual

~ 17p
para fungoes u € X3y,

1-p

(—logr) »"
() < ————lullx.,- (2.12)
we(l—B)v
De fato, como u(1) = 0, pela desigualdade de Holder, temos

J tv (—logt) > »u/(t JI) <t_%(—logt)_§) dt

( —log t)PP=H /(1) dt) ’ (Jl t ! (—logt)® dt)

=

Lo (logt) B
O T W L S
wp T 1_B T
1-p
(—logr) »"
S llullx,,-
wg(1—p)¥

Estamos considerando o caso em que 0 < 3 < 1. Nosso objetivo é estender os
resultados de Struwe para o contexto de dimensao fracionaria com peso logaritmico.
.. . . . 1,P : . P
Inicialmente, introduziremos o funcional de Moser no espago Xy’;,, . Sejam I, : X1 o
R definido por

p
I(w) :J U g (2.13)
0

e £ dado por
S={ueXxih,; lulx,, =1} (2.14)

Por (2.11) o funcional é bem definido.
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No caso subcritico, ou seja, para b < My p,p, €xiste um ponto critico de I, restrito a
X, conforme demonstrado em [53], com o auxilio do Teorema da Convergéncia de Vitali.
Ja no caso critico, u = . 0,p, a existéncia de ponto critico esta garantida apenas para
3 > 0 suficientemente pequeno. Vale ressaltar que a existéncia desses pontos criticos para
(2.13) restrito a (2.14) esta relacionada a existéncia de extremais para (2.10).

Nosso objetivo neste capitulo é demonstrar a existéncia de um maximizante local para
I, e, consequentemente, a existéncia de pontos criticos desse funcional, sob a condicao
B> Hao,p-

Um resultado crucial para a demonstracao da existéncia de pontos criticos do funcional

de Moser é um teorema do tipo concentragao-compacidade de Lions apresentado em [53].

Lp

Dizemos que uma sequéncia (wj) C Xj7y,

concentra na origem se [[wj||x,,, =1 e, para

todo & € (0, 1), tem-se

1
J |W)-'|pwo dAy — 0 quando j — co.
5

Além disso, se uma sequéncia concentra na origem, entao

We
0+1

Lo, (W) < (1+ eyﬂl(p)) ,

m

onde v = im0 <Zj:1 % —1In m) é a constante de Euler, e W(x) = I''(x)/I'(x), sendo

" a fungdo Gamma de Euler, veja Apéndice Teorema 7.

Lema 2.4 (Alternativa de Concentracdo e Compacidade). Seja (w;) uma sequéncia em
Xi:‘vjvo tal que w; — w fracamente em Xiva. Entao, somente uma das sequintes alterna-

tivas ocorre:
i) Iua,e,s(wj) - Iua,e,ﬁ(w);
i) wj concentra em 1 = 0.

Veja [53, Teorema 1.4).

2.4 Propriedades do funcional de Moser fracionario

Lema 2.5. Para p > 0, seja I, : Xijﬁ,o — R dado por (2.13). Entao, 1, é Fréchet

y e Lp [ Lp Lp *x 5 N 7
diferencidvel em Xy'y, e Il @ Xy, — (Xi,,)" € localmente uniformemente continua e

limitada.
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Demonstracao. Iremos aplicar o Teorema da Convergéncia de Vitali. Primeiro, veja que

17p
1 SWo

para u,v € X e (sj) qualquer sequéncia positiva tal que s; — 0, podemos escrever

/ 1 rsj , '
L(u+sv) =1, (u) = 1]3 Hﬁ J J Vw4 T 2w+ tv)et I qrdg. (2.15)
— B JoJo

Para qualquer j € N, seja fj : [0, 1] — R dado por
1 5 / Jé

e f:[0,1] — R definida por

/
f(r) = uvfu/Ts et

Afirmamos que (f;j) converge para f em L'([0,1]). De fato, temos f;(r) — f(r) q.t.p. em
[0,1]. Pela desigualdade de Holder juntamente com (3) e (2.12) temos

1 ) '
|| s e ang

0

< (J |u|1 ﬁ —2e20ult ﬁd)\e) <J |V|2d)\e> (2.16)
0
1 1
<o [ e an) ([ logn ™5 an)
0 0
onde C depende somente de o, e [|v[x,, . Fazendo a mudanca —logr = t temos na

ultima integral

! 2(1-) F(@ +1)
J (— logr) v’ d}\e = Wp 208
0 O+1) v ©
Por (2.16) obtemos que f € L'([0,1]). Para garantir a integrabilidade uniforme de (f;),
basta mostrar que ela limitada em L9([0, 1]) para algum q > 1. Novamente pela desigual-

dade de Holder temos

1 5 ’ ‘.iL
If;(r)] < J il + tv| 5 Leru TP gt
85 Jo

)
11— % ' v T
< s “(J V9 + ] gt )
S 0

e assim

L[ ‘ 2
If5(x)[T < —J |v|q|u—|—tv|fﬂ%—qequlu+tv\1 Pt
S5 Jo

Veja que, para o,v > 0, vale
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para alguma constante ¢ > 0, que depende somente de o,v e n. Assim, para algum

t € [0, s;], e ¢ > 0 dependendo somente de p e 3 temos
/ -1 '
|u+tv|{i—ﬁfleu\u+tv|1*ﬁ < Cec\u+tv|1*f3

!’ !’

I A U -
< ceCTF (TRt TF v TR )) (2.17)

’ p’ ’
cilu|T=B crsI P v TR
< ce™t e 1% ,

para algum c¢; > 0 dependendo somente de pe 3 (¢; = 275 ! nesse caso).

JL
Para q > 1, temos 3qclsl " < Uao,p, Para j suficientemente grande. Portanto,

utilizando a desigualdade de Hélder, (2.10), (2.12), (2.17), temos

1 S:
J fil7dAo < EJ J vt gaess P gy gy
0 0

S]'O
1

Lo gy V([ graens T gy )
qciiuf-— qcis; vt

c||v||L3q<J e d?\e) (J e j d?\e)
0 0
1 ' 1

q 3qcylul =P
<y, ([ e an

0

1 > 1
< C(J e3aciiul fﬁd}\e> ’
0

(2.18)

onde utilizamos |[v||x,,, < oo. Portanto, utilizando o teorema da convergéncia de Vitali
obtemos que f; — f em L'. Dividindo (2.15) por s; e fazendo j — oo obtemos a derivada

de Gateaux

/ 1 ’ L
I (u)-v= 1]3 HB J VuTE 2uet T g
— B Jo

1 1 . : . .

Resta provar que I, : X;% =~ — (X7}, )* é localmente uniformemente continua e limi-

tada. Primeiramente, iremos provar a limitagao local de I,. Sejam u € XiP o fixado
o 1

arbitrariamente e U(u;e) = {w € Xy, ¢ [w—1u|lx,, < &}, onde ¢ > 0 serd esco-

lhido posteriormente. Para w € U(u;e¢), definamos h = (w —u)/e. Utilizando (2.12)
em conjunto com a desigualdade de Holder e argumentando novamente como em (2.17)

temos

! 1 o
|I/H(W) v < pH J |v|eCu|u+£h|1*f3 dAo

1—=BJo
/ 1
< 1p HBJ Mecm (luf1= f5+|eh\1 md?\e
- 0
! 1 o [P B m .
< PE HVHLQ(J e4C1uu|15d)\e)4<J 651754C1H|h|1*5d}\9>4
1—B ,
=25 i a1 ' 1
< f CH ”XWO<J e4c1u|u|16d}\e>4<J e4e1fﬁclulh‘1,ﬁd)\e)4’
B B



Capitulo 2. Maximizante local para o funcional de Moser supercritico
fracionario 37

para qualquer v € X}:EVO. Assim, iremos escolher ¢ > 0 satisfazendo 4e™Fcipu < puo.p,

pela desigualdade de Trudinger-Moser (3) temos

[T.wW)ll. = sup [T (w)-V]
1Vl =1

1 p’ %
T—
< C(J eldciniul Bd?\@) ’
0

para todo w € U(u;¢€). Assim, I}, é localmente limitada. Para qualquer v € X%fvo com

[V][x,, <1, seja L(t,7) dada por

- lutth| TR
L(t,r) = [u+th/™F “(u+ th)e"

como em (2.15) obtemos

p/u 1 £ d
T (u+eh)-v—T, (u) v = 5 L VL aL(t,r)dtdAe
e rl , P
< C J J V[l + th| ™5 2P g (2.19)
0 Jo

e rl ap! '
+ CJ J VI[hlw 4 th|=s 2e* W qdag, (2.20)
0 JoO

onde C depende somente de u, 3 e p. Vamos estimar as integrais (2.19) e (2.20). De
modo similar a (2.17) e (2.18), para todo t € [0, €] obtemos

1 o E
J Vilh][ -+ thiTs —2e* M HTE A

0

1 / / /
<o | e e TN g
0

(2.21)

1

! 1{/75 i/t fi/Ts 1{/75 1
<cy|v\|LéHh|\Xwo(J eteta 7 ) (J etere BT gy, )
0 0

1 ! 1
< C(J e4C1|u|%§dAe>}l,
0

contanto que

!

4c1€TF < tao,p-

Analogamente,

' 209 tn12p
|[h|jw + th|Ts 2t rthlF g
0

/ ’

< cJ v[lhjectuF gere TRIRETE 4
0 (2.22)

1 Ji’TS % 1
< vl (| e an) " ( |

1 SN U 1
e4c161Ji_f§\h|1*f5 d7\6> 4
0
1 ' 1
T—
< C(J e4cllu| ﬁd)\g) '
0
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Combinado (2.19), (2.21) e (2.22), para € > 0 suficientemente pequeno, obtemos
T, (w+eh) =T (u)]. < Ce

para alguma constante C > 0 dependendo somente de 3,u, we p. Assim, I}, é localmente
uniformemente continua. Finalmente, a continuidade da derivada de Gateaux I, garante

que I, ¢ continuamente Fréchet diferencidvel. O

Agora, iremos provar uma estimativa L* para solugoes de um problema de Dirichlet,
que envolve nao linearidade do tipo exponencial. A fim de simplicidade a constante A que

aparece no teorema abaixo depende de wy e wg.

Lema 2.6. Seu e Xifvo é solugao fraca de

o
|1-B

’
—(r*u/ P 2u'wg) = 7\|u,|ﬁ*2ue”%91Blu 9 em (0,1),

(2.23)
u(l)=20

onde A € R. Entao u € L*([0,1]).

Demonstracao. Utilizando (2.10) e Lema 2.3, a desigualdade de Hélder nés da

1 I p 1 I 1 1 ' 1
rq._ i-B P __ 2 —B 2
J lu|1=# 2q|u|qequ<x,e,5|u\ dAe < (J |u|QQ(1,B 1)1.9(17.) (J e2dka0,plul Ted‘l’) )
0 0 0 ( )
2.24
Assim,

1 , /
J |U~|%%72q|u|q€q”°"evﬁlull%gd?\9 < oo, paratodo ¢ >1. (2.25)
0

Para k > 0, considere
Te(v) = (v + KX (—o0,— 11 + (V = K)X[K,00)-

Seja By = {r € (0,1) : Ju] > k}, onde xa é a funcdo caracteristica do conjunto A, e
denotaremos por |By| = ka wor*dr. De (2.23), obtemos

1 _—— o
J W P2 (T (w)) wor® dr = }\J lu| ™ 2uetee s TP T (w)r® dr. (2.26)
0 0

Para s =mnoen= % com o0 > 1, podemos escrever

!/

1 / P
A J uf 755~ 2ueHeo s TE T ()0 dr
0

1

p’ fi% 0
< ’7\|< ’u|0ﬂ*066u¢x,e,ﬁlu\ T df)
0

Ql=

1 1
(| mtwpeear) By 220
0

T—n-—1

< CfTe (W) ||sBil
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onde na primeira integral utilizamos a desigualdade de Holder e que "/ P o 11 por
outro lado, utilizando (2.12) temos

1
| P Ty dr > CITIE,, > CITw - (2.28)
0

Por (2.26), (2.27) e (2.28) temos

1 ]% s—m—1
(] mwrar) © < i
0

Assim,

1
J Ty (w)]3dr < C|By [P (2.29)
0

Note que [T (V)| = ([v] — k) (1 — X[~k (V)) se v€ R e By, C By para 0 < k < h. Entao
1
J Te(w)lsdr = J (hul = K)dr > J () —K)%dr > (h—K)*Bnl.  (2:30)
0 By Bn

Seja P (k) = |Bx|, k = 0. De (2.29) e (2.30) obtemos
P(h) < C(h—k)*P(k)P, 0<k<h. (2.31)

Seja d = 2P C: B 15 e considere a sequéncia k,, definida por kg =0e ky, = k1 + 2%,

para m = 1,2,---. Por indugao em (2.31), obtemos
P(km) < 2™0PIp(0) = 0, as m — oo.
De fato, para m = 1, temos
P(k1) < Clka — ko) h(0)” = C

Suponha que a desigualdade seja verdadeira para m. Entao,

B(kmi1) < Clkmit — km) W (k)™
2(m+1)s

= C——b(kn)"

2(m+1)s , ,

< C—————— (2™ P)Py(o)P
(20 C3[B| T )s

— 2(m+1)8(1—p)1|)(0)_

!/

Como k,, — d e 1 é nao crescente, obtemos P(d) = 0. Consequentemente, |[ul|r~ <

d.
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2.5 Ponto critico além da constante critica em di-
mensao fracionaria

Nesta secao, provaremos o principal resultado deste capitulo: a existéncia de um
maximizante local para o funcional I,;, além da constante critica nye . Para isso, serd
necessario estender alguns resultados classicos de Struwe [49] ao contexto do funcional de

Moser definido no espaco Xifv ,- Lembremos que existe 3* € (0, 1) tal que

We
A&-oc,e,ﬁ = Slél; IH(X,G,B(u) > e _|_ 1 (1 + e‘Y+‘¥(p)) ) (232)

para qualquer € (0,3*), veja Apéndice Teorema 8. Os préximos lemas desempenham

um papel fundamental na demonstracao do principal resultado deste capitulo.

Lema 2.7. Para qualquer B € (0,B), o conjunto K, ., ={ue X : 1, ,,(u)= Aﬁ%w}

€ compacto.

Demonstragao. Seja (u;) uma sequéncia em K Sem perda de generalidade, iremos

Ha,0,8°

Lp

supor que uj — uwem X', .

Como (u;) é uma sequéncia maximizante para ALX 0p’ pelo

Lema de concentracao e compacidade de Lions 2.4, uma das alternativas deve ocorrer:

Luz0el,,,,(u)=A! ou

M0,
= i ) We y+Y¥(p)
2. u=0elimsuply ,, (1) < (1+e ).
m—oc0 ” 0+1
Contudo, a segunda alternativa contradiz (2.32), pois I, , (1) = Aﬁme’ﬁ para todo
j € N. Portanto, w Z 0 e I, ,,(u) = Aﬂ“e .- Da semicontinuidade inferior da norma,

devemos ter
0< ||U||XWO < lim inf ||LL]'||XWO =1.

Portanto,

A{Laye’ﬁ = IH(X,G,[S(u) < IH(X,G.[S(u/HuHXWO) < A?i“,e"g'

Segue que
-

1 ( i )I_B , =
Moo, =
J (" A\ ) emmoa T ) g =0,
0

Como 0 < [ullx,, < 1, se [[uflx,, < 1 entdao [u| < hul/[Jufx,, consequentemente o

integrando acima ¢ estritamente positivo e a integral nunca se anula, com isso [[ul|x,,, = 1.

. Lp —
Assim, devemos ter que u € K,,_, .. Como uj — wem X7y, e [[ujx,, = [[ulx,,. Segue
1
que uj — u forte em X, . O
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Para cada € > 0, seja N, = {u € L : dist(u, Ky, ,,) < €}, onde dist(u, K, ,,) =
}. Como K

inf{llu—v[[x,, : veEK é compacto, a familia (N¢).~( constitui uma

Ha,0,8 He,0,p

base de vizinhanca para K em X, isto é,

Ho,0,8

1. Ky,op € N, para todo ¢ > 0;

2. Se U é um aberto em X tal que K C U, entao N, C U para algum ¢ > 0.

Ho,0,p

Note que

sup Iy oq(w) <suply ,,(u) = A’Lae ,» Dbaratodo e>0.
ueN, uexr o

Além disso, temos que AEL“’S’B ¢ atingido, para 3 € (0, 3*). Assim, K,,_, . 7# 0 o que junto

com K C N, nos da

Ho,0,p

A%che , = sup Ly . (u), paratodo € >0. (2.33)

ueN,

Lema 2.8. Suponha que 3 € (0,3*). Entao, para todo € > 0

sup I, (W) < Aﬁae , = Sup Lipop (W) (2.34)
ueN2\N¢ ,’ ueN,
Demonstracao. Denotemos por
’YS - Sup Ip.“’e’ﬁ (u)
ueN2 \N¢

E claro que temos Y, < Aﬁa,eyﬁ, para todo € > 0. Por contradi¢ao, suponha que existe
go > 0 tal que vy, = Aﬁaeﬁ- Seja (1)) C Nag,\Ng, tal que I, (u5) — Aﬁaeﬁ ¢
U — uem X}:WO, quando j — co. Pelo mesmo argumento do Lema 2.7, utilizando (2.32)

e Lema 2.4, temos

||u||Xwo =1le Iua,e,[s (LL) = ALX’B’({ (235)

Novamente como u; — w e [ujl|x,, = [[ullx,,, temos que uj; — 1w em X}:EVO. De (2.35),

temos u € K, mas

«,6,37

dist(w, Ky, o 5) = limdist(w, Ky, ) = €0 >0,
0, i 0,

o qual é uma contradicao. Portanto, devemos ter a desigualdade estrita y. < A'Lx 0

para todo ¢ > 0. ]

O préximo resultado é fundamental para a demonstracao do teorema principal deste
capitulo, pois assegura que a desigualdade (2.34) continua vélida para p > pyep, 80

menos, enquanto p estiver suficientemente préximo de pyo,6-
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Lema 2.9. Suponha que B € (0,B*). Entdo, existe u* > HUa0.p tal que para qualquer

ue “‘L(X,Q,f37 Hﬂ); temos

sup  I,(u) < sup I, (u):= Aﬂ, para € > 0 suficientemente pequeno. (2.36)
ueN2:\N¢ ueN,

Além disso, Aﬁ e atingido em Ng e Ky ={u e Ng; I, (u) = AEL} € compacto.

Demonstragio. Do Lema 2.5, T}, ¢ localmente limitada, entao I,, ¢ localmente uniforme-

. : . — Ly .
mente continua. Para cada v € Ky, ., seja U(v;e,) ={u € X5, @ [[u—v|x,, <&}
uma vizinhanga de v tal que I, é localmente uniformemente continua. Com K, _,. ¢
compacto, existem vy, - -+ , v, tal que

m

i
Ku(x’e’ﬁ C U u(Vi; 5)
i=1

Defina U = [Ji", U(vy; ). Como I, ¢é localmente uniformemente continua em cada

U(vyi;eq), dado g9 > 0, existe o0 > 0 tal que, para todoi=1,---, m temos
u,v e Uvisei), lu—vllx,, <o implica |I,(u)—TI,(v)] < eo. (2.37)
Seja enpy = max{eq, -+, &m}, para W, v > 0, iremos escolher 6 > 0 tal que
1p
lu—v| <& implica ‘1 _ (E) v (1 + %M) < mm{% %‘“c} (2.38)
Agora, se u € U entao, u € U(vy; 3) para algum i € {1,--- ,m}. Da escolha de 6 em
(2.38), para |u— v| < & temos
1-p
<_> ’ uc U(Vu 81)
u
De fato,
7[5 —
VAN Y\ ¥
i ()l <t + = () 7]
m Xuwg m Xuwg
<S+h=()
X 9 m XWO
< ()7 )
X 9 m 9 i XWO
€; VN 5| €M
<S[t= () 7] (B 1) <
2 o 2

Além disso, pelo mesmo argumento, também obtemos

o, <h-()7
Xwg 78

()7
o ()
L

VI
— 1)<.
<2+ o
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De (2.37), segue que

1-p

I (u) — IH((E) v u)’ < e (2.39)

lw—v| <& implica |I,(u)—1I,(u)|=

Consequentemente, a aplicagao p +— I, (u) é continua, de forma uniforme com respeito a
u € U. Tome ¢ > 0 pequeno de modo que Ny, C U. Utilizando (2.34), podemos escolher
€g > 0 tal que

sup L, o,(W) < sup I, (1) — 2e. (2.40)
u€N2£\Ns UENC

Para v = py0,p € escolhendo gy como acima, tomemos & > 0 tal que (2.39) seja vélido.

Portanto, combinando (2.39) e (2.40), para todo 1 € [(a0.6, Ha0,p 1+ 0), Vale

sup I (uw)<eg+  sup I, (0
UEN \ N, uEN2:\N¢

< sup I, ,,(u) —eo
ueN,

< sup I, (u).
ueEN,

Isso mostra (2.36). Agora, para K € [Ha,0.p, M0, + 0); s€ja (uj) C N uma sequéncia

maximizante para Aﬁ, isto é, I, (u;) — A{L quando j — 0o, podemos supor que u; — u

17p
fraco em Xi'y,

e uj(x) — u(x) q.t.p. em [0,1]. Para cada j € N, seja (v;) C K ,,
satisfazendo [[u; —vj[|x,,, < €. Por compacidade, a menos de uma subsequéncia, temos

v; — v forte em X}:EVO para algum v € K Em particular, v é solugao de (2.23) e o

H«,0,3 "
Lema 2.6 nos da que v € L*(0, 1). Defina w; = u; —v; +v e veja que w; —u; — 0 forte
em X}:BVO. Utilizando a convexidade da func¢ao x — x9, x > 0 com q > 1, para T > 0,

temos
(1) <A+ TxI+ (1= (1417099, xy >0, (241)
ver Apéndice Teorema 2. Segue que,
;|7 < (vl + g —vs1)9
U —Vj ’q

w5 —villx.,
—Vj ‘q

q=1 N
<A+1) T Ve + (1= (14173 Yy — vl

(2.42)

a1 —iy1- o il
SE+D v+ 1=+ q8q‘||u-]_v-||x
) I Awg

Escolhendo q =p’/(1 — ), T =1 e ¢ > 0 suficientemente pequeno de modo que 2u(1 —
974)1-d¢gd Hoo,p Para todo p € [y o0, Hao.p + 0), de (2.10) e (2.42), temos que

1 p
| 1—
J e2Hiwil Bd7\9 < C
0
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de modo uniforme. Assim, pelo Teorema da Convergéncia de Vitali I, (w;) — I, (u) e
a continuidade uniforme local nés da que I, (w;) — I, (u;) = 0. Portanto, I,(u) = A‘L.
Além disso, pela semi-continuidade inferior da norma temos |[lu —vl[x,,, < € e utilizando

que [[v[|x,,, =1, temos

< v =ullx, 1= llwllx,, |

‘\)_ _—
el ..

= [lv = ullx., Vi, = x|

< 2lv —ulx,, < 2e.

Isso implica que u/|[ullx,,, € N,., e de (2.36), obtemos Iu(u/HuHXwO) <AL =T, (u).
Logo, concluimos que [[u[[x,, =1. Assim, u € I, segue entdo que u € N.. Contudo,

por (2.36), devemos ter que u € N, e AEL ¢ atingido em N. Finalmente, se (u;) C K

com uj; — u, pelo argumento acima, u; — u forte, e u € K. O que mostra que K, ¢

compacto. ]

Passamos agora a demonstracao do principal resultado deste capitulo, que consiste
na extensao do resultado de Struwe [49] ao contexto de dimensao fraciondria com peso

logaritmico.

Teorema 2.1. Eziste B* € (0,1) tal que para qualquer B € (0,B*) existe W > Haop

onde 1, admite um mazimizante local w, em L para qualquer n € (0, u*).

Demonstracao. Da discussao da secao 2.3, para p < pg, existe um maximizante para
o funcional I, restrito a £. No caso critico B = py,,p, como pode ser visto em [53] o
funcional I, admite uma fungao maximizante quando restrito 4 £ com 3 € (0, %), com
f* > 0 suficientemente pequeno. Agora, no caso supercritico, o Lema 2.9 garante que
existe puf > pq.0.p tal que o funcional I, admite um maximizante local quando restrito a

¥ para todo 1 € (Kae.p, ). O

Como consequéncia do Teorema 2.1, o funcional (2.13) admite um ponto critico res-
trito ao conjunto X, que corresponde a um maximizante global quando p < pye € um

maximizante local quando p € (pq.0, ).



Capitulo 3

Pontos criticos para o funcional de

Moser sob restricao do tipo Tintarev

Neste capitulo, exploraremos a existéncia de pontos criticos do funcional de Moser,
. . - . , . 1 PP s
definido em espacos de dimensao fraciondria X;¥ («, 0). O estudo serd feito sob a restri¢ao

do tipo Tintarev.

3.1 Desigualdade de Trudinger-Moser do tipo Tinta-
rev

Seja O C R™ um dominio limitado e de fronteira suave. Definindo

[Vl

wewrmanoy lulln

7\1771 =

Utilizando técnicas de andlise de blow-up, Adimurthi e Druet [2] mostraram a seguinte

versao da desigualdade de Trudinger-Moser (1.2) quando n = 2,

sup J et IHEID 4y < oo, (3.1)
ol

ueWy?(Q)\{0}
[Vull2<1

vélida para todo 0 < & < A;. Quando & > Ay, o supremo (3.1) se torna infinito. A
existéncia de fungoes extremais para (3.1) foi posteriormente demonstrada por Yang [55].

Em um trabalho subsequente Yang [54] generalizou esses resultados para n > 3, provando

45
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que
Sup J ptin (THE[[L[) Y (D 7T 4 < 00 (3.2)
uew; M (Q)JQ
[Vulln<1

para 0 < & < A;. Além disso, utilizando analise blow-up ele também mostrou a existéncia
de uma fungao extremal para (3.2).

Foi obtido por de Oliveira e do O [16] uma extensao de (3.2) para os espagos de
dimensao fracionaria X}gp («, 0). Precisamente, foi mostrado que

sup dAg < o0 (3.3)

uEX]la’p (,0)
flullx<1

R o (1 E[ul|Pp) Y/ (P PoT
e Lo
0

se, e somente se, 0 < & < Ay g, onde

N T,
o L

)

m - -
XkP (a0} (Wl

Além disso, eles também estabeleceram a existéncia de uma fungao extremal v € X}Q’p (x,0)
para (3.3).
Em um trabalho recente, Nguyen [39] apresentou uma extensao para a desigualdade

classica de Trudinger—Moser (1.2), expressa pela seguinte estimativa

sup J et dx < oo (3.4)
ueWwy™(Q) Q
1
(IVufR—=&llul) ™ <1

Ele mostrou também a existéncia de uma funcdo extremal para (3.4). A desigualdade
(3.4) é mais forte do que (3.2), como serd mostrado ao final do capitulo no contexto
de espagos de dimensao fracionaria. No caso bidimensional, uma desigualdade em um
contexto semelhante foi proposta inicialmente por Tintarev [50], em um contexto mais

geral, sendo dada por

sup J e dx < 00, Q CR?
UECT(Q) Q
[0 IVl dx—p (w)<1

com P(u) = [, V(x)Ju?dx para certos potenciais V > 0, incluindo o caso particular

1

V(r) = )
4r2(log %)2 max{,/log %, 1}
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Para simplificar, iremos considerar R = 1 no espaco Xlla’p(oc, 0). Sejam 0 < & < Ayp €

u e X;P(«, 8), definamos
He(w) = (7, — £ty )" (35)
Considere o funcional I,, : X;P(«, 8) — R definido por

1
I,(u) = J eulul7 T dAe.

0
Observamos que por [16] o funcional I, estd bem definido. O principal objetivo deste

capitulo é mostrar que o funcional I,, admite um ponto critico restrito ao conjunto
Ze = {ueX{P(«,0) ; He(w) =1},

na condigao subcritica p < pyp. Nesse trabalho nao iremos investigar a condicao a
condicao critica u = py e Ou supercritica p > Hy 9. Esses casos sao objetos de investigacao

futura que se encontram em estagio avancado de desenvolvimento.

3.2 Pontos criticos para restricoes do tipo Tintarev
Para cada p < py e considere
Cp=sup{l(u): ue X1P(x,0) e He(u) <1k (3.6)

Neste capitulo, nosso objetivo é demonstrar que C,, < oo e que existe uma fun¢ao extremal
U, € X}’p(oc, 0). Esse resultado implica, em particular, na existéncia de um ponto critico
do funcional I, restrito ao conjunto X.

Inicialmente apresentaremos a seguinte estimativa do tipo Lions.

Lema 3.1. Suponha que 0 < & < Ayp. Seja uy € X}’p(oc,e) tal que Heg(wy) =1 e
u; — uy em X;P(«,0). Entdo, para qualquer 0 < m < (1 — Hz(uo))_r'%l, temos
1 !’
lim supJ etaomiul” 4Ny < oo. (3.7)
j—ro0 0
Demonstra¢ao. Suponha que 1y = 0. Entao, pela imersao (2.4), temos que ||U,]f||]Ep =
1+ &Jlwllfy — 1 quando j — co. Como Hg(ug) = 0, segue que 0 < m < 1. Definindo
0

wj = mpT?lu]-, obtemos ||wj[|}, < mP~! < 1 para j suficientemente grande. A conclusao

decorre diretamente da desigualdade de Trudinger-Moser (2.9) aplicada a sequéncia wj.
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Suponha ug # 0, temos |||}, = 14 &[w[[f» — 1+ E||LL0||IL’g quando j — oo. Denote
« 0
por w; = 103/ lz. entio w1z = 1 e w; — wo i= o/ (1+E|[uol]7y)/P em XIP (o, ).
Temos

1 /
lim supJ et dWil" g < 00 (3.8)

j—00 0
para qualquer 0 < q < (1 — ||w{)||1iP )_v%l, veja Apéndice Teorema 9. Observe que, para

m< (1— HE(uO))*Plfl, temos

lim miu 7, = m(l+ &fuo|P) 7
j—00 J LE‘ LS
1
Lrehally N
< — — |lw p—1,
= [RugllFy + o7y T

Podemos escolher q < (1 — HWOHEP)_ﬁ de modo que p||u; HE; < g, para todo j suficien-
0 o3

temente grande. Além disso, vale a seguinte estimativa

1

p—1I
dAe < J e dWilP T g,
0

1 p 1 ST P
— A p—1I
J eu“,9m|uj|p 1 d7\9 — J eHoc,sm”u]HU& |W]‘

0 0

para j suficientemente grande. A conclusao segue da aplicagao de uma estimativa do tipo

Lions a sequéncia (wj), veja Apéndice Teorema 9. m

Agora estamos aptos a enunciar e provar o principal resultado deste capitulo res-

ponsavel pela existéncia de pontos criticos para o funcional I,, restrito a X;.

Teorema 3.1. Se 0 > «, para cada p < Py temos Cy < co. Além disso, existe uma
fungao nao-negativa u, € Xi’p(oc, 0) tal que He(uy) =1 e C, = Iu(uy). Em particular,

I, admite um ponto critico sob a restricao Lg. Além disso, u, € C'[0,1] e satisfaz

( _p_ 1
1 _ 1 p—1 =7 _
Jo P2l vidA, = o%u Jo (e”uu ui - Eul 1) vdAg,

2 p
o = et ul e, (3.9)

(U € X1 P («, 8), u, >0, He(u,) =1
para toda v € X3P (o, 0).

Demonstragao. Seja (u;) C X}’p(oc,e) uma sequéncia maximizante para C,, ou seja,
Hg'(u]) § le

1 !/
lim J e*il” drg = C,,. (3.10)

j—>00 0
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Note que [u;" = sgn(u;)hujl portanto, He (lujl) < He(wy) < 1, segue que |uj| também é
uma sequéncia maximizante para C,. Assim, podemos substituir u; por |u;| e assumir

que u; é nao-negativa. Pela definicao de Ay g, temos

" S 1 £\
1> Ty — Bl > Ty — 5 > (157 ) gy
&,

Como & < Aqe, a sequéncia (u;) é limitada em X}’p(oc, 0). Portanto,
w —u, em X1P(«, 0), W —u, em L, w(r) = uu(r)qt.p. em (0,1).
Da convergéncia fraca, obtemos [y, [Ty < liminf [[uf{|fy. Logo
e (1) = (R %, — 20177 < Biming (a1, — [y 180177 = He () < 1
Naturalmente, u, > 0. Afirmamos que u,, # 0. De fato, se u,, = 0, temos
limsup [[uj[|7p <1+ &limsup [y ”Eg <L

Pela desigualdade de Trudinger-Moser (1.2), a sequéncia e*!” ¢ uniformemente limitada
em Ld paral < q< %9 Usando o Teorema de Convergéncia de Vitali, temos
1 , 1
Cy = lim J e*il™ dxg :J dAe = [Bile, (3.11)
que é impossivel, pelos resultados apresentados em [16, Se¢ao 6]. Assim, concluimos nossa
¥’

afirmagdo. Agora, iremos analisar o caso w1, # 0. Pelo Lema 3.1, a sequéncia e*il” ¢

limitada em Lg para algum q > 1. Consequentemente, temos
1 ! 1 !
Cy = lim J e"il” drg = J el dhg.
Isso mostra que C,, < oo, pois enlul ¢ L} para todo p > 0 e u € X1P(«,0). Além
disso, u, é ndo-negativa e constitui uma fungao extremal para (3.6). Iremos verificar que
Hg(u,) = 1. De fato, se Hg (1, ) < 1, poderfamos escolher um a > 1 tal que Hg (au,,) =1,
dai

1 / 1 !
Cu> J el e dxg > J e l” dag = Cy,,
0 0

uma contradigao. Logo, Hg(u,) = 1. Consequentemente, o funcional I, possui um ponto
critico, maximo global, quando restrito ao conjunto X, qualquer que seja n € (0, pLy,0)-
Utilizando a técnica dos multiplicadores de Lagrange, u,, satisfaz

1 1

1 roo 1

J P2 VdA, = - J (e“uﬁ ul "+ Euﬁfl)\’d%e (3.12)
0 HJo
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para toda v € Xi’p(oc, 0). Tomando v =u, em (3.12), obtemos a caracterizacao de .

Para mostrar que w, é de classe C'[0, 1], considere em (3.9) a fungao teste v, dada por

1, sed <t
Vvp(t) = 1+%(T—t), ser<t<r+p (3.13)
0, set=2r+p
\
Fazendo p — 0, obtemos
T 1 / 1
war“lu’ulp’Qu’u = L ((X—He““E uf 4 &uﬂ1> dAg. (3.14)

Observamos que a fungao g : R\ {0} — R definida por g(t) = Itl_g%?t é precisamente a

inversa da funcao ¢(t) = [t|P~2t para todo t € R\ {0}. Portanto, segue que

1 T 1 p L
—u,(r)=g < J (—e“u“ ult + ciuﬁl) d?\e) (3.15)

T*Wy Jo \ 0ty

e assim, u,, € C'(0,1]. Seja h(r) a funcdo definida por
1 (" 1 p L —1
h(r) = r_“JO <(x—ue“u“ w4+ &uf ) dAg.
Usando a regra de LL’Hospital, obtemos
1 ,

lim h(r) = lim (—e”uu(”p w, (1)7 T+ éuu(r)p1> 0% e = 0.

r—0+* r—=0t \ oy
Como 0 > «, temos lim,_;¢+ h(r) = 0, logo u’. (0) = 0 e, consequentemente u, € C'[0, 1]N

X1P(«, 8).

Para finalizar esse capitulo, observamos que, para p < [y, a estimativa obtida no

Teorema 3.1
1 /
Ch= sup J e drg < oo (3.16)
uEX}’p(cx,G) 0
He (u)<1
é mais forte que a estimativa (3.3). De fato, seja u € X;P(«, 0) com [w[7r < 1 tome

w=(1+ E,||u|\‘£5)%u. Utilizando que 1 < & < Ay, temos

HEw) = (T+ &P lIwIlTy — &1+ EuT) l[ullfy

= 1Py + &Nl 7y — Elfl Ty — €21l 2

N

17y + &l (17 — 1)

N\

w7y < 1.
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Veja que aplicando a fun¢ao w em (3.16), obtemos (3.3). De fato,

e 0

1 (L& f][Pp) 7T [P (3.17)
u - u -
J e th dAe.

0

1 1 1
0

Isso implica que, sendo finito o supremo em (3.16), o supremo em (3.3) também sera

finito.



Capitulo 4

Existéncia de solucao para um

problema concavo-convexo

Neste capitulo, estudamos a existéncia de solucao para um problema associado ao
operador L, dado em (2.5), com nao linearidades de crescimento exponencial. Estendere-
mos parte dos apresentados em [27]. A nao linearidade f(t) considerada é concava para
valores de t proximos de zero e convexa para t suficientemente grande. Essa mudanga na

geometria de f(t) introduz desafios para a existéncia de solucao do problema.

4.1 Problema eliptico quasilinear com crescimento
exponencial critico

Nesta secao, seguindo a abordagem apresentada por Giacomoni [27], iremos estabelecer

a existéncia de uma solugao para o seguinte problema eliptico quasilinear

;

Lu=Af(u), em (0,1)

u>0, em (0,1) (4.1)
u(l) =0,
\

onde Lu := —r ?(r*[u/[Pu') e A > 0. Iremos supor que f: R, — R é da forma f(t) =

h(t) e't‘p/, e que existem a € (0,p—1) e t, € (0, (p—2)§), P = 3 tais que h e f satisfazem

as propriedades:
(A1) h e C'(0,00), h(0) =0e h(t) > 0set > 0;

92
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(A2) t — f(t) é nao-decrescente em (0, co);

(A3) lirgl+ t “h(t) >0sea> ﬁ, e t — t!7Pf(t) é nao-crescente em (0,1t,);
t—

(A4) liminf h(t) L sup h(t) eeltl” — 0, para todo € > 0;

t—o0 t—o0

(A5) f(t) < (14 [t/9)el!™, para todo t > 0 e algum q > 1.

Por exemplo a funcao h(t) = tr 1 satisfaz (A1)-(A5). Nosso interesse nesse problema
é que ele possui uma relagao com a existéncia de pontos criticos para o funcional de Moser
sob restricao. Sejam I : X}’p(oc, 0) = R e M,, definidos por
1
I(u) = Jo elulP dho e M, ={ueX;P(a0):|ul} =p}.
Utilizando a técnica dos multiplicadores de Lagrange para operadores em espacos de

Banach, um ponto critico positivo de I restrito a M,, deve satisfazer

1

1
J W P2u'vida, = A’J e'“'r%!u\ﬁfluv dAe, VveXP(«,0),

0 0
onde A" = ﬁ. Um ponto critico positivo deve satisfazer,

/

(WP 2uwr) = A Te e em (0,1)
u >0, em (0,1) (4.2)
u(l) =0.

O objetivo principal deste capitulo é demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 4.1. Seja f(t) = h(t) eltl’ suponha que f satisfaz as hipdteses (A1)-(A5).

Entao, existe N* tal que o problema (4.1) possui solu¢ao fraca se A € (0, A*).

A demonstragao desse resultado é delicada e envolve um estudo detalhado do problema
de autovalores associado ao operador L. O uso do método da iteracao mondtona em
conjunto com a Teoria do Minimax, além de estimativas de regularidade.

Considere o funcional associado ao problema, Ey : X;?(«x, 0) — R definido por

1 1 1 t
Ex(u) = —J W |Predr — ?\J F(w)r®dr, onde F(t) :J f(s)ds. (4.3)
P Jo 0 0
Veja que o funcional Ei\ : X}’p(oc, 0) — R dado por
1

. 1 - -
Er(w) = 2l - AJ Flwdhe, A >0
0
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satisfaz a identidade

Ei (1) = weEa(w), se A=ADX, (4.4)
We

Para maior simplicidade, ao longo deste capitulo, trabalharemos com o funcional E,, sem
as constantes de normalizacdo wy e we. No entanto, a partir de (4.4), os resultados

obtidos podem ser recuperados para Ej, se necessario.

4.2 Problema de autovalor para o operador L

Abordaremos o problema de autovalores associado ao operador eliptico quasilinear L

definido em (2.5) sob a condigao de Trudinger-Moser

Lu = Au/P~2u, em (0,1)

(4.5)
u(1) =u(0) =0,
para alguma autofuncao u € X}’p(oc, 0) \ {0}. Definamos
L Predr
A=A (o, 0,p) = Jo wlPredr (4.6)

uexi? («,0)\{0} fé [u|prédr '
Pelo mergulho (2.4), temos A; > 0. Mais especificamente, vale o seguinte resultado, cuja

a prova é baseada no caso Sobolev (¢ —p + 1 > 0) em [8, Proposicao 3.1].

Lema 4.1. O infimo Ay € atingido por uma fungdao @, € X}’p(oc, 0), e Ay € um autovalor
do problema (4.5). Além disso, @1(r) # 0 para todo v € [0, 1) (podemos supor entdo que

@1 >0), Ay € 0o menor autovalor de (4.5).

Demonstragao. Seja (u;) C X}’p(oc, 0) uma sequéncia tal que
Jo P v dr
f(l] [u;[P v dr

Seja
Y

L /p
(fo [ !W"‘dr)

Assim, (v;) é uma sequéncia limitada em X1P(«,0). Pela imersao (2.4), temos

\))' =

V; = Vvem X1P(«, 0), vi = vem Ly, e vj(r) = v(r) qt.p. re(0,1].
Pela semicontinuidade inferior da norma, obtemos

1 1
J V[P r*dr liminfj Vi[P v dr =1,

0 )—oo Jo
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1 1
e, como [, ;[P r¥dr — 5 segue que
1

fé WVPredr f(l) P redr
X o1 <l 1 =
Jopredr e [CuylPrOdr

Portanto, o infimo ¢ atingido.

1 1-

Inicialmente, provaremos que uma solugao w de (4.5) é de classe C2. De fato, sendo

solugao de (4.5), temos que

1 1
J WP~ 2w @'r*dr = AlJ WP 2werldr, V@ € X177 («, 8). (4.7)
0 0

Para cada r € (0,1) e p > 0, considere @, € Xi’p(oc, 0) por

1, se0<s<r
Po(s) = I+ 1(r—s), ser<s<r+p (4.8)
0, ses =1+ p.

(
Usando @, como funcao teste em (4.7) e fazendo p — 0, temos
—W P2 = 7\1% JT lw|P~2ws®ds. (4.9)
0

Segue que w é de classe C2.

Suponha, por contradicao, que @, se anule para algum 1y € [0,1). Se vy = 0, fazendo
T — 0 em (4.9), obtemos @{(0) = 0, o que implica que @; = 0. Assim, podemos supor que
19 > 0. Como || minimiza a razao (4.6), segue que |@4| é solugao de (4.5) e, portanto,
pertence e de classe C? em (0,1). Desse modo, temos |@(ro)] = |@](To)] = 0, o que
implica @ = 0. Podemos, entao, supor que ¢@; > 0.

Para mostrar a unicidade, consideremos @; e @5 autofuncoes associadas a A;. Temos

@1 (1) e @4(1) sao diferentes de 0. De fato, caso contrario, de acordo com (4.9)

1
0= =19} (U 20{(1) <A | il 2guisids. i = 1.2
0

o qual é uma contradicao com o fato de @; ser positivo para i = 1,2. Portanto, existe
uma constante a # 0 tal que @1(1) = a@y(1). Dessa forma, @; e a@y sdo solugoes da

E.D.O.
Lu = A [u/P2u, em (0,1)

(1) =0 (4.10)

w(l) =c.
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Pelo principio de existéncia e unicidade para equagoes diferenciais ordinarias, concluimos

que @1(r) = agz(r) em (0, 1). O
Lema 4.2. Qualquer autofuncdao @ associada a um autovalor 0 < A £ Ay muda de sinal.

Demonstracao. Seja @ € Xi’p(oc, 0) \ {0} uma autofungao de (4.5) associada ao autovalor

positivo A £ A;. Temos que

1 1
J '[P 2V r¥dr = AJ lo[P2vrfdr, Vv e X{P(«,0). (4.11)
0 0

Utilizando ¢, definida em (4.8) como a funcao teste em (4.11) e fazendo p — 0, obtemos

T
—T“M¥W2@'=:AJ [P * s ds.
0

Suponha, por contradicao, que @ > 0, o caso @ < 0 é feito de maneira inteiramente
analoga. Nesse caso, a identidade acima implica que ¢ é decrescente, e assim ¢@ > 0 em

(0,1). Além disso, como (1) = 0, temos
1 }\ t .0 piil
e(r) = i <t_°< ) lplPs ds) dt.
Segue que @ € C%(0,1).

Seja @1 > 0 a autofuncao associada ao autovalor A;. Para cada € > 0, defina

o7 P! _
H(g1. 0+ €) =0l + (p — Lo —poi Ll 20, (412)
2o
Utilizando a desigualdade de Young, ab < % + (p — 1)%, coma = @) eb =

(lo'P2@’@P 1) /(@ + €)P~ !, obtemos que H(@1, @ + €) > 0. Podemos escrever

P /
(pl np—2, ./
’ i1k < @+ ) ’ '
H((Pl ¢+ 6) = |(P1| ( €)p71 |(P | ©

Tomando a funcao teste @V /(@ + €)P ! na equagao (4.11), e que @, satisfaz

1 1
J kpﬂpr“drzzklj |@y[PrOdr, (4.13)
0 0

obtemos,
1

1
OéJHwh@+dW&=J
0 0

Fazendo € — 0, obtemos

oY (?\1 —A )redr.

_
(@ +€)p

1
Jmﬂh—xnﬁh>a

0

o qual é uma contradicao com o fato de A; < A e @; ser nao-negativa. Logo, uma
autofuncao associada a um autovalor diferente de A; deve necessariamente mudar de

sinal. O
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Lema 4.3. O primeiro autovalor Ay € isolado, isto é, existe € > 0 tal que o intervalo

(A1, A1 + €) ndo possui nenhum outro autovalor de (4.5).

Demonstracao. Por contradicao, suponha que exista uma sequéncia decrescente A; de

autovalores positivos satisfazendo A; — A;. Seja (u;) a sequéncia correspondente de

autofuncoes, e defina v; = u;/ (f(l] !ujlpredr)% com p > 1. A menos de subsequéncia,
temos que

vi =v em X;P(a,0), v; —v em L} e vi(r) = v(r) qt.p. (0,1). (4.14)
Segue que,

1 1 1 1
1= lim (J !v]"predr>p = (J \v!predr>p.

Além disso, utilizando o Lema de Fatou,
1 1 1
J V[Pr*dr < lim ian Ivglpr“dr =lim A=A = ?\1J v[Prodr.
0 n—oo Jq j—ro0 0
Por outro lado, sendo A; o menor autovalor, temos
1
Jo Vj[Predr
Al < ﬁ.
J o lvslProdr
1 1 - , - .
Portanto, como v; = ve l = (fo v[Predr)? entdo, v é uma autofuncio associada ao
autovalor A;. Segue que, v > 0 ou v < 0. Iremos considerar o caso v > 0, o caso
v < 0 é tratado de maneira inteiramente andloga. Aplicando o Teorema de Egorov’s,
temos que (vj) converge uniformemente para v em um conjunto cujo complementar tem
medida arbitrariamente pequena. Portanto, existe I € (0,1) onde a medida de (0,1) \ I
¢ arbitrariamente pequena e v; > 0 em I para j suficientemente grande, uma contradigao

com a mudanga de sinal da autofungao. O]

4.3 Meétodo da iteracao mondtona e principio de com-
paracao

O método iterativo monétono é uma ferramenta classica utilizada na analise de equagoes
diferenciais, em especial na obtencao de solugbes para problemas nao lineares. A ideia
central consiste na constru¢ao de duas sequéncias (uma crescente e outra decrescente)

que convergem monotonicamente para solug¢oes minimas e maximas de um determinado
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problema. Iremos assegurar que o método iterativo mondtono pode ser aplicado a classe
de operadores L.

Considere o problema
Lu=h(r,u), em (0,1)
u(l) =u/(0) =0,

(4.15)

onde a funcao h: [0,1] x R — R satisfaz:

(hy): h(r,-) é continua em q.t.p. v € (0,1), e h(-,s) é mensurdvel para todo s € R e

limitada se s pertence a conjuntos limitadas.

(hy): Existe g : R — R continua e crescente tal que g(0) =0, e a aplicagao s — h(r,s) +

g(s) é nao-decrescente q.t.p. se v € (0, 1).

Definigao 4.1. A funcio u € L® N XP(«, 8) € uma subsolucdo fraca de (4.15) se

1 1
J WPV rdr < J h(r,wvrdr, VveX;P(«,0), v=>0.
0 0

Stmilarmente, w € L* N X}’p(oc, 0) € dita ser uma supersolugao fraca de (4.15) se

1 1
J PV r*dr > J h(r,@vrldr, VveXP(«0), v=0.
0 0

Lema 4.4. Seja g : R — R uma fun¢ao continua e ndao-decrescente tal que g(0) = 0.

Suponha que w,v € L° N X{P(«, 0) satisfacam
1 1
J Iu’lp_zu’q)’r"‘dr—kj g(u)erdr

0 0
) (4.16)

R
< J WP~V @'r™dr +J g(v)erddr, ¥V ¢ € X{P (e, 0) com @ > 0.
0 0

Entao, u<v ¢t.p. em (0,1).
Demonstracao. Sabemos que para a,b € Rep > 2
227Pb —al’ < ([b/P"%b — |alP%a)(b — a). (4.17)

Tomando @ = (u—v)* em (4.16), pela monoticidade de g e da desigualdade acima,

obtemos
1 1

0% | [P = P =) rdr 4 | [g) - gvlfa—v)*e%dr
0 0

> 277 J

{fuzv}

u —v/[Predr + J [g(u) — g(W)](u—v) r¥r

{uzv}

= 0.
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Assim, temos a igualdade

227P J W —v[Predr + J lg(w) —g(W)](u—v)*rPdr=o0.
{u>v} {uzv}

Veja que o integrando [u' —V'|P é nao-negativo, o termo [g(u) — g(v)](w—v)* também é
nao-negativo, ja que g é nao-decrescente e, por hipotese, u > v. Desse modo, a soma de
duas integrais nao-negativas sendo igual a zero implica que cada uma delas ¢ identicamente
nula. Consequentemente, o conjunto {u > v} possui medida nula. Dai, segue que u < v

q.t.p. no intervalo (0, 1). m

A demonstracao do seguinte lema é semelhante & apresentada em [36, Lema 2.2], e

iremos prova-lo aqui também para tornar a exposicao mais completa e autossuficiente.

Lema 4.5. Seja g : R — R wuma funcdao continua e crescente, tal que g(0) = 0. Para

cada f € Lg,, o problema

Lu+ g(u) =Af(r), em (0,1)
u(l) =u'(0) =0

(4.18)

: . - 1 . : . '
possui uma tnica solugio u € X;P (o, 0). Além disso, o operador associado T : L§ —

1 , . .
XiP (e, 0), f—u, € continuo e nao-decrescente.

Demonstracao. Existéncia: Considere o funcional ¢ € Cl(Xi’p(oc, 0),R) definido por

1 1 1
o(u) = lj W [Prdr + J G(u)r®dr —J f(r)ur®dr,
P Jo 0 0

onde G(u) = ISL g(t)dt. Um ponto critico u € X}’p (x,0) de ¢ corresponde a uma solucao

fraca de (4.18), satisfazendo

1 1

g(u)(predr =J f(r)erPdr, Ve € X}’p(oc, 0).

1
J WP~ @/r™dr + J
0

0 0
Para demonstrar a existéncia de solugoes, provaremos que ¢ admite um minimo global.
Primeiramente, mostremos que ¢ é coercivo. Pela desigualdade de Holder e a continuidade

da imersao X;P(«,0) < L} existe uma constante ¢ > 0, tal que

1 1
(u) > 1—) [uw'[Predr — J f(r)urldr
JO 0
1 1 / 10l 1
> — wiFr%dr — )| rdr u|"rodr
wPred P edr)” (| hoPrtar)”
P Jo 0 0
1 1 , RSN 1
> - Iu'!pr‘xdr—C<J [f(r)[P redr>p (J Iu’lpr“dr> .
P Jo 0 0
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Como p > 1, garantimos que ¢(u) — +o0o quando ||ul|x — +oo.
No que diz respeito a semicontinuidade inferior, observe que os funcionais
1

1
U J W[Pr¥dr e ur~s J f(r)ur®dr
0 0

sao continuos. Por [8, Proposi¢ao 1.1], o funcional u + | é G(u)r®dr é semicontinuo
inferiormente. Portanto, ¢ é semicontinuo inferiormente e coercivo, logo existe um minimo
global em X}P(«, 0).
Unicidade: Sejam 1wy, us € X7 («, 0) solucoes fracas de (4.18). Entéao,
1

1
J (P2 r%) — (P2 r™) @'dr + J lg(wr) — gluws)]@rodr = 0.
0 0

Escolhendo ¢ = (u; —uy)™, sendo g crescente, temos

1

rl
0= [(hP*uir®) — (P 2usr®)] ((w — ue) ™) dr + J [g(w) — glu)(w —ug) " r9%dr

JO 0
r /p—2 /|p—2

S MRy —yyrear (419
Jug>ug 2
r INP—2 __ |1 |P—2

+ Ll Rl 2 — a2y (4.20)
Jui>us 2

+ [9(u1) — g(uz)l (g — uy) rdr > 0. (4.21)
Jug Zug

Acima, utilizamos a seguinte identidade

L L PP i i
2

laPa —[blP~%b = (a+b),

bem como as igualdades

(W) —uy) = ((U1 —u2)+)/, valida quando u; > U,

(W) +uh) (W) —uh) = > — [ub?

Portanto, (u; —ug)™ = 0 q.t.p. em (0, 1), pois (4.19) e (4.20) sdo positivas e, como
g crescente e U; > Uy, segue que g(u;) — g(ug) > 0. Dai, wy < up q.t.p. em (0,1).
Escolhendo ¢ = (uy; —uy)™" e aplicando um argumento semelhante, obtemos u, < u; em
(0,1). Portanto, o problema (4.18) admite uma tinica solugao. Para a monotonicidade de
T, sejam fy, fy € Lg, tais que f; < fy. Aplicando o Lema 4.4 as solugoes correspondentes

Uy, uy de (4.18) obtemos u; < u,. O
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Lema 4.6. Considere o problema (4.15) com h sob as condi¢oes (hy)- (hy). Seja u,u €
X}’p(oc, 0) NL*® uma sub e supersolu¢ao do problema (4.15), respectivamente, com u(r) <
u(r) ¢.t.p. (0,1). Entao, existe uma solucao fraca minima (respectivamente mdzrima) .,

(u*) para o problema (4.15) no conjunto
W = fu e 1% u(r) <u(r) <) qtp, em (0,1)}.

Em particular, toda solug¢ao fraca w € [u, 1] de (4.15) satisfaz w,(r) < u(r) < u*(r) ¢.t.p.
em (0,1).

Demonstracao. Considere o conjunto [u, 1] dotado da convergéncia q.t.p. Defina o ope-

rador

Sv=h(v())+gv()) el®c Ly, V veluil

De (hy)-(hy), S é nao-decrescente e limitada. Além disso, para v,,,v € [u, U], temos
1

v = SVITy = | h(r.va) + glva) = hir.v) = glv)7 s,
0 0

Portanto, se v, — v q.t.p. em (0, 1), entdo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada

temos HSvn—S\)HE;, — 0 e S écontinuo. Seja F: [u, W — X[P(«, 0) definida por F=ToS
[¢]

onde T é definida no Lema 4.5. Logo, F é um operador continuo e nao-decrescente. Para

cada v € [u, 1], F(v) é a unica solucao fraca para o problema

Lu+ g(u) =h(r,v) +g(v), em (0,1)
u(l) =u/(0) =0.

Seja u; = F(u) e u! = F(1). Para todo ¢ € X%’p(oc, 0), @ > 0, temos

1 1 1

WP ' rdr + J g(u)erddr

1
J Wi [P 2 @/ r™dr + J
0

g(u)erodr >J
0 0

0

1 1 1
WP~ @ r™dr + J g(w)prodr.

0

Jl 0ty P2y g+ |

0 0

g(u')rldr <J

0
Utilizando a monoticidade de F e o Lema 4.4, obtemos u < F(u) < F(u) < F(u) <1

q.t.p. em (0,1) para todo u € [u,u]. Repetindo esse argumento, obtemos sequéncias
(Un) e (U™) com Uy = U, Upnyg = Flup)u’ = e u™ = F(u™), tais que se u € [u, ul
entao u™*! = F(u™)

Uy <y < Sy <uut <o <u <u, gtpoem (0,1).

Assim, existem w,,u* € [u, Ul tais que u,, — u,, U™ — u* e u, < u* q.t.p. em (0,1).

Como F é continua u, = F(u,) e u* = F(u*), isso conclui a prova. H



Capitulo 4. Existéncia de solugao para um problema céncavo-convexo 62

4.4 Existéncia de minimo local para E), com A pe-
queno

Nesta segdo iremos mostrar que para A suficientemente pequeno o problema (4.1)

admite solucao.

Lema 4.7. Eziste Ag > 0, p > 0, ¢ d > 0 tal que Ex(u) > 0 para todo A € (0,Ag) €

[ullx =p.
Demonstracao. De (Al) e (A2), podemos escolher C; > 0 tal que
F(t) < C; + h(t)[tle" para todo t € R. (4.22)
De (A4), tomando py > 0 e € > 0 satisfazendo 1 + ¢ — py pg/ < 0, para s € R obtemos
h(s)lsle’s"” < CyeteslPosl™  hara aloum Cy > 0. (4.23)

Combinando (4.22) e (4.23) temos

F(s) < Cy + Coeteoleos™ s e R, (4.24)

Portanto, para qualquer u € X}’p(oc, 0), temos

1 1

»’
rodr + CQJ ehoolPoul” 1.0 gy
0

Jl F(uw)r®dr < C, J

0 0
Assim, pela desigualdade de Trudinger-Moser (2.9) e da estimativa obtida acima, segue
que

1
sup J F(u)r®dr < C, para algum C > 0.

hullx< & Jo

Segue a seguinte estimativa
1!
Ea(u) > —J [u'[Pr*dr — AC.
P Jo

Dessa forma, se p € (0, &), tem-se

inf E)\ (U) =
ulix=p PW«

—AC,

e portanto, tomando Ay = temos

pP
2pwC?

inf E)\ (LL) =

[ullx=p

N | —
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Lema 4.8. Se A ¢ suficientemente pequeno, Ex possui um minimo local proximo a origem

de X}P(«, 8).

Demonstragao. Sejam p, pg, Ag, € d como no Lema 4.7. Utilizando (A3), seu € Xi’p (x,0), u

0, tem-se
tu

F(tu) > nJ s%s
0

para algum n > 0 e para todo t > 0 suficientemente pequeno. De fato, temos

F(tu) :J

0

, tu
s%el*l” ds >nJ s*ds.
0

tu tu

h(s)e's‘p,ds > J

0

Assim,

tp 1 1 tu
Ex(tu) < — J W [Pr*dr — An J (J sads>redr
P Jo 0o “Jo

tp—(a+1) rl A 1
= ot {—J W Predr — —_E : J u‘l“redr} :
p 0 a 0

Como u € L™ e p—1 > a, temos Ej(tu) < 0 para t suficientemente pequeno. Em

particular,

inf E}\(u) < 0,

lullx<e

e esse Infimo é atingido por alguma funcao u,. Pelo Lema 4.7, devemos ter |[ux]x < p,
e portanto, u, é um minimo local de E,. Resta mostrar que o infimo ¢ de fato atingido.

Seja (u4) C X1P(«,0), |uj|[x < p uma sequéncia minimizante satisfazendo
uj — up em Xi’p(oc,é)) e uj(r) = ua(r) gt.p. em (0,1).

Como ppy < 1, podemos tomar q > 1 tal que q(ppo)? < 1. Assim, usando (4.24),

obtemos constantes positivas A e B satisfazendo

1 1 1 )
J Fq(uj)redr < AJ rodr + BJ ehoodleol” 104y > . (4.25)
0 0 0

Como |lu;j/p|lx < 1, pela desigualdade (2.9) temos

1
M
SUPJ eheod(pop)” 17 0
i Jo

Segue de (4.25) que F(u;) é uniformemente integréavel em (0,1) e do Teorema da Con-

vergéncia de Vitali, obtemos

1 1
lim J F(u;)rodr :J Flup)rddr.
Pela semicontinuidade inferior da norma, temos |Jux||x < p, além disso,
1 1
inf E)\(u) = lim E}\(uj) = lim inf —J IuQIPT‘xdr — }\J F(u}\)TedT = E)\(LL}\).

ullx<p n—oo n—oo P Jy 0

Assim, u, é um minimo local de Ex se A € (0,Aq). ]

>
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4.5 Nao existéncia para A grande

Pelo argumento da sessao anterior, o conjunto A ={A > 0; (4.1) possui um solugao}

é nao vazio.

Teorema 4.2. Seja A* = supA. Entdo, 0 < A* < co. Em particular, o problema (4.1)

nao admite solugao para quaisquer A > A*.

Demonstracao. Pelo Lema 4.8 é claro que A* > 0. Resta verificar que A* é finito. Suponha,
por absurdo, que exista uma sequéncia A; — oo tal que, para cada j € N, o problema
(4.1) com A = Aj admita uma solugao u;. Seja A; o primeiro autovalor dado por (4.6)
e @; sua correspondente autofuncao. Fixando ¢ € (0,1), de (A3)-(A4), podemos tomar
A > 0 tal que Af(t) > (A, + &)tP~!, para todo t > 0 e A > A. Note que para Aj > A, u; é

uma supersolucao fraca de

Lu= (A +&)ub!
em (0,1)
w>0 (4.26)

u(l) =0
e d¢; é uma subsolucao se & < A; + €. Escolhendo & suficientemente pequeno de modo

que, d¢@1(r) < uj(r) g.t.p. em (0, 1), do Lema 4.6 podemos encontrar uma solucao ¢, > 0
de (4.26) para todo € € (0,1). Isso contradiz o Lema 4.3. H

Voltaremos agora nossa atencao para a demonstracao da existéncia de solucao fraca

para o problema (4.1).

4.6 Existéncia de solucao para E,, com A € (0,\*)

Lema 4.9. Seja f:[0,00) — [0,00) continua tal que t'7Pf(t) é ndo-crescente. Suponha
que ui,uy € CH0,11 N X%’p(oc,e), com Uy, uy > 0 em (0,1) sao sub e supersolugcao do

problema Lu = f(u), respectivamente. Entdo, uy < Uy ¢.t.p. em (0,1).

Demonstracdao. Sejam 1wy, Uy fungoes positivas tais que

Lu, < f(uy) o _ Lu, < f(up)

AN -

p—1 p—1 p—1 p—1-
U Uy Uy Uy

Portanto, se @ € X%’p(oc, 0) com @ > 0, vale a desigualdade
1

1 1
_ ® Y L R flu)  flup) 0
Iu/pZu’< )T‘(XdT—J ullp u( 7>r dr < —— — = oridr.
Jo ! 1u}’1 0’2 ngl ou‘l’l ugl(p
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Tomando @ = (uf —ub)™", no conjunto {u; > uy}, temos

@\ u o\, up o\
p—1 = (W= p—1 = — p—1
w w u

Assim,

(1’01) _ug )Tedr7

(4.27)

J H(u,, ug)r"‘dH—J S(ug, up)r¥dr < J
{ui>us} {ur>us}

{ur>us}

[f(ul) f(uy)

p—1 _p-1
U Ug

onde

[N LN
_ u; _ u,
M) = Rl = P2 () e Shuuw) =hiP = P (%)

Argumentando como no Lema 4.2, temos L(u;, us) e S(u, u3) sdo nao negativas. Utili-

zando a monoticidade de t'"Pf(t), a equagao (4.27) nos d4

f f
0< L - Lf;_ll) — (;L_Ql)} (U —ud)rfdr <o.
U3 =2uUg 1

Seja f : R — R definida por

_ f(t), set<t,
f(t) =

f(t,), set>t,.

De (A1) e (A3), t!Pf(t) é uma funcdo nao-crescente e f(0) = 0. Considere o seguinte

problema:

Lu = AMf(u)

em (0,1)
u>0 . (4.28)
u(l) =0

Como f é limitada, o funcional associado E, é coercivo. Além disso, devido ao mergulho
compacto (2.4) e o Teorema da Convergéncia de Vitali, E, ¢ semicontinua inferiormente,
assim (4.28) possui ao menos uma solugao. A unicidade da solugao para o problema (4.28)
segue diretamente do Lema 4.9. De fato, sejam u; e uy em C'[0,1] N X}’p(oc, 0) solucoes

positivas de (4.28), elas sdo a0 mesmo tempo, subsoluc¢ao e supersolugao do problema.
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Pelo Lema 4.9, temos que u; < Uy e Uy < Uy quase sempre em (0,1), o que implica
U = Uy q.t.p. em (0,1). Uma vez que u; e uy sao fungoes continuas em [0, 1], segue que
u; = Uy em todo o intervalo. Portanto, a solugao de (4.28) é uinica. Portanto, tomando 1
como a tnica solucao de (4.28) da condi¢ao 6 > & — 1, temos U, € C0, 1] De fato, tome

(4.8) como fungao teste em (4.28). Vamos analisar o seguinte principio de comparagao.

Lema 4.10. Sejam fi,fs : [0,1] x R — R uma funcao continua e u;,uy € CH([0,1]) N
C2(0,1) tal que f* = fo(r,uy) — f1(r, W) satisfaz:

f*>0 em (0,1) e f*#0. (4.29)
Suponha Wy, Uy sao solugoes fracas de,

Luy — fo(r,ug) > Luy — f1(r,wq) em  (0,1)
(4.30)
wi (1) =ui(0)=0,i=1,2.

Entao, o sequinte principio de comparac¢ao nos dad:
w=>uw em (0,1)=uy>u; em (0,1).
Além disso, podemos garantir a sequinte condi¢ao de fronteira wy(1) > ub(1)

Demonstragao. De (4.30), segue que

1 1
J' (|u,2|p_2u/2 - |u/1|P—2u/1)V/T.OCdT 2 J [f2(ra uQ) - 1:1 (r7u1)] T'edT‘7 vv € X%p((xa e)a v > 0.
0 0

Entao, podemos escrever

Jl GV r¥dr > Jl frorldr, (4.31)
onde G :[0,1] — R é dada por

G = uh[P ), — P2l (4.32)
Utilizando a fungao teste (4.8), a desigualdade (4.31) nos da que

—1*G(r) > E *(s)s%ds. (4.33)

De (4.29), G < 0em (0,1) e G(1) < 0. Além disso, de (4.17) segue que

227 P, — w) P < G(r)(u) —u)). (4.34)



Capitulo 4. Existéncia de solugao para um problema céncavo-convexo 67

Definaw = us—u;. Afirmamos quew > 0em (0, 1). De fato, veja que w > 0, combinando
(4.34) com G < 0, segue que w é uma func¢ao nao-crescente. Assim, w(¥) = 0 nos dé que
T é um minimo global para w em (0,1) e w = 0 em (T, 1]. Consequentemente, G se anula

m (T, 1], o que contradiz G(1) < 0. Finalmente, G(1) < 0 e (4.32) implica u/(1) # uj(1)
e assim, de (4.34) temos u} (1) > ub(1). O

Seja Co([0,1]) = {u € C([0,1]); u(1) =0}e € = C'([0,1]) N Cy([0,1]). Para u € €,

considere ||ul|e = |Juf|ct.
Lema 4.11. E,|e possui um minimo local para todo A € (0,A*).

Demonstragao. Fixando A € (0,A*). Temos que (4.1) possui uma solucdo, digamos 1,

para algum A € (A, A*). Utilizando as hipéteses (A3)-(A4) temos A > 0 satisfazendo
0 <A< Ainf f(t)t™ 2. (4.35)
t>0

Seja U a unica solugao para o problema

Lu = Au®

em (0,1)
u>0 (4.36)
u(l) =0.

Entao, temos que 1 é uma supersolucao de (4.36). Utilizando o Lema 4.9, obtemos tt > u

m (0,1). Defina f* = Af(1t) — A u®, utilizando (4.35) temos f* > 0 em (0, 1). Veja que
Li— A1) > Lu—Af(i) =0=Lu—Auc

Podemos aplicar o principio de comparacao do Lema 4.10, o que nos déa w < tt em (0, 1)

e W (1) >u(1). Por (A2), podemos definir g : (0,1) x R — R por

f(a(r)), se t<u(r)

g(r,t) = f(t), se u(r)<t<u(r)-

Seja G(r,u) fo r,t)dt. Defina o funcional auxiliar I : X1 (x,0) — R dado por

1 1 1
L(u) = ];J !u’lpr“dr—AJ G(r,u)r%dr.
0
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JR T . . . 1 . , . . .
Temos que I é limitado inferiormente em X;P (&, 0) e semicontinuo inferiormente. Seja

u, o minimo global de Iy. Em particular, u, satisfaz fracamente
Lup —Ag(r,uy) =0 em (0,1).

Afirmamos que u, € C([0,1]) N Cy([0, 1]). De fato, tomando a funcao teste v, como em

(4.8), usando o fato de que u, é um minimo de I, e fazendo ¢ — 0, temos
AT o=
—uj(r) = (—J g(s,uy\)seds)p '
T™ Jo
pela regra de L'Hospital

}\ T
lim —J g(s,up)s%ds = lim Ag(r,up(r))r® > =0

r—0+ 1% 0 r—0*

onde o [18, Lema 6] é utilizado para garantir que a validade do limite acima e supomos
que 6 > a— 1. Podemos entao definir u), (0) = 0. Assim, a afirmacao esté provada. Logo,

uy > 0euy € CH[0,1]) N Cy([0,1]). Veja que
ATC < AMf(T) = Ag(r, W) < Ag(r,up) < Ag(r, @) = AMf(i) <Af() em (0,1).

Portanto, podemos aplicar o Lema 4.10 e concluir que U < uj < @t em (0,1) e W(1) >
uj (1) > W(1). Dado que u, é uma solucao da equagao (4.1), podemos encontrar & > 0
suficientemente pequeno tal que, se v € C e ||lupy —Vv||e < d, entdo w < v < 1t em (0, 1).
Como Ej = I, em {v € X}’p(oc, ) :u<v<u, em (0, 1)}, temos u, é um minimo local

para Ejje. ]

Iremos aplicar um argumento semelhante ao de [26] para demonstrar que u, é um

minimo local para o funcional Ej.

Teorema 4.3. Para todo A € (0,\*), a fungao uy do Lema 4.11 é um minimo local para

Ex em X7 («, 0).

Demonstragao. A fungao uy é um minimo local de E, em C (resp. Xi’p(oc, 0)) se, e SO se,
0 é um minimo local de v — E(v+1u,). Suponha que 0 ndo é um minimo local E;(-+u,)

em X;P(«, 0), entdo existe (v;) C X} (a, 0) tal que

1 .
[villx < ;e Exlur +v5) <Ea(ua), Vj>1. (4.37)
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Seja G : R — R definida por G(s) = Is!qu‘S'P/, com ¢ > 1. Para ¢ € (0,1) definamos
o conjunto €, = {u € X;P(a,0); k(u) = ||G(U,)HL(1a < ¢}. Pela desigualdade de Hélder,
temos

1 1

1 1 , 1 ) 1
J G(v;)r%dr :J bv; 9Tt elil™ 10 dr < (J oy [ta1)270 dr> i (J evil” 0 dr) g
0 0

0 0

Jun

Também pelo mergulho (2.4), temos

1 q+1

1 1l , 1 1 , 1
(J v [PLat 130 dr)2 <J e?vil” 10 dr>2 < C(J Vi [P dr) ’ (J e?lVil” 10 dr>2.
0 0 0 0

(%) ™ para j
0

Usando a desigualdade de Trudinger-Moser e a estimativa |jv;||§™" <
C. # () para todo

suficientemente grande, obtemos que k(v;) — 0. Consequentemente,
e > 0. Portanto, existe N, € N tal que (v;) C €, para todo j > N..

Afirmamos que existem C; > 0, Cy > 1 tais que, paratodot >0e C € R,
el " < el para t > 0 e qualquer C € R. (4.38)

7 e C P/ e C p/

P .
I€” 0 lim - =
t—oo elCatlP

im -
t—0+ elCatlP
/ !
Pelo célculo acima a afirmacio esta provada, pois a funcio t — el€+t" /el & limitada.
/
Por (A5), f(s) < (14 s|9)el*” e, entdo
u)+v

Flun +v)| < JO £(s)lds < [(F(un +v)(un + )|

(1 A4 [up +v))9e™ " (uy 4-v))|
< (Jun + V] + [up +v[9 el
< IC(1 4 [up +v[aF el

/
1,Cslv|P
< Cy 4 Copy] 3+,

na ultima desigualdade utilizamos (4.38) e que u, € C.

Para v € C,
1 rl , N 1 e
Exluy +v) = 5 [(un + V) [Pr¥dr — A | F(uy +v)rfdr
JO 0

1 rl ) 1 o

> | Ifun +v)Prdr = A( | Cifdr— Cy) (4.39)
P Jo 0
1 rl ) N

> — | |(un +Vv)[Pr¥dr — C..
P Jo
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Veja que G, é convexo pois, G(s) é convexa, e pela desigualdade de Trudinger-Moser, o
conjunto G, é fechado em X}’p(oc, 0). Portanto, por (4.37) e utilizando que v; € €, para

algum j podemos encontrar v, € C, tal que v #0 e

inf Ex(ux +v) = Ex(un +ve) < Ex(un), €€ (0,1). (4.40)

uei,
De (4.39) e (4.40), temos que v, é limitada em X;P(«,0) para todo ¢ € (0,1). Como
k(ve) < € temos que k(ue) — 0 quando ¢ — 0" temos ue — 0 q.t.p. em (0, 1).

Utilizando multiplicadores de Lagrange, existe pu. < 0, tal que
EA(un +ve) = pek/(ve). (4.41)

De fato, caso n, > 0 para algum ¢ > 0, podemos escolher p € X}’p(oc, 0) tal que B} (u) +
ve)p < 0 (0 que é possivel desde que k'(v.) # 0) o que nos da também que k’(v.)p < 0.
Para t > 0 suficientemente pequeno, k(v + tp) < k(ve) < €. Assim, v, + 1p € C, para
T > 0 suficientemente pequeno. Assim, Ej(ux +v:)p < 0, e temos Ex(va + u. + Tp) <
Ea(upr+ve)p < 0. Uma contradi¢do com (4.40). Agora iremos utilizar uma argumentagao
semelhante a presente no Capitulo 2, para garantir que as sequencias u, sao limitadas.
Em (4.41), seja @(s) = Ti(s) = (s + kK)X(—c0,—k] + (5 — K)X[k,0) cOm k > 0. Defina

Qy ={r € [0, 1]; [ve| > k}. Assim, como p, < 0, temos
1 1

J (huh + VP2 (uh + Vi) — [UAP Ul T (ve)r* dr < AJ [f(ur 4+ ve) — fun)T(ve )0 dr.
0 0

Iremos estimar agora o lado direito. Considere y = ffn, B >1en = E%, como f(u) <

_p_
(14 [u)9e™™ " = ¢p(u) (com q > 1), ¢ é uma funcio convexa e, pela desigualdade de

Trudinger-Moser, temos

1
J [F(un +ve) — Fw)IT(ve)r® dr
0

1 1 1

1
T 1 dr) "1l

y—1-m
Y
(4.42)

< (JO [F(un +ve) — Flun)[Br° dr)B<J
([ s varerean) o+ ([ irtwrerean) | imvaigia

0
<|
< C”T(Vs)|’Lg|Qk|e Y
Agora, vamos estimar o lado esquerdo. Pela desigualdade (4.17),

1
J (P + VP2 () +Ve) — AP 2uy) T (v )r*dr
0

1
> cj T, (ve ) Pr dr (4.43)
0
1 P

> C(L T (ve )Y dr)y.
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Por (4.43) e (4.42),

([ mvomear)

0

<3

1 Yy—1-—m
e

<o | mwar®ar) o,
0

Com isso,

! y=l-m vy _ P
j M) dr < ClQly 7 77 = CIO 3. (4.44)
0

Veja que,

1
J Te(v)P'r® dr = J (Ive] = ¥)¥+0 dr > J (el = k)" dr > (h—K)"|Qnlo.  (4.45)
Oy

0 Qp
Se 0 < k < h, temos [Ty(s)| = (Is| — kK)(x—xxi(s)) para s € R, Qp C Q. Seja
P (k) = |Qxlp entdo, utilizando (4.44), (4.45),
P(h) < C(h—Kk) (k)P (4.46)
Defina d = QPC%I[O, 1lg"" e a sequéncia oj por 0p =0 e 0; = 05_1 + 45=1,2---.

21

Por indugao em (4.46) temos
bloy) <2V Dp(0) 50, - oo,

De fato, para j = 1, temos

2\Y

P(o1) < C(oy — Go)_yll)(())p/ = C( ) P(0)P =

Suponha que a desigualdade seja verdadeira para j. Entao,

!

P(0j41) < C(oj41 —03) YU (05)P
20+1)y

= CT (o)’

2(+1)y ) , ,
<C —— (2YTP)P(0)7
(2rCY 0, 1] )Y

— 2(i+1)v(1pr1p(0).

’

Como o; — d e P é nao-crescente, tem-se P(d) = 0. Logo,

sup |[ve|l= < d. (4.47)
e€(0,1)

Veja que

1 1

fluh +vO)wrfdr = p, J G'(ve)wrPdr.  (4.48)

1
||ty v 2, vowar - |
0

0 0
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Note que G'(s) = e'slpl((q +1)[s]97 s 4 p’s[s|97P"~1). Em (4.48) w é dada por

1 O<s<r
We(s) = 1+%(T—S) r<s<r+é& . (4.49)
0 S>T+E

Tomando o limite € — 0, obtemos

b (1) + V()P 2 (UL () +Vi(r) = ri(x[ug E G'(ve)r®dr + E flun +ve)r drl.

Seja h(t) = Itlgt a funcao inversa de t — |t|P~2t. Entao,

T

Vi(r) = h(i[u8 Jr G'(ve)s%ds +J

fluy + ve)seds]) —uj (1)
T 0 0

observe que v, é uma fungao continua em (0, 1]. Pela regra de L’Hopital,

1 T
lim —J f(up + ve)s¥ds = lim af(up (1) + ve ()0 > =0,
r—=0t T J, T—0

onde utilizamos que v, € L*. Observe que

1 T
lim —J G'(v,)s%ds = lim G/ (v, (r))r®**1,
r—0t T 0 r—0

sando que G’ é uma funcao continua e a limitacao de v, temos v, € C. Isso contradiz o

fato de u, ser minimo local em C. O



Apeéendice

Reuniremos a seguir alguns resultados necessarios, de modo a tornar este trabalho

mais autocontido.

Definicao 1. Serd denotado por W(a,b) o conjunto de todas as funcoes mensurdveis,

positivas e finitas q.t.p. em (a,b).

Definigao 2. i) Para 1 <p < q < o0, vyw € W(a,b) defina a fun¢io Fr(a,b) —

Fr(r) = (er(s)ds)q (

e ainda By € [0, c0] por

[0, o0] por

b w
J vlp'(s)ds) (50)

T

Br = sup Fgr(r).

a<r<b

i) Paral < q<p <oo ev,we W(a,b), defina Ag € [0, 0] por

AR:<J

b T

([ wras) (] v tsias)

a a

onde
1 1 1 1
—t—=—+—=1 — :
P P q q m q p
Seja Hg : LP(a, b;v) — L9(a, b; w) definido por

Teorema 1. Seja 1 < p < q < oo, vyw € W(a,b). O operador Hg : LP(a,b;v) —

L9(a,b;w) € compacto se, e somente se
e Br < o0,

e lim,_, o+ Fr(r) = lim,_ - Fr(r) = 0.

73
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Caso 1 < q < p < oo o operador é compacto se, e somente se, Ag < o0o. Veja [42,

Teorema 7.4].
Teorema 2. Para todo q > 1 e € > 0 vale o sequinte
(x+y)I <1+ e)%xq +(1—(1+ s)%)l_qu, x, y = 0.

Veja [13, Teorema 2.1].

Definicao 3. Diz-se que uma sequéncia de fungoes mensurdveis (f,)5_, em Q C R™
¢ uniformemente integravel em Q se, para todo ¢ > 0, existe & > 0 tal que, para todo

conjunto mensurdvel A C QO com |A| < b, tem-se
J Ifol <e, VneN,
A
onde |A| denota a medida de Lebesque de A em R™.

Teorema 3. Seja Q C R™ e suponha que 1 < p < co. Se (f,,) € uma sequéncia limitada

em LP(Q), entdo (fn) € uniformemente integrdvel em Q. Veja [48, Coroldrio 2]

Teorema 4 (Convergeéncia de Vitali). Seja Q C R™ um conjunto mensurdvel com medida
de Lebesgue finita, e seja () uma sequéncia de fungoes mensurdveis em Q. Suponha

que:
1. f, — f quase em todo ponto de Q;
2. A sequéncia (f,,) € uniformemente integravel em Q.
Entao, fn — f em LY(Q). Veja [48, pdg 98].
Os resultados a seguir sao referentes ao Capitulo 1.

Defini¢ao 4 (Nivel de concentragao). Defina

I‘a(O) = sup {limsup I, (wn) : Wy concentra em x = 0}
(Wn)CHY, g (Bwo)

Teorema 5 (Estimativa do nivel de concentrac¢do). Para 3 € [0,1) tem-se que

I5,(0) < [BI(1 +e).

Veja [46, Lema 9].
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Teorema 6. Existem 3* € (0,1) eu,, € H(l),md(BaWO): Wpg llwe < 1 tal que

Ly () = sup I, (u)
[l <15 WEHY oq (Bswo)

para todo B € [0,B*). Veja [47, Teorema 1.5].

Defini¢ao 5 (Nivel de concentragao). Defina

Iﬁ(O) = sup {limsupl,(wn): wy concentra em x = 0}.

(wn)CX1%,

Teorema 7 (Estimativa do nivel de concentragao). Para 3 € [0,1) tem-se que

We
0+1

Iﬁﬁ(o) < (1 + ev+‘i’(p)) ’

j 1

onde ¥Y(x) = LMEI Y = limjo (D 1 ¢ —Inj) € a constante de Euler. Veja [46, Lema

Teorema 8. Ezistem * € (0,1) e ugop € X}jfvo tal que

Iu“’gyﬁ (uoc,e,(ﬂ) - Sup IHLX,G,[& (u)

1,
tllxw, <15 weXy

para todo 3 € (0,B*). Veja [53, Teorema 1.4].

Teorema 9. Seja x > 1,0 > 0 ep = 2 sob a condigao de Trudinger-Moser. Seja

(1) € X;P (e, 0) tal que

Wl <1 e uy—=u em X;P(a,0) com w# 0. (51)
Entao,
1 <oosep<P
hms‘lpJ epuo‘,e\uj\f’%f)\e _
J—oo J0 =00 sep = P,
onde

1

, (1—]3 |u’|Pd}\oc>7ﬁ se Wl < 1,

00 se HugHLE =1.

veja [16, Teorema 1].
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