
Universidade Federal do Piaúı
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Resumo

Neste trabalho, discutiremos a existência de pontos cŕıticos para funcionais do tipo

Trudinger-Moser. Nosso interesse está em funcionais definidos tanto em Espaços Sobolev

clássicos quanto em Espaços de Sobolev com peso; ambos sob a influência de um termo

logaŕıtmico. Os espaços de Sobolev com peso que iremos considerar incluem dimensões

fracionárias, são relacionados com a desigualdade de Hardy-Sobolev e são adequados para

o estudo de uma classe de operadores diferenciais que abrange os operadores, Laplaci-

ano, p-Laplaciano, k-Hessiano e poli-harmônico; quando agindo em funções radialmente

simétricas. Em situações em que o funcional é limitado em um subconjunto do Espaço de

Sobolev em questão, a existência de pontos cŕıticos pode ser garantida pela atingibilidade

do problema extremal associado, que é um problema delicado ante à perda de compaci-

dade oriunda da otimalidade do crescimento exponencial nas inclusões de Sobolev, como

observado por J. Hempel, G. Morris e N. Trudinger em 1970. Além de pontos cŕıticos de-

rivados de extremais, iremos também determinar tais pontos associados a máximos locais

em situações que vão além da clássica constante cŕıtica de Moser 1970. Isso estende, para

o caso logaŕıtmico, resultados clássicos obtidos por M. Struwe 1988 tanto para Espaços de

Sobolev clássicos quanto para Espaços de Sobolev com peso. Em linha com trabalhos re-

centes devido a K. Tintarev 2014 e V.H. Nguyen 2018, obteremos uma nova desigualdade

do tipo Trudinger-Moser para espaços de dimensão fracionária e investigamos a existência

de pontos cŕıticos para o funcional associado. Por fim, provamos a existência de soluções

fracas para um problema do tipo côncavo-convexo com crescimento exponencial, também

no contexto de espaços de dimensão fracionária, que dão uma informação sobre o alcance

do conjunto dos pontos cŕıticos.

Palavras-chave: Desigualdade de Trudinger-Moser; Pontos cŕıticos; Espaços com

peso; Operadores não-lineares.
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Abstract

In this work, we discuss the existence of critical points for functionals of Trudin-

ger–Moser type. Our interest lies in functionals defined both on classical Sobolev spaces

and on weighted Sobolev spaces, all under the influence of a logarithmic term. The

weighted Sobolev spaces we consider include fractional dimensions, are connected to the

Hardy–Sobolev inequality, and are suitable for studying a class of differential operators

encompassing the Laplacian, the p-Laplacian, the k-Hessian, and polyharmonic opera-

tors, when acting on radially symmetric functions. In situations where the functional is

bounded on a subset of the corresponding Sobolev space, the existence of critical points

may be ensured by the attainability of the associated extremal problem, which is delicate

due to the lack of compactness caused by the optimal exponential growth in Sobolev em-

beddings, as observed by J. Hempel, G. Morris, and N. Trudinger in 1970. Beyond critical

points arising from extremals, we also establish the existence of such points associated

with local maxima in settings that go beyond the classical critical constant introduced

by Moser in 1970. This extends, to the logarithmic case, classical results obtained by M.

Struwe in 1988 for both classical Sobolev spaces and weighted Sobolev spaces. In line with

recent developments by K. Tintarev (2014) and V.H. Nguyen (2018), we obtain a new

Trudinger–Moser-type inequality for spaces of fractional dimension and investigate the

existence of critical points for the associated functional. Finally, we prove the existence

of weak solutions to a concave–convex-type problem with exponential growth, also in the

context of fractional-dimensional spaces, which provides insight into the range of the set

of critical points.

Keywords: Trudinger–Moser inequality; Critical points; Weighted spaces; Nonlinear

operators.
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Introdução

Seja Ω domı́nio limitado e suave em Rn (n ⩾ 2). O espaçoW1,n
0 (Ω) representa o caso

limite para o teorema clássico de imersão de Sobolev, W1,p
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω) com 1 ⩽ p < n

e 1 ⩽ q < p∗. Sabe-se que W1,n
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω) para todo 1 ⩽ q < ∞, mas um exemplo

simples mostra que W1,n
0 (Ω) ̸⊂ L∞(Ω), por exemplo, caso Ω seja a bola unitária de Rn

a função log(log e
|x|
) pertence a W1,n

0 (B), mas não a L∞(B).
Na verdade, o crescimento máximo admisśıvel para uma função φ : R → R, tal

que φ(u) ∈ L1(Ω) sempre que u ∈ W1,n
0 (Ω), não é atingido por nenhuma função do

tipo potência, ou seja, φ(t) = tq, t ⩾ 0. Nos trabalhos [28, 44, 45, 51, 56], é mos-

trado que o espaço W1,n
0 (Ω) está imerso no Espaço de Orlicz Lϕ(Ω), com ϕ dada por

ϕ(t) = e|t|
n/(n−1)

− 1. Na verdade, o crescimento exponencial é o máximo admisśıvel.

Mais precisamente, de forma independente, Pohozaev [45], Trudinger [51], Yudovich[56]

mostraram que

e|u|
n
n−1 ∈ L1(Ω)

sempre que u ∈W1,n
0 (Ω). E mostraram que existe µ > 0 tal que∫

Ω

eµ|u|
n
n−1
dx ⩽ c, para todo u ∈W1,n

0 (Ω) com ∥∇u∥n ⩽ 1.

Um pouco depois, Hempel, Morris e Trudinger [28] mostraram que o crescimento exponen-

cial é ótimo, isto é, se g(t) é uma função com crescimento mais rápido do que exp(t
n
n−1 ),

então g(u) /∈ L1(Ω) para algum u ∈ W1,n
0 (Ω). Em [38], Moser apresentou uma versão

mais refinada desses resultados. De forma precisa, Moser mostrou que, para todo µ > 0

e u ∈W1,n
0 (Ω), tem-se

eµ|u|
n
n−1 ∈ L1(Ω). (1)

Além disso, vale a seguinte estimativa ótima

sup
u∈W1,n

0 (Ω)
∥∇u∥n⩽1

∫
Ω

eµ|u|
n
n−1

dx

⩽ Cn|Ω|, se µ ⩽ µn

= ∞, se µ > µn

(2)

2



Introdução 3

onde µn = nω
1/(n−1)
n−1 , |Ω| denota a medida de Lebesgue de Ω, ωn−1 a medida da esfera

unitária em Rn. Estimativas como em (2) são atualmente conhecidas como desigualdades

do tipo Trudinger-Moser e há uma vasta literatura sobre elas e suas aplicações em Análise

Geométrica, EDPs e Cálculo das Variações, veja por exemplo, [1–3, 10, 14, 16, 18–20, 24,

25, 31, 35].

Uma questão natural que surge é saber quando podemos garantir que existe um ex-

tremal para (2), isto é, uma função que realiza o supremo. Este problema está ligado ao

estudo dos pontos cŕıticos do funcional de Moser associado, que apresenta desafios devido

à natureza não-compacta do problema e à criticalidade do expoente. A existência de uma

função extremal para (2) no caso subcŕıtico µ < µn é garantida por argumentos padrões

e utilizando o Teorema da Convergência de Vitali. No entanto, no caso cŕıtico µ = µn,

a perda de compacidade decorrente da optimalidade do crescimento exponencial exerce

forte influência, tornando o problema de existência de extremal mais delicado. Apesar

disso, Carleson e Chang [6], considerando Ω como uma bola em Rn, demonstraram a

existência de uma função extremal para (2) mesmo no caso cŕıtico µ = µn. Posterior-

mente, Struwe [49] demonstrou o mesmo resultado quando Ω ⊂ R2 está suficientemente

próxima de uma bola, e Flucher [24] estende o resultado de Struwe para domı́nios ar-

bitrários Ω ⊂ R2. Finalmente, Lin [32] resolveu completamente o problema extremal

ao demonstrar a existência para qualquer domı́nio suave e limitado Ω ⊂ Rn. Para

uma discussão mais aprofundada sobre este tópico e suas generalizações, recomendamos

[2, 14, 15, 18, 30, 52].

Variantes e melhorias da desigualdade de Trudinger-Moser foram estudadas ao longo

do tempo. Sejam B a bola unitária de Rn, 0 ⩽ β < 1 e w0(r) = (− log r)β(n−1). É

denotado por W1,n
0,rad(B,w0) o Espaço de Sobolev com peso, definido como o fecho das

funções C∞
0,rad(B) com respeito à norma

∥u∥w0
=
( ∫
B

|∇u|nw0dx
) 1
n

<∞.

Recentemente, Calanchi e Ruf [4, 5] investigaram como a introdução de pesos na norma

do espaço de Sobolev pode influenciar a constante cŕıtica da desigualdade de Trudinger-

Moser. Especificamente, ao modificar o espaço de funções, os autores obtiveram uma

versão da desigualdade de Trudinger-Moser clássica no espaço W1,n
0,rad(B,w0). Mais preci-

samente, vale o seguinte
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(a) Para todo u ∈W1,n
0,rad(B,w0) e γ ⩽ γβ,n := n

(n−1)(1−β)
tem-se que e|u|

γ ∈ L1(B);

(b)

sup
u∈W1,n

0,rad(B,w0)

∥u∥w0⩽1

∫
B

eµ|u|
n

(n−1)(1−β)
dx <∞ ⇐⇒ µ ⩽ µβ := n[ω

1
n−1

n−1(1−β)]
1

1−β . (3)

Calanchi e Ruf [4] mostram a existência de maximizante para (3) no caso subcŕıtico,

µ < µβ, quando n = 2.

No caso cŕıtico, a atingibilidade é mais delicada devido à perda de compacidade. No

entanto, quando β > 0 é suficientemente pequeno, os trabalhos [40, 46, 47] demonstram

que é posśıvel garantir a atingibilidade de (3) no caso cŕıtico, µ = µβ.

Outra variação da Desigualdade de Trudinger–Moser foi proposta por Adimurthi e

Druet [2] no caso bidimensional, e posteriormente generalizada por Yang [55] para di-

mensão n ⩾ 3. De forma precisa, seja Ω ⊂ Rn, n ⩾ 2, um domı́nio limitado e suave.

Então, para todo u ∈W1,n
0 (Ω) com ∥∇u∥n ⩽ 1, vale

sup
u∈W1,n

0 (Ω)
∥∇u∥n⩽1

∫
Ω

eµn(1+ν∥u∥
n
n)

1
n−1 |u|

n
n−1

dx <∞, (4)

com

0 ⩽ ν < inf
u∈W1,n

0 (Ω)\{0}

∥∇u∥nn
∥u∥nn

.

No caso n = 2, a desigualdade (4) é precisamente o resultado de Adimurthi e Druet com a

constante cŕıtica µ2 = 4π. Yang [54, 55] também mostrou que a desigualdade (4) admite

extremal. Em um trabalho recente, Nguyen [39] mostrou que

sup
u∈W1,n

0 (Ω)
Hν(u)⩽1

∫
Ω

eµn|u|
n
n−1

dx <∞, (5)

onde Hν(u) = (∥∇u∥nn − ν∥u∥nn)
1
n , e além disso, (5) é atingido. Note que, se ∥∇u∥n ⩽ 1,

tomando w = u(1 + ν∥u∥nn)
1
n , então Hν(w) ⩽ 1, e é posśıvel obter a desigualdade (4) a

partir de (5).

Para Ω um domı́nio limitado e suave em R2, consideremos o funcional de Moser

I :W1,2
0 (Ω) → R dado por

I(u) =

∫
Ω

eu
2

dx.
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Uma questão intrigante que atraiu a atenção de vários autores, veja [11, 20, 34, 35, 49],

é a busca por pontos cŕıticos do funcional I sob restrições, por exemplo

Mµ =
{
u ∈ H1

0(Ω) ; ∥∇u∥22 = µ
}
, µ > 0. (6)

Devido à existência de funções extremais para a desigualdade de Trudinger–Moser, para

todo µ ⩽ µ2 = 4π, o funcional I admite um ponto cŕıtico, que é um máximo global

restrito aMµ. A existência de pontos cŕıticos de I|Mµ
no regime supercŕıtico, isto é, para

µ > 4π, torna-se ainda mais desafiadora. Monahan [37] apresentou evidências numéricas

sugerindo que, quando Ω = B1(0), existe µ
♯ > 4π tal que o funcional I|Mµ

admite um

ponto de máximo local.

Defina Iµ :W1,2
0 (Ω) → R por

Iµ(u) =

∫
Ω

eµu
2

dx.

Fazendo v =
√
µu, tem-se ∥∇u∥22 = 1 se, e só se, ∥∇v∥22 = µ e vale que Iµ(u) = I(v).

Dessa relação é posśıvel notar que a existência de pontos cŕıticos para I|Mµ
está ligada a

existência de pontos cŕıticos para Iµ|Σ, onde Σ = {u ∈W1,2
0 (Ω); ∥∇u∥22 = 1}.

Struwe [49] mostrou que existe µ♯ > 4π tal que o funcional Iµ admite um ponto

cŕıtico (máximo local) quando µ ∈ (4π,µ♯) restrito a Σ. Embora a limitação uniforme da

desigualdade de Moser-Trudinger não seja válida no regime supercŕıtico, ainda é posśıvel

obter pontos cŕıticos do funcional de Moser sob restrição.

A existência de pontos cŕıticos para o funcionais do tipo Trudinger-Moser em contextos

supercŕıticos é um tema de estudo que têm despertado crescente interesse, especialmente

devido aos desafios anaĺıticos envolvidos. Para mais detalhes, recomendamos os resultados

presentes em [2, 16, 20, 41], onde diferentes estratégias são empregadas para lidar com a

perda de compacidade causada pelo crescimento além do cŕıtico.

Nesse trabalho iremos investigar a existência de pontos cŕıticos em diferentes situações

para funcionais do tipo Trudinger-Moser.

No Caṕıtulo 1, estendemos o resultado de Struwe [49] para o espaço de Sobolev ra-

dial W1,2
0,rad(B,w0). Mais precisamente, estudamos a existência de pontos cŕıticos para o

funcional Iµ :W1,2
0,rad(B,w0) → R dado por

Iµ(u) =

∫
B

eµ|u|
2

1−β
dx,

sob a restrição

Σ =
{
u ∈W1,2

0,rad(B,w0); ∥u∥2w0
= 1

}
.
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Como resultado, mostramos que existe β∗ ∈ (0, 1) tal que, para todo β ∈ (0,β∗), existe

µ♯ > µβ para o qual o funcional Iµ admite um maximizante local uµ em Σ, para todo

µ ∈ (0,µ♯). Note que por (3) a constante µβ é ótima, sendo assim estamos garantindo a

existência de pontos cŕıticos além da constante cŕıtica.

No Caṕıtulo 2, investigamos um Espaço de Sobolev em dimensão fracionária com peso

do tipo logaŕıtmico, denotado por X1,p
1,w0

= X1,p
1,w0

(α, θ) que definiremos a seguir. Seja

AC1(0, 1) o conjunto das funções localmente absolutamente cont́ınuas u : (0, 1) → R tais

que limr→1 u(r) = 0. Para q ⩾ 1 e θ ⩾ 0, denotamos por Lqθ o espaço das funções

mensuráveis u : (0, 1) → R que satisfazem

∥u∥Lpθ =


( ∫1

0 |u(r)|
pdλθ

) 1
p

<∞, se 1 ⩽ p <∞
ess sup0<r<1 |u(r)| <∞, se p = ∞ , (7)

onde dλθ é a medida “fracionária”definida por

dλθ = ωθ r
θ dr, com ωθ =

2π
θ+1
2

Γ
(
θ+1
2

) .
Para u ∈ AC1(0, 1) definimos

∥u∥Xw0
=

(∫ 1

0

|u ′|p(− log r)β(p−1) dλα

)1/p

.

O espaço X1,p
1,w0

é definido por

X1,p
1,w0

= {u ∈ AC1(0, 1); ∥u∥Xw0
<∞},

onde o fecho é tomado com respeito à norma ∥ · ∥Xw0
.

Uma vez que estamos interessado no crescimento ótimo do tipo exponencial, de agora

em diante, iremos assumir a condição α = p − 1 a qual é conhecida na literatura como

condição de Trudinger-Moser nesse cenário, veja [19, 53]. O funcional de Moser corres-

pondente Iµ : X1,p
w0

→ R é dado por

Iµ(u) =

∫ 1

0

eµ|u|
p

(p−1)(1−β)
dλθ.

Nosso principal resultado estabelece que existe β∗ ∈ (0, 1) tal que, para todo β ∈ (0,β∗),

existe µ♯ > µα,θ,β = (θ+1)[ω
1
α
α(1−β)]

1
1−β para o qual o funcional Iµ admite um maximi-

zante local uµ em Σ =
{
u ∈ X1,p

1,w0
: ∥u∥Xw0

= 1
}
, para todo µ ∈ (0,µ♯). Note que, como

provado em [53], µα,θ,β é ótima para a desigualdade do tipo Trudinger-Moser logaŕıtmica
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nesse contexto. Sendo assim, estamos garantindo a existência de pontos cŕıticos além da

constante cŕıtica.

No Caṕıtulo 3, investigaremos a existência de pontos cŕıticos para o funcional de Moser

no espaço de dimensão fracionária X1,p
1 (α, θ) dado por

X1,p
1 (α, θ) = {u ∈ AC1(0, 1); ∥u′∥Lpα <∞}

no qual o fecho é tomado com respeito à norma

∥u∥X = ∥u′∥Lpα .

Observe que, sob a condição de Trudinger-Moser α = p− 1 e θ ⩾ 0, existe C > 0 tal que

∥u∥Lpθ ⩽ C∥u
′∥Lpα , para todo u ∈ X1,p

1 (α, θ).

Sendo assim, podemos definir

λα,θ = inf
u∈X1,p

1 (α,θ)\{0}

∥u′∥Lpα
∥u∥Lpθ

.

Para mais detalhes sobre esses espaços recomendamos [8, 15, 16, 19, 42]. Investigamos a

existência de pontos cŕıticos para o funcional Iµ : X1,p
1 (α, θ) → R

Iµ(u) =

∫ 1

0

eµ|u|
p
p−1

dλθ,

sob a restrição do tipo Tintarev [50]

Σν =

{
u ∈ X1,p

1 (α, θ);
(
∥u ′∥p

L
p
α
− ν∥u∥p

L
p
θ

) 1
p

= 1

}
,

no qual 0 ⩽ ν < λα,θ.

No Caṕıtulo 4, estudamos a existência de soluções fracas positivas em X1,p
1 (α, θ) para

o problema 
Lu = λf(u), em (0, 1)

u > 0, em (0, 1)

u(1) = 0,

(8)

onde λ > 0, e para p > 1, α, θ ⩾ 0

Lu = −r−θ(rα|u′|p−2u′)′ (9)

e a não linearidade de f(t) considerada é côncava para valores de t próximos de zero e

convexa para t suficientemente grandes.
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Observamos que a classe de operadores (9) é importante por si só e tem atráıdo

a atenção de pesquisadores devido à sua aplicação no estudo de sistemas microeletro-

mecânicos (MEMS) [22, 23], bem como por sua conexão com operadores clássicos, como

o de Laplace, o p-laplaciano e o k-hessiano [15, 16, 18, 19]. Uma outra razão para estu-

darmos o problema (8) é sua conexão com a existência de pontos cŕıticos para funcional

de Moser sob restrições. De fato, sejam I : X1,p
1 (α, θ) → R definido por

I(u) =

∫ 1

0

e|u|
p
p−1
dλθ e Mµ =

{
u ∈ X1,p

1 (α, θ); ∥u∥pX = µ
}
.

Utilizando a técnica dos multiplicadores de Lagrange, um ponto cŕıtico positivo de I

restrito a Mµ deve satisfazer



Lu = λ|u|
1
p−1e|u|

p ′
rθ, em (0, 1)

u > 0, em (0, 1)

u(1) = 0

∥u∥pX = µ,

(10)

onde p′ = p
p−1

e λ = λ(α, θ,p) = ωθ
ωα(p−1)

τ; com τ > 0. Assim, a existência de pontos

cŕıticos de I|Σµ está ligada à existência de soluções para o problema (8). Mostraremos que

existe um λ∗ para o qual o problema (8) admite solução para 0 < λ < λ∗. Além disso, (8)

não possui solução para λ > λ∗.



Caṕıtulo 1

Maximizante local para o funcional

de Moser supercŕıtico

Este caṕıtulo dedica-se à extensão de parte dos resultados do trabalho de Struwe [49].

Nosso principal resultado estabelece a existência de maximizantes locais para o funcional

de Moser com peso logaŕıtmico. Para isso, iremos nos apoiar na atingibilidade do supremo

no caso cŕıtico, conforme formulado em [40, 46].

1.1 Desigualdade de Trudinger-Moser

Seja Ω ⊂ Rn (n ⩾ 2) um domı́nio limitado e suave. O espaço de Sobolev W1,n
0 (Ω)

representa um caso cŕıtico no contexto das imersões do tipo Sobolev. De fato, para

1 ⩽ p < n, temos

W1,p
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω), para todo 1 ⩽ q ⩽ p∗ :=

np

n− p
.

Contudo, no caso limite p = n, essa fórmula não se aplica diretamente, pois o expoente

p∗ tende ao infinito quando p→ n. Nesse caso, apesar das inclusões

W1,n
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω), ∀ q <∞.

não vale a imersão W1,n
0 (Ω) ↪→ L∞(Ω). Um exemplo clássico que mostra esse fenômeno

é a função

u(x) = log

(
log

e

|x|

)
, x ∈ B \ {0}

onde B é a bola unitária de Rn. Pode-se verificar que u ∈W1,n
0 (B), mas u /∈ L∞(B).

9
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O crescimento máximo (ótimo) admisśıvel para uma função φ : R → R para que

φ(u) ∈ L1(Ω) sempre que u ∈ W1,n
0 (Ω), foi determinado por Hempel, Morris e Trudin-

ger [28]. Para tornar isso preciso, necessitamos introduzir uma classe de espaços mais

gerais do que os espaços de Lebesgue Lq, os espaços de Orlicz.

Dizemos que ϕ : [0,∞) → [0,∞) é uma Φ−função, se satisfaz as propriedades:

1. ϕ é convexa;

2. ϕ é cont́ınua a esquerda;

3. ϕ(0) = 0, limr→0+ ϕ(r) = 0 e limr→∞ϕ(r) = ∞.

Definição 1.1. Seja (A,M,µ) um espaço de medida σ−finito e completo. Dizemos que

uma função real ϕ : A × [0,∞) → [0,∞) é uma Φ−função generalizada em (A,M,µ),

quando

1. ϕ(y, ·) é uma Φ−função para cada y ∈ A;

2. y 7→ ϕ(y, r) é mensurável para todo r ⩾ 0.

Se uma função é Φ−função generalizada em (A,M,µ), escrevemos ϕ ∈ Φ(A,µ).

Denotaremos por L0(A,µ) o espaço das funções µ−mensuráveis f : A→ R.

Definição 1.2. Sejam ϕ ∈ Φ(A,µ) e ρϕ dado por

ρϕ(f) =

∫
A

ϕ(y, |f(y)|)dµ(y), ∀f ∈ L0(A,µ).

O espaço de Orlicz generalizado, denotado por Lϕ = (Lϕ(A,µ), ∥ · ∥ϕ), é definido por

Lϕ(A,µ) :={f ∈ L0(A,µ); lim
λ→0

ρϕ(λf) = 0}

={f ∈ L0(A,µ); ρϕ(λf) <∞ para algum λ > 0}

e sua norma

∥f∥Lϕ = inf{λ > 0 : ρϕ

( f
λ

)
⩽ 1}.

Lema 1.1. Se ϕ ∈ Φ(A,µ), então o espaço de Orlicz generalizado Lϕ é um espaço de

Banach, veja [21, Teorema 2.3.13].

Por fim, se ϕ e ψ são suas Φ-funções, dizemos que ψ cresce estritamente mais rápido

do que ϕ se ϕ(t)/ψ(ηt) → 0 se t→ ∞, para todo η > 0. Com essa ideia, a questão é a
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seguinte: Qual é o maior crescimento admisśıvel para uma função Φ-função φ : [0,∞) →

[0,∞) tal que W1,n
0 (Ω) ↪→ Lϕ(Ω,dµ) continuamente? A resposta para essa pergunta

contou com a participação de diferentes autores. Inicialmente, de forma independente,

Yudovich Pohozaev [45], Trudinger [51] e [56] mostraram que e|u|
n
n−1 −1 pertence a L1(Ω),

para toda u ∈W1,n
0 (Ω). Além disso, existe µ > 0 tal que∫

Ω

eµ|u|
n
n−1
dx ⩽ c, para todo u ∈W1,n

0 (Ω) com ∥∇u∥n ⩽ 1.

Por fim, Hempel, Morris e Trudinger [28] mostraram que ϕ(t) = e|t|
n
n−1 − 1 é o maior

crescimento admisśıvel. Além disso, essa otimalidade causa perda de compacidade no

mergulho cont́ınuo.

Posteriormente, utilizando técnicas de simetrização de Schwarz, Moser [38] foi capaz

de reduzir a questão a um problema unidimensional e obteve uma versão aprimorada

desses resultados. Precisamente, ele mostrou que para qualquer µ > 0 e u ∈ W1,n
0 (Ω),

temos

eµ|u|
n
n−1

− 1 ∈ L1(Ω). (1.1)

Além disso, obteve a seguinte estimativa ótima

sup
u∈W1,n

0 (Ω)
∥∇u∥n⩽1

∫
Ω

eµ|u|
n
n−1

dx

⩽ Cn|Ω|, se µ ⩽ µn

= ∞, se µ > µn

, (1.2)

onde µn = nω
1/(n−1)
n−1 , sendo |Ω| a medida de Lebesgue do domı́nioΩ eωn−1 a medida da

esfera unitária Sn−1 ⊂ Rn. Desigualdades semelhantes a (1.2) são atualmente conhecidas

como desigualdades do tipo Trudinger-Moser, veja por exemplo [1–3, 10, 14, 16, 18–

20, 24, 25, 31, 33, 35, 57] e referências destes.

No caso subcŕıtico µ < µn, a existência de uma função extremal (1.2) pode ser demons-

trada por meio de argumentos clássicos, recorrendo a técnicas padrão de análise funcional

e ao teorema da convergência de Vitali. Por outro lado, no caso cŕıtico µ = µn, a si-

tuação torna-se mais delicada, principalmente devido à perda de compacidade provocada

pelo caráter ótimo do crescimento exponencial na desigualdade de Trudinger-Moser. Ape-

sar dessas dificuldades, Carleson e Chang [6] demonstraram a existência de uma função

extremal para (1.2) no caso particular em que o domı́nio Ω ⊂ Rn é uma bola.

Posteriormente, Struwe [49] estendeu esse resultado ao provar a existência de extremais

para domı́nios bidimensionais suficientemente próximos (deformações) de uma bola. Em
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seguida, Flucher [24] generalizou o resultado de Struwe ao estabelecer a atingibilidade da

desigualdade para domı́nios arbitrários em R2. Finalmente, Lin [32] completou o quadro

geral ao demonstrar a existência de funções extremais em qualquer domı́nio limitado e

suave Ω ⊂ Rn, com n ⩾ 2.

A existência de funções extremais para (1.2) está estreitamente relacionado com a

existência de pontos cŕıticos para o funcional de Moser I :W1,2
0 (Ω) → R dado por

I(u) =

∫
Ω

eu
2

dx

submetido a uma restrição da forma

Mµ =
{
u ∈W1,2

0 (Ω) : ∥∇u∥22 = µ
}
, µ > 0.

A análise dos pontos cŕıticos desse; funcional I constitui um tema de pesquisa interessante.

Note que u = 0 é um ponto cŕıtico, mı́nimo global, para I em W1,2
0 (B), mas o funcional

não admite um maximizante global nesse espaço. Porém, há a possibilidade de pontos

cŕıticos do tipo máximo (mı́nimo) local ou sela. Assim, é natural buscar pontos cŕıticos

para I restrito a Mµ o que conecta o tema com a existência de funções extremais para a

desigualdade de Trudinger-Moser (1.2).

No caso µ ⩽ µ2 = 4π, o funcional I restrito a Mµ admite um ponto cŕıtico, que é um

máximo global devido à atingibilidade da desigualdade de Trudinger-Moser. A existência

de pontos cŕıticos no caso supercŕıtico µ > 4π é intrigante. De fato, diversos autores têm

se dedicado a esta questão. Monahan [37] forneceu evidências numéricas de que, quando

Ω = B é a bola unitária, para algum µ♯ > 4π, o funcional I|Mµ
possui um máximo local e

um ponto cŕıtico do tipo passo da montanha para todo µ ∈ (4π,µ♯). Struwe [49] mostrou

que existe um valor µ♯ > 4π tal que o funcional admite um maximizante local para todo

µ ∈ (0,µ♯), del Pino, Musso e Ruf [20] analisam a influência da topologia do domı́nio

Ω na existência de pontos cŕıticos. Malchiodi e Martinazzi [34] garantiram a existência

de um valor µ♯ tal que há pelo menos dois pontos cŕıticos µ ∈ (4π,µ♯) e não há ponto

cŕıtico para µ > µ♯. Para uma discussão mais aprofundada sobre o tema recomendamos

[11, 12, 20, 34, 35, 49] e referências destes.
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1.2 Funcional de Moser em H1
0,rad(B,w0)

Nosso objetivo é provar a existência de pontos cŕıticos, no caso supercŕıtico, para o

funcional de Moser associado a uma desigualdade do tipo Trudinger-Moser logaŕıtmica

estabelecida por Calanchi e Ruf [4, 5].

Sejam B a bola unitária de R2, 0 ⩽ β < 1 e w0(r) = (− log r)β. Denotamos por

H1
0,rad(B,w0) o espaço de Sobolev com peso, definido como

H1
0,rad(B,w0) =

{
u ∈ C∞

0,rad(B);
( ∫
B

|∇u|2w0dx
) 1

2

<∞}
onde o fecho é tomado com respeito a norma

∥u∥w0
=
( ∫
B

|∇u|2w0dx
) 1

2

<∞.

Como observado por Calanchi e Ruf [4] a presença de pesos (radiais) adequados permite

um aumento no crescimento máximo para integrabilidade quando se restringe a análise a

funções radiais.

Recordamos que H1
0,rad(B,w0) é um espaço de Hilbert, com produto interno

⟨u, v⟩ =
∫
B

∇u∇vw0dx,

portanto é reflexivo. Calanchi e Ruf [4] obtiveram a seguinte estimativa pontual para

todo u ∈ H1
0,rad(B,w0)

|u(x)| ⩽
(− log |x|)

1−β
2√

2π (1− β)
∥u∥w0

, x ∈ B. (1.3)

Dessa forma, para qualquer 1 < q <∞ temos

∥u∥Lq(B) =
( ∫
B

|u(x)|q dx
)1/q

⩽
∥u∥w0√
2π (1− β)

( ∫
B

(− log |x|)
q(1−β)

2 dx
)1/q

.

Segue que, ∫
B

(− log |x|)
q(1−β)

2 dx = 2π

∫ 1

0

(− log r)
q(1−β)

2 r dr,

fazendo r = e−t, t ∈ [0,∞),∫ 1

0

(− log r)
q(1−β)

2 r dr =

∫∞
0

t
q(1−β)

2 e−2t dt =
Γ
(
q(1−β)

2
+ 1
)

2
q(1−β)

2 +1
.

Portanto,

∥u∥Lq(B) ⩽ C ∥u∥w0
, 1 < q <∞. (1.4)
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O que nos fornece o mergulho cont́ınuo

H1
0,rad(B,w0) ↪→ Lq(B). (1.5)

Como consequência de B. Opic e A. Kufner[42], veja Apêndice Teorema 1, o mergulho

(1.5) é compacto.

Vamos definir o funcional de Moser em H1
0,rad(B,w0). Sejam Iµ : H1

0,rad(B,w0) → R

dado por

Iµ(u) =

∫
B

eµ|u|
2

1−β
dx (1.6)

e Σ dado por

Σ = {u ∈ H1
0,rad(B,w0) : ∥u∥w0

= 1}. (1.7)

Conforme demonstrado por Calanchi e Ruf [4], para todo u ∈ H1
0,rad(B,w0) e µ > 0,

tem-se

eµ|u|
2

1−β ∈ L1(B).

E vale a seguinte desigualdade do tipo Trudinger-Moser

sup
u∈H1

0,rad(B,w0)

∥u∥w0⩽1

∫
B

eµ|u|
2

1−β
dx <∞ ⇐⇒ µ ⩽ µβ := 2[2π(1− β)]

1
1−β . (1.8)

Com isso, o funcional (1.6) está bem definido. Assim como no caso clássico, a existência

de pontos cŕıticos para o funcional Iµ constitui uma questão de grande interesse. No caso

cŕıtico, isto é, quando µ = µβ, Roy [46] e Nguyen [40] demonstraram que, para β > 0

suficientemente pequeno, o funcional Iµβ , restrito ao conjunto Σ, admite um ponto cŕıtico.

No caso subcŕıtico, isto é, para µ < µβ, a existência de pontos cŕıticos de Iµ em Σ pode

ser demonstrada com o aux́ılio do Teorema da Convergência de Vitali, como a seguir. Seja

(uj) ⊂ Σ uma sequência que converge para o supremo em (1.8). Como H1
0,rad(B,w0) é um

espaço reflexivo, podemos supor, sem perda de generalidade, que uj ⇀ u0 fracamente em

H1
0,rad(B,w0) e que uj(x) → u0(x) quase em todo ponto de B. Além disso, dado p > 1

suficientemente próximo de 1, temos pµ < µβ. Pela desigualdade (1.8), segue que∫
B

epµ|uj|
2

1−β
dx ⩽

∫
B

eµβ|uj|
2

1−β
dx <∞ para todo j ∈ N.

Assim, a sequência (eµ|uj|
2
) é uniformemente integrável, o Teorema da Convergência de

Vitali, ver Apêndice, Teorema 4, garante que

lim
j→∞

∫
B

eµ|uj|
2

1−β
dx =

∫
B

eµ|u0|
2

1−β
dx.
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Enquanto esse argumento garante a existência de pontos cŕıticos no regime subcŕıtico,

e os resultados de Roy [46] e Nguyen [40] tratam do caso cŕıtico, nosso objetivo neste

caṕıtulo é ir além, investigando a existência de pontos cŕıticos do funcional Iµ também

no regime supercŕıtico, isto é, para µ > µβ, mantendo a restrição ao conjunto Σ.

Um resultado fundamental para obter a atingibilidade no caso cŕıtico é o Lema de

Concentração e Compacidade do tipo Lions, apresentado em [46].

Dizemos que uma sequência (wj) ⊂ H1
0,rad(B,w0) concentra em x = 0 se ∥wj∥w0

⩽ 1

e para todo δ ∈ (0, 1), tem-se∫
B\Bδ

|∇wj|2w0 → 0 quando j→ ∞.

Lema 1.2 (Alternativa Concentração e Compacidade). Seja (wj) uma sequência em

H1
0,rad(B,w0) tal que wj ⇀ w em H1

0,rad(B,w0). Então, ocorre uma das seguintes alter-

nativas:

i) Iµβ(wj) → Iµβ(w); ou

ii) wj concentra em x = 0.

Além disso, como visto em [46, Lema 9], temos a seguinte estimativa para o ńıvel de

concentração, se uma sequência wj é concentrada na origem, então

lim sup
j→∞ Iµβ(wj) ⩽ |B|(1+ e).

onde |B| =
∫
B
1dx.

1.3 Propriedades para o funcional de Moser com peso

logaŕıtmico

Lema 1.3. Para µ > 0, seja Iµ : H1
0,rad(B,w0) → R dado por (1.6). Então, Iµ é Fréchet

diferenciável em H1
0,rad(B,w0) e I

′
µ : H1

0,rad(B,w0) → (H1
0,rad(B,w0))

∗ é localmente uni-

formemente cont́ınua e limitada.

Demonstração. Iremos aplicar o Teorema da Convergência de Vitali. Primeiro, veja que

para u, v ∈ H1
0,rad(B,w0), com ∥v∥w0

⩽ 1, e (sj) qualquer sequência positiva tal que

sj → 0, podemos escrever

Iµ(u+ sjv) − Iµ(u) =
2µ

1− β

∫
B

∫sj
0

v|u+ tv|
2β
1−β (u+ tv)eµ|u+tv|

2
1−β

dtdx. (1.9)
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Para qualquer j ∈ N, seja fj : B→ R dado por

fj(x) =
1

sj

∫sj
0

v|u+ tv|
2β
1−β (u+ tv)eµ|u|

2
1−β

dt

e f : B→ R definida por

f(x) = uv|u|
2β
1−βeµ|u|

2
1−β

.

Afirmamos que (fj) converge para f em L1(B). De fato, temos fj(x) → f(x) q.t.p. em B.

Utilizando (1.4), (1.8) e a desigualdade de Hölder, temos∫
B

|v||u|
2

1−β−1eµ|u|
2

1−β
dx

⩽
( ∫
B

|u|
4

1−β−2e2µ|u|
2

1−β
dx
) 1

2
( ∫
B

|v|2dx
) 1

2

⩽ C
( ∫
B

|u|
4

1−β−2e2µ|u|
2

1−β
dx
) 1

2
( ∫
B

(− log r)(1−β)dx
) 1

2

(1.10)

onde C depende somente de β e ∥v∥w0 . Por (1.10) obtemos que f ∈ L1(B). Para garantir

a integrabilidade uniforme de (fj), é suficiente mostrar que é uma sequência limitada em

Lq(B) para algum q > 1. Pela desigualdade de Hölder, temos

|fj(x)| ⩽
1

sj

∫sj
0

|v||u+ tv|
2

1−β−1eµ|u|
2

1−β
dt

⩽
1

sj
s
1− 1

q

j

( ∫sj
0

|v|q(|u+ tv|
q2
1−β−qeqµ|u+tv|

2
1−β

dt
) 1
q

,

e assim,

|fj(x)|
q ⩽

1

sj

∫sj
0

|v|q|u+ tv|
q2
1−β−qeqµ|u+tv|

2
1−β

dt.

Veja que, para σ, θ > 0, temos

τσeµτ
θ

⩽ cecτ
θ

, τ ⩾ 0

para algum c > 0 dependendo somente de σ, θ e µ. Então, para algum t ∈ [0, sj] e algum

c > 0 dependendo somente de µ e β, temos

|u+ tv|
2

1−β−1eµ|u+tv|
2

1−β
⩽ cec|u+tv|

2
1−β

⩽ cec1|u|
2

1−β
ec1s

2
1−β
j |v|

2
1−β

,

(1.11)

para algum c1 > 0 dependendo somente de µ e β. Acima utilizamos que a função

g(x) = xp é convexa, dáı

g

(
a+ b

2

)
⩽
g(a) + g(b)

2
.
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Para q > 1, temos 3qc1s
2

1−β

j ⩽ µβ, para j suficientemente grande. Portanto, utilizando a

desigualdade de Hölder, (1.8), (1.4) e (1.11), obtemos∫
B

|fj|
qdx ⩽

c

sj

∫sj
0

∫
B

|v|qeqc1|u|
2

1−β
eqc1s

2
1−β
j |v|

2
1−β

dxdt

⩽ c∥v∥q
L3q

( ∫
B

e3qc1|u|
2

1−β
dx
) 1

3
( ∫
B

e3qc1s
2

1−β
j |v|

2
1−β

dx
) 1

3

⩽ C
( ∫
B

e3qc1|u|
2

1−β
dx
) 1

3

,

(1.12)

onde utilizamos ∥v∥w0
⩽ 1. Utilizando o Teorema da Convergência de Vitali obtemos

que fj → f em L1(B). Dividindo (1.9) por sj e fazendo j → ∞, obtemos a derivada de

Gateaux

I′µ(u) · v =
2µ

1− β

∫
B

v|u|
2β
1−βueµ|u|

2
1−β

dx.

Resta provar que I′µ : H1
0,rad(B,w0) → (H1

0,rad(B,w0))
∗ é localmente uniformemente

cont́ınua e limitada. Primeiramente, iremos provar a limitação local de I′µ. Sejam u ∈

H1
0,rad(B,w0) fixado arbitrariamente e U(u; ε) = {w ∈ H1

0,rad(B,w0) : ∥w− u∥w0
< ε},

onde ε > 0 iremos escolher posteriormente. Para w ∈ U(u; ε), definamos h = (w−u)/ε.

Utilizando (1.4) em conjunto com a desigualdade de Hölder e argumentando novamente

como em (1.11) temos

|I′µ(w) · v| ⩽
2µ

1− β

∫
B

|v|ecµ|u+εh|
2

1−β
dx

⩽
2µ

1− β

∫
B

|v|ec1µ(|u|
2

1−β+|εh|
2

1−β )dx

⩽
2µ

1− β
∥v∥L2

( ∫
B

e4c1µ|u|
2

1−β
dx
) 1

4
( ∫
B

eε
2

1−β 4c1µ|h|
2

1−β
dx
) 1

4

⩽
2µC

1− β
∥v∥w0

( ∫
B

e4c1µ|u|
2

1−β
dx
) 1

4
( ∫
B

e4ε
2

1−β c1µ|h|
2

1−β
dx
) 1

4

,

para qualquer v ∈ H1
0,rad(B,w0). Assim, iremos escolher ε > 0 satisfazendo 4ε

2
1−βc1µ ⩽

µβ, então pela desigualdade (1.8), temos

∥I′µ(w)∥∗ = sup
∥v∥w0=1

|I′µ(w) · v|

⩽ C
( ∫
B

e4c1µ|u|
2

1−β
dx
) 1

4

para todo w ∈ U(u; ε). Assim, I′µ é localmente limitada. Para qualquer v ∈ H1
0,rad(B,w0)
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com ∥v∥w0 ⩽ 1, como em (1.9) obtemos

|I′µ(u+ εh) · v− I′µ(u) · v| =
∣∣∣ 2µ

1− β

∫
B

v

∫ε
0

d

dt

(
|u+ th|

2β
1−β (u+ th)eµ|u+th|

2
1−β
)
dtdx

∣∣∣
⩽ C

∫ε
0

∫
B

|v||h||u+ th|
2β
1−βeµ|u+th|

2
1−β

dtdx (1.13)

+ C

∫ε
0

∫
B

|v||h||u+ th|
2+2β
1−β eµ|u+th|

2
1−β

dtdx, (1.14)

onde C depende somente de µ e β. Vamos estimar cada uma das integrais acima. De

modo similar a (1.11) e (1.12), para todo t ∈ [0, ε] obtemos∫
B

|v||h||u+ th|
2β
1−βeµ|u+th|

2
1−β

dx

⩽ c
∫
B

|v||h|ec1|u|
2

1−β
ec1ε

2
1−β |h|

2
1−β

dx

⩽ C∥v∥L4∥h∥w0

( ∫
B

e4c1|u|
2

1−β
dx
) 1

4
( ∫
B

e4c1ε
2

1−β |h|
2

1−β
dx
) 1

4

⩽ C
( ∫
B

e4c1|u|
2

1−β
dx
) 1

4

,

(1.15)

contanto que 4c1ε
2

1−β ⩽ µβ.

Analogamente,∫
B

|v||h||u+ th|
2

1−β−2eµ|u+th|
2

1−β
dx

⩽ c
∫
B

|v||h|ec1|u|
2

1−β
ec1ε

2
1−β |h|

2
1−β

dx

⩽ C∥v∥L4∥h∥w0

( ∫
B

e4c1|u|
2

1−β
dx
) 1

4
(
e4c1ε

2
1−β |h|

2
1−β

dx
) 1

4

⩽ C
( ∫
B

e4c1|u|
2

1−β
dx
) 1

4

.

(1.16)

Combinado (1.13), (1.15) e (1.16), para ε > 0 suficientemente pequeno, obtemos

∥I′µ(u+ εh) − I′µ(u)∥∗ ⩽ Cε,

para alguma constante C > 0 dependendo somente de β,µ e u. Assim, I′µ é localmente

uniformemente cont́ınua. Finalmente, a continuidade da derivada de Gateaux I′µ garante

que Iµ é continuamente Fréchet diferenciável.

A seguir, iremos provar uma estimativa L∞ para soluções de um problema de Dirichlet,

que envolve uma não linearidade do tipo exponencial.
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Lema 1.4. Se u ∈ H1
0,rad(B,w0) solução fraca de
− div(w0∇u) = λ|u|

2β
1−βueµβ|u|

2
1−β

, em B,

u = 0, em ∂B

(1.17)

onde λ ∈ R. Então u ∈ L∞(B).
Demonstração. Utilizando (1.8) e (1.4), para todo p > 1 a desigualdade de Hölder nos dá∫

B

|u|
2pβ
1−β |u|pepµβ|u|

2
1−β

dx ⩽
( ∫
B

|u|2p(
2β
1−β+1)dx

) 1
2
( ∫
B

e2pµβ|u|
2

1−β
dx
) 1

2

. (1.18)

Para k > 0, considere a função Tk(s) = (s + k)χ(−∞,−k] + (s − k)χ[k,∞) e seja Bk = {x ∈

B : |u| ⩾ k}, onde χA é a função caraceŕıstica do conjunto A. De (1.17), obtemos∫
B

∇u∇Tk(u)w0 dx = λ

∫
B

|u|
2β
1−βueµβ|u|

2
1−β
Tk(u) dx. (1.19)

Para r = θη e η = 3
θ−1

com θ > 1, podemos escrever

λ

∫
B

|u|
2β
1−βueµβ|u|

2
1−β
Tk(u) dx ⩽ |λ|

( ∫
B

|u|θ
1+β
1−βeθµ|u|

2
1−β

dx
) 1
θ
( ∫
B

|Tk(u)|
rdx
) 1
r

|Bk|
r−η−1
r

⩽ C∥Tk(u)∥Lr |Bk|
r−η−1
r .

(1.20)

Por outro lado, utilizando (1.4) obtemos∫
B

∇u∇Tk(u)w0 dx ⩾ C∥Tk(u)∥2w0
⩾ C∥Tk(u)∥2Lr . (1.21)

Por (1.19), (1.20) e (1.21) nos temos∫
B

|Tk(u)|
rdx ⩽ C|Bk|

2. (1.22)

Note que |Tk(s)| = (|s|− k)(1− χ[−k,k](s)) se s ∈ R e Bh ⊂ Bk para 0 < k < h. Então,∫
B

|Tk(u)|
rdx =

∫
Bk

(|u|− k)rdx ⩾
∫
Bh

(|u|− k)rdx ⩾ (h− k)r|Bh|. (1.23)

Seja ψ(k) = |Bk| com k ⩾ 0, naturalmente ψ(0) = |B|. De (1.22) e (1.23) obtemos

ψ(h) ⩽ C(h− k)−rψ(k)2, 0 < k < h. (1.24)

Sejam d = 4C
1
r |B|

1
r e km a sequência definida por k0 = 0 e km = km−1 +

d
2m

, para

m = 1, 2, · · · . Por indução em (1.24), obtemos

ψ(km) ⩽ 2−mrψ(0) → 0, as m→ ∞.
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De fato, para m = 1 temos

ψ(k1) ⩽ C(k1 − k0)
−rψ(0)p

′
= C(

2

d
)rψ(0)2 = 2−sψ(0).

Suponha que a desigualdade seja verdadeira para m. Então,

ψ(km+1) ⩽ C(km+1 − km)
−rψ(km)

2

= C
2(m+1)r

dr
ψ(km)

2

⩽ C
2(m+1)r

(22C
1
r |B|

1
r )r

(2−mr)2ψ(0)2

= 2(m+1)s(1−p)ψ(0).

Como km → d e ψ é não crescente, obtemos ψ(d) = 0. Consequentemente, ∥u∥L∞ ⩽

d.

1.4 Ponto cŕıtico além da constante cŕıtica com peso

logaŕıtmico

Nesta seção, provaremos a existência de um maximizante local para o funcional Iµ,

além da constante cŕıtica µβ. Para isso precisamos estender alguns resultados presentes

em [49] para o funcional de Moser com peso logaritmo.

Lembremos que existe β∗ ∈ (0, 1) tal que

A♯
µβ

:= sup
u∈Σ

Iµβ(u) > |B|(e+ 1), (1.25)

para qualquer β ∈ (0,β∗), veja [46, pág 196] ou [47, pág 5210].

Lema 1.5. Para qualquer β ∈ (0,β∗), o conjunto Kµβ = {u ∈ Σ : Iµβ(u) = A♯
µβ
} é

compacto.

Demonstração. Seja (uj) uma sequência em Kµβ . Sem perda de generalidade, iremos

supor que uj ⇀ u em H1
0,rad(B,w0). Como (uj) é uma sequência maximizante para

A♯
µβ
, de acordo com Lema de concentração e compacidade de Lions Lema 1.2, uma das

alternativas deve ocorrer:

1. u ̸≡ 0 e Iµβ(u) = A
♯
µβ
, ou

2. u ≡ 0 e lim sup
m→∞ Iµβ(uj) ⩽ |B|(1+ e).
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Contudo, a segunda alternativa contradiz (1.25) pois Iµβ(uj) = A♯
µβ

para todo j ∈ N.

Portanto, u ̸≡ 0 e Iµβ(u) = A
♯
µβ
. Da semicontinuidade inferior da norma, devemos ter

0 < ∥u∥w0
⩽ lim inf ∥uj∥w0

= 1.

Portanto,

A♯
µβ

= Iµβ(u) ⩽ Iµβ(u/∥u∥w0
) ⩽ A♯

µβ
.

Segue que ∫
B

(
e
µβ

(
|u|

∥u∥w0

) 2
1−β

− eµβ|u|
2

1−β
)
dx = 0.

Como 0 < ∥u∥w0
⩽ 1, se ∥u∥w0

< 1, então |u| < |u|/∥u∥w0
. Consequentemente o

integrando acima é estritamente positivo e a integral nunca se anula, com isso ∥u∥w0
=

1. Logo, devemos ter que u ∈ Kµβ . Como uj ⇀ u em H1
0,rad(B,w0) e ∥uj∥w0

=

∥u∥w0
e sendo o H1

0,rad(B,w0) uniformemente convexo. Segue que uj → u forte em

H1
0,rad(B,w0).

Para cada ε > 0, vamos definir Nε = {u ∈ Σ : dist(u,Kµβ) < ε}, onde dist(u,Kµβ) =

inf{∥u − v∥w0
: v ∈ Kµβ}. Como Kµβ é compacto, a famı́lia (Nε)ε>0 constitui uma base

de vizinhaça para Kµβ em Σ, isto é

1. Kµβ ⊂ Nε, para todo ε > 0;

2. Se U é um aberto em Σ tal que Kµβ ⊂ U, então Nε ⊂ U para algum ε > 0.

Kµβ
ε

Figura 1.1: Representação do conjunto Nε.

Note que

sup
u∈Nε

Iµβ(u) ⩽ sup
u∈Σ

Iµβ(u) = A
♯
µβ
, para todo ε > 0.

Além disso, temos que A♯
µβ

é atingido, para todo β ∈ (0,β∗) (ver Apêndice, Teorema 6).

Assim, Kµβ ̸= ∅ e como Kµβ ⊂ Nε, temos

A♯
µβ

= sup
u∈Nε

Iµβ(u), para todo ε > 0. (1.26)
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Lema 1.6. Suponha que β ∈ (0,β∗). Então, para todo ε > 0

sup
u∈N2ε\Nε

Iµβ(u) < A
♯
µβ

= sup
u∈Nε

Iµβ(u). (1.27)

Kµβ
ε
2ε

Figura 1.2: Representação do conjunto N2ε \Nε.

Demonstração. Denotemos por

γε = sup
u∈N2ε\Nε

Iµβ(u).

É claro que temos γε ⩽ A♯
µβ
, para todo ε > 0. Por contradição, suponha que existe

ε0 > 0 tal que γε0 = A♯
µβ
. Seja (uj) ⊂ N2ε0 \Nε0 tal que Iµβ(uj) → A♯

µβ
e uj ⇀ u em

H1
0,rad(B,w0), quando j→ ∞. Pelo mesmo argumento do Lema 1.5, utilizando (1.25) e o

Lema 1.2, temos

∥u∥w0
= 1 e Iµβ(u) = A

♯
µβ
. (1.28)

Novamente como uj ⇀ u e ∥uj∥w0
= ∥u∥w0

temos que uj → u em H1
0,rad(B,w0). De

(1.28), temos u ∈ Kµβ , mas

dist(u,Kµβ) = lim
j
dist(uj,Kµβ) ⩾ ε0 > 0,

o que nos dá uma contradição. Portanto, devemos ter a desigualdade estrita γε < A
♯
µβ

,

para todo ε > 0.

O próximo resultado é fundamental para demonstração do principal teorema deste

caṕıtulo, pois ele garante que a desigualdade (1.27) continua válida para µ > µβ, ao

menos enquanto µ estiver próximo de µβ.

Lema 1.7. Suponha que β ∈ (0,β∗). Então, existe µ♯ > µβ tal que para qualquer

µ ∈ [µβ,µ
♯), temos

sup
u∈N2ε\Nε

Iµ(u) < sup
u∈Nε

Iµ(u) := A
♯
µ, para ε > 0 suficientemente pequeno. (1.29)

Além disso, A♯
µ é atingido em Nε e Kµ = {u ∈ Nε : Iµ(u) = A

♯
µ} é compacto.
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Demonstração. Do Lema 1.3, I′µ é localmente limitada então, Iµ é localmente uniforme-

mente cont́ınua. Para cada v ∈ Kµβ , sejaU(v; εv) = {u ∈ H1
0,rad(B,w0) : ∥u−v∥w0

< εv}

uma vizinhança de v tal que Iµ é localmente uniformemente cont́ınua. Como Kµβ é com-

pacto, existem v1, · · · , vm tais que

Kµβ ⊂
m⋃
i=1

U(vi;
εi

2
).

Defina U =
⋃m
i=1U(vi;

εi
2
). Como Iµ é localmente uniformemente cont́ınua em cada

U(vi; εi), dado ε0 > 0, existe σ > 0 tal que, para todo i = 1, · · · ,m temos

u, v ∈ U(vi; εi), ∥u− v∥w0
< σ implica |Iµ(u) − Iµ(v)| < ε0. (1.30)

Seja εM = max{ε1, · · · , εm}. Para µ, ξ > 0, iremos escolher δ > 0 tal que

|µ− ξ| < δ implica
∣∣∣1− (ξ

µ

) 1−β
2
∣∣∣(1+ εM

2

)
< min

{ε1
2
, · · · , εm

2
,σ

}
. (1.31)

Se u ∈ U, então, u ∈ U(vi; εi2 ) para algum i ∈ {1, · · · ,m}. Da escolha de δ em (1.31),

para |µ− ξ| < δ temos (ξ
µ

) 1−β
2

u ∈ U(vi; εi).

De fato, ∥∥∥vi − (ξ
µ

) 1−β
2

u
∥∥∥
w0

⩽∥vi − u∥w0
+
∥∥∥u−

(ξ
µ

) 1−β
2

u
∥∥∥
w0

⩽
ϵi

2
+
∣∣∣1− (ξ

µ

) 1−β
2
∣∣∣∥u∥w0

⩽
ϵi

2
+
∣∣∣1− (ξ

µ

) 1−β
2
∣∣∣(εi

2
+ ∥vi∥w0

)
⩽
ϵi

2
+
∣∣∣1− (ξ

µ

) 1−β
2
∣∣∣(εM

2
+ 1
)
⩽ εi.

Se ∥u− vi∥w0 ⩽
εi
2
então, ∥u∥w0 ⩽ ∥vi∥+ εM

2
. Dáı∥∥∥u−

(ξ
µ

) 1−β
2

u
∥∥∥
w0

⩽
∣∣∣1− (ξ

µ

) 1−β
2
∣∣∣∥u∥w0

⩽
∣∣∣1− (ξ

µ

) 1−β
2
∣∣∣(εM

2
+ 1
)
< σ.

De (1.30), segue que

|µ− ξ| < δ implica |Iµ(u) − Iξ(u)| =
∣∣∣Iµ(u) − Iµ((ξ

µ

) 1−β
2

u
)∣∣∣ < ε0. (1.32)

Consequentemente, a aplicação µ 7→ Iµ(u) é cont́ınua, de forma uniforme com respeito

a u ∈ U. Tome ε > 0 pequeno de modo queN2ε ⊂ U. Utilizando (1.27), podemos escolher

ε0 > 0 tal que

sup
u∈N2ε\Nε

Iµβ(u) < sup
u∈Nε

Iµβ(u) − 2ε0. (1.33)
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Para ξ = µβ e escolhendo ε0 como acima, tomemos δ > 0 tal que (1.32) é válido. Portanto,

de (1.32) e (1.33), para todo µ ∈ [µβ,µβ + δ) obtemos

sup
u∈N2ε\Nε

Iµ(u) ⩽ ε0 + sup
u∈N2ε\Nε

Iµβ(u)

< sup
u∈Nε

Iµβ(u) − ε0

⩽ sup
u∈Nε

Iµ(u).

Isso mostra (1.29). Para µ ∈ [µβ,µβ + δ), seja (uj) ⊂ Nε uma sequência maximizante

para A♯
µ, isto é, Iµ(uj) → A♯

µ quando j → ∞, podemos supor que uj ⇀ u fraco em

H1
0,rad(B,w0) e uj(x) → u(x) q.t.p. em B. Para cada j ∈ N, seja (vj) ⊂ Kµβ satisfazendo

∥uj−vj∥w0
⩽ ε. Por compacidade, a menos de uma subsequência, temos vj → v forte em

H1
0,rad(B,w0) para algum v ∈ Kµβ . Em particular, v é solução de (1.17) e o Lema 2.6 nos

dá que v ∈ L∞(B). Defina wj = uj−vj+v e veja que wj−uj → 0 forte em H1
0,rad(B,w0).

Utilizando a convexidade da função x 7→ xq, para todo q ⩾ 1 e τ > 0, temos

(x+ y)q ⩽ (1+ τ)
q−1
q xq + (1− (1+ τ)−

1
q )1−qyq, x,y ⩾ 0, (1.34)

ver apêndice Teorema 2. Segue que

|wj|
q ⩽ (|v|+ |uj − vj|)

q

⩽ (1+ τ)
q−1
q ∥v∥qL∞ + (1− (1+ τ)−

1
q )1−q∥uj − vj∥qw0

∣∣∣ uj − vj
∥uj − vj∥w0

∣∣∣q
⩽ (1+ τ)

q−1
q ∥v∥qL∞ + (1− (1+ τ)−

1
q )1−qεq

∣∣∣ uj − vj
∥uj − vj∥w0

∣∣∣q.
(1.35)

Escolhendo q = 2
1−β

, τ = 1 e ε > 0 suficientemente pequeno tal que 2µ(1− 2−
1
q )1−qεq ⩽

µβ para todo µ ∈ [µβ,µβ + δ), de (1.8) e (1.35) temos∫
B

e2µ|wm|
2

1−β
dx

é uniformemente limitada. Assim, pelo Teorema da Convergência de Vitali, temos Iµ(wm) →

Iµ(u) e a continuidade uniforme local nós da que Iµ(wj) − Iµ(uj) → 0. Portanto,

Iµ(u) = A♯
µ. Além disso, pela semi-continuidade inferior da norma temos ∥u − v∥w0 ⩽

lim inf ∥uj − vj∥w0
⩽ ε e utilizando que ∥v∥w0

= 1, temos∥∥∥∥v− u

∥u∥w0

∥∥∥∥
w0

⩽ ∥v− u∥w0
+ |1− ∥u∥w0

|

= ∥v− u∥w0
+ |∥v∥w0

− ∥u∥w0
|

⩽ 2∥v− u∥w0
⩽ 2ε.
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Isso implica que u
∥u∥w0

∈ N2ε, e de (1.29), obtemos Iµ

(
u

∥u∥w0

)
⩽ A♯

µ = Iµ(u). Segue que

∥u∥w0
= 1. Assim, u ∈ Σ, o que que nos dá u ∈ Nε. Contudo, por (1.29), devemos ter

que u ∈ Nε, e A♯
µ é atingido Nε. Finalmente, se (uj) ⊂ Kµ com uj ⇀ u, pelo argumento

acima, uj → u forte, e u ∈ Kµ. O que mostra que Kµ é compacto.

Agora iremos provar o principal resultado desse caṕıtulo, onde estenderemos o resul-

tado de Struwe [49] para a H1
0,rad(B,w0).

Teorema 1.1. Existe β∗ ∈ (0, 1) tal que para qualquer β ∈ (0,β∗) existe µ♯ > µβ onde

Iµ admite um maximizante local uµ em Σ para qualquer µ ∈ (0,µ♯).

Demonstração. Da discussão da seção 1.2, para µ < µβ, existe um maximizante para o

funcional Iµ restrito a Σ. No caso cŕıtico µ = µβ, como pode ser visto em [40, 46, 47] o

funcional Iµβ admite uma função maximizante quando restrito a Σ com β ∈ (0,β∗), para

β∗ > 0 suficientemente pequeno. No caso supercŕıtico, o Lema 2.9 garante que existe

µ♯ > µβ tal que o funcional Iµ admite um maximizante local quando restrito a Σ para

todo µ ∈ (µβ,µ
♯).

Como consequência do Teorema 1.1, o funcional (1.6) admite um ponto cŕıtico res-

trito ao conjunto Σ, que corresponde a um maximizante global quando µ ⩽ µβ e um

maximizante local quando µ ∈ (µβ,µ
♯).



Caṕıtulo 2

Maximizante local para o funcional

de Moser supercŕıtico fracionário

Neste caṕıtulo iremos apresentar uma outra versão dos resultados propostos por Struwe [49].

Em espaços de dimensão fracionária e com peso do tipo logaŕıtmico estendendo um resul-

tado recente [53] de existência de pontos cŕıticos para o funcional de Moser.

2.1 Espaço X1,p
1 (α, θ)

Para p ⩾ 1 e θ > 0, denotamos por Lpθ(0, 1), ou simplesmente Lpθ, o espaço de todas

as funções mensuráveis u : (0, 1) → R tais que

∥u∥Lpθ =


( ∫1

0 |u(r)|
pdλθ

) 1
p

<∞, se 1 ⩽ p <∞
ess sup0<r<1 |u(r)| <∞, se p = ∞,

(2.1)

onde dλθ = ωθr
θdr, com ωθ = 2π

θ+1
2 /Γ(θ+1

2
) e Γ representa a função Gamma de Euler,

definida por Γ(x) =
∫∞
0 t

x−1e−tdt.

Estamos particularmente interessado nesses espaços devido a presença natural de pesos

quando lidamos com funções radialmente simétricas. Seja f : BR ⊂ Rn → R uma função

radialmente simétrica, ou seja, existe uma função g : (0,R) → R tal que f(x) = g(r), onde

r = |x|. Nesse caso, f é integrável em BR com respeito à medida de Lebesgue dx se, e

somente se, g é integrável em (0,R) com respeito à medida λn−1(r) = ωn−1r
n−1dr. Além

disso, vale a igualdade:∫
BR

f(x)dx = ωn−1

∫R
0

g(r)rn−1dr =

∫R
0

g(r)dλn−1.

26
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Logo a medida dλθ estende de modo natural a integração em RN para espaços que

não necessariamente possuem dimensão inteira. Isso nos possibilita procurar extensões

de resultados clássicos em RN para dimensões não inteiras. A integração em espaços de

dimensão não inteira é frequentemente usada no método de regularização dimensional

como uma ferramenta poderosa para obter resultados em Mecânica, Estat́ıstica e Teoria

Quântica de Campos. Para mais detalhes, veja [8, 16, 19, 22, 58].

Seja AC1(0, 1) o conjunto das funções localmente absolutamente cont́ınuas u : (0, 1) →

R tais que limr→1 u(r) = 0. Definimos o espaço de de dimensão fracionária X1,p
1 (α, θ) por

X1,p
1 (α, θ) = {u ∈ AC1(0, 1); (∥u′∥Lpα + ∥u∥Lpθ)

1
p <∞},

no qual o fecho é tomado com respeito à norma

∥u∥X = ∥u′∥Lpα + ∥u∥Lpθ .

O estudo dos espaços X1,p
1 (α, θ) pode ser pode ser feito sob diversas condições dos parâmetros,

α, θ,p. Vale destacar casos bem distintos e temas de estudo na literatura.

i) Caso Sobolev: α− p+ 1 > 0;

ii) Caso Trudinger-Moser: α− p+ 1 = 0;

iii) Caso Morrey α− p+ 1 < 0.

Como os espaços com pesos desempenham um papel importante no estudo de opera-

dores diferenciais parciais, muitos trabalhos têm sido dedicados a esse tema. Na década

de 1990, Opic e Kufner [42] demonstraram a seguinte desigualdade do tipo Hardy:(∫ 1

0

|u(r)|q rνdr

) 1
q

⩽ C

(∫ 1

0

|u ′(r)|p rαdr

) 1
p

, u ∈ X1,p
1 (α, θ). (2.2)

Essa desigualdade vale sob as seguintes condições de parâmetros.

(i) Caso Sobolev (α−p+1 > 0) : Sejam ν ⩾ 0 e u ∈ X1,p
1 (α, θ). Então (2.2) vale desde

que

• ν ⩾ α− p e q ∈ (1, (ν+1)p
α−p+1

], ou

• ν < α− p e q ∈ (1, (ν+1)p
α−p+1

)

(ii) Caso Trudinger-Moser (α−p+1 = 0): Sejam ν ⩾ 0, α > 0, p > 1 e u ∈ X1,p
1 (α, θ).

Então (2.2) vale desde que
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• q ∈ (1,∞).

Utilizando isso, Opic e Kufner [42] estabeleceram os seguintes mergulhos.

No caso Sobolev, vale o seguinte mergulho cont́ınuo

X1,p
1 (α, θ) ↪→ Lqν, (2.3)

para todo q ∈ (1,p∗] e θ ⩾ α − p, onde p∗ = (ν+1)p
α−p+1

. Caso q < p∗, o mergulho (2.3) é

compacto.

No caso Trudinger-Moser, vale a seguinte imersão compacta

X1,p
1 (α, θ) ↪→ Lqν, para todo q ∈ (1,∞) e ν ⩾ 0. (2.4)

Um estudo mais detalhado dessas imersões será apresentado na próxima seção, dentro de

um contexto mais geral.

Se θ ⩾ α − p a norma de X1,p
1 (α, θ) é equivalente a norma ∥u′∥Lpα , Em particular no

caso Trudinger-Moser essas normas são equivalentes para todo α, θ ⩾ 0, e p > 1. Em

geral, a propriedade de convexidade uniforme não é preservada por normas equivalentes,

sendo assim faz-se necessário destacar o espaço X1,p
1 (α, θ) munido com a norma ∥u′∥Lpα é

uniformemente convexo e reflexivo.

A fim de simplificações a norma de X1,p
1 (α, θ) que equivale a ∥u′∥Lpα será denotada por

∥u∥X.

Nosso interesse por esses espaços decorre do fato de eles serem modelos apropriados

para o estudo, via cálculo variacional, de problemas envolvendo a seguinte classe de ope-

radores eĺıpticos quasilineares

Lu := r−θ(rα|u′|pu′)′. (2.5)

A classe de operadores L inclui diversos operadores clássicos quando considerados em sua

forma radial, como o m−laplaciano e o k−hessiano, além de vários outros operadores

quasilineares.

Operador α p θ

m-Laplaciano (m > 1) n− 1 m− 2 n− 1

k-Hessiano n− k k− 1 n− 1

Lembrando que o operador k−hessiano Sk(D
2u) é definido por Sk(D

2u) = [D2u]k,

onde [D2u]k é a soma de todos os determinantes menores principais de ordem k da matriz
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hessiana. Em particular o S1(D
2u) coincide com o laplaciano e SN(D

2u) o operador de

Monge-Ampére. Esse último é um exemplo clássico de operador totalmente não-linear.

Uma aplicação clássica e relevante ocorre no estudo dos conhecidos sistemas micro-

mecânicos (MEMS — Microelectromechanical Systems). Dispositivos MEMS são funda-

mentais na tecnologia moderna, com presença marcante em áreas como telecomunicações,

engenharia biomédica e exploração espacial. Para mais informações sobre as aplicações

de MEMS e outras versões, recomendamos. [7, 23, 43].

A classe de operadores L tem sido objeto de pesquisas recentes e relevantes, por per-

mitir a extensão de diversos resultados clássicos para o contexto de espaços com dimensão

fracionária. Para uma análise mais aprofundada e aplicações relacionadas ao operador L,

recomendamos [8, 16, 19, 22, 29].

2.2 Espaço X1,p
1,w0

Nesta seção, consideraremos exclusivamente o caso Trudinger-Moser, isto é, quando

α = p−1. Em um trabalho recente, J. Xue, C. Zhang e M. Zhu [53] introduziram um novo

espaço de funções com peso, na dependência de peso que envolve um termo logaŕıtmico.

Mais precisamente, sejam X1 definido conforme a Seção 2.1 e w0 dado por

w0(r) := (− log r)β(p−1), 0 < r ⩽ 1, 0 ⩽ β < 1.

Para u ∈ AC1(0, 1) definimos

∥u∥Xw0
=

(∫ 1

0

|u ′|p(− log r)β(p−1) dλα

)1/p

.

O espaço X1,p
1,w0

é definido por

X1,p
1,w0

= {u ∈ AC1(0, 1) : ∥u∥Xw0
<∞},

onde o fecho é tomado com respeito à norma ∥ · ∥Xw0
.

Uma questão natural que surge é: sob quais condições o espaço X1,p
1,w0

está imerso

continuamente ou de forma compacta em Lqθ?

Com base nos resultados e na notação introduzidos por A. Kufner e B. Opic [42],

definem-se F1, A1 e B1 da seguinte forma:
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• Para 1 ⩽ p ⩽ q ⩽ ∞, define-se F1 : (0, 1) → [0,∞] por

F1(r) =

(∫ r
0

ωθs
θ ds

) 1
q
(∫ 1

r

(
ωα(− log s)β(p−1)sα

)1−p ′

ds

) 1
p ′

. (2.6)

Para simplificar a expressão, utilizando que 1
p
+ 1
p′ = 1 temos

F1(r) =
( ωθ

θ+ 1
rθ+1

) 1
q

(∫ 1

r

ω1−p′

α (− log s)−βs−1 ds

) 1
p ′

fazendo a mudança − log s = t, temos − 1
s
ds = dt, segue que

F1(r) =
( ωθ

θ+ 1
rθ+1

) 1
q

(∫− log r

0

ω1−p′

α t−β dt

) 1
p ′

.

Assim,

F1(r) = C1 r
θ+1
q (− log r)

1−β
p ′ , (2.7)

onde C1 depende apenas de α, θ, p, q com

1

p
+

1

p ′ =
1

q
+

1

q ′ = 1.

• Define-se

B1 := sup
0<r<1

F1(r).

• Para 1 ⩽ q < p <∞, define-se

A1 :=
ω

1/q
θ

(θ+ 1)1/q
· ω

(1−p ′)/q
α

(1− β)1/q ′

(∫ 1

0

r
θ+1
q m−1(− log r)(1−β)m+β dr

)1/m

,

onde 1
m

= 1
q
− 1
p
.

Fazendo a substituição t = − log r, obtém-se

A1 = C1

( ∫∞
0

e−t(
θ+1
q m)t(1−β)m+βdt

) 1
m

,

onde C1 depende de p,q,α, θ assim,

A1 = C1
Γ((1− β)m+ β+ 1)

1
m(

θ+1
q
m
)(1−β)+β+1

m

. (2.8)

Considere H o seguinte operador linear

H : Lpα,w0
→ Lqθ, (Hf)(r) :=

∫ 1

r

f(s) ds.
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Sobre quais condições o operador está bem definido, é cont́ınuo e compacto?

Com essa notação, B. Opic e A. Kufner mostram que o operador H é cont́ınuo se,

e somente se, B1 é finito ou, equivalentemente, se A1 é finito, dependendo dos casos

1 < p ⩽ q <∞ ou 1 < q < p <∞.

Além disso, para 1 < p ⩽ q <∞, H é compacto se, e somente se,

B1 <∞ e lim
r→0+

F1(r) = lim
r→1−

F1(r) = 0.

Já no caso 1 < q < p <∞, H é compacto se, e somente se,

A1 <∞.

Observe que, pela expressão obtida em (2.7),

lim
r→0+

C1 r
θ+1
q (− log r)

1−β
p ′ = lim

r→1−
C1 r

θ+1
q (− log r)

1−β
p ′ = 0,

como F1(r) = r
θ+1
q (− log r)

1−β
p ′ é cont́ınua em (0, 1) e os limites para os extremos 0 e 1

existem e são nulos, segue que B1 <∞. Por outro lado, de (2.8), conclui-se imediatamente

que A1 <∞, já que (1 − β)m + β + 1 > 0. O espaço X1,p
1,w0

é particularmente adequado

para análise, pois satisfaz uma desigualdade do tipo Hardy, a qual desempenha um papel

fundamental no estudo de propriedades funcionais e nas imersões associadas.

Lema 2.1 ([42], Teorema 6.2). Sejam 1 ⩽ p ⩽ q ⩽ ∞ e u localmente absolutamente

cont́ınua. A desigualdade de Hardy(∫ 1

0

|u|q dλθ

)1/q

⩽ C

(∫ 1

0

|u ′|pw0 dλα

)1/p

é válida se, e somente se, B1 <∞.

Lema 2.2 ([42], Teorema 6.3). Sejam 1 ⩽ q < p ⩽ ∞ e u localmente absolutamente

cont́ınua. A desigualdade de Hardy(∫ 1

0

|u|q dλθ

)1/q

⩽ C

(∫ 1

0

|u ′|pw0 dλα

)1/p

é válida se, e somente se, A1 <∞.

Pela discussão anterior, conclui-se que B1,A1 <∞. Assim, as desigualdades estabele-

cidas nos lemas acima são válidas para todas as funções u ∈ X1,p
1,w0

.
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Recentemente, de Oliveira, do Ó e Ponciano [17], apresentaram uma forma bem mais

geral da desigualdade do tipo Hardy (2.2). O trabalho estabelece condições sobre os

parâmetros p,q,α, θ,ν,µ que garantem a validade da desigualdade( ∫ 1

0

|w|q(− log r)µrθdr
) 1
q

⩽ C
( ∫ 1

0

|w′|p(− log r)νrαdr
) 1
p

na qual w é uma função localmente absolutamente cont́ınua. Essa formulação é uti-

lizada para obter uma desigualdade do tipo Hardy no contexto do espaço das funções

k-admisśıveis com peso logaŕıtmico, denotado por Φk0,rad(B,w0). Esse espaço generaliza

o espaço clássico das funções k-admisśıveis que é particularmente útil na obtenção de

estimativas eĺıpticas para o operador k-hessiano.

Por fim destacamos que o espaço X1,p
1,w0

está compactamente imerso em Lqθ, ou seja,

X1,p
1,w0

↪→ Lqθ.

Lema 2.3 ([17], Corolário 1.1). Suponha que α = p − 1 e seja θ ⩾ 0. Então, a inclusão

X1,p
1,w0

↪→ Lqθ é compacta para todo q ∈ (1,∞).

A fim de complementar o estudo desses espaços com peso, surge a seguinte questão:

que tipo de imersão se obtém caso β ⩾ 1? Considere o espaço X1,p
1,w1

, definido de forma

análoga a X1,p
1,w0

, mas associado ao peso w1(r) =
(
log e

r

)β(p−1)
, para 0 ⩽ r < 1. Nessas

condições, tem-se que X1,p
1,w1

↪→ L∞ quando β > 1, enquanto no caso cŕıtico β = 1,

observa-se um crescimento do tipo duplo exponencial,

i) ∫ 1

0

ee
|u|

p
p−1

dλθ < +∞, ∀ u ∈ X1,p
1,w1

,

ii)

sup
∥u∥Xw1

⩽1

∫ 1

0

eae
ω

1
α
α |u|

p
p−1

dλθ < +∞ ⇐⇒ α ⩽ θ+ 1.

2.3 Trudinger-Moser em dimensão fracionária

Com relação aos espaços X1,p
R (α, θ), recentemente do Ó e de Oliveira [16, 19] estabe-

lecem uma desigualdade do tipo Trudinger-Moser para esses espaços, ou seja,

sup
u∈X1,p

1 (α,θ) : ∥u′∥
L
p
α
⩽1

∫ 1

0

eµ|u|
p
p−1

dλθ <∞ ⇐⇒ µ ⩽ µα,θ = (θ+ 1)ω
1
α
α , (2.9)
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onde α = p−1 (condição de Trudinger-Moser). Além disso, existe um extremal para (2.9)

sempre que µ ⩽ µα,θ. Recentemente Xue, Zhang e Zhu [53], inspirados pelos trabalhos

[5, 19, 46] demonstraram que vale uma desigualdade do tipo Trudinger-Moser nos espaços

de dimensão fracionária com peso logaŕıtmico X1,p
1,w0

. Ou seja, vale:

sup
∥u∥Xw0

⩽1

∫ 1

0

eµ|u|
p′

1−β
dλθ <∞ ⇐⇒ µ ⩽ µα,θ,β = (θ+ 1)[ω

1
α
α(1− β)]

1
1−β , (2.10)

onde p′ = p
p−1

. Além disso, assim como em [40, 46, 47], a atingibilidade do supremo em

(2.10) é garantida caso β > 0 seja suficientemente pequeno. De maneira semelhante ao

que ocorre em H1
0,rad(B,w0), tem-se que, se u ∈ X1,p

1,w0
, então

e|u|
γ ∈ L1, caso γ ⩽

p′

1− β
. (2.11)

como pode ser visto em [53].

Utilizando o Teorema Fundamental do Cálculo, vale a seguinte estimativa pontual

para funções u ∈ X1,p
1,w0

|u(r)| ⩽
(− log r)

1−β
p′

ω
1
p
α(1− β)

1
p′
∥u∥Xw0

. (2.12)

De fato, como u(1) = 0, pela desigualdade de Hölder, temos

|u(r)| ⩽
∫ 1

r

(
t
α
p (− log t)

β
p′ |u′(t)|

)(
t−

α
p (− log t)−

β
p′
)
dt

⩽

(∫ 1

r

tα(− log t)β(p−1)|u ′(t)|p dt

) 1
p
(∫ 1

r

t−1(− log t)−β dt

) 1
p′

⩽
1

ω
1
p
α

(
ωα

∫ 1

r

tα(− log t)β(p−1)|u ′(t)|pdr
) 1
p
(
−

(− log t)1−β

1− β

∣∣∣1
r

) 1
p′

⩽
(− log r)

1−β
p′

ω
1
p
α(1− β)

1
p′
∥u∥Xw0

.

Estamos considerando o caso em que 0 ⩽ β < 1. Nosso objetivo é estender os

resultados de Struwe para o contexto de dimensão fracionária com peso logaŕıtmico.

Inicialmente, introduziremos o funcional de Moser no espaço X1,p
1,w0

. Sejam Iµ : X1,p
1,w0

→

R definido por

Iµ(u) =

∫ 1

0

eµ|u|
p′

1−β
dλθ, (2.13)

e Σ dado por

Σ =
{
u ∈ X1,p

1,w0
; ∥u∥Xw0

= 1
}
. (2.14)

Por (2.11) o funcional é bem definido.
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No caso subcŕıtico, ou seja, para µ < µα,θ,β, existe um ponto cŕıtico de Iµ restrito a

Σ, conforme demonstrado em [53], com o aux́ılio do Teorema da Convergência de Vitali.

Já no caso cŕıtico, µ = µα,θ,β, a existência de ponto cŕıtico esta garantida apenas para

β > 0 suficientemente pequeno. Vale ressaltar que a existência desses pontos cŕıticos para

(2.13) restrito a (2.14) está relacionada à existência de extremais para (2.10).

Nosso objetivo neste caṕıtulo é demonstrar a existência de um maximizante local para

Iµ e, consequentemente, a existência de pontos cŕıticos desse funcional, sob a condição

µ > µα,θ,β.

Um resultado crucial para a demonstração da existência de pontos cŕıticos do funcional

de Moser é um teorema do tipo concentração-compacidade de Lions apresentado em [53].

Dizemos que uma sequência (wj) ⊂ X1,p
1,w0

concentra na origem se ∥wj∥Xw0
= 1 e, para

todo δ ∈ (0, 1), tem-se

∫ 1

δ

|w ′
j|
pw0 dλα → 0 quando j→ ∞.

Além disso, se uma sequência concentra na origem, então

Iµα,θ,β(w) ⩽
ωθ

θ+ 1

(
1+ eγ+Ψ(p)

)
,

onde γ = limm→∞
(∑m

j=1
1
j
− lnm

)
é a constante de Euler, e Ψ(x) = Γ ′(x)/Γ(x), sendo

Γ a função Gamma de Euler, veja Apêndice Teorema 7.

Lema 2.4 (Alternativa de Concentração e Compacidade). Seja (wj) uma sequência em

X1,p
1,w0

tal que wj ⇀ w fracamente em X1,p
1,w0

. Então, somente uma das seguintes alterna-

tivas ocorre:

i) Iµα,θ,β(wj) → Iµα,θ,β(w);

ii) wj concentra em r = 0.

Veja [53, Teorema 1.4].

2.4 Propriedades do funcional de Moser fracionário

Lema 2.5. Para µ > 0, seja Iµ : X1,p
1,w0

→ R dado por (2.13). Então, Iµ é Fréchet

diferenciável em X1,p
1,w0

e I′µ : X1,p
1,w0

→ (X1,p
1,w0

)∗ é localmente uniformemente cont́ınua e

limitada.
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Demonstração. Iremos aplicar o Teorema da Convergência de Vitali. Primeiro, veja que

para u, v ∈ X1,p
1,w0

e (sj) qualquer sequência positiva tal que sj → 0, podemos escrever

Iµ(u+ sjv) − Iµ(u) =
p′µ

1− β

∫ 1

0

∫sj
0

v|u+ tv|
p′

1−β−2(u+ tv)eµ|u+tv|
p′

1−β
dtdλθ. (2.15)

Para qualquer j ∈ N, seja fj : [0, 1] → R dado por

fj(r) =
1

sj

∫sj
0

v|u+ tv|
p′

1−β−2(u+ tv)eµ|u|
p′

1−β
dt

e f : [0, 1] → R definida por

f(r) = uv|u|
p′

1−β−2eµ|u|
p′

1−β
.

Afirmamos que (fj) converge para f em L1([0, 1]). De fato, temos fj(r) → f(r) q.t.p. em

[0, 1]. Pela desigualdade de Hölder juntamente com (3) e (2.12) temos∫ 1

0

|v||u|
p′

1−β−1eµ|u|
p′

1−β
dλθ

⩽
( ∫ 1

0

|u|
2p′
1−β−2e2µ|u|

p′
1−β

dλθ

) 1
2
( ∫ 1

0

|v|2dλθ

) 1
2

⩽ C
( ∫ 1

0

|u|
2p′
1−β−2e2µ|u|

p′
1−β

dλθ

) 1
2
( ∫ 1

0

(− log r)
2(1−β)(p−1)

p dλθ

) 1
2

(2.16)

onde C depende somente de α,β e ∥v∥Xw0
. Fazendo a mudança − log r = t temos na

última integral ∫ 1

0

(− log r)
2(1−β)

p′ dλθ = ωθ
Γ(2(1−β)

p′ + 1)

(θ+ 1)
2(1−β)

p′ +1
.

Por (2.16) obtemos que f ∈ L1([0, 1]). Para garantir a integrabilidade uniforme de (fj),

basta mostrar que ela limitada em Lq([0, 1]) para algum q > 1. Novamente pela desigual-

dade de Hölder temos

|fj(r)| ⩽
1

sj

∫sj
0

|v||u+ tv|
p′

1−β−1eµ|u|
p′

1−β
dt

⩽
1

sj
s
1− 1

q

j

( ∫sj
0

|v|q(|u+ tv|
qp′
1−β−qeqµ|u+tv|

p′
1−β

dt
) 1
q

e assim

|fj(x)|
q ⩽

1

sj

∫sj
0

|v|q|u+ tv|
qp′
1−β−qeqµ|u+tv|

p′
1−β

dt.

Veja que, para σ,ν > 0, vale

τσeµτ
ν

⩽ cecτ
ν

, τ ⩾ 0
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para alguma constante c > 0, que depende somente de σ,ν e µ. Assim, para algum

t ∈ [0, sj], e c > 0 dependendo somente de µ e β temos

|u+ tv|
p′

1−β−1eµ|u+tv|
p′

1−β
⩽ cec|u+tv|

p′
1−β

⩽ cec(2
p′

1−β−1
(|u|

p′
1−β+t

p′
1−β |v|

p′
1−β ))

⩽ cec1|u|
p′

1−β
ec1s

p′
1−β
j |v|

p′
1−β

,

(2.17)

para algum c1 > 0 dependendo somente de µ e β (c1 = c2
p′

1−β−1 nesse caso).

Para q > 1, temos 3qc1s
p′

1−β

j ⩽ µα,θ,β, para j suficientemente grande. Portanto,

utilizando a desigualdade de Hölder, (2.10), (2.12), (2.17), temos∫ 1

0

|fj|
qdλθ ⩽

c

sj

∫sj
0

∫ 1

0

|v|qeqc1|u|
p′

1−β
eqc1s

p′
1−β
j |v|

p′
1−β

dλθdt

⩽ c∥v∥q
L
3q
θ

( ∫ 1

0

e3qc1|u|
p′

1−β
dλθ

) 1
3
( ∫ 1

0

e3qc1s
p′

1−β
j |v|

p′
1−β

dλθ

) 1
3

⩽ C∥v∥qXw0

( ∫ 1

0

e3qc1|u|
p′

1−β
dλθ

) 1
3

⩽ C
( ∫ 1

0

e3qc1|u|
p′

1−β
dλθ

) 1
3

,

(2.18)

onde utilizamos ∥v∥Xw0
< ∞. Portanto, utilizando o teorema da convergência de Vitali

obtemos que fj → f em L1. Dividindo (2.15) por sj e fazendo j→ ∞ obtemos a derivada

de Gateaux

I′µ(u) · v =
p′µ

1− β

∫ 1

0

v|u|
p′

1−β−2ueµ|u|
p′

1−β
dλθ.

Resta provar que I′µ : X1,p
1,w0

→ (X1,p
1,w0

)∗ é localmente uniformemente cont́ınua e limi-

tada. Primeiramente, iremos provar a limitação local de I′µ. Sejam u ∈ X1,p
1,w0

fixado

arbitrariamente e U(u; ε) = {w ∈ X1,p
1,w0

: ∥w − u∥Xw0
< ε}, onde ε > 0 será esco-

lhido posteriormente. Para w ∈ U(u; ε), definamos h = (w − u)/ε. Utilizando (2.12)

em conjunto com a desigualdade de Hölder e argumentando novamente como em (2.17)

temos

|I′µ(w) · v| ⩽
p′µ

1− β

∫ 1

0

|v|ecµ|u+εh|
p′

1−β
dλθ

⩽
p′µ

1− β

∫ 1

0

|v|ec1µ(|u|
p′

1−β+|εh|
p′

1−β )dλθ

⩽
p′µ

1− β
∥v∥L2θ

( ∫ 1

0

e4c1µ|u|
p′

1−β
dλθ

) 1
4
( ∫ 1

0

eε
p′

1−β 4c1µ|h|
p′

1−β
dλθ

) 1
4

⩽
p′µC

1− β
∥v∥Xw0

( ∫
B

e4c1µ|u|
p′

1−β
dλθ

) 1
4
( ∫
B

e4ε
p′

1−β c1µ|h|
p′

1−β
dλθ

) 1
4

,
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para qualquer v ∈ X1,p
1,w0

. Assim, iremos escolher ε > 0 satisfazendo 4ε
p′

1−βc1µ ⩽ µα,θ,β,

pela desigualdade de Trudinger-Moser (3) temos

∥I′µ(w)∥∗ = sup
∥v∥Xw0

=1

|I′µ(w) · v|

⩽ C
( ∫ 1

0

e4c1µ|u|
p′

1−β
dλθ

) 1
4

,

para todo w ∈ U(u; ε). Assim, I′µ é localmente limitada. Para qualquer v ∈ X1,p
1,w0

com

∥v∥Xw0
⩽ 1, seja L(t, r) dada por

L(t, r) = |u+ th|
p′

1−β−2(u+ th)eµ|u+th|
p′

1−β

como em (2.15) obtemos

|I′µ(u+ εh) · v− I′µ(u) · v| =
∣∣∣ p′µ
1− β

∫ 1

0

v

∫ε
0

d

dt
L(t, r)dtdλθ

∣∣∣
⩽ C

∫ε
0

∫ 1

0

|v||h||u+ th|
p′

1−β−2eµ|u+th|
p′

1−β
dtdλθ (2.19)

+ C

∫ε
0

∫ 1

0

|v||h||u+ th|
2p′
1−β−2eµ|u+th|

p′
1−β

dtdλθ, (2.20)

onde C depende somente de µ, β e p. Vamos estimar as integrais (2.19) e (2.20). De

modo similar a (2.17) e (2.18), para todo t ∈ [0, ε] obtemos∫ 1

0

|v||h||u+ th|
p′

1−β−2eµ|u+th|
p′

1−β
dλθ

⩽ c
∫ 1

0

|v||h|ec1|u|
p′

1−β
ec1ε

p′
1−β |h|

p′
1−β

dλθ

⩽ C∥v∥L4θ∥h∥Xw0

( ∫ 1

0

e4c1|u|
p′

1−β
dλθ

) 1
4
( ∫ 1

0

e4c1ε
p′

1−β |h|
p′

1−β
dλθ

) 1
4

⩽ C
( ∫ 1

0

e4c1|u|
p′

1−β
dλθ

) 1
4

,

(2.21)

contanto que

4c1ε
p′

1−β ⩽ µα,θ,β.

Analogamente,∫ 1

0

|v||h||u+ th|
2p′
1−β−2eµ|u+th|

p′
1−β

dλθ

⩽ c
∫ 1

0

|v||h|ec1|u|
p′

1−β
ec1ε

p′
1−β |h|

p′
1−β

dλθ

⩽ C∥v∥L4θ∥h∥Xw0

( ∫ 1

0

e4c1|u|
p′

1−β
dλθ

) 1
4
( ∫ 1

0

e4c1ε
p′

1−β |h|
p′

1−β
dλθ

) 1
4

⩽ C
( ∫ 1

0

e4c1|u|
p′

1−β
dλθ

) 1
4

.

(2.22)
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Combinado (2.19), (2.21) e (2.22), para ε > 0 suficientemente pequeno, obtemos

∥I′µ(u+ εh) − I′µ(u)∥∗ ⩽ Cε

para alguma constante C > 0 dependendo somente de β,µ, u e p. Assim, I′µ é localmente

uniformemente cont́ınua. Finalmente, a continuidade da derivada de Gateaux I′µ garante

que Iµ é continuamente Fréchet diferenciável.

Agora, iremos provar uma estimativa L∞ para soluções de um problema de Dirichlet,

que envolve não linearidade do tipo exponencial. A fim de simplicidade a constante λ que

aparece no teorema abaixo depende de ωα e ωθ.

Lema 2.6. Se u ∈ X1,p
1,w0

é solução fraca de
−(rα|u′|p−2u′w0)

′ = λ|u|
p′

1−β−2ueµα,θ,β|u|
p′

1−β
rθ, em (0, 1),

u(1) = 0

(2.23)

onde λ ∈ R. Então u ∈ L∞([0, 1]).
Demonstração. Utilizando (2.10) e Lema 2.3, a desigualdade de Hölder nós dá∫ 1

0

|u|
p′q
1−β−2q|u|qeqµα,θ,β|u|

p′
1−β

dλθ ⩽
( ∫ 1

0

|u|2q(
p′

1−β−1)rθdr
) 1

2
( ∫ 1

0

e2qµα,θ,β|u|
p′

1−β
rθdr

) 1
2

.

(2.24)

Assim, ∫ 1

0

|u|
p′q
1−β−2q|u|qeqµα,θ,β|u|

p′
1−β

dλθ <∞, para todo q > 1. (2.25)

Para k > 0, considere

Tk(ν) = (ν+ k)χ(−∞,−k] + (ν− k)χ[k,∞).

Seja Bk = {r ∈ (0, 1) : |u| ⩾ k}, onde χA é a função caracteŕıstica do conjunto A, e

denotaremos por |Bk| =
∫
Bk
w0r

αdr. De (2.23), obtemos∫ 1

0

|u′|p−2u′(Tk(u))
′w0r

α dr = λ

∫ 1

0

|u|
p′

1−β−2ueµα,θ,β|u|
p′

1−β
Tk(u)r

θ dr. (2.26)

Para s = ησ e η = p+1
σ−1

com σ > 1, podemos escrever

λ

∫ 1

0

|u|
p′

1−β−2ueµα,θ,β|u|
p′

1−β
Tk(u)r

θ dr

⩽ |λ|
( ∫ 1

0

|u|σ
p′

1−β−σeσµα,θ,β|u|
p′

1−β
rθdr

) 1
σ
( ∫ 1

0

|Tk(u)|
srθdr

) 1
s

|Bk|
s−η−1
s

⩽ C∥Tk(u)∥Lsθ |Bk|
r−η−1
r ,

(2.27)
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onde na primeira integral utilizamos a desigualdade de Hölder e que e|u|
p′/(1−β) ∈ L1. Por

outro lado, utilizando (2.12) temos∫ 1

0

|u′|p−2u′(Tk(u))
′w0r

α dr ⩾ C∥Tk(u)∥pXw0
⩾ C∥Tk(u)∥pLs . (2.28)

Por (2.26), (2.27) e (2.28) temos( ∫ 1

0

|Tk(u)|
sdr
)p−1

s

⩽ C|Bk|
s−η−1
s .

Assim, ∫ 1

0

|Tk(u)|
sdr ⩽ C|Bk|

p′
. (2.29)

Note que |Tk(ν)| = (|ν|− k)(1− χ[−k,k](ν)) se ν ∈ R e Bh ⊂ Bk para 0 < k < h. Então∫ 1

0

|Tk(u)|
sdr =

∫
Bk

(|u|− k)sdr ⩾
∫
Bh

(|u|− k)sdr ⩾ (h− k)s|Bh|. (2.30)

Seja ψ(k) = |Bk|, k ⩾ 0. De (2.29) e (2.30) obtemos

ψ(h) ⩽ C(h− k)−sψ(k)p
′
, 0 < k < h. (2.31)

Seja d = 2pC
1
s |B|

1
(p−1)s e considere a sequência km definida por k0 = 0 e km = km−1+

d
2m

,

para m = 1, 2, · · · . Por indução em (2.31), obtemos

ψ(km) ⩽ 2ms(1−p)ψ(0) → 0, as m→ ∞.

De fato, para m = 1, temos

ψ(k1) ⩽ C(k1 − k0)
−sψ(0)p

′
= C(

2

d
)sψ(0)p

′
= 2s(1−p)ψ(0).

Suponha que a desigualdade seja verdadeira para m. Então,

ψ(km+1) ⩽ C(km+1 − km)
−sψ(km)

p′

= C
2(m+1)s

ds
ψ(km)

p′

⩽ C
2(m+1)s

(2pC
1
s |B|

1
(p−1)s )s

(2ms(1−p))p
′
ψ(0)p

′

= 2(m+1)s(1−p)ψ(0).

Como km → d e ψ é não crescente, obtemos ψ(d) = 0. Consequentemente, ∥u∥L∞ ⩽

d.
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2.5 Ponto cŕıtico além da constante cŕıtica em di-

mensão fracionária

Nesta seção, provaremos o principal resultado deste caṕıtulo: a existência de um

maximizante local para o funcional Iµ, além da constante cŕıtica µα,θ,β. Para isso, será

necessário estender alguns resultados clássicos de Struwe [49] ao contexto do funcional de

Moser definido no espaço X1,p
1,w0

. Lembremos que existe β∗ ∈ (0, 1) tal que

A♯
µα,θ,β

:= sup
u∈Σ

Iµα,θ,β(u) >
ωθ

θ+ 1

(
1+ eγ+Ψ(p)

)
, (2.32)

para qualquer β ∈ (0,β∗), veja Apêndice Teorema 8. Os próximos lemas desempenham

um papel fundamental na demonstração do principal resultado deste caṕıtulo.

Lema 2.7. Para qualquer β ∈ (0,β∗), o conjunto Kµα,θ,β = {u ∈ Σ : Iµα,θ,β(u) = A
♯
µα,θ,β

}

é compacto.

Demonstração. Seja (uj) uma sequência em Kµα,θ,β . Sem perda de generalidade, iremos

supor que uj ⇀ u em X1,p
1,w0

. Como (uj) é uma sequência maximizante para A♯
µα,θ,β

, pelo

Lema de concentração e compacidade de Lions 2.4, uma das alternativas deve ocorrer:

1. u ̸≡ 0 e Iµα,θ,β(u) = A
♯
µα,θ,β

, ou

2. u ≡ 0 e lim sup
m→∞ Iµα,θ,β(uj) ⩽

ωθ

θ+ 1

(
1+ eγ+Ψ(p)

)
.

Contudo, a segunda alternativa contradiz (2.32), pois Iµα,θ,β(uj) = A♯
µα,θ,β

para todo

j ∈ N. Portanto, u ̸≡ 0 e Iµα,θ,β(u) = A♯
µα,θ,β

. Da semicontinuidade inferior da norma,

devemos ter

0 < ∥u∥Xw0
⩽ lim inf ∥uj∥Xw0

= 1.

Portanto,

A♯
µα,θ,β

= Iµα,θ,β(u) ⩽ Iµα,θ,β(u/∥u∥Xw0
) ⩽ A♯

µα,θ,β
.

Segue que ∫ 1

0

(
e
µα,θ,β

(
|u|

∥u∥Xw0

) p′
1−β

− eµα,θ,β|u|
p′

1−β
)
dλθ = 0.

Como 0 < ∥u∥Xw0
⩽ 1, se ∥u∥Xw0

< 1 então |u| < |u|/∥u∥Xw0
consequentemente o

integrando acima é estritamente positivo e a integral nunca se anula, com isso ∥u∥Xw0
= 1.

Assim, devemos ter que u ∈ Kµα,θ,β . Como uj ⇀ u em X1,p
1,w0

e ∥uj∥Xw0
= ∥u∥Xw0

. Segue

que uj → u forte em X1,p
1,w0

.
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Para cada ε > 0, seja Nε = {u ∈ Σ : dist(u,Kµα,θ,β) < ε}, onde dist(u,Kµα,θ,β) =

inf{∥u− v∥Xw0
: v ∈ Kµα,θ,β}. Como Kµα,θ,β é compacto, a famı́lia (Nε)ε>0 constitui uma

base de vizinhança para Kµα,θ,β em Σ, isto é,

1. Kµα,θ,β ⊂ Nε, para todo ε > 0;

2. Se U é um aberto em Σ tal que Kµα,θ,β ⊂ U, então Nε ⊂ U para algum ε > 0.

Note que

sup
u∈Nε

Iµα,θ,β(u) ⩽ sup
u∈Σ

Iµα,θ,β(u) = A
♯
µα,θ,β

, para todo ε > 0.

Além disso, temos que A♯
µα,θ,β

é atingido, para β ∈ (0,β∗). Assim, Kµα,θ,β ̸= ∅ o que junto

com Kµα,θ,β ⊂ Nε nos dá

A♯
µα,θ,β

= sup
u∈Nε

Iµα,θ,β(u), para todo ε > 0. (2.33)

Lema 2.8. Suponha que β ∈ (0,β∗). Então, para todo ε > 0

sup
u∈N2ε\Nε

Iµα,θ,β(u) < A
♯
µα,θ,β

= sup
u∈Nε

Iµα,θ,β(u). (2.34)

Demonstração. Denotemos por

γε = sup
u∈N2ε\Nε

Iµα,θ,β(u).

É claro que temos γε ⩽ A♯
µα,θ,β

, para todo ε > 0. Por contradição, suponha que existe

ε0 > 0 tal que γε0 = A♯
µα,θ,β

. Seja (uj) ⊂ N2ε0\Nε0 tal que Iµα,θ,β(uj) → A♯
µα,θ,β

e

uj ⇀ u em X1,p
1,w0

, quando j→ ∞. Pelo mesmo argumento do Lema 2.7, utilizando (2.32)

e Lema 2.4, temos

∥u∥Xw0
= 1 e Iµα,θ,β(u) = A

♯
µα,θ,β

. (2.35)

Novamente como uj ⇀ u e ∥uj∥Xw0
= ∥u∥Xw0

, temos que uj → u em X1,p
1,w0

. De (2.35),

temos u ∈ Kµα,θ,β , mas

dist(u,Kµα,θ,β) = lim
j
dist(uj,Kµα,θ,β) ⩾ ε0 > 0,

o qual é uma contradição. Portanto, devemos ter a desigualdade estrita γε < A♯
µα,θ,β

,

para todo ε > 0.

O próximo resultado é fundamental para a demonstração do teorema principal deste

caṕıtulo, pois assegura que a desigualdade (2.34) continua válida para µ > µα,θ,β, ao

menos, enquanto µ estiver suficientemente próximo de µα,θ,β.
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Lema 2.9. Suponha que β ∈ (0,β∗). Então, existe µ♯ > µα,θ,β tal que para qualquer

µ ∈ [µα,θ,β,µ
♯), temos

sup
u∈N2ε\Nε

Iµ(u) < sup
u∈Nε

Iµ(u) := A
♯
µ, para ε > 0 suficientemente pequeno. (2.36)

Além disso, A♯
µ e atingido em Nε e Kµ = {u ∈ Nε; Iµ(u) = A

♯
µ} é compacto.

Demonstração. Do Lema 2.5, I′µ é localmente limitada, então Iµ é localmente uniforme-

mente cont́ınua. Para cada v ∈ Kµα,θ,β , seja U(v; εv) = {u ∈ X1,p
1,w0

: ∥u − v∥Xw0
< εv}

uma vizinhança de v tal que Iµ é localmente uniformemente cont́ınua. Com Kµα,θ,β é

compacto, existem v1, · · · , vm tal que

Kµα,θ,β ⊂
m⋃
i=1

U(vi;
εi

2
).

Defina U =
⋃m
i=1U(vi;

εi
2
). Como Iµ é localmente uniformemente cont́ınua em cada

U(vi; εi), dado ε0 > 0, existe σ > 0 tal que, para todo i = 1, · · · ,m temos

u, v ∈ U(vi; εi), ∥u− v∥Xw0
< σ implica |Iµ(u) − Iµ(v)| < ε0. (2.37)

Seja εM = max{ε1, · · · , εm}, para µ,ν > 0, iremos escolher δ > 0 tal que

|µ− ν| < δ implica
∣∣∣1− (ν

µ

) 1−β
p′
∣∣∣(1+ εM

2

)
< min

{ε1
2
, · · · , εm

2
,σ

}
. (2.38)

Agora, se u ∈ U então, u ∈ U(vi; εi2 ) para algum i ∈ {1, · · · ,m}. Da escolha de δ em

(2.38), para |µ− ν| < δ temos (ν
µ

) 1−β
p′
u ∈ U(vi; εi).

De fato, ∥∥∥vi − (ν
µ

) 1−β
p′
u
∥∥∥
Xw0

⩽∥vi − u∥Xw0
+
∥∥∥u−

(ν
µ

) 1−β
p′
u
∥∥∥
Xw0

⩽
ϵi

2
+
∣∣∣1− (ν

µ

) 1−β
p′
∣∣∣∥u∥Xw0

⩽
ϵi

2
+
∣∣∣1− (ν

µ

) 1−β
p′
∣∣∣(εi

2
+ ∥vi∥Xw0

)
⩽
ϵi

2
+
∣∣∣1− (ν

µ

) 1−β
p′
∣∣∣(εM

2
+ 1
)
⩽ εi.

Além disso, pelo mesmo argumento, também obtemos∥∥∥u−
(ν
µ

) 1−β
p′
u
∥∥∥
Xw0

⩽
∣∣∣1− (ν

µ

) 1−β
p′
∣∣∣(εM

2
+ 1
)
< σ.
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De (2.37), segue que

|µ− ν| < δ implica |Iµ(u) − Iν(u)| =
∣∣∣Iµ(u) − Iµ((ν

µ

) 1−β
p′
u
)∣∣∣ < ε0. (2.39)

Consequentemente, a aplicação µ 7→ Iµ(u) é cont́ınua, de forma uniforme com respeito a

u ∈ U. Tome ε > 0 pequeno de modo que N2ε ⊂ U. Utilizando (2.34), podemos escolher

ε0 > 0 tal que

sup
u∈N2ε\Nε

Iµα,θ,β(u) < sup
u∈Nε

Iµα,θ,β(u) − 2ε0. (2.40)

Para ν = µα,θ,β e escolhendo ε0 como acima, tomemos δ > 0 tal que (2.39) seja válido.

Portanto, combinando (2.39) e (2.40), para todo µ ∈ [µα,θ,β,µα,θ,β + δ), vale

sup
u∈N2ε\Nε

Iµ(u) ⩽ ε0 + sup
u∈N2ε\Nε

Iµα,θ,β(u)

< sup
u∈Nε

Iµα,θ,β(u) − ε0

⩽ sup
u∈Nε

Iµ(u).

Isso mostra (2.36). Agora, para µ ∈ [µα,θ,β,µα,θ,β + δ), seja (uj) ⊂ Nε uma sequência

maximizante para A♯
µ, isto é, Iµ(uj) → A♯

µ quando j → ∞, podemos supor que uj ⇀ u

fraco em X1,p
1,w0

e uj(x) → u(x) q.t.p. em [0, 1]. Para cada j ∈ N, seja (vj) ⊂ Kµα,θ,β

satisfazendo ∥uj − vj∥Xw0
⩽ ε. Por compacidade, a menos de uma subsequência, temos

vj → v forte em X1,p
1,w0

para algum v ∈ Kµα,θ,β . Em particular, v é solução de (2.23) e o

Lema 2.6 nos dá que v ∈ L∞(0, 1). Defina wj = uj − vj + v e veja que wj − uj → 0 forte

em X1,p
1,w0

. Utilizando a convexidade da função x 7→ xq, x ⩾ 0 com q > 1, para τ > 0,

temos

(x+ y)q ⩽ (1+ τ)
q−1
q xq + (1− (1+ τ)−

1
q )1−qyq, x,y ⩾ 0, (2.41)

ver Apêndice Teorema 2. Segue que,

|wj|
q ⩽ (|v|+ |uj − vj|)

q

⩽ (1+ τ)
q−1
q ∥v∥qL∞ + (1− (1+ τ)−

1
q )1−q∥uj − vj∥qXw0

∣∣∣ uj − vj
∥uj − vj∥Xw0

∣∣∣q
⩽ (1+ τ)

q−1
q ∥v∥qL∞ + (1− (1+ τ)−

1
q )1−qεq

∣∣∣ uj − vj
∥uj − vj∥Xw0

∣∣∣q.
(2.42)

Escolhendo q = p′/(1 − β), τ = 1 e ε > 0 suficientemente pequeno de modo que 2µ(1 −

2−
1
q )1−qεq ⩽ µα,θ,β para todo µ ∈ [µα,θ,β,µα,θ,β + δ), de (2.10) e (2.42), temos que∫ 1

0

e2µ|wj|
p′

1−β
dλθ < C



Caṕıtulo 2. Maximizante local para o funcional de Moser supercŕıtico
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de modo uniforme. Assim, pelo Teorema da Convergência de Vitali Iµ(wj) → Iµ(u) e

a continuidade uniforme local nós da que Iµ(wj) − Iµ(uj) → 0. Portanto, Iµ(u) = A♯
µ.

Além disso, pela semi-continuidade inferior da norma temos ∥u− v∥Xw0
⩽ ε e utilizando

que ∥v∥Xw0
= 1, temos∥∥∥∥∥v− u

∥u∥Xw0

∥∥∥∥∥
Xw0

⩽ ∥v− u∥Xw0
+ |1− ∥u∥Xw0

|

= ∥v− u∥Xw0
+ |∥v∥Xw0

− ∥u∥Xw0
|

⩽ 2∥v− u∥Xw0
⩽ 2ε.

Isso implica que u/∥u∥Xw0
∈ N2ε, e de (2.36), obtemos Iµ

(
u/∥u∥Xw0

)
⩽ A♯

µ = Iµ(u).

Logo, conclúımos que ∥u∥Xw0
= 1. Assim, u ∈ Σ, segue então que u ∈ Nε. Contudo,

por (2.36), devemos ter que u ∈ Nε, e A♯
µ é atingido em Nε. Finalmente, se (uj) ⊂ Kµ

com uj ⇀ u, pelo argumento acima, uj → u forte, e u ∈ Kµ. O que mostra que Kµ é

compacto.

Passamos agora à demonstração do principal resultado deste caṕıtulo, que consiste

na extensão do resultado de Struwe [49] ao contexto de dimensão fracionária com peso

logaŕıtmico.

Teorema 2.1. Existe β∗ ∈ (0, 1) tal que para qualquer β ∈ (0,β∗) existe µ♯ > µα,θ,β

onde Iµ admite um maximizante local uµ em Σ para qualquer µ ∈ (0,µ♯).

Demonstração. Da discussão da seção 2.3, para µ < µβ, existe um maximizante para

o funcional Iµ restrito a Σ. No caso cŕıtico µ = µα,θ,β, como pode ser visto em [53] o

funcional Iµβ admite uma função maximizante quando restrito á Σ com β ∈ (0,β∗), com

β∗ > 0 suficientemente pequeno. Agora, no caso supercŕıtico, o Lema 2.9 garante que

existe µ♯ > µα,θ,β tal que o funcional Iµ admite um maximizante local quando restrito a

Σ para todo µ ∈ (µα,θ,β,µ
♯).

Como consequência do Teorema 2.1, o funcional (2.13) admite um ponto cŕıtico res-

trito ao conjunto Σ, que corresponde a um maximizante global quando µ ⩽ µα,θ e um

maximizante local quando µ ∈ (µα,θ,µ
♯).



Caṕıtulo 3

Pontos cŕıticos para o funcional de

Moser sob restrição do tipo Tintarev

Neste caṕıtulo, exploraremos a existência de pontos cŕıticos do funcional de Moser,

definido em espaços de dimensão fracionária X1,p
1 (α, θ). O estudo será feito sob a restrição

do tipo Tintarev.

3.1 Desigualdade de Trudinger-Moser do tipo Tinta-

rev

Seja Ω ⊂ Rn um domı́nio limitado e de fronteira suave. Definindo

λ1,n := inf
u∈W1,n

0 (Ω)\{0}

∥∇u∥nn
∥u∥nn

.

Utilizando técnicas de análise de blow-up, Adimurthi e Druet [2] mostraram a seguinte

versão da desigualdade de Trudinger-Moser (1.2) quando n = 2,

sup
u∈W1,2

0 (Ω)\{0}
∥∇u∥2⩽1

∫
Ω

e4π(1+ξ∥u∥
2
2)u

2

dx <∞, (3.1)

válida para todo 0 ⩽ ξ < λ1. Quando ξ ⩾ λ1, o supremo (3.1) se torna infinito. A

existência de funções extremais para (3.1) foi posteriormente demonstrada por Yang [55].

Em um trabalho subsequente Yang [54] generalizou esses resultados para n ⩾ 3, provando

45
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que

sup
u∈W1,n

0 (Ω)
∥∇u∥n⩽1

∫
Ω

eµn(1+ξ∥u∥
n
n)

1/(n−1)|u|
n
n−1

dx <∞ (3.2)

para 0 ⩽ ξ < λ1. Além disso, utilizando análise blow-up ele também mostrou a existência

de uma função extremal para (3.2).

Foi obtido por de Oliveira e do Ó [16] uma extensão de (3.2) para os espaços de

dimensão fracionária X1,p
R (α, θ). Precisamente, foi mostrado que

sup
u∈X1,p

R (α,θ)
∥u∥X⩽1

∫R
0

e
µα,θ(1+ξ∥u∥p

L
p
θ

)1/(p−1)|u|
p
p−1

dλθ <∞ (3.3)

se, e somente se, 0 ⩽ ξ < λα,θ, onde

λα,θ := inf
X

1,p
R (α,θ)\{0}

∥u′∥p
L
p
α

∥u∥p
L
p
θ

.

Além disso, eles também estabeleceram a existência de uma função extremal v ∈ X1,p
R (α, θ)

para (3.3).

Em um trabalho recente, Nguyen [39] apresentou uma extensão para a desigualdade

clássica de Trudinger–Moser (1.2), expressa pela seguinte estimativa

sup
u∈W1,n

0 (Ω)

(∥∇u∥nn−ξ∥u∥nn)
1
n⩽1

∫
Ω

eµn|u|
n
n−1

dx <∞. (3.4)

Ele mostrou também a existência de uma função extremal para (3.4). A desigualdade

(3.4) é mais forte do que (3.2), como será mostrado ao final do caṕıtulo no contexto

de espaços de dimensão fracionária. No caso bidimensional, uma desigualdade em um

contexto semelhante foi proposta inicialmente por Tintarev [50], em um contexto mais

geral, sendo dada por

sup
u∈C∞

0 (Ω)∫
Ω |∇u|2 dx−ψ(u)⩽1

∫
Ω

e4πu
2

dx <∞, Ω ⊂ R2,

com ψ(u) =
∫
Ω
V(x)u2dx para certos potenciais V > 0, incluindo o caso particular

V(r) =
1

4r2(log 1
r
)2max{

√
log 1

r
, 1}

.
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Para simplificar, iremos considerar R = 1 no espaço X1,p
R (α, θ). Sejam 0 ⩽ ξ < λα,θ e

u ∈ X1,p
1 (α, θ), definamos

Hξ(u) =
(
∥u′∥p

L
p
α
− ξ∥u∥p

L
p
θ

) 1
p

. (3.5)

Considere o funcional Iµ : X1,p
1 (α, θ) → R definido por

Iµ(u) =

∫ 1

0

eµ|u|
p
p−1

dλθ.

Observamos que por [16] o funcional Iµ está bem definido. O principal objetivo deste

caṕıtulo é mostrar que o funcional Iµ admite um ponto cŕıtico restrito ao conjunto

Σξ =
{
u ∈ X1,p

1 (α, θ) ; Hξ(u) = 1
}
,

na condição subcŕıtica µ < µα,θ. Nesse trabalho não iremos investigar a condição a

condição cŕıtica µ = µα,θ ou supercŕıtica µ > µα,θ. Esses casos são objetos de investigação

futura que se encontram em estágio avançado de desenvolvimento.

3.2 Pontos cŕıticos para restrições do tipo Tintarev

Para cada µ < µα,θ considere

Cµ = sup{Iµ(u) : u ∈ X1,p
1 (α, θ) e Hξ(u) ⩽ 1}. (3.6)

Neste caṕıtulo, nosso objetivo é demonstrar que Cµ <∞ e que existe uma função extremal

uµ ∈ X1,p
1 (α, θ). Esse resultado implica, em particular, na existência de um ponto cŕıtico

do funcional Iµ restrito ao conjunto Σξ.

Inicialmente apresentaremos a seguinte estimativa do tipo Lions.

Lema 3.1. Suponha que 0 ⩽ ξ < λα,θ. Seja uj ∈ X1,p
1 (α, θ) tal que Hξ(uj) = 1 e

uj ⇀ u0 em X1,p
1 (α, θ). Então, para qualquer 0 < m < (1−Hpξ(u0))

− 1
p−1 , temos

lim sup
j→∞

∫ 1

0

eµα,θm|uj|
p′
dλθ <∞. (3.7)

Demonstração. Suponha que u0 ≡ 0. Então, pela imersão (2.4), temos que ∥u′
j∥
p

L
p
α
=

1 + ξ∥uj∥pLpθ → 1 quando j → ∞. Como Hξ(u0) = 0, segue que 0 < m < 1. Definindo

wj = m
p−1
p uj, obtemos ∥w′

j∥
p

L
p
α
⩽ mp−1 < 1 para j suficientemente grande. A conclusão

decorre diretamente da desigualdade de Trudinger-Moser (2.9) aplicada a sequência wj.
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Suponha u0 ̸≡ 0, temos ∥u′
j∥
p

L
p
α
= 1+ξ∥uj∥pLpθ → 1+ξ∥u0∥pLpθ quando j→ ∞. Denote

por wj = uj/∥u′
j∥Lpα , então ∥w′

j∥Lpα = 1 e wj ⇀ w0 := u0/(1+ξ∥u0∥pLpθ)
1/p em X1,p

1 (α, θ).

Temos

lim sup
j→∞

∫ 1

0

eµα,θq|wj|
p′
dλθ <∞ (3.8)

para qualquer 0 < q < (1 − ∥w′
0∥
p

L
p
α
)−

1
p−1 , veja Apêndice Teorema 9. Observe que, para

m < (1−Hpξ(u0))
− 1
p−1 , temos

lim
j→∞m∥u′

j∥
p
p−1

L
p
α

= m(1+ ξ∥u0∥pLpθ)
1
p−1

<

(
1+ ξ∥u0∥pLpθ

1− ∥u′
0∥
p

L
p
α
+ ξ∥u0∥pLpθ

) 1
p−1

= (1− ∥w0∥pLpθ)
− 1
p−1 .

Podemos escolher q < (1− ∥w0∥pLpθ)
− 1
p−1 de modo que p∥u′

j∥
p′

L
p
α
< q, para todo j suficien-

temente grande. Além disso, vale a seguinte estimativa∫ 1

0

eµα,θm|uj|
p
p−1

dλθ =

∫ 1

0

e
µα,θm∥u′

j∥
p
p−1

L
p
α

|wj|
p
p−1

dλθ <

∫ 1

0

eµα,θq|wj|
p
p−1

dλθ,

para j suficientemente grande. A conclusão segue da aplicação de uma estimativa do tipo

Lions à sequência (wj), veja Apêndice Teorema 9.

Agora estamos aptos a enunciar e provar o principal resultado deste caṕıtulo res-

ponsável pela existência de pontos cŕıticos para o funcional Iµ restrito a Σξ.

Teorema 3.1. Se θ ⩾ α, para cada µ < µα,θ temos Cµ < ∞. Além disso, existe uma

função não-negativa uµ ∈ X1,p
1 (α, θ) tal que Hξ(uµ) = 1 e Cµ = Iµ(uµ). Em particular,

Iµ admite um ponto cŕıtico sob a restrição Σξ. Além disso, uµ ∈ C1[0, 1] e satisfaz

∫1

0 |u
′
µ|
p−2u′

µv
′dλα = 1

αµ

∫1

0

(
eµu

p
p−1
µ u

1
p−1
µ + ξup−1

µ

)
vdλθ,

αµ =
∫1

0 e
µµu

p
p−1
µ u

p
p−1
µ dλθ,

uµ ∈ X1,p
1 (α, θ), uµ ⩾ 0, Hξ(uµ) = 1.

(3.9)

para toda v ∈ X1,p
1 (α, θ).

Demonstração. Seja (uj) ⊂ X1,p
1 (α, θ) uma sequência maximizante para Cµ, ou seja,

Hξ(uj) ⩽ 1 e

lim
j→∞

∫ 1

0

eµ|uj|
p′
dλθ = Cµ. (3.10)
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Note que |uj|
′ = sgn(uj)|u

′
j| portanto, Hξ(|uj|) ⩽ Hξ(uj) ⩽ 1, segue que |uj| também é

uma sequência maximizante para Cµ. Assim, podemos substituir uj por |uj| e assumir

que uj é não-negativa. Pela definição de λα,θ, temos

1 ⩾ ∥u′
j∥
p

L
p
α
− ξ∥uj∥pLpθ ⩾ ∥u′

j∥
p

L
p
α
− ξ

∥u′
j∥
p

L
p
α

λα,θ
⩾

(
1−

ξ

λα,θ

)
∥u′
j∥
p

L
p
α
.

Como ξ < λα,θ, a sequência (uj) é limitada em X1,p
1 (α, θ). Portanto,

uj ⇀ uµ em X1,p
1 (α, θ), uj → uµ em Lpθ, uj(r) → uµ(r) q.t.p. em (0, 1).

Da convergência fraca, obtemos ∥u′
µ∥
p

L
p
α
⩽ lim inf ∥u′

j∥
p

L
p
α
. Logo

Hξ(uµ) = (∥u′
µ∥
p

L
p
α
− ∥uµ∥pLpθ)

1/p ⩽ lim inf(∥u′
j∥
p

L
p
α
− ∥uj∥pLpθ)

1/p = Hξ(uj) ⩽ 1.

Naturalmente, uµ ⩾ 0. Afirmamos que uµ ̸≡ 0. De fato, se uµ ≡ 0, temos

lim sup ∥u′
j∥
p

L
p
α
⩽ 1+ ξ lim sup ∥uj∥pLpθ ⩽ 1.

Pela desigualdade de Trudinger-Moser (1.2), a sequência eµ|uj|
p′
é uniformemente limitada

em Lqθ para 1 < q <
µα,θ
µ

. Usando o Teorema de Convergência de Vitali, temos

Cµ = lim
j→∞

∫ 1

0

eµ|uj|
p′
dλθ =

∫ 1

0

dλθ = |B1|θ, (3.11)

que é imposśıvel, pelos resultados apresentados em [16, Seção 6]. Assim, conclúımos nossa

afirmação. Agora, iremos analisar o caso uµ ̸≡ 0. Pelo Lema 3.1, a sequência eµ|uj|
p′

é

limitada em Lqθ para algum q > 1. Consequentemente, temos

Cµ = lim
j→∞

∫ 1

0

eµ|uj|
p′
dλθ =

∫ 1

0

eµ|uµ|
p′
dλθ.

Isso mostra que Cµ < ∞, pois eµ|u|
p′ ∈ L1θ para todo µ > 0 e u ∈ X1,p

1 (α, θ). Além

disso, uµ é não-negativa e constitui uma função extremal para (3.6). Iremos verificar que

Hξ(uµ) = 1. De fato, seHξ(uµ) < 1, podeŕıamos escolher um a > 1 tal queHξ(auµ) = 1,

dáı

Cµ ⩾
∫ 1

0

eµ|auµ|
p′
dλθ >

∫ 1

0

eµ|uµ|
p′
dλθ = Cµ,

uma contradição. Logo, Hξ(uµ) = 1. Consequentemente, o funcional Iµ possui um ponto

cŕıtico, máximo global, quando restrito ao conjunto Σξ, qualquer que seja µ ∈ (0,µα,θ).

Utilizando a técnica dos multiplicadores de Lagrange, uµ satisfaz∫ 1

0

|u′
µ|
p−2u′

µv
′dλα =

1

αµ

∫ 1

0

(
eµu

p′
µ u

1
p−1
µ + ξup−1

µ

)
vdλθ (3.12)
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para toda v ∈ X1,p
1 (α, θ). Tomando v = uµ em (3.12), obtemos a caracterização de αµ.

Para mostrar que uµ é de classe C1[0, 1], considere em (3.9) a função teste vρ dada por

vρ(t) =


1, se 0 ⩽ t ⩽ r

1+ 1
ρ
(r− t), se r ⩽ t ⩽ r+ ρ

0, se t ⩾ r+ ρ.

(3.13)

Fazendo ρ→ 0, obtemos

ωαr
α|u′

µ|
p−2u′

µ =

∫ r
0

(
1

αµ
eµu

p′
µ u

1
p−1
µ + ξup−1

µ

)
dλθ. (3.14)

Observamos que a função g : R \ {0} → R definida por g(t) = |t|−
p−2
p−1 t é precisamente a

inversa da função ϕ(t) = |t|p−2t para todo t ∈ R \ {0}. Portanto, segue que

−u′
µ(r) = g

(
1

rαωα

∫ r
0

(
1

αµ
eµu

p′
µ u

1
p−1
µ + ξup−1

µ

)
dλθ

)
(3.15)

e assim, uµ ∈ C1(0, 1]. Seja h(r) a função definida por

h(r) =
1

rα

∫ r
0

(
1

αµ
eµu

p′
µ u

1
p−1
µ + ξup−1

µ

)
dλθ.

Usando a regra de L’Hospital, obtemos

lim
r→0+

h(r) = lim
r→0+

(
1

αµ
eµuµ(r)

p′
uµ(r)

1
p−1 + ξuµ(r)

p−1

)
rθ−α+1ωθ = 0.

Como θ ⩾ α, temos limr→0+ h(r) = 0, logo u′
ε(0) = 0 e, consequentemente uε ∈ C1[0, 1]∩

X1,p
1 (α, θ).

Para finalizar esse caṕıtulo, observamos que, para µ < µα,θ, a estimativa obtida no

Teorema 3.1

Cµ = sup
u∈X1,p

1 (α,θ)
Hξ(u)⩽1

∫ 1

0

eµ|u|
p′
dλθ <∞ (3.16)

é mais forte que a estimativa (3.3). De fato, seja u ∈ X1,p
1 (α, θ) com ∥u′∥p

L
p
α
⩽ 1 tome

w = (1+ ξ∥u∥p
L
p
θ
)

1
pu. Utilizando que 1 ⩽ ξ < λα,θ, temos

Hpξ(w) = (1+ ξ∥u∥p
L
p
θ
)∥u′∥p

L
p
α
− ξ(1+ ξ∥u∥p

L
p
θ
)∥u∥p

L
p
θ

= ∥u′∥p
L
p
α
+ ξ∥u∥p

L
p
θ
∥u′∥p

L
p
α
− ξ∥u∥p

L
p
θ
− ξ2∥u∥2p

L
p
θ

⩽ ∥u′∥p
L
p
α
+ ξ∥u∥p

L
p
θ
(∥u′∥p

L
p
α
− 1)

⩽ ∥u′∥p
L
p
α
⩽ 1.
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Veja que aplicando a função w em (3.16), obtemos (3.3). De fato,∫ 1

0

eµ|w|
p
p−1

dλθ =

∫ 1

0

e
µ(1+ξ∥u∥p

L
p
θ

)
1
pu|

p
p−1

dλθ

=

∫ 1

0

e
µ(1+ξ∥u∥p

L
p
θ

)
1
p−1 |u|

p
p−1

dλθ.

(3.17)

Isso implica que, sendo finito o supremo em (3.16), o supremo em (3.3) também será

finito.



Caṕıtulo 4

Existência de solução para um

problema côncavo-convexo

Neste caṕıtulo, estudamos a existência de solução para um problema associado ao

operador L, dado em (2.5), com não linearidades de crescimento exponencial. Estendere-

mos parte dos apresentados em [27]. A não linearidade f(t) considerada é côncava para

valores de t próximos de zero e convexa para t suficientemente grande. Essa mudança na

geometria de f(t) introduz desafios para a existência de solução do problema.

4.1 Problema eĺıptico quasilinear com crescimento

exponencial cŕıtico

Nesta seção, seguindo a abordagem apresentada por Giacomoni [27], iremos estabelecer

a existência de uma solução para o seguinte problema eĺıptico quasilinear
Lu = λf(u), em (0, 1)

u > 0, em (0, 1)

u(1) = 0,

(4.1)

onde Lu := −r−θ(rα|u′|pu′)′ e λ > 0. Iremos supor que f : R+ → R é da forma f(t) =

h(t) e|t|
p′
, e que existem a ∈ (0,p−1) e t∗ ∈ (0, (p−2)

1
p′ ), p ⩾ 3 tais que h e f satisfazem

as propriedades:

(A1) h ∈ C1(0,∞), h(0) = 0 e h(t) > 0 se t > 0;

52
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(A2) t 7→ f(t) é não-decrescente em (0,∞);

(A3) lim
t→0+

t−ah(t) > 0 se a ⩾ 1
p−1

, e t 7→ t1−pf(t) é não-crescente em (0, t∗);

(A4) lim inf
t→∞ h(t) eϵ|t|

p′
= ∞ e lim sup

t→∞ h(t) e−ϵ|t|
p′
= 0, para todo ϵ > 0;

(A5) f(t) ⩽ (1+ |t|q)e|t|
p′
, para todo t ⩾ 0 e algum q > 1.

Por exemplo a função h(t) = t
1
p−1 satisfaz (A1)-(A5). Nosso interesse nesse problema

é que ele possui uma relação com a existência de pontos cŕıticos para o funcional de Moser

sob restrição. Sejam I : X1,p
1 (α, θ) → R e Mµ definidos por

I(u) =

∫ 1

0

e|u|
p
p−1
dλθ e Mµ =

{
u ∈ X1,p

1 (α, θ) : ∥u∥pX = µ
}
.

Utilizando a técnica dos multiplicadores de Lagrange para operadores em espaços de

Banach, um ponto cŕıtico positivo de I restrito a Mµ deve satisfazer∫ 1

0

|u ′|p−2u ′v ′dλα = λ ′
∫ 1

0

e|u|
p
p−1

|u|
1
p−1−1uv dλθ, ∀ v ∈ X1,p

1 (α, θ),

onde λ ′ = λ
p−1

. Um ponto cŕıtico positivo deve satisfazer,
−(|u′|p−2u′rα)′ = λ|u|

1
p−1e|u|

p′
rθ, em (0, 1)

u > 0, em (0, 1)

u(1) = 0.

(4.2)

O objetivo principal deste caṕıtulo é demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 4.1. Seja f(t) = h(t) e|t|
p′

suponha que f satisfaz as hipóteses (A1)-(A5).

Então, existe λ∗ tal que o problema (4.1) possui solução fraca se λ ∈ (0, λ∗).

A demonstração desse resultado é delicada e envolve um estudo detalhado do problema

de autovalores associado ao operador L. O uso do método da iteração monótona em

conjunto com a Teoria do Minimax, além de estimativas de regularidade.

Considere o funcional associado ao problema, Eλ : X
1,p
1 (α, θ) → R definido por

Eλ(u) =
1

p

∫ 1

0

|u′|prαdr− λ

∫ 1

0

F(u)rθdr, onde F(t) =

∫ t
0

f(s)ds. (4.3)

Veja que o funcional Ẽλ̃ : X
1,p
1 (α, θ) → R dado por

Ẽλ̃(u) =
1

p
∥u∥pX − λ̃

∫ 1

0

F(u)dλθ, λ̃ > 0
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satisfaz a identidade

Ẽλ̃(u) = ωαEλ(u), se λ̃ = λ
ωα

ωθ
. (4.4)

Para maior simplicidade, ao longo deste caṕıtulo, trabalharemos com o funcional Eλ, sem

as constantes de normalização ωα e ωθ. No entanto, a partir de (4.4), os resultados

obtidos podem ser recuperados para Ẽλ̃, se necessário.

4.2 Problema de autovalor para o operador L

Abordaremos o problema de autovalores associado ao operador eĺıptico quasilinear L

definido em (2.5) sob a condição de Trudinger-Moser

 Lu = λ|u|p−2u, em (0, 1)

u(1) = u′(0) = 0,
(4.5)

para alguma autofunção u ∈ X1,p
1 (α, θ) \ {0} . Definamos

λ1 := λ1(α, θ,p) = inf
u∈X1,p

1 (α,θ)\{0}

∫1

0 |u
′|prαdr∫1

0 |u|
prθdr

. (4.6)

Pelo mergulho (2.4), temos λ1 > 0. Mais especificamente, vale o seguinte resultado, cuja

a prova é baseada no caso Sobolev (α− p+ 1 > 0) em [8, Proposição 3.1].

Lema 4.1. O ı́nfimo λ1 é atingido por uma função φ1 ∈ X1,p
1 (α, θ), e λ1 é um autovalor

do problema (4.5). Além disso, φ1(r) ̸= 0 para todo r ∈ [0, 1)(podemos supor então que

φ1 > 0), λ1 é o menor autovalor de (4.5).

Demonstração. Seja (uj) ⊂ X1,p
1 (α, θ) uma sequência tal que∫1

0 |u
′
j|
p rα dr∫1

0 |uj|
p rθ dr

→ λ1.

Seja

vj :=
uj(∫1

0 |u
′
j|
prαdr

)1/p .
Assim, (vj) é uma sequência limitada em X1,p

1 (α, θ). Pela imersão (2.4), temos

vj ⇀ v em X1,p
1 (α, θ), vj → v em Lpθ, e vj(r) → v(r) q.t.p. r ∈ [0, 1].

Pela semicontinuidade inferior da norma, obtemos∫ 1

0

|v′|p rα dr ⩽ lim inf
j→∞

∫ 1

0

|v′j|
p rα dr = 1,
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e, como
∫1

0 |vj|
p rθ dr→ 1

λ1
, segue que

λ1 ⩽

∫1

0 |v
′|p rα dr∫1

0 |v|
p rθ dr

⩽ lim inf
j→∞

∫1

0 |u
′
j|
p rα dr∫1

0 |uj|
p rθ dr

= λ1.

Portanto, o ı́nfimo é atingido.

Inicialmente, provaremos que uma solução w de (4.5) é de classe C2. De fato, sendo

solução de (4.5), temos que∫ 1

0

|w′|p−2w′φ′rαdr = λ1

∫ 1

0

|w|p−2wφrθdr, ∀ φ ∈ X1,p
1 (α, θ). (4.7)

Para cada r ∈ (0, 1) e ρ > 0, considere φρ ∈ X1,p
1 (α, θ) por

φρ(s) =


1, se 0 < s ⩽ r

1+ 1
ρ
(r− s), se r ⩽ s ⩽ r+ ρ

0, se s ⩾ r+ ρ.

(4.8)

Usando φρ como função teste em (4.7) e fazendo ρ→ 0, temos

−|w′|p−2w′ = λ1
1

rα

∫ r
0

|w|p−2wsθds. (4.9)

Segue que w é de classe C2.

Suponha, por contradição, que φ1 se anule para algum r0 ∈ [0, 1). Se r0 = 0, fazendo

r→ 0 em (4.9), obtemos φ ′
1(0) = 0, o que implica que φ1 ≡ 0. Assim, podemos supor que

r0 > 0. Como |φ1| minimiza a razão (4.6), segue que |φ1| é solução de (4.5) e, portanto,

pertence e de classe C2 em (0, 1). Desse modo, temos |φ1(r0)| = |φ ′
1(r0)| = 0, o que

implica φ1 ≡ 0. Podemos, então, supor que φ1 > 0.

Para mostrar a unicidade, consideremos φ1 e φ2 autofunções associadas a λ1. Temos

φ′
1(1) e φ

′
2(1) são diferentes de 0. De fato, caso contrário, de acordo com (4.9)

0 = −rα|φ′
i(1)|

p−2φ′
i(1) = λ1

∫ 1

0

|φi|
p−2φis

θds, i = 1, 2,

o qual é uma contradição com o fato de φi ser positivo para i = 1, 2. Portanto, existe

uma constante a ̸= 0 tal que φ1(1) = aφ2(1). Dessa forma, φ1 e aφ2 são soluções da

E.D.O. 
Lu = λ1|u|

p−2u, em (0, 1)

u(1) = 0

u′(1) = c.

(4.10)
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Pelo prinćıpio de existência e unicidade para equações diferenciais ordinárias, conclúımos

que φ1(r) = aφ2(r) em (0, 1).

Lema 4.2. Qualquer autofunção φ associada a um autovalor 0 < λ ̸= λ1 muda de sinal.

Demonstração. Seja φ ∈ X1,p
1 (α, θ) \ {0} uma autofunção de (4.5) associada ao autovalor

positivo λ ̸= λ1. Temos que∫ 1

0

|φ′|p−2φ′v′rαdr = λ

∫ 1

0

|φ|p−2φvrθdr, ∀ v ∈ X1,p
1 (α, θ). (4.11)

Utilizando φρ definida em (4.8) como a função teste em (4.11) e fazendo ρ→ 0, obtemos

−rα|φ′|p−2φ′ = λ

∫ r
0

|φ|p−2φsθds.

Suponha, por contradição, que φ ⩾ 0, o caso φ ⩽ 0 é feito de maneira inteiramente

análoga. Nesse caso, a identidade acima implica que φ é decrescente, e assim φ > 0 em

(0, 1). Além disso, como φ(1) = 0, temos

φ(r) =

∫ 1

r

( λ
tα

∫ t
0

|φ|psθds
) 1
p−1

dt.

Segue que φ ∈ C2(0, 1).

Seja φ1 > 0 a autofunção associada ao autovalor λ1. Para cada ϵ > 0, defina

H(φ1,φ+ ϵ) = |φ′
1|
p + (p− 1)

φp1
(φ+ ϵ)p

|φ′|p − pφ′
1

φp−1
1

(φ+ ϵ)p−1
|φ′|p−2φ′. (4.12)

Utilizando a desigualdade de Young, ab ⩽ |a|p

p
+ (p − 1) |b|

p
p−1

p
, com a = φ′

1 e b =

(|φ′|p−2φ′φp−1
1 )/(φ+ ϵ)p−1, obtemos que H(φ1,φ+ ϵ) ⩾ 0. Podemos escrever

H(φ1,φ+ ϵ) = |φ′
1|
p −

( φp1
(φ+ ϵ)p−1

)′
|φ′|p−2φ′.

Tomando a função teste φp1 /(φ+ ϵ)p−1 na equação (4.11), e que φ1 satisfaz∫ 1

0

|φ′
1|
prαdr = λ1

∫ 1

0

|φ1|
prθdr, (4.13)

obtemos,

0 ⩽
∫ 1

0

H(φ1,φ+ ϵ)rαdr =

∫ 1

0

φp1

(
λ1 − λ

φp

(φ+ ϵ)p

)
rθdr.

Fazendo ϵ→ 0, obtemos ∫ 1

0

φp1 (λ1 − λ) r
θ dr ⩾ 0,

o qual é uma contradição com o fato de λ1 < λ e φ1 ser não-negativa. Logo, uma

autofunção associada a um autovalor diferente de λ1 deve necessariamente mudar de

sinal.
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Lema 4.3. O primeiro autovalor λ1 é isolado, isto é, existe ϵ > 0 tal que o intervalo

(λ1, λ1 + ϵ) não possui nenhum outro autovalor de (4.5).

Demonstração. Por contradição, suponha que exista uma sequência decrescente λj de

autovalores positivos satisfazendo λj → λ1. Seja (uj) a sequência correspondente de

autofunções, e defina vj = uj/(
∫1

0 |uj|
prθdr)

1
p com p > 1. A menos de subsequência,

temos que

vj ⇀ v em X1,p
1 (α, θ), vj → v em Lpθ e vj(r) → v(r) q.t.p. (0, 1). (4.14)

Segue que,

1 = lim
n→∞

( ∫ 1

0

|vj|
prθdr

) 1
p

=
( ∫ 1

0

|v|prθdr
) 1
p

.

Além disso, utilizando o Lema de Fatou,∫ 1

0

|v′|prαdr ⩽ lim inf
n→∞

∫ 1

0

|v′j|
prαdr = lim

j→∞ λj = λ1 = λ1
∫ 1

0

|v|prθdr.

Por outro lado, sendo λ1 o menor autovalor, temos

λ1 ⩽

∫1

0 |v
′
j|
prαdr∫1

0 |vj|
prθdr

.

Portanto, como vj ⇀ v e 1 = (
∫1

0 |v|
prθdr)

1
p então, v é uma autofunção associada ao

autovalor λ1. Segue que, v > 0 ou v < 0. Iremos considerar o caso v > 0, o caso

v < 0 é tratado de maneira inteiramente análoga. Aplicando o Teorema de Egorov’s,

temos que (vj) converge uniformemente para v em um conjunto cujo complementar tem

medida arbitrariamente pequena. Portanto, existe I ⊂ (0, 1) onde a medida de (0, 1) \ I

é arbitrariamente pequena e vj > 0 em I para j suficientemente grande, uma contradição

com a mudança de sinal da autofunção.

4.3 Método da iteração monótona e prinćıpio de com-

paração

Ométodo iterativo monótono é uma ferramenta clássica utilizada na análise de equações

diferenciais, em especial na obtenção de soluções para problemas não lineares. A ideia

central consiste na construção de duas sequências (uma crescente e outra decrescente)

que convergem monotonicamente para soluções mı́nimas e máximas de um determinado
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problema. Iremos assegurar que o método iterativo monótono pode ser aplicado à classe

de operadores L.

Considere o problema  Lu = h(r,u), em (0, 1)

u(1) = u′(0) = 0,
(4.15)

onde a função h : [0, 1]× R → R satisfaz:

(h1): h(r, ·) é cont́ınua em q.t.p. r ∈ (0, 1), e h(·, s) é mensurável para todo s ∈ R e

limitada se s pertence a conjuntos limitadas.

(h2): Existe g : R → R cont́ınua e crescente tal que g(0) = 0, e a aplicação s 7→ h(r, s) +

g(s) é não-decrescente q.t.p. se r ∈ (0, 1).

Definição 4.1. A função u ∈ L∞ ∩ X1,p
1 (α, θ) é uma subsolução fraca de (4.15) se∫ 1

0

|u′|p−2u′v′rαdr ⩽
∫ 1

0

h(r,u)vrθdr, ∀ v ∈ X1,p
1 (α, θ), v ⩾ 0.

Similarmente, u ∈ L∞ ∩ X1,p
1 (α, θ) é dita ser uma supersolução fraca de (4.15) se∫ 1

0

|u′|p−2u′v′rαdr ⩾
∫ 1

0

h(r,u)vrθdr, ∀ v ∈ X1,p
1 (α, θ), v ⩾ 0.

Lema 4.4. Seja g : R → R uma função cont́ınua e não-decrescente tal que g(0) = 0.

Suponha que u, v ∈ L∞ ∩ X1,p
1 (α, θ) satisfaçam∫ 1

0

|u′|p−2u′φ′rαdr+

∫ 1

0

g(u)φrθdr

⩽
∫R
0

|v′|p−2v′φ′rαdr+

∫ 1

0

g(v)φrθdr, ∀ φ ∈ X1,p
1 (α, θ) com φ ⩾ 0.

(4.16)

Então, u ⩽ v q.t.p. em (0, 1).

Demonstração. Sabemos que para a,b ∈ R e p ⩾ 2

22−p|b− a|p ⩽ (|b|p−2b− |a|p−2a)(b− a). (4.17)

Tomando φ = (u − v)+ em (4.16), pela monoticidade de g e da desigualdade acima,

obtemos

0 ⩾
∫ 1

0

[
|u′|p−2u′ − |v′|p−2v′

]
((u− v)+)′rαdr+

∫ 1

0

[g(u) − g(v)](u− v)+rθdr

⩾ 22−p
∫
{u⩾v}

|u′ − v′|prαdr+

∫
{u⩾v}

[g(u) − g(v)](u− v)+rθdr

⩾ 0.
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Assim, temos a igualdade

22−p
∫
{u⩾v}

|u′ − v′|prα dr+

∫
{u⩾v}

[
g(u) − g(v)

]
(u− v)+rθ dr = 0.

Veja que o integrando |u′ − v′|p é não-negativo, o termo [g(u) − g(v)](u− v)+ também é

não-negativo, já que g é não-decrescente e, por hipótese, u ⩾ v. Desse modo, a soma de

duas integrais não-negativas sendo igual a zero implica que cada uma delas é identicamente

nula. Consequentemente, o conjunto {u ⩾ v} possui medida nula. Dáı, segue que u ⩽ v

q.t.p. no intervalo (0, 1).

A demonstração do seguinte lema é semelhante à apresentada em [36, Lema 2.2], e

iremos prová-lo aqui também para tornar a exposição mais completa e autossuficiente.

Lema 4.5. Seja g : R → R uma função cont́ınua e crescente, tal que g(0) = 0. Para

cada f ∈ Lp
′

θ , o problema  Lu+ g(u) = f(r), em (0, 1)

u(1) = u′(0) = 0
(4.18)

possui uma única solução u ∈ X1,p
1 (α, θ). Além disso, o operador associado T : Lp

′

θ →

X1,p
1 (α, θ), f 7→ u, é cont́ınuo e não-decrescente.

Demonstração. Existência: Considere o funcional ϕ ∈ C1(X1,p
1 (α, θ),R) definido por

ϕ(u) :=
1

p

∫ 1

0

|u′|prαdr+

∫ 1

0

G(u)rθdr−

∫ 1

0

f(r)urθdr,

onde G(u) =
∫u
0 g(t)dt. Um ponto cŕıtico u ∈ X1,p

1 (α, θ) de ϕ corresponde a uma solução

fraca de (4.18), satisfazendo∫ 1

0

|u′|p−2u′φ′rαdr+

∫ 1

0

g(u)φrθdr =

∫ 1

0

f(r)φrθdr, ∀φ ∈ X1,p
1 (α, θ).

Para demonstrar a existência de soluções, provaremos que ϕ admite um mı́nimo global.

Primeiramente, mostremos que ϕ é coercivo. Pela desigualdade de Hölder e a continuidade

da imersão X1,p
1 (α, θ) ↪→ Lpθ existe uma constante c ⩾ 0, tal que

ϕ(u) ⩾
1

p

∫ 1

0

|u′|prαdr−

∣∣∣∣∫ 1

0

f(r)urθdr

∣∣∣∣
⩾

1

p

∫ 1

0

|u′|prαdr−
( ∫ 1

0

|f(r)|p
′
rθdr

) 1
p′
( ∫ 1

0

|u|prθdr
) 1
p

⩾
1

p

∫ 1

0

|u′|prαdr− C
( ∫ 1

0

|f(r)|p
′
rθdr

) 1
p′
( ∫ 1

0

|u′|prαdr
) 1
p

.



Caṕıtulo 4. Existência de solução para um problema côncavo-convexo 60

Como p > 1, garantimos que ϕ(u) → +∞ quando ∥u∥X → +∞.

No que diz respeito à semicontinuidade inferior, observe que os funcionais

u 7→
∫ 1

0

|u′|prαdr e u 7→
∫ 1

0

f(r)urθdr

são cont́ınuos. Por [8, Proposição 1.1], o funcional u 7→
∫1

0 G(u)r
θdr é semicont́ınuo

inferiormente. Portanto, ϕ é semicont́ınuo inferiormente e coercivo, logo existe um mı́nimo

global em X1,p
1 (α, θ).

Unicidade: Sejam u1,u2 ∈ X1,p
1 (α, θ) soluções fracas de (4.18). Então,∫ 1

0

[(|u′
1|
p−2u′

1r
α) − (|u′

2|
p−2u′

2r
α)]φ′dr+

∫ 1

0

[g(u1) − g(u2)]φr
θdr = 0.

Escolhendo φ = (u1 − u2)
+, sendo g crescente, temos

0 =

∫ 1

0

[(|u′
1|
p−2u′

1r
α) − (|u′

2|
p−2u′

2r
α)]((u1 − u2)

+)′dr+

∫ 1

0

[g(u1) − g(u2)](u1 − u2)
+rθdr

=

∫
u1⩾u2

|u′
1|
p−2 + |u′

2|
p−2

2
|((u1 − u2)

+)′|2rαdr (4.19)

+

∫
u1⩾u2

|u′
1|
p−2 − |u′

2|
p−2

2
(|u′

1|
2 − |u′

2|
2)rαdr (4.20)

+

∫
u1⩾u2

[g(u1) − g(u2)](u1 − u2)
+rθdr ⩾ 0. (4.21)

Acima, utilizamos a seguinte identidade

|a|p−2a− |b|p−2b =
|a|p−2 + |b|p−2

2
(a− b) +

|a|p−2 − |b|p−2

2
(a+ b),

bem como as igualdades

(u′
1 − u

′
2) =

(
(u1 − u2)

+
)′
, válida quando u1 ⩾ u2,

e

(u′
1 + u

′
2)(u

′
1 − u

′
2) = |u′

1|
2 − |u′

2|
2.

Portanto, (u1 − u2)
+ = 0 q.t.p. em (0, 1), pois (4.19) e (4.20) são positivas e, como

g crescente e u1 ⩾ u2, segue que g(u1) − g(u2) ⩾ 0. Dáı, u1 ⩽ u2 q.t.p. em (0, 1).

Escolhendo φ = (u2 − u1)
+ e aplicando um argumento semelhante, obtemos u2 ⩽ u1 em

(0, 1). Portanto, o problema (4.18) admite uma única solução. Para a monotonicidade de

T , sejam f1, f2 ∈ Lp
′

θ tais que f1 ⩽ f2. Aplicando o Lema 4.4 às soluções correspondentes

u1, u2 de (4.18) obtemos u1 ⩽ u2.
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Lema 4.6. Considere o problema (4.15) com h sob as condições (h1)- (h2). Seja u,u ∈

X1,p
1 (α, θ)∩L∞ uma sub e supersolução do problema (4.15), respectivamente, com u(r) ⩽

u(r) q.t.p. (0, 1). Então, existe uma solução fraca mı́nima (respectivamente máxima) u∗

(u∗) para o problema (4.15) no conjunto

[u,u] = {u ∈ L∞ ; u(r) ⩽ u(r) ⩽ u(r) q.t.p., em (0, 1)} .

Em particular, toda solução fraca u ∈ [u,u] de (4.15) satisfaz u∗(r) ⩽ u(r) ⩽ u∗(r) q.t.p.

em (0, 1).

Demonstração. Considere o conjunto [u,u] dotado da convergência q.t.p. Defina o ope-

rador

Sv = h(·, v(·)) + g(v(·)) ∈ L∞ ⊂ Lp
′

θ , ∀ v ∈ [u,u].

De (h1)-(h2), S é não-decrescente e limitada. Além disso, para vn, v ∈ [u,u], temos

∥Svn − Sv∥p
′

L
p′
θ

=

∫ 1

0

|h(r, vn) + g(vn) − h(r, v) − g(v)|
p′
rθdr.

Portanto, se vn → v q.t.p. em (0, 1), então, pelo Teorema da Convergência Dominada

temos ∥Svn−Sv∥p
′

L
p′
θ

→ 0 e S é cont́ınuo. Seja F : [u,u] → X1,p
1 (α, θ) definida por F = T ◦S

onde T é definida no Lema 4.5. Logo, F é um operador cont́ınuo e não-decrescente. Para

cada v ∈ [u,u], F(v) é a única solução fraca para o problema Lu+ g(u) = h(r, v) + g(v), em (0, 1)

u(1) = u′(0) = 0.

Seja u1 = F(u) e u
1 = F(u). Para todo φ ∈ X1,p

1 (α, θ), φ ⩾ 0, temos∫ 1

0

|u′
1|
p−2u′

1φ
′rαdr+

∫ 1

0

g(u1)φr
θdr ⩾

∫ 1

0

|u′|p−2u′φ′rαdr+

∫ 1

0

g(u)φrθdr

e ∫ 1

0

|(u1)′|p−2(u1)′φ′rαdr+

∫ 1

0

g(u1)φrθdr ⩽
∫ 1

0

|u′|p−2u′φ′rαdr+

∫ 1

0

g(u)φrθdr.

Utilizando a monoticidade de F e o Lema 4.4, obtemos u ⩽ F(u) ⩽ F(u) ⩽ F(u) ⩽ u

q.t.p. em (0, 1) para todo u ∈ [u,u]. Repetindo esse argumento, obtemos sequências

(un) e (un) com u0 = u, un+1 = F(un),u
0 = u e un+1 = F(un), tais que se u ∈ [u,u]

então un+1 = F(un)

u0 ⩽ u1 ⩽ · · · ⩽ un ⩽ u ⩽ un ⩽ · · · ⩽ u1 ⩽ u0, q.t.p. em (0, 1).

Assim, existem u∗,u
∗ ∈ [u,u] tais que un → u∗, u

n → u∗ e u∗ ⩽ u∗ q.t.p. em (0, 1).

Como F é cont́ınua u∗ = F(u∗) e u
∗ = F(u∗), isso conclui a prova.
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4.4 Existência de mı́nimo local para Eλ, com λ pe-

queno

Nesta seção iremos mostrar que para λ suficientemente pequeno o problema (4.1)

admite solução.

Lema 4.7. Existe λ0 > 0, ρ > 0, e δ > 0 tal que Eλ(u) ⩾ δ para todo λ ∈ (0, λ0) e

∥u∥X = ρ.

Demonstração. De (A1) e (A2), podemos escolher C1 > 0 tal que

F(t) ⩽ C1 + h(t)|t|e
|t|p

′
, para todo t ∈ R. (4.22)

De (A4), tomando ρ0 > 0 e ϵ > 0 satisfazendo 1+ ε− µα,θρ
p′

0 < 0, para s ∈ R obtemos

h(s)|s|e|s|
p′
⩽ C2e

µα,θ|ρ0s|
p′
, para algum C2 > 0. (4.23)

Combinando (4.22) e (4.23) temos

F(s) ⩽ C1 + C2e
µα,θ|ρ0s|

p′
, ∀ s ∈ R. (4.24)

Portanto, para qualquer u ∈ X1,p
1 (α, θ), temos∫ 1

0

F(u)rθdr ⩽ C1

∫ 1

0

rθdr+ C2

∫ 1

0

eµα,θ|ρ0u|
p′
rθdr.

Assim, pela desigualdade de Trudinger-Moser (2.9) e da estimativa obtida acima, segue

que

sup
∥u∥X⩽ 1

ρ0

∫ 1

0

F(u)rθdr < C, para algum C > 0.

Segue a seguinte estimativa

Eλ(u) ⩾
1

p

∫ 1

0

|u′|prαdr− λC.

Dessa forma, se ρ ∈ (0, 1
ρ0
), tem-se

inf
∥u∥X=ρ

Eλ(u) ⩾
ρp

pωα
− λC,

e portanto, tomando λ0 =
ρp

2pωαC
, temos

inf
∥u∥X=ρ

Eλ(u) ⩾
1

2
.
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Lema 4.8. Se λ é suficientemente pequeno, Eλ possui um mı́nimo local próximo a origem

de X1,p
1 (α, θ).

Demonstração. Sejam ρ, ρ0, λ0, e δ como no Lema 4.7. Utilizando (A3), se u ∈ X1,p
1 (α, θ), u ⩾

0, tem-se

F(tu) ⩾ η
∫ tu
0

sas

para algum η > 0 e para todo t > 0 suficientemente pequeno. De fato, temos

F(tu) =

∫ tu
0

h(s)e|s|
p′
ds ⩾

∫ tu
0

sαe|s|
p′
ds ⩾ η

∫ tu
0

sαds.

Assim,

Eλ(tu) ⩽
tp

p

∫ 1

0

|u′|prαdr− λη

∫ 1

0

( ∫ tu
0

sads
)
rθdr

= ta+1

[
tp−(a+1)

p

∫ 1

0

|u′|prαdr−
λη

a+ 1

∫ 1

0

ua+1rθdr

]
.

Como u ∈ La+1
θ e p − 1 > a, temos Eλ(tu) < 0 para t suficientemente pequeno. Em

particular,

inf
∥u∥X⩽ρ

Eλ(u) < 0,

e esse ı́nfimo é atingido por alguma função uλ. Pelo Lema 4.7, devemos ter ∥uλ∥X < ρ,

e portanto, uλ é um mı́nimo local de Eλ. Resta mostrar que o ı́nfimo é de fato atingido.

Seja (uj) ⊂ X1,p
1 (α, θ), ∥uj∥X ⩽ ρ uma sequência minimizante satisfazendo

uj ⇀ uλ em X1,p
1 (α, θ) e uj(r) → uλ(r) q.t.p. em (0, 1).

Como ρρ0 < 1, podemos tomar q > 1 tal que q(ρρ0)
p′
< 1. Assim, usando (4.24),

obtemos constantes positivas A e B satisfazendo∫ 1

0

Fq(uj)r
θdr ⩽ A

∫ 1

0

rθdr+ B

∫ 1

0

eµα,θq|ρ0uj|
p′
rθdr, ∀j ⩾ 1. (4.25)

Como ∥uj/ρ∥X ⩽ 1, pela desigualdade (2.9) temos

sup
j

∫ 1

0

eµα,θq(ρ0ρ)
p′ |
uj
ρ |p

′

rθdr < C.

Segue de (4.25) que F(uj) é uniformemente integrável em (0, 1) e do Teorema da Con-

vergência de Vitali, obtemos

lim
n→∞

∫ 1

0

F(uj)r
θdr =

∫ 1

0

F(uλ)r
θdr.

Pela semicontinuidade inferior da norma, temos ∥uλ∥X ⩽ ρ, além disso,

inf
∥u∥X⩽ρ

Eλ(u) = lim
n→∞Eλ(uj) ⩾ lim inf

n→∞
1

p

∫ 1

0

|u′
j|
prαdr− λ

∫ 1

0

F(uλ)r
θdr ⩾ Eλ(uλ).

Assim, uλ é um mı́nimo local de Eλ se λ ∈ (0, λ0).
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4.5 Não existência para λ grande

Pelo argumento da sessão anterior, o conjunto A = {λ > 0 ; (4.1) possui um solução}

é não vazio.

Teorema 4.2. Seja λ∗ = supA. Então, 0 < λ∗ < ∞. Em particular, o problema (4.1)

não admite solução para quaisquer λ > λ∗.

Demonstração. Pelo Lema 4.8 é claro que λ∗ > 0. Resta verificar que λ∗ é finito. Suponha,

por absurdo, que exista uma sequência λj → ∞ tal que, para cada j ∈ N, o problema

(4.1) com λ = λj admita uma solução uj. Seja λ1 o primeiro autovalor dado por (4.6)

e φ1 sua correspondente autofunção. Fixando ε ∈ (0, 1), de (A3)-(A4), podemos tomar

λ > 0 tal que λf(t) > (λ1 + ε)t
p−1, para todo t > 0 e λ > λ. Note que para λj > λ, uj é

uma supersolução fraca de
Lu = (λ1 + ε)u

p−1

u > 0

 em (0, 1)

u(1) = 0

(4.26)

e δφ1 é uma subsolução se δ < λ1 + ε. Escolhendo δ suficientemente pequeno de modo

que, δφ1(r) ⩽ uj(r) q.t.p. em (0, 1), do Lema 4.6 podemos encontrar uma solução φε > 0

de (4.26) para todo ε ∈ (0, 1). Isso contradiz o Lema 4.3.

Voltaremos agora nossa atenção para a demonstração da existência de solução fraca

para o problema (4.1).

4.6 Existência de solução para Eλ, com λ ∈ (0, λ∗)

Lema 4.9. Seja f : [0,∞) → [0,∞) cont́ınua tal que t1−pf(t) é não-crescente. Suponha

que u1,u2 ∈ C1[0, 1] ∩ X1,p
1 (α, θ), com u1,u2 > 0 em (0, 1) são sub e supersolução do

problema Lu = f(u), respectivamente. Então, u1 ⩽ u2 q.t.p. em (0, 1).

Demonstração. Sejam u1,u2 funções positivas tais que

Lu1

up−1
1

⩽
f(u1)

up−1
1

e −
Lu2

up−1
2

⩽ −
f(u2)

up−1
2

.

Portanto, se φ ∈ X1,p
1 (α, θ) com φ ⩾ 0, vale a desigualdade∫ 1

0

|u′
1|
p−2u′

1

( φ

up−1
1

)′
rαdr−

∫ 1

0

|u′
2|
p−2u′

2

( φ

up−1
2

)′
rαdr ⩽

∫ 1

0

[
f(u1)

up−1
1

−
f(u2)

up−1
2

]
φrθdr.
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Tomando φ = (up1 − up2 )
+, no conjunto {u1 ⩾ u2}, temos( φ

up−1
1

)′
=
(
u1 −

up2

up−1
1

)′
= u′

1 −
( up2

up−1
1

)′
e ( φ

up−1
2

)′
=
( up1

up−1
2

)′
− u′

2.

Assim,∫
{u1⩾u2}

H(u1,u2)r
αdr+

∫
{u1⩾u2}

S(u1,u2)r
αdr ⩽

∫
{u1⩾u2}

[
f(u1)

up−1
1

−
f(u2)

up−1
2

]
(up1−u

p
2 )r

θdr,

(4.27)

onde

H(u1,u2) = |u′
1|
p − |u′

2|
p−2u′

2

( up1

up−1
2

)′
e S(u1,u2) = |u′

2|
p − |u′

1|
p−2u′

1

( up2

up−1
1

)′
.

Argumentando como no Lema 4.2, temos L(u1,u2) e S(u1,u2) são não negativas. Utili-

zando a monoticidade de t1−pf(t), a equação (4.27) nos dá

0 ⩽
∫
{u1⩾u2}

[
f(u1)

up−1
1

−
f(u2)

up−1
2

]
(up1 − up2 )r

θdr ⩽ 0.

Seja f̃ : R → R definida por

f̃(t) =

f(t), se t < t∗

f(t∗), se t ⩾ t∗.

De (A1) e (A3), t1−pf̃(t) é uma função não-crescente e f̃(0) = 0. Considere o seguinte

problema:


Lu = λf̃(u)

u > 0

 em (0, 1)

u(1) = 0

. (4.28)

Como f̃ é limitada, o funcional associado Ẽλ é coercivo. Além disso, devido ao mergulho

compacto (2.4) e o Teorema da Convergência de Vitali, Ẽλ é semicont́ınua inferiormente,

assim (4.28) possui ao menos uma solução. A unicidade da solução para o problema (4.28)

segue diretamente do Lema 4.9. De fato, sejam u1 e u2 em C1[0, 1] ∩ X1,p
1 (α, θ) soluções

positivas de (4.28), elas são ao mesmo tempo, subsolução e supersolução do problema.
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Pelo Lema 4.9, temos que u1 ⩽ u2 e u2 ⩽ u1 quase sempre em (0, 1), o que implica

u1 = u2 q.t.p. em (0, 1). Uma vez que u1 e u2 são funções cont́ınuas em [0, 1], segue que

u1 ≡ u2 em todo o intervalo. Portanto, a solução de (4.28) é única. Portanto, tomando ũλ

como a única solução de (4.28) da condição θ > α− 1, temos ũλ ∈ C1[0, 1] De fato, tome

(4.8) como função teste em (4.28). Vamos analisar o seguinte prinćıpio de comparação.

Lema 4.10. Sejam f1, f2 : [0, 1] × R → R uma função cont́ınua e u1,u2 ∈ C1([0, 1]) ∩

C2(0, 1) tal que f∗ = f2(r,u2) − f1(r,u1) satisfaz:

f∗ ⩾ 0 em (0, 1) e f∗ ̸≡ 0. (4.29)

Suponha u1,u2 são soluções fracas de,Lu2 − f2(r,u2) ⩾ Lu1 − f1(r,u1) em (0, 1)

ui(1) = u
′
i(0) = 0, i = 1, 2.

(4.30)

Então, o seguinte prinćıpio de comparação nos dá:

u2 ⩾ u1 em (0, 1) ⇒ u2 > u1 em (0, 1).

Além disso, podemos garantir a seguinte condição de fronteira u′
1(1) > u

′
2(1)

Demonstração. De (4.30), segue que∫ 1

0

(|u′
2|
p−2u′

2 − |u′
1|
p−2u′

1)v
′rαdr ⩾

∫ 1

0

[f2(r,u2) − f1(r,u1)] r
θdr, ∀ v ∈ X1,p

1 (α, θ), v ⩾ 0.

Então, podemos escrever ∫ 1

0

Gv′rαdr ⩾
∫ 1

0

f∗vrθdr, (4.31)

onde G : [0, 1] → R é dada por

G = |u′
2|
p−2u′

2 − |u′
1|
p−2u′

1. (4.32)

Utilizando a função teste (4.8), a desigualdade (4.31) nos dá que

−rαG(r) ⩾
∫ r
0

f∗(s)sθds. (4.33)

De (4.29), G ⩽ 0 em (0, 1) e G(1) < 0. Além disso, de (4.17) segue que

22−p|u′
2 − u

′
1|
p ⩽ G(r)(u′

2 − u
′
1). (4.34)



Caṕıtulo 4. Existência de solução para um problema côncavo-convexo 67

Definaw = u2−u1. Afirmamos quew > 0 em (0, 1). De fato, veja quew ⩾ 0, combinando

(4.34) com G ⩽ 0, segue que w é uma função não-crescente. Assim, w(r) = 0 nos dá que

r é um mı́nimo global para w em (0, 1) e w ≡ 0 em (r, 1]. Consequentemente, G se anula

em (r, 1], o que contradiz G(1) < 0. Finalmente, G(1) < 0 e (4.32) implica u′
1(1) ̸= u′

2(1),

e assim, de (4.34) temos u′
1(1) > u

′
2(1).

Seja C0([0, 1]) = {u ∈ C([0, 1]); u(1) = 0} e C = C1([0, 1]) ∩ C0([0, 1]). Para u ∈ C,

considere ∥u∥C = ∥u∥C1 .

Lema 4.11. Eλ|C possui um mı́nimo local para todo λ ∈ (0, λ∗).

Demonstração. Fixando λ ∈ (0, λ∗). Temos que (4.1) possui uma solução, digamos û,

para algum λ̃ ∈ (λ, λ∗). Utilizando as hipóteses (A3)-(A4) temos λ > 0 satisfazendo

0 < λ < λ inf
t>0
f(t)t−a. (4.35)

Seja u a única solução para o problema
Lu = λua

u > 0

 em (0, 1)

u(1) = 0.

(4.36)

Então, temos que ũ é uma supersolução de (4.36). Utilizando o Lema 4.9, obtemos ũ ⩾ u

em (0, 1). Defina f∗ = λf(ũ) − λ ua, utilizando (4.35) temos f∗ > 0 em (0, 1). Veja que

Lũ− λf(ũ) ⩾ Lũ− λ̃ f(ũ) = 0 = Lu− λ ua.

Podemos aplicar o prinćıpio de comparação do Lema 4.10, o que nos dá u < ũ em (0, 1)

e ũ′(1) > u′(1). Por (A2), podemos definir g : (0, 1)× R → R por

g(r, t) =


f(u(r)), se t < u(r)

f(t), se u(r) ⩽ t ⩽ ũ(r)

f(ũ(r)), se t > ũ(r)

.

Seja G(r,u) =
∫u
0 g(r, t)dt. Defina o funcional auxiliar Iλ : X

1,p
1 (α, θ) → R dado por

Iλ(u) =
1

p

∫ 1

0

|u′|prαdr− λ

∫ 1

0

G(r,u)rθdr.



Caṕıtulo 4. Existência de solução para um problema côncavo-convexo 68

Temos que Iλ é limitado inferiormente em X1,p
1 (α, θ) e semicont́ınuo inferiormente. Seja

uλ o mı́nimo global de Iλ. Em particular, uλ satisfaz fracamente

Luλ − λg(r,uλ) = 0 em (0, 1).

Afirmamos que uλ ∈ C1([0, 1]) ∩ C0([0, 1]). De fato, tomando a função teste vε como em

(4.8), usando o fato de que uλ é um mı́nimo de Iλ, e fazendo ε→ 0, temos

−u′
λ(r) =

( λ
rα

∫ r
0

g(s,uλ)s
θds
) 1
p−1

pela regra de L’Hospital

lim
r→0+

λ

rα

∫ r
0

g(s,uλ)s
θds = lim

r→0+
λg(r,uλ(r))r

θ−α+1 = 0

onde o [18, Lema 6] é utilizado para garantir que a validade do limite acima e supomos

que θ > α− 1. Podemos então definir u′
λ(0) = 0. Assim, a afirmação está provada. Logo,

uλ > 0 e uλ ∈ C1([0, 1]) ∩ C0([0, 1]). Veja que

λua < λf(u) = λg(r,u) ⩽ λg(r,uλ) ⩽ λg(r, ũ) = λf(ũ) ⩽ λ̃ f(ũ) em (0, 1).

Portanto, podemos aplicar o Lema 4.10 e concluir que u < uλ < ũ em (0, 1) e u′(1) >

u′
λ(1) > ũ

′(1). Dado que uλ é uma solução da equação (4.1), podemos encontrar δ > 0

suficientemente pequeno tal que, se v ∈ C e ∥uλ − v∥C < δ, então u < v < ũ em (0, 1).

Como Eλ ≡ Iλ em
{
v ∈ X1,p

1 (α, θ) : u < v < ũ, em (0, 1)
}
, temos uλ é um mı́nimo local

para Eλ|C.

Iremos aplicar um argumento semelhante ao de [26] para demonstrar que uλ é um

mı́nimo local para o funcional Eλ.

Teorema 4.3. Para todo λ ∈ (0, λ∗), a função uλ do Lema 4.11 é um mı́nimo local para

Eλ em X1,p
1 (α, θ).

Demonstração. A função uλ é um mı́nimo local de Eλ em C (resp. X1,p
1 (α, θ)) se, e só se,

0 é um mı́nimo local de v 7→ Eλ(v+uλ). Suponha que 0 não é um mı́nimo local Eλ(·+uλ)

em X1,p
1 (α, θ), então existe (vj) ⊂ X1,p

1 (α, θ) tal que

∥vj∥X <
1

j
e Eλ(uλ + vj) < Eλ(uλ), ∀j ⩾ 1. (4.37)
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Seja G : R → R definida por G(s) = |s|q+1e|s|
p′
, com q > 1. Para ε ∈ (0, 1) definamos

o conjunto Cε = {u ∈ X1,p
1 (α, θ); k(u) = ∥G(u)∥L1θ < ε}. Pela desigualdade de Hölder,

temos∫ 1

0

G(vj)r
θ dr =

∫ 1

0

|vj|
q+1e|vj|

p′
rθ dr ⩽

( ∫ 1

0

|vj|
(q+1)2rθ dr

) 1
2
( ∫ 1

0

e2|vj|
p′
rθ dr

) 1
2

.

Também pelo mergulho (2.4), temos( ∫ 1

0

|vj|
2(q+1)rθ dr

) 1
2
( ∫ 1

0

e2|vj|
p′
rθ dr

) 1
2

⩽ C
( ∫ 1

0

|v′j|
prα dr

)q+1
p
( ∫ 1

0

e2|vj|
p′
rθ dr

) 1
2

.

Usando a desigualdade de Trudinger-Moser e a estimativa ∥vj∥q+1
X <

(
1
j

)q+1

para j

suficientemente grande, obtemos que k(vj) → 0. Consequentemente, Cε ̸= ∅ para todo

ε > 0. Portanto, existe Nε ∈ N tal que (vj) ⊂ Cε para todo j > Nε.

Afirmamos que existem C1 > 0, C2 > 1 tais que, para todo t > 0 e C ∈ R,

e|C+t|p
′
⩽ C1e

|C2t|
p′
, para t > 0 e qualquer C ∈ R. (4.38)

De fato,

lim
t→0+

e|C+t|p
′

e|C2t|p
′ = e|C|p

′
, lim
t→∞

e|C+t|p
′

e|C2t|p
′ = 0.

Pelo cálculo acima a afirmação está provada, pois a função t 7→ e|C+t|p
′
/e|C2t|

p′
é limitada.

Por (A5), f(s) ⩽ (1+ |s|q)e|s|
p′
e, então

|F(uλ + v)| ⩽
∫uλ+v
0

|f(s)|ds ⩽ |(f(uλ + v)(uλ + v)|

⩽ |(1+ |uλ + v|)
qe|uλ+v|

p′
(uλ + v)|

⩽ (|uλ + v|+ |uλ + v|
q+1)e|uλ+v|

p′

⩽ |C(1+ |uλ + v|
q+1e|uλ+v|

p′
)|

⩽ C1 + C2|v|
q+1eC3|v|

p′
,

na última desigualdade utilizamos (4.38) e que uλ ∈ C.

Para v ∈ Cε,

Eλ(uλ + v) =
1

p

∫ 1

0

|(uλ + v)
′|prαdr− λ

∫ 1

0

F(uλ + v)r
θdr

⩾
1

p

∫ 1

0

|(uλ + v)
′|prαdr− λ

( ∫ 1

0

C1r
θdr− εC2

)
⩾

1

p

∫ 1

0

|(uλ + v)
′|prαdr− Cε.

(4.39)
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Veja que Cε é convexo pois, G(s) é convexa, e pela desigualdade de Trudinger-Moser, o

conjunto Cε é fechado em X1,p
1 (α, θ). Portanto, por (4.37) e utilizando que vj ∈ Cε para

algum j podemos encontrar vε ∈ Cε tal que vε ̸= 0 e

inf
u∈Cε

Eλ(uλ + v) = Eλ(uλ + vε) < Eλ(uλ), ε ∈ (0, 1). (4.40)

De (4.39) e (4.40), temos que vε é limitada em X1,p
1 (α, θ) para todo ε ∈ (0, 1). Como

k(vε) ⩽ ε temos que k(uε) → 0 quando ε→ 0+ temos uε → 0 q.t.p. em (0, 1).

Utilizando multiplicadores de Lagrange, existe µε ⩽ 0, tal que

E′λ(uλ + vε) = µεk
′(vε). (4.41)

De fato, caso µε > 0 para algum ε > 0, podemos escolher ρ ∈ X1,p
1 (α, θ) tal que E′λ(uλ +

vε)ρ < 0 ( o que é posśıvel desde que k′(vε) ̸= 0) o que nos dá também que k′(vε)ρ < 0.

Para τ > 0 suficientemente pequeno, k(vε + τρ) < k(vε) ⩽ ε. Assim, vε + τρ ∈ Cε para

τ > 0 suficientemente pequeno. Assim, E′λ(uλ + vε)ρ < 0, e temos Eλ(vλ + uε + τρ) <

Eλ(uλ+vε)ρ < 0. Uma contradição com (4.40). Agora iremos utilizar uma argumentação

semelhante a presente no Caṕıtulo 2, para garantir que as sequencias uε são limitadas.

Em (4.41), seja φ(s) = Tk(s) = (s + k)χ(−∞,−k] + (s − k)χ[k,∞) com k > 0. Defina

Ωk = {r ∈ [0, 1]; |vε| ⩾ k}. Assim, como µε ⩽ 0, temos∫ 1

0

(|u′
λ + v

′
ε|
p−2(u′

λ + v
′
ε) − |u′

λ|
p−2u′

λ)T
′(vε)r

α dr ⩽ λ
∫ 1

0

[f(uλ + vε) − f(uλ)]T(vε)r
θ dr.

Iremos estimar agora o lado direito. Considere γ = βη, β > 1 e η = p+1
β−1

, como f(u) ⩽

(1 + |u|)qe|u|
p
p−1

= ϕ(u) (com q > 1), ϕ é uma função convexa e, pela desigualdade de

Trudinger-Moser, temos∫ 1

0

[f(uλ + vε) − f(uλ)]T(vε)r
θ dr

⩽
( ∫ 1

0

|f(uλ + vε) − f(uλ)|
βrθ dr

) 1
β
( ∫ 1

0

|Tk(vε)|
γrθ dr

) 1
γ

|Ωk|
γ−1−η
γ

θ

⩽

[( ∫ 1

0

|f(uλ + vε)|
βrθ dr

) 1
β

+
( ∫ 1

0

|f(uλ)|
βrθ dr

) 1
β

]
∥T(vε)∥Lγθ |Ωk|

γ−1−η
γ

θ

⩽ C∥T(vε)∥Lγθ |Ωk|
γ−1−η
γ

θ .

(4.42)

Agora, vamos estimar o lado esquerdo. Pela desigualdade (4.17),∫ 1

0

(|u′
λ + v

′
ε|
p−2(u′

λ + v
′
ε) − |u′

λ|
p−2u′

λ)T
′(vε)r

α dr

⩾ C
∫ 1

0

|T ′k(vε)|
prα dr

⩾ C
( ∫ 1

0

|Tk(vε)|
γrθ dr

)p
γ

.

(4.43)
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Por (4.43) e (4.42),( ∫ 1

0

|Tk(vε)|
γrθ dr

)p
γ

⩽ C
( ∫ 1

0

|Tk(vε)|
γrθ dr

) 1
γ

|Ωk|
γ−1−η
γ

θ .

Com isso, ∫ 1

0

|Tk(vε)|
γrθ dr ⩽ C|Ωk|

γ−1−η
γ

γ
p−1

θ = C|Ωk|
p
p−1

θ . (4.44)

Veja que,∫ 1

0

|Tk(vε)|
γrθ dr =

∫
Ωk

(|vε|− k)
γrθ dr ⩾

∫
Ωh

(|vε|− k)
γrθ dr ⩾ (h− k)γ|Ωh|θ. (4.45)

Se 0 < k < h, temos |Tk(s)| = (|s| − k)(χ[−k,k](s)) para s ∈ R, Ωh ⊂ Ωk. Seja

ψ(k) = |Ωk|θ então, utilizando (4.44), (4.45),

ψ(h) ⩽ C(h− k)−γψ(k)p
′
. (4.46)

Defina d = 2pC
1
γ |[0, 1]|

1
(p−1)γ

θ e a sequência σj por σ0 = 0 e σj = σj−1 +
d
2j
, j = 1, 2, · · · .

Por indução em (4.46) temos

ψ(σj) ⩽ 2−jγ(p−1)ψ(0) → 0, j→ ∞.

De fato, para j = 1, temos

ψ(σ1) ⩽ C(σ1 − σ0)
−γψ(0)p

′
= C

( 2
d

)γ
ψ(0)p

′
= 2γ(1−p)ψ(0).

Suponha que a desigualdade seja verdadeira para j. Então,

ψ(σj+1) ⩽ C(σj+1 − σj)
−γψ(σj)

p′

= C
2(j+1)γ

dγ
ψ(σj)

p′

⩽ C
2(j+1)γ

(2pC
1
γ |[0, 1]|

1
(p−1)γ

θ )γ
(2jγ(1−p))p

′
ψ(0)p

′

= 2(j+1)γ(1−p)ψ(0).

Como σj → d e ψ é não-crescente, tem-se ψ(d) = 0. Logo,

sup
ε∈(0,1)

∥vε∥L∞ ⩽ d. (4.47)

Veja que∫ 1

0

|u′
λ + v

′
ε|
p−2(u′

λ + v
′
ε)w

′rα dr−

∫ 1

0

f(u′
λ + v

′
ε)wr

θ dr = µε

∫ 1

0

G ′(vε)wr
θ dr. (4.48)



Caṕıtulo 4. Existência de solução para um problema côncavo-convexo 72

Note que G′(s) = e|s|
p′
((q+ 1)|s|q−1s+ p′s|s|q+p

′−1). Em (4.48) w é dada por

wε̃(s) =


1 0 < s ⩽ r

1+ 1
ε̃
(r− s) r ⩽ s ⩽ r+ ε̃

0 s > r+ ε̃

. (4.49)

Tomando o limite ε̃→ 0, obtemos

|u′
λ(r) + v

′
ε(r)|

p−2(u′
λ(r) + v

′
ε(r)) =

1

rα
[µε

∫ r
0

G ′(vε)r
θ dr+

∫ r
0

f(uλ + vε)r
θ dr].

Seja h(t) = |t|
2−p
p−1 t a função inversa de t 7→ |t|p−2t. Então,

v′ε(r) = h
( 1

rα
[µε

∫ r
0

G ′(vε)s
θds+

∫ r
0

f(uλ + vε)s
θds]

)
− u′

λ(r)

observe que v ′ε é uma função cont́ınua em (0, 1]. Pela regra de L’Hôpital,

lim
r→0+

1

rα

∫ r
0

f(uλ + vε)s
θds = lim

r→0
αf(uλ(r) + vε(r))r

θ−α+1 = 0,

onde utilizamos que vε ∈ L∞. Observe que

lim
r→0+

1

rα

∫ r
0

G′(vε)s
θds = lim

r→0
αG′(vε(r))r

θ−α+1.

sando que G′ é uma função cont́ınua e a limitação de vε, temos vε ∈ C. Isso contradiz o

fato de uλ ser mı́nimo local em C.
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Reuniremos a seguir alguns resultados necessários, de modo a tornar este trabalho

mais autocontido.

Definição 1. Será denotado por W(a,b) o conjunto de todas as funções mensuráveis,

positivas e finitas q.t.p. em (a,b).

Definição 2. i) Para 1 < p ⩽ q < ∞, v,w ∈ W(a,b) defina a função FR(a,b) →

[0,∞] por

FR(r) =

(∫ r
a

w(s)ds

) 1
q
(∫b
r

v1−p
′
(s)ds

) 1
p′

(50)

e ainda BR ∈ [0,∞] por

BR = sup
a<r<b

FR(r).

ii) Para 1 < q < p <∞ e v,w ∈W(a,b), defina AR ∈ [0,∞] por

AR =
( ∫b
a

[( ∫ r
a

w(s)ds
) 1
q
( ∫b
r

v1−p
′
(s)ds

) 1
q′
]m
v1−p

′(r)dr
) 1
m

onde
1

p
+

1

p′
=

1

q
+

1

q′ = 1 e
1

m
=

1

q
−

1

p
.

Seja HR : Lp(a,b; v) → Lq(a,b;w) definido por

HR(f)(r) =

∫b
r

f(s)ds.

Teorema 1. Seja 1 < p ⩽ q < ∞, v,w ∈ W(a,b). O operador HR : Lp(a,b; v) →

Lq(a,b;w) é compacto se, e somente se

• BR <∞,

• limr→a+ FR(r) = limr→b− FR(r) = 0.

73
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Caso 1 < q < p < ∞ o operador é compacto se, e somente se, AR < ∞. Veja [42,

Teorema 7.4].

Teorema 2. Para todo q ⩾ 1 e ε > 0 vale o seguinte

(x+ y)q ⩽ (1+ ε)
q−1
q xq + (1− (1+ ε)

−1
q )1−qyq, x, y ⩾ 0.

Veja [13, Teorema 2.1].

Definição 3. Diz-se que uma sequência de funções mensuráveis (fn)
∞
n=1 em Ω ⊂ Rn

é uniformemente integrável em Ω se, para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que, para todo

conjunto mensurável A ⊂ Ω com |A| < δ, tem-se∫
A

|fn| < ε, ∀n ∈ N,

onde |A| denota a medida de Lebesgue de A em Rn.

Teorema 3. Seja Ω ⊂ Rn e suponha que 1 < p <∞. Se (fn) é uma sequência limitada

em Lp(Ω), então (fn) é uniformemente integrável em Ω. Veja [48, Corolário 2]

Teorema 4 (Convergência de Vitali). Seja Ω ⊂ Rn um conjunto mensurável com medida

de Lebesgue finita, e seja (fn) uma sequência de funções mensuráveis em Ω. Suponha

que:

1. fn → f quase em todo ponto de Ω;

2. A sequência (fn) é uniformemente integrável em Ω.

Então, fn → f em L1(Ω). Veja [48, pág 98].

Os resultados a seguir são referentes ao Caṕıtulo 1.

Definição 4 (Nı́vel de concentração). Defina

Iδµ(0) = sup
(wn)⊂H1

0,rad(B,w0)

{lim sup Iµ(wn) : wn concentra em x = 0}

Teorema 5 (Estimativa do ńıvel de concentração). Para β ∈ [0, 1) tem-se que

Iδµβ(0) ⩽ |B|(1+ e).

Veja [46, Lema 9].
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Teorema 6. Existem β∗ ∈ (0, 1) e uµβ ∈ H1
0,rad(B,w0), ∥uµβ∥w0 ⩽ 1 tal que

Iµβ(uµβ) = sup
∥u∥w0⩽1; u∈H1

0,rad(B,w0)

Iµβ(u)

para todo β ∈ [0,β∗). Veja [47, Teorema 1.3].

Definição 5 (Nı́vel de concentração). Defina

Iδµ(0) = sup
(wn)⊂X1,p

1,w0

{lim sup Iµ(wn) : wn concentra em x = 0}.

Teorema 7 (Estimativa do ńıvel de concentração). Para β ∈ [0, 1) tem-se que

Iδµβ(0) ⩽
ωθ

θ+ 1

(
1+ eγ+Ψ(p)

)
,

onde Ψ(x) = Γ ′(x)
Γ(x)

e γ = limj→∞(∑j
k=1

1
k
− ln j) é a constante de Euler. Veja [46, Lema

9].

Teorema 8. Existem β∗ ∈ (0, 1) e uα,θ,β ∈ X1,p
1,w0

tal que

Iµα,θ,β(uα,θ,β) = sup
∥u∥Xw0

⩽1; u∈X1,p
1,w0

Iµα,θ,β(u)

para todo β ∈ (0,β∗). Veja [53, Teorema 1.4].

Teorema 9. Seja α ⩾ 1, θ ⩾ 0 e p ⩾ 2 sob a condição de Trudinger-Moser. Seja

(uj) ⊂ X1,p
1 (α, θ) tal que

∥u′
j∥Lpα ⩽ 1 e uj ⇀ u em X1,p

1 (α, θ) com u ̸= 0. (51)

Então,

lim sup
j→∞

∫ 1

0

epµα,θ|uj|
p
p−1
λθ =

<∞ se p < P

= ∞ se p ⩾ P,

onde

P =


(
1−

∫1

0 |u
′|pdλα

)− 1
p−1

se ∥u′
j∥Lpα < 1,

∞ se ∥u′
j∥Lpα = 1.

veja [16, Teorema 1].
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