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“O importante é nao parar de questionar.”
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Resumo

Neste trabalho estudamos problemas de equilibrio de dois niveis em R™ por meio de
métodos proximais com distancias proximais generalizadas. Inicialmente, apresentamos
conceitos fundamentais de analise convexa, incluindo conjuntos convexos, fun¢oes conve-
xas, subdiferenciais, fun¢oes conjugadas, cones normais e fungoes suporte. Em seguida,
introduzimos os problemas de equilibrio, destacando sua capacidade de unificar diversos
modelos cléssicos, como problemas de otimizacao convexa, problemas de ponto fixo e
desigualdades variacionais. O foco principal da dissertagao é a analise de problemas de
equilibrio de dois niveis, nos quais se busca uma solucao de um problema de equilibrio
de nivel superior restrita ao conjunto solu¢ao de um problema de equilibrio de nivel infe-
rior. Para isso, estudamos a classe das distancias proximais generalizadas e sua utilizacao
na construcao de bifung¢oes regularizadas. Sob hipéteses adequadas de convexidade, se-
micontinuidade, monotonicidade e coercividade assintotica, apresentamos condigoes que
garantem existéncia e unicidade de solugoes dos subproblemas regularizados. Por fim,
analisamos o método proximal proposto para resolver problemas de equilibrio de dois ni-
veis e, sob as hipoteses adotadas, demonstramos que a sequéncia gerada pelo algoritmo
converge para uma solucao do problema. Encerramos o trabalho discutindo perspectivas

futuras, como versoes inexatas do método e taxas de convergéncia.

Palavras-chave: problema de equilibrio; problema de equilibrio de dois niveis; método

proximal; distancias proximais generalizadas; analise convexa.



Abstract

In this work we study bilevel equilibrium problems in R™ by means of proximal methods
with generalized proximal distances. We first present fundamental concepts of convex
analysis, including convex sets, convex functions, subdifferentials, conjugate functions,
normal cones and support functions. Then, we introduce equilibrium problems, emphasi-
zing their ability to unify several classical models, such as convex optimization problems,
fixed point problems and variational inequalities. The main focus of this dissertation is
the analysis of bilevel equilibrium problems, in which one seeks a solution of an upper-
level equilibrium problem restricted to the solution set of a lower-level equilibrium pro-
blem. To this end, we study the class of generalized proximal distances and their use
in the construction of regularized bifunctions. Under suitable assumptions of convexity,
semicontinuity, monotonicity and asymptotic coercivity, we present conditions ensuring
existence and uniqueness of solutions of the regularized subproblems. Finally, we analyze
the proximal method proposed for solving bilevel equilibrium problems and under the
adopted assumptions, we demonstrate that the sequence generated by the algorithm con-
verges to a solution of the problem. We conclude by discussing future research directions,

such as inexact versions of the method and convergence rates.

Keywords: equilibrium problem; bilevel equilibrium problem; proximal method; gene-

ralized proximal distances; convex analysis.
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Lista de Simbolos

N Conjunto dos ntimeros naturais.

R Conjunto dos nimeros reais.

R™ Espaco euclidiano n-dimensional.

R, Conjunto dos ntimeros reais nao negativos.
(x,y) Produto interno usual entre x,y € R™.

||| Norma euclidiana de x € R™.

|- Ilx Norma da soma em R™.

B.(a) Bola aberta de centro a e raio v > 0.

B.[a] Bola fechada de centro a e raio r > 0.
S.(a) Esfera de centro a e raio v > 0.

int(C) Interior do conjunto C.

conv(C) Envoltoria convexa do conjunto C.

coreg C Core de C relativo ao conjunto K.

E¢ Epigrafo da fungao f.

dom(f) Dominio efetivo da funcao f.

VT(x) Gradiente da funcao diferenciavel f no ponto x.
of(x) Subdiferencial da fun¢ao f no ponto x.

oo Funcao indicadora do conjunto Q.

No (x) Cone normal ao conjunto () no ponto x.
oo Funcao suporte do conjunto Q.

f* Conjugada de Fenchel da fungao f.
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oo
flg
PE(f, K)
S(f, K)
Fix(T)

VI(T, K)

P(R™)

PEB(f, h, K)

S(h, S(f,K))

argmin, cx ¢ (x)

o(ex)

Biconjugada de Fenchel da funcao f.

Inf-convolucao das funcoes f e g.

Problema de equilibrio associado a bifun¢ao f e ao conjunto K.
Conjunto solucao do problema de equilibrio PE(f, K).
Conjunto dos pontos fixos de T.

Problema de desigualdade variacional associado ao operador T

e ao conjunto K.
Conjunto das partes de R™.

Problema de equilibrio de dois niveis associado as bifungoes

f,h e ao conjunto K.

Conjunto solugao do problema de equilibrio de nivel superior
sobre S(f, K); corresponde ao conjunto solucao do problema de

dois niveis.
Conjunto dos minimizadores de @ sobre K.

Notacao de Landau para uma quantidade assintoticamente des-

prezivel em relagao a €.
Fungao f, : K — R definida por f,(y) := f(z,y).

Imagem da aplicagdo cone normal associada ao conjunto

S(f,K).

Hipotese geométrica de regularidade utilizada na analise de

convergéncia do método proximal.

Conjunto nao vazio, fechado e convexo utilizado na defini¢ao

das distancias proximais generalizadas.
Distancia proximal associada ao conjunto S.

Familia de todas as distancias proximais associadas ao conjunto

S.
Distancia proximal induzida associada a distancia proximal d.

Subdiferencial de d(-,y) com rela¢ao a primeira variavel.
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{x*}
M)
{ex}
fi

dist(y, S(f, K))

Gradiente de d(-,y) com relagdo & primeira variavel, avaliado

em X.
Familia dos pares proximais (d, D) associados ao conjunto S.
Bifuncao regularizada.

Parametro positivo de regularizacao proximal.

Parametro positivo de penalizagao.

Sequéncia de iterados gerada pelo método proximal.
Sequéncia de parametros positivos de regularizacao proximal.
Sequéncia de parametros positivos de penalizacao.

Bifuncao regularizada associada & k-ésima iteracao do método

proximal.
Distancia do ponto y ao conjunto S(f, K).

Notacao de Landau utilizada para representar uma possivel

taxa de convergéncia sublinear.

Trajetoria continua considerada na discussao de possiveis for-

mulagoes dindmicas do método.
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Introducao

Problemas de equilibrio constituem uma classe ampla de problemas mateméaticos que
permite unificar, em uma mesma formulacgao, diversos modelos classicos da otimizacao e da
analise nao linear. Embora ideias relacionadas a problemas de equilibrio ja aparecam em
trabalhos anteriores, como em Nikaido e Isoda [47], a formulagao abstrata foi fortemente
difundida a partir dos trabalhos de Ky Fan [23] e, posteriormente, de Blum e Oettli [11],
que sistematizaram o problema de equilibrio como uma estrutura unificadora. De modo
geral, dado um conjunto nao vazio K C R™ e uma bifuncao f : K x K — R, o problema de

equilibrio associado a f e K consiste em encontrar x* € K tal que
f(x*,y) >0, Vyek
O conjunto solugao desse problema sera denotado por
S(f,K) ={x € K; f(x,y) >0, Yy € K}.

Essa formulagao é importante porque inclui, como casos particulares, problemas de
otimizagao convexa, desigualdades variacionais, problemas de ponto fixo, complementari-
dade e equilibrio de Nash em jogos nao cooperativos.

Nesta dissertagao, o interesse principal recai sobre uma classe hierarquica desses pro-
blemas, conhecida como problema de equilibrio de dois niveis. Dados um conjunto K C R™
e duas bifuncoes f,h : K x K = R, o problema de equilibrio de dois niveis consiste em

encontrar x € S(f, K) tal que
h(x,y) >0, Wy € S(f,K).

Isto é, buscamos uma solu¢ao de um problema de equilibrio associado & bifuncao h, mas
restrita ao conjunto solu¢ao do problema de equilibrio associado & bifungao f. Assim, o

problema pode ser escrito como
encontrar x € S(f,K) tal que h(x,y) >0, Wy € S(f,K).

1



Sumario 2

Esse tipo de formulacao é particularmente relevante porque modela situagoes hierar-
quicas, nas quais uma decisao ou condi¢ao de equilibrio de nivel superior deve ser satisfeita
sobre o conjunto de solugoes de um problema de nivel inferior. Por essa razao, problemas
de equilibrio de dois niveis estao relacionados a programas mateméticos com restri¢oes
de equilibrio, problemas de otimizacao de dois niveis, modelos do tipo lider-seguidor e
processos de selecao entre multiplas solugoes de um problema de equilibrio.

O objetivo central deste trabalho é estudar o método proximal com distancias proxi-
mais generalizadas para resolver problemas de equilibrio de dois niveis, conforme desenvol-
vido em [10]. A ideia fundamental desse método consiste em substituir o problema original
por uma sequéncia de subproblemas regularizados. Em cada iteracao, considera-se uma

bifuncao da forma
1
ficle,y) = ef(x,y) +hixy) + 3-(Vad(x, xX4),y —x),

onde d é uma distancia proximal generalizada, {Ay} é uma sequéncia de parametros posi-
tivos e {ex} € uma sequéncia de penalizacao.

A presenca do termo proximal tem a funcao de regularizar o problema, estabilizando
o processo iterativo e permitindo obter propriedades de existéncia, unicidade dos sub-
problemas regularizados e convergéncia da sequéncia gerada. Um aspecto importante da
abordagem estudada é que a distancia utilizada nao precisa ser a distancia euclidiana
usual. Em vez disso, trabalha-se com distancias proximais generalizadas, introduzidas
em contextos de otimizagdo por Auslender e Teboulle [7] e posteriormente desenvolvidas
por outros autores, como Burachik e Dutta [14]. Essa generalidade permite incorporar
informagoes geométricas do conjunto viavel e pode tornar o método mais adequado a
determinadas classes de problemas.

O trabalho esté organizado da seguinte maneira. No Capitulo 1, apresentamos nogoes
preliminares de analise em R™ e de anéalise convexa. Sao introduzidos conceitos como
produto interno, norma, sequéncias, conjuntos convexos, funcoes convexas, fungoes pro-
prias, semicontinuidade inferior, subdiferenciais, funcao indicadora, cone normal, fungao
suporte, funcao conjugada e desigualdade de Fenchel. Esses resultados serao utilizados ao
longo de toda a dissertacao, especialmente nas demonstragoes relacionadas a existéncia
de solugoes e a convergéncia dos algoritmos.

No Capitulo 2, estudamos problemas de equilibrio. Inicialmente, apresentamos sua

definicao e algumas hipdteses cléssicas sobre bifungoes. Em seguida, discutimos casos
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particulares importantes, como problemas de otimizacao convexa, problemas de ponto
fixo e desigualdades variacionais. Também sao apresentadas nog¢oes de monotonicidade
para bifungoes, resultados de existéncia de solugoes e a formulagao dos problemas de
equilibrio de dois niveis.

No Capitulo 3, introduzimos as distancias proximais generalizadas. Apresentamos a
definicao de distancia proximal associada a um conjunto S, a nocao de distancia proxi-
mal induzida e as propriedades fundamentais dos pares proximais. Também discutimos
exemplos importantes, incluindo a distancia euclidiana quadrética e distancias do tipo
Bregman. Esse capitulo fornece a estrutura geométrica necessaria para a construgao dos
subproblemas regularizados.

No Capitulo 4, estudamos bifungoes regularizadas por meio de distancias proximais
generalizadas. Sao apresentadas hipdteses sobre as bifunc¢oes f e h, bem como condi-
¢oes que garantem que as bifungoes regularizadas preservam propriedades fundamentais,
como convexidade, semicontinuidade e monotonicidade. Também sao discutidas condi-
¢oes de coercividade assintotica que asseguram a existéncia de solugoes para os problemas
regularizados.

No Capitulo 5, apresentamos o método proximal para problemas de equilibrio de dois
niveis. Estudamos o algoritmo proposto em [10], sua boa defini¢do e a anélise de conver-
géncia da sequéncia gerada. O principal resultado mostra que, sob hipoteses adequadas,
toda sequéncia produzida pelo algoritmo converge para uma solucao do problema de equi-
librio de dois niveis. A demonstracao utiliza estimativas associadas & distancia proximal
induzida, uma condigao geométrica envolvendo fun¢ao suporte e conjugada de Fenchel, e
argumentos de convergéncia quase-Fejér.

Por fim, no Capitulo 6, apresentamos as conclusoes do trabalho e algumas perspectivas
futuras. Entre as direcoes apontadas, destacam-se o estudo de versoes inexatas do método

proximal, a obtencao de taxas explicitas de convergéncia e formulagoes dinamicas.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Neste capitulo apresentamos conceitos fundamentais de Analise Convexa e Topologia em
R™ que servirao de base para o desenvolvimento dos resultados posteriores. Em parti-
cular, abordaremos propriedades de sequéncias, conjuntos convexos, fungoes convexas e

ferramentas essenciais como subdiferenciais e conjugacao de Fenchel.

1.1 Conceitos e resultados de Analise no R"

Nesta segao, adotamos como referéncias principais os trabalhos de Lima [34, 35]. Inici-
almente, recordamos alguns conceitos fundamentais relacionados ao produto interno e a
sequéncias em R™, os quais serao amplamente utilizados nas anélises de convergéncia dos

algoritmos estudados neste trabalho.

Definicao 1.1.1. Um produto interno no espaco euclidiano R™ € uma aplicagao que
associa a cada par de vetores x,y € R™ wm nimero real, denotado por (x,y), tal que,

para quaisquer x,Y,z € R™ e a € R, sao satisfeitas as sequintes propriedades:
PL1 (x,y) = (y,x);

PL2 (x+z,y) = (x,y) + (z,y);

PL3 (ox,y) = a{x,y) = (x, qy);

PIL.} sex #0, entdo (x,x) > 0.

Em outras palavras, um produto interno ¢ uma funcao real definida em R™ x R™ que é

simétrica, bilinear e definida positiva. Segundo Lima [35], o exemplo mais relevante é o

4



Capitulo 1. Nocgoes Preliminares )

produto interno usual em R™, dado por

<X7y> = X1Y1 + +Xnyn7

onde x = (X1,...,%Xn) €Y = (Y1, ...,Yn). Este serd o produto interno adotado ao longo
deste trabalho.

A partir do produto interno, define-se a norma associada. Para x € R™, escrevemos

X[ = v/ (%, %),

x| = /3 + -4 X

O valor ||x|| ¢ denominado norma euclidiana ou, geometricamente, o comprimento do

isto é,

vetor x € R™.
A seguir, apresentamos a desigualdade de Cauchy—Schwarz, resultado fundamental
que estabelece uma relagao entre o produto interno e as normas dos vetores envolvidos e

que sera utilizado frequentemente ao longo desta dissertacao.

Teorema 1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Para quaisquerx,y € R™, tem-se [(x,y)| <
1]l - |lyll. Vale a igualdade se, e somente se, um dos vetores x,y € um maultiplo escalar

do outro.
Demonstragao. Veja Teorema 1.3, pagina 3 [34]. O

A norma euclidiana ||x|| = 1/ (x, x) satisfaz as seguintes propriedades, para quaisquer

x,y € R™ e o € R, onde || denota o valor absoluto de «:
NL fx+yll < [Ix[l+ Iyll;
N2, JJox|| = lexl||x]I;
N3. x #0=||x]| > 0.

De maneira geral, uma norma é qualquer aplicagao || - || : E — R em um espago vetorial

E que satisfaca as propriedades N1, N2 e N3 acima.

Toda norma em um espago vetorial E induz naturalmente uma nogao de distancia.

Dados x,y € E, define-se a distancia entre x e y por

d(XaU) = ||X_y||
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As propriedades da norma implicam imediatamente que essa distancia satisfaz, para quais-

quer x,y,z € E, as seguintes condigoes:
D1. d(x,z) < d(x,y) + d(y, z);

D2. d(x,y) = dly, x);

D3. x #y = d(x,y) > 0.

Observa-se que uma norma arbitraria em um espaco vetorial E nao necessariamente

é induzida por um produto interno, isto é, pode nao existir um produto interno (-, -) tal
2 = d E
que ||x]|* = (x,x) para todo x € E.

Quando uma norma é proveniente de um produto interno, ela satisfaz a identidade do

paralelogramo:
e+ yll* + [ —yll* = 2011 + l[y 1)
Exemplo 1.1.1. Considere a norma || - |1 : R™ — R dada por
H(Xla"' 7Xn)H1 - ’X1|+"'+’Xn| X = (Xla"' 7Xn) e R™.

Esta é chamada por Lima em [35] de norma da soma. Podemos verificar facilmente que

a norma da soma satisfaz (N1), (N2) e (N3). De fato, sejam x,y € R™,

Ix+ylli = [1(x1, s xn) + (Y1, yn)lh
=11+ Y1, %0+ ynll
=i +yil+ -+ xXn 4+ Ynl
< (bl +yal) + - + (xnl + Iynl)
= (Ixal 4+ xal) + (ysl + - + [ynl)

=[xl + Tyl

satisfazendo (N1). Para @ € R, temos

loox]ly = floclxa, - xn)ll = [[(oxy, -+ oxn )1 = Jooxa 4 -+ 4 x|

= lalxi| + - -+ ladlxn] = lod(xa] + - - + xal) = ld|x]]1,

satisfazendo (N2). Por iltimo, temos

Xl = 1(x1, -+ x|l = Pxal 4 - -+ [xal,
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se x # 0, entao pelo menos um x; # 0, 1 = 1,--- n, de toda forma teremos pela
defini¢ao de valor absoluto [33] que |x1] + -+ + |xn| > 0, satisfazendo (N3).
Paran > 2, tomando x = (1,0,---,0,0) ey = (0,0,---,0,1) em R™, temos

e+ yllf + Ix -yl =4+4=8,

por outro lado,

2[x[17 + Iyl =201 +1) = 4.

Como 8 # 4, a lei do paralelogramo nao vale. Portanto, a norma || - |1 ndo pode ser

induzida por nenhum produto interno.

Uma norma em R™ também permite introduzir nog¢oes geométricas fundamentais.
Uma bola aberta de centro a € R™ e raio v > 0 é definida como o conjunto dos pontos

cuja distancia a a é menor que 71, isto é,
Bi(a) ={x e R";[x —a|| <7}
De forma anéloga, definem-se a bola fechada e a esfera de centro a e raio r por
Bila]={x e R";|[x —a|]| <1} e Si(a)={xeR™|x—al =1}

Definicao 1.1.2. Uma sequéncia em R™ € uma aplicacao x : N — R™ definida no
conjunto dos niumeros naturais. O wvalor dessa aplicacao no niumero k € denotado por
x* e recebe o nome de k-ésimo termo da sequéncia. Utilizaremos a notacdo {x*} para

representar a sequéncia cujo termo geral é x* € R™.

Uma subsequéncia de {x*} é obtida ao restringirmos a sequéncia a um subconjunto

infinito N’ ={k; < kg < --- <k; < ---}de N. Tal subsequéncia é indicada por {x*i}.

Dizemos que uma sequéncia {x*} ¢ limitada quando existe uma constante ¢ > 0 tal
que ||x*|| < c para todo k € N. Um ponto a € R™ ¢ dito limite da sequéncia {x*} se,

para todo € > 0, existe ko € N tal que, para todo k > kg, vale ||[x* — a|| < &. Nesse caso,

k

dizemos que {x*} converge para a, e escrevemos lim x* = a ou x* — a. Caso contrario,

k—+o00
a sequéncia ¢é dita divergente.

Diz-se que um ponto a € R™ é um valor de aderéncia, ou ponto de acumulagao, da

sequéncia {x*} se existe uma subsequéncia de {x¥} que converge para a.
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Exemplo 1.1.2. A sequéncia x* = (—1)* 4 k+r1 possui dois pontos de acumulagao e por

1850 NA0 converge.

De fato, temos x** — 1 e x*+1 — —1.

1.2 Conceitos e resultados de Analise Convexa

Nesta se¢ao, adotamos como referéncias principais os trabalhos de Bauschke & Combettes

[9], Izmailov & Solodov [29, 30|, Mordukhovich [41] e Rockafellar [51].

1.2.1 Conjuntos convexos

Um conjunto convexo se caracteriza por conter todos os segmentos cujos extremos per-

tencem ao conjunto.

Definigao 1.2.1. Um conjunto C C R™ € convexo se, para quaisquerx,y € C e « € [0, 1],

ax+ (1 —a)y € C.

Exemplo de conjunto convexo Exemplo de conjunto nao convexo

Figura 1.1: Representacao geométrica de conjuntos convexo e nao convexo.

Geometricamente, isso significa que o segmento de reta que liga quaisquer dois pontos do

conjunto esta inteiramente contido nele.
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O ponto ax + (1 — a)y, onde « € [0, 1], chama-se combinacao convera de x e y (com

parametro ).
Exemplo 1.2.1. Os conjuntos R™, bolas euclidianas e semiespagos $Go converos.

A proxima proposicao apresenta uma importante propriedade de estabilidade dos con-

juntos convexos, mostrando que a convexidade é preservada sob intersegoes arbitrarias.

Proposigao 1.2.1. Sejam C; C R™, i € I, conjuntos convexos, onde 1 € um conjunto

qualquer. Entao a intersegao C = (| Ci também é um conjunto convezo.
iel

Demonstragao. Veja Proposicao 3.2.1, pagina 70 [30]. ]

Ao longo deste trabalho, seré necessario considerar o interior de conjuntos convexos
em diferentes momentos. Por essa razao, é importante destacar que essa opera¢ao nao
compromete a convexidade do conjunto. O resultado a seguir mostra que a convexidade

de um conjunto é preservada quando se considera o seu interior.

Proposicao 1.2.2. Seja C C R™ um conjunto convexo. Entao o interior de C, denotado

por int(C), € um conjunto convezo.

Demonstragao. Veja Proposicao 3.2.4, pagina 71 [30]. ]

Para compreender melhor a estrutura dos conjuntos convexos, é conveniente introduzir
o conceito de combinacao convexa. De modo intuitivo, esse tipo de combinac¢ao permite
construir novos pontos a partir de pontos dados, atribuindo-lhes pesos nao negativos cuja

soma ¢ igual a um. Esse conceito sera utilizado frequentemente ao longo deste trabalho.

Definicao 1.2.2. A combinacao linear cuvi + -+ + o4V chama-se uma combinagao

convexa de vy, ...,vix € R™ quando oty +---+ oy =1eox; 20 parai=1,--- k.

Teorema 2. Um conjunto C C R™ € convexo se, e somente se, para quaisquer k € N,
. . . k . ~ k i
xteCea €[0,1,i=1,---,k, tais que )_;_, & =1, a combinagio convexa ) ;_; ;X"

pertence a C.

Demonstragao. Veja Teorema 3.2.8, pagina 73 [30]. O
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1.2.2 Funcgoes convexas

A convexidade de fungoes desempenha papel fundamental na teoria de otimizacao, espe-

cialmente na anélise de estabilidade e convergéncia.

Definicao 1.2.3. Se C C R™ € um conjunto convexo, diz-se que uma funcgao f: R™ — R

é convezxa em C quando para quaisquer x,y € C e « € [0, 1], tem-se que
flox + (1 — o)y) < f(x) + (1 — o) f(y).

A fungao f diz-se estritamente convera quando a desigualdade acima € estrita para todos
x#y exe (0,1).
A funcgao f diz-se fortemente convexa com mdduloy > 0, quando, para quaisquer x,y € C

e ow € [0,1], tem-se
flax + (1 — a)y) < af(x) + (1 — o) f(y) — yor(l — o) [|x — yl|>.

Exemplo 1.2.2. A funcio f : R — R, f(x) = x, € convexa, mas nao € estritamente
convezxa.

Sejam x,y € R e a € [0,1]. Entao,
flax+ (1 — a)y) = ax + (1 — a)y.

Por outro lado,
af(x) + (1 — o) f(y) = ax + (1 — a)y.
Logo,
flax + (1 — a)y) = af(x) + (1 — &) f(y),
o que mostra que f € conveza.
Entretanto, para quaisquerx #y e « € (0, 1), a igualdade acima continua vdlida. Por-

tanto, a desiqualdade estrita exigida na definicao de convexidade estrita nao € satisfeita.

Conclui-se que f nao é estritamente conveza.

Exemplo 1.2.3. A funcio f: R — R, f(x) = x2, € uma funcdo fortemente convexa com
modulo y = 1.
De fato, para quaisquer x,y € R e « € [0, 1],
floox + (1 — a)y) = (ox + (1 — a)y)?

= o®x? + (1 — o)*y? + 20¢(1 — ot)xy.
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Por outro lado,

of (x) 4+ (1 — ) f(y) = ax? + (1 — x)y>.
Consequentemente,
of(x) + (1 — ) f(y) — flax + (I — o)y) = (1 — &) (x —y)2.

Logo,

flox + (1 — a)y) = af(x) + (1 — o) f(y) — (1 — o) |x — y||?,

isto €, T € fortemente convexa com modulo y = 1.

Exemplo 1.2.4. A funcao f : R — R, f(x) = e*, € estritamente, mas nao fortemente

convexra.

De fato, parax,y e R, x #y, e x € (0,1),
flox + (1 — a)y) = e H -y — (gx)x(gu)l-a
Pela desigualdade entre as médias geométrica e aritmética ponderadas,
(e¥)%(e¥)* < xe® + (1 — a)eY,
pois e* # eY. Logo,
floax + (1 — a)y) < af(x) + (1 — o) f(y),

mostrando que f € estritamente conveza.
Por outro lado, suponha que f seja fortemente convexa com maodulo y > 0. Tomando

x = %, y =x+ h e dwidindo a desigualdade de convexidade forte por e*, obtemos

h
g2 1tet v

< e *h?.
2 4

Fazendo x — —oo, com h # 0, entdo e * — 400, e o lado direito tende a —oo,
absurdo pois o lado esquerdo € positivo. Assim, nenhum <y > 0 pode satisfazer a definicao

de convexidade forte para todos os x,y € R. Portanto, f nao é fortemente convexa.

Definicao 1.2.4. O epigrafo da fungao f: C — R € o conjunto

Er ={(x,c) € C x R;f(x) < c}.
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Exemplo 1.2.5. Considere a funcdo f: R — R dada por f(x) = x2. O epigrafo de f ¢
Er ={(x,c) € R?: f(x) < c}. Substituindo f(x) = x2, obtemos B¢ = {(x,c) € R?: x? < c}.
Geometricamente, E¢ corresponde & regidgo do plano situada sobre a pardbola ¢ = X2,

incluindo a propria pardbola.

Figura 1.2: Epigrafo da funcio f(x) = x2.

A relacao entre convexidade de conjuntos e de funcoes é dada pelo seguinte teorema.

Teorema 3. Seja C C R™ um conjunto convexo. Uma funcao f: C — R € convexa em

C se, e somente se, o epigrafo de f € um conjunto convero em R™ x R.

Demonstragao. Veja Teorema 3.1.15, pagina 67 [30]. ]

A inclusao do valor 400 permite tratar naturalmente problemas com restri¢gdes, como

sera visto adiante.

Definicao 1.2.5. O dominio de uma funcao f: R™ — RU {400} € o conjunto dos pontos

em que f assume valores finitos, isto €,
dom(f) ={x € R™; f(x) < +o0}.

Diz-se que f € uma funcao propria se seu dominio € ndo vazio, ou seja, dom(f) # (.

Equivalentemente, f € prépria se existe x € R™ tal que f(x) < +o0.



Capitulo 1. Nocgoes Preliminares 13

Exemplo 1.2.6. Considere a funcio f: R™ — R dada por f(x) = ||x|*. Sejam x,y € R™

e o € [0,1]. Entao

flox + (1 — o)y) = flax + (1 — )yl

= o [[x|I* + (1 — a)?[ly[* + 2oc(1 — o) (x, y).

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, (x,y) < ||x|| ||yl e seque que
floox + (1 — o)y) < of[x[|? + (1 — &)|[y]|* = «f(x) + (1 — ) f(y).

Portanto, f € convexa. Além disso, dom(f) = {x € R™; f(x) < oo} = R™, de modo que

dom(f) # (. Logo, f € propria.

A semicontinuidade é uma propriedade fundamental para garantir a existéncia de

solugoes em problemas de otimizacao.

Definicao 1.2.6. Dizemos que a func¢ao f : C — R € semicontinua inferiormente no ponto
x € C C R™, quando para qualquer sequéncia {x*} C C tal que {x*} = x (k — +00),

tem-se

liminf f(x*) > f(x).

k—+o00

Dizemos que f € semicontinua superiormente quando, nas mesmas condigoes,

lim sup f(x*) < f(x).

k——+o0

A fungao f é semicontinua inferiormente (superiormente) no conjunto C, quando ela é

semicontinua inferiormente (superiormente) em todos os pontos de C.

Exemplo 1.2.7. Sejam C = [%,2] CRef:C— R dada por

l? G 171 Y
f(X) _ x X [2 )
2. xell,2],

ver Figura 1.3. O conjunto C é compacto. A funcao f nao € semicontinua inferiormente
em C, pois ela nao € semicontinua inferiormente no ponto x = 1 € C. Tem-se que
Zlgg f(z) = 1, mas nao existe x € C tal que f(x) = 1, isto é, nao existe minimizador
global.
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: o o ) x
1/2 1 2

Figura 1.3: A funcao f definida no Exemplo 1.2.7 é semicontinua superiormente, mas nao

é semicontinua inferiormente em C.

Teorema 4 (Caracterizagdo de fungoes convexas diferenciaveis). Sejam C C R™ um con-
Junto convezo e aberto e f: C — R uma func¢ao diferenciavel em C. Entao as propriedades

sequintes sao equivalentes:
(a) A fungao f é convera em C.
(b) Para todox € C e todoy € C,

fly) > f(x) + (Vf(x),y —x).

(¢) Para todox € C e todoy € C,

(VE(y) — VFf(x),y —x) > 0.

Demonstragao. Ver Teorema 3.4.30, pagina 138 [30]. O

O item (b) do Teorema 4 pode ser interpretado como a propriedade de que o grafico
de f estd acima de seus hiperplanos tangentes. O item (c) diz que o gradiente de uma
funcao convexa é monotono, e serd importante em demonstracoes futuras.

Em muitos problemas de otimizacao, as fungoes envolvidas nao sao diferenciaveis.

Nesse contexto, o conceito de subgradiente generaliza a nogao de gradiente.
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Definicao 1.2.7. Seja f: R™ — R U {400} uma funcao convera. Dizemos que y € R™ é

um subgradiente de f no ponto x € R™ se
f(z) > f(x) + (y,z—x), VzeR™

O conjunto de todos os subgradientes de f em x se chama o subdiferencial de f em x,

denotado por 0f(x).

O subdiferencial de uma func¢ao convexa desempenha um papel importante no estudo
de problemas de otimizacao e seré utilizado posteriormente na verificacao de propriedades
fundamentais das bifungoes consideradas neste trabalho. O proximo resultado apresenta

algumas propriedades essenciais desse conjunto.

Teorema 5. Seja f: R™ — R uma funcao convexa. Entao para todo x € R™, o conjunto

of(x) € convexo, compacto e nao-vazio.
Demonstra¢ao. Ver Teorema 3.4.52, pagina 154 [30]. O

Proposicao 1.2.3. Uma fungao convexa f : R™ — R € diferencidvel em x € R™ se, e

somente se, o conjunto 9f(x) contém um elemento sé. Neste caso,
of(x) = {Vf(x)}.
Demonstragao. Ver Proposicao 3.4.53, pagina 156 [30]. O
Além disso, o subdiferencial fornece uma caracterizagao dos pontos de minimo.
Proposicao 1.2.4. Se f ¢ convexa, entao x € minimizador de f se, e somente se,
0 € of(x).
Demonstra¢ao. Ver Teorema 3.4.54, pagina 157 [30]. O

No estudo da anélise convexa, alguns conjuntos possuem uma estrutura que permanece
inalterada quando seus elementos sao multiplicados por escalares nao negativos. Esse
tipo de conjunto, denominado cone, seré importante na definicao e na anéalise de diversos

objetos utilizados ao longo deste trabalho.

Definicao 1.2.8. Um conjunto C C R™ chama-se cone quando ele contém todos os

multiplos nao-negativos de seus elementos:

deC=tdeC VteR,.
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Por definicao, se C é um cone nao-vazio, entao necessariamente 0 € C. Informalmente,
um cone é um conjunto de dire¢oes. Com excec¢ao do cone trivial {0}, um cone nao-vazio
sempre ¢ ilimitado.

A partir do conceito de combinacao convexa, podemos construir um conjunto convexo
mesmo quando o conjunto considerado inicialmente nao possui essa propriedade. Essa
construcao conduz a nocao de envoltéria convexa, que retne todas as combinagoes con-

vexas finitas de seus elementos e corresponde ao menor conjunto convexo que o contém.

Defini¢ao 1.2.9. Seja C C R™. A enwoltéria convexa de C, denotada por conv(C), € o
conjunto de todas as combinacoes convexas finitas de elementos de C, isto é,
m m
conv(C) = {mei;xi €C,A=0,) M=1me N} .
i=1 i=1

Equivalentemente, conv(C) é o menor conjunto convexo que contém C.

Definicao 1.2.10. Sejam C e K conjuntos convexos com C C K. Definimos o corex C, o

core de C relativo a K, por
corek C={xe C: Cn(x,y) #0, Vy € K\ C},
onde (x,y) ={(1 —t)x+ty; t € (0,1)}

As nogoes de envoltoria convexa e de core relativo permitem descrever, respectiva-
mente, 0 menor conjunto convexo que contém um conjunto dado e os pontos que ocupam
uma posicao interior em relacao a um conjunto convexo maior. Esses conceitos desem-
penham um papel importante na formulacao e no estudo dos problemas de equilibrio,
especialmente na abordagem desenvolvida por [11], e serdo utilizados posteriormente na

apresentacao de resultados fundamentais dessa teoria.

1.2.3 Funcao indicadora, cone normal e funcao suporte

Seja QO C R™ um conjunto nao vazio, fechado e convexo. Esses objetos desempenham

papel fundamental na modelagem de restri¢oes.

Definicao 1.2.11. A funcao indicadora de QO € definida por

0, x € Q,
Salx) =
400, x ¢ Q.
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Essa fungao permite incorporar restricoes em problemas de otimizagao de forma con-

veniente.
Definigao 1.2.12. O cone normal a Q em x € Q € definido por
No(x) = fv € R™ v,y —x) < 0, ¥y € Q.

O cone normal pode ser interpretado como o conjunto de dire¢oes que formam angulo

obtuso com todas as diregdes viaveis do conjunto [Ver [30, p. 65]|.
Proposigao 1.2.5. Se Q) € convexo e fechado, entio
080 (x) = Na(x).
Demonstragao. Pela definicao de subdiferencial, tem-se
000 (x) ={v e R™8a(y) =2 8a(x) + (v,;y —x), Yy € R"}.
Suponha inicialmente que x € Q. Entao 0n(x) = 0. Assim, v € 06n(x) se, e somente se,
daly) = (v,;y—x), VyeR™

Sey ¢ Q, entdao da(y) = +o00, de modo que a desigualdade é satisfeita automaticamente.

Portanto, resta considerar y € Q. Nesse caso, 0g(y) = 0, e obtemos
0> (vyy—x), VyeQ.

Logo,
<V,y—X><07 V‘JGQa

isto é, v € Nq(x). Portanto,

900 (x) =Na(x).

Se x ¢ Q, entao x € dom(dn), de modo que 055 (x) = 0.

Pela convencao usual, também se define
Na (X) = wa LS ¢ Q.

Assim, a igualdade continua valida para todo x € R™. O
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Definigao 1.2.13. Seja O C R™ um conjunto nao vazio, fechado e convero. A fungao
suporte de QQ € a fung¢ao

ngiﬂgn —é]RiJ{}FOO}

definida por

0q(v) = sup (v, x).
x€Q

Segundo Rockafellar [51], ela mede o maior valor que o funcional linear x — (v, x) as-
sume sobre o conjunto Q. Fixado v € R™, (v,x) = 3 representa um hiperplano ortogonal
a v. A funcgao suporte fornece o maior valor 3 tal que o conjunto ainda permanece no
semiespago

{x; (v,x) < B}

Assim,

QC{x;(v,x) <P} <= B=o0a(v).

1.2.4 Funcao conjugada e desigualdade de Fenchel

Os resultados a seguir podem ser encontrados nos trabalhos de Mordukhovich [41] e

Rockafellar [51].

Definigao 1.2.14 (Conjugada de Fenchel). Seja f : R™ — RU{+o0} uma fun¢ao convezra
propria. A funcao * : R™ — R U {400} definida por
f*(v) = sup {(v,x) — f(x)},
x€eRM

para todo v € R™, é chamada a conjugada de Fenchel da func¢ao f.

Exemplo 1.2.8. Considere a fun¢ao convexa f(x) = ||x|| para todo x € R™, encontremos
sua func¢ao conjugada.
Pela definicao de conjugada, para todo v € R™, f*(v) = sup{({v,x) — f(x)}. Portanto,

x€Rn
f*(v) = sup{(v,x) — ||x||}. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos
xeR™

(v, ) < [Vll[[x]
(v, %) =[xl < (vl = D]

Se |[v]| < 1, entdo

(vl =1)Ix[[ < 0
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de modo que

(v,x) — x| <0 VxeR™
Tomando x = 0, obtemos valor 0. Portanto
f*(v) =0.

Se |[v|| > 1, existe w # 0 tal que

(v, 1) > [[uf].

Tomando x =tu, comt >0

(v, tw) — [tu]] = t({v, w) — ful).

Como o termo entre parénteses € positivo, fazendo t — +o00

(v, tu) — |[tu|| = o0

e entao f*(v) = +00. Logo,

Ou seja, a func¢ao conjugada € a func¢ao indicadora da bola
" (v) = dg(v)

onde B ={v e R™||v| < 1}.

Considere agora a fung¢ao suporte de B

unitdria fechada

og (V) = sup(v,x) = sup (v, x).

x€B IxlI<1

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
(v, %) < [[vlllIx]-

Como ||x| <1,
(v, x) < vll-

Logo og(v) < ||v]|. Por outro lado, sev # 0, tome x = ﬁ

e

Entao ||x|| =1, isto é, x € B,

AR
0= () = o = M
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Portanto og(v) = ||v||. Assim, a norma euclidiana pode ser escrita como fung¢ao suporte
da bola unitdria euclidiana:

og(v) = |v].

Considere agora f(x) = ||x||. Entdao
f(v) = op(v)

e consequentemente,

*(v) = (oB(v))" = 8p(v).

Uma consequéncia imediata da definicao de conjugada de Fenchel é a desigualdade

apresentada a seguir, que relaciona uma funcao & sua conjugada.

Teorema 6 (Desigualdade de Fenchel). Seja f : R™ — R U {+o0} uma fung¢ao com
domf # (). Entao
(v, x) < f(x) + f*(v)

para todo x,v € R™.

Demonstragao. Segue da definicao anterior que, para cada x € R™ e cada v € R™, tem-se
f* (V) = Sup{<V,X> - f(X)} > <V,X> - f(X),
xER™
isto é,
*(v) + f(x) = (v,x).
O

Essa desigualdade sera utilizada posteriormente na analise de convergéncia dos métodos
considerados.

O proximo resultado fornece uma caracterizagao tutil dos elementos do subdiferencial
em termos da conjugada de Fenchel, estabelecendo uma relacao direta entre esses dois

conceitos.

Teorema 7. Seja f: R™ — RU{+o00} uma funcao convexa propria semicontinua inferior-

mente, onde f € finita em x € R™. Entaov € 0f(x) se, e somente se, f*(v) = (v, x)—f(x).
Demonstracao. (=) Suponha que v € 0f(x). Pela definicao 1.2.7, para todo z € R™, vale

(v,z—x) < f(z) — f(x).
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Rearranjando os termos, obtemos
(v,z) — f(z) < (v,x) — f(x).
Tomando o supremo com respeito a z, segue que

f*(v) = sup{(v, z) — f(z)} < (v,x) — f(x).

zeR™

Por outro lado, escolhendo z = x na defini¢ao de f*, temos
f*(v) = (v,x) — f(x).

Assim, concluimos que

*(v) = (v, x) — f(x).

(<) Reciprocamente, suponha que

f*(v) = s;ﬂg\{(v,@ —f(z)} = (v,x) — f(x).

Da defini¢ao de supremo, segue que, para todo z € R™,
(v,z) — f(z) < (v,x) — f(x).
Reorganizando a desigualdade, obtemos
(v,z—x) < f(z) — f(x), VzeR™
Portanto, pela definicao de subgradiente, segue que
v € of(x).
O

Este teorema garante que se f : R™ — R é uma funcao convexa e v € 0f(x) para algum
x € R™, entdo f*(v) < +o0.

O préximo resultado expressa uma propriedade de inversao de ordem associada &
conjugacao de Fenchel. Essa propriedade sera utilizada posteriormente, no Capitulo 5, na
analise do exemplo em que o problema de nivel inferior é formulado como um problema

de minimizagao.

Proposicao 1.2.6. Sejam f: R™ - RU {400} e g : R™ — RU {400} fung¢des convezras

proprias. Se f(x) = g(x) para todo x € R™, entdo f*(x) < g*(x).
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Demonstragao. Pela defini¢ao 1.2.14 de conjugagao de Fenchel, f*(y) = sup {({y, x)—f(x)}.
xeER™

Como por hipotese f(x) > g(x), entao
—f(x) < —g(x) = (y,x) — f(x) < (y,x) — g(x).

Logo
"y <g*ly) VvyeR™

Como y ¢ arbitrario, entao segue o resultado. O

O proximo resultado estabelece que, sob condi¢oes adequadas, uma fun¢ao coincide

com sua biconjugada.

Proposigao 1.2.7. Seja f: R™ — RU{+o00} uma fung¢ao convexa propria e semicontinua
inferiormente. Entao

f=f"
Demonstracao. Mostraremos inicialmente que f** < f. De fato, por definicao,

7 (x) = 8611@{(\4@ — (v}

Por outro lado, pela definicao da conjugada de Fenchel, para todo v € R™,

f*(v) = sup{(v,z) — f(z)} = (v,x) — f(x).
zERM

Logo,
(v, x) — " (v) < f(x), Vv € R™.

Tomando o supremo em v € R™, obtemos
7 (x) < f(x), Vx € R™.

Reciprocamente, mostraremos que f < f**. Suponha, por absurdo, que isso nao ocorra.
Entao existe xo € R™ tal que

7 (x0) < f(xo).

Assim, podemos escolher & € R satisfazendo
7 (x0) < & < f(xo).

Em particular, (xq, &) ¢ E;.
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Como f é convexa, propria e semicontinua inferiormente, seu epigrafo é um conjunto

convexo e fechado. Portanto, pelo teorema de separacgao, existe uma fungao afim
h(x)=(v,x)+B,  veER" BER,

tal que
h(x) < f(x), Vx € R™,

h(xp) > «.
Como h < f, temos, para todo z € R™,
(v.z) + B < f(2).

Logo,
(v,z) — f(z) < =B, Vz € R™.

Tomando o supremo em z € R™, segue que
*(v) < —B.
Consequentemente,

7 (x0) = Slelﬂgn{<w,><o> — (W)} = (v, x0) — (v).

Como f*(v) < —f3, obtemos
7 (x0) = (v, x0) + B = h(xo) > .

Portanto,

(%) > «,

o que contradiz a escolha de o, pois o« > **(xg).
Logo,
f(x) < " (x), Vx € R™.

Como ja mostramos que f** < f, concluimos que

f=f".
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As proposicoes a seguir estabelecem relagoes fundamentais entre a func¢ao indicadora
de um conjunto e sua fungao suporte por meio da conjugacao de Fenchel. Em particular,

sob hipoteses adequadas sobre o conjunto, essas fungoes sao conjugadas uma da outra.

Proposicao 1.2.8. Se Q) € um conjunto nao vazio, entao

*

Demonstracao. Pela definicao da conjugada de Fenchel da funcao 6q, tem-se

5y(s) = sup {{s, %) — 5 (%)}

xER™
Recordando que
0, se x € Q,
da(x) =
+oo, sex & Q,
segue que
(s,x), sex€Q,
<S7X> - 6Q(X) =

—00, sex¢ Q.
Portanto, 0%, (s) = supycn (s, x). Como, por defini¢do, a funcao suporte de Q é dada por

0a(s) =supyen (s, x), concluimos que

d05(s) =0als), Vs € R™.
Logo, 8y, = 0q. O
Proposicao 1.2.9. Seja QO C R™ um conjunto nao vazio, convexo e fechado. Entao,
0o =0a.

Demonstragao. Pela definicao da conjugada de Fenchel,

o (x) = sup {(x,5) — o0 (s)}.
seR™

Como

oals) = sup(s,y),
yeQ

segue que

05 (x) = sup {(x, s) — sup (s,y)} .

seRn" yeQ
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Portanto,

05 (x) = sup inf (s,x —y).
Q seRny€Q< y)

Analisemos dois casos.

Caso 1: x € Q.

Neste caso, tomando y = x, obtemos
(s,x —y) =0, Vs € R™.

Além disso,

inf — < 0.
Logo, o5, (x) =0.

Caso 2: x € Q.
Como Q ¢é convexo e fechado, pelo teorema de separacao forte [pagina 101 de [30]]

existe sg # 0 e « € R tais que
<507X> > 2 <50;U>> \V/y € Q.

Assim,

(so,x —y) >0, Yy € Q.

Definindo B := infyecn(so, x —y), temos > 0. Para todo t > 0,

inf (tsg,x —y) = tp.

yeQ
Consequentemente,
05 (x) = suptp = +oo.
t>0
Logo,
05 (x) =400
Portanto,
. 0, se x € Q)
on(x) =
400, sex & Q.
Concluimos entao que og, = 80. O

Corolario 1. Se Q C R™ € nao vazio, convexo e fechado, entao

55 =60
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Demonstracao. Como

* kk *

Pela proposicao anterior,

Portanto, 875 = 0q. ]

O coroléario anterior mostra, portanto, que a fun¢ao indicadora de um conjunto nao

vazio, convexo e fechado coincide com sua biconjugada.

Definigao 1.2.15 (inf-convolugao). Sejam f,g: R™ — R U{+o00}. A inf-convolugao (ou
infimo convolugao) de f e g, fg : R™ — R U {+o0} € definida por

(fHg)(x) = inf {f(y) +g(x —y)}.
yeRn
Proposigao 1.2.10. Sejam f,g: R™ — R U{+o0}. Entao
(f0g)" = f* +g".
Demonstracao. Seja uw € R™. Pela defini¢ao da conjugada de Fenchel, temos
(fOg)*(w) = sup {{x,u) — (fOg)(x)}.

xXERM™

Como
(fOg)(x) = inf {f(y) + g(x —y)},
yeR

segue que

(109)" ) = sup { (xew) = inf (Fy) + 9(x~ )}

xeRM

Usando a identidade

a —inf by = sup{a — by},
Kl y

obtemos

(fOg)*(u) = sup sup {{(x,u) —f(y) —g(x —y)}.

xER™ yeR"

Portanto,

(fOg)"(w) = sup {(x,u) —f(y) —gx—y)}.

x,yeRm"

Fazendo a mudanca de variavel

z=x—Y,
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temos x =y + z. Assim,
o) ={y+zuw = (yuw+(zw.

Logo,
(fOg)"(u) = sup {(y,w)+ (z,w) —fly) —g(z)}.

y,zeR™

Reorganizando os termos, obtemos

(fOg)*(w) = sup {({y,u) —f(y)) + ((z,u) — g(z)) } .

y,zeRM

Como as varidveis y e z sao independentes, segue que

(fOg)"(u) = sup {(y,u) — f(y)} + sup{(z,u) — g(z)}.

yeR" zeR"™
Portanto,

(fHg)"(u) = f*(u) + g™ (u).
Como u € R™ foi arbitrario, concluimos que
(fdg)" ="+ g~ .
]

A defini¢do de inf-convolugao e a propriedade que relaciona sua conjugada as conju-
gadas das fungoes envolvidas serao utilizadas posteriormente na analise do exemplo de

minimizacao associado ao problema de nivel inferior no Capitulo 5.



Capitulo 2

Problemas de Equilibrio

2.1 Problemas de Equilibrio

O conceito de equilibrio aparece naturalmente em diversas areas do conhecimento, tais
como Economia, Engenharia, Fisica e Teoria dos Jogos. Em linhas gerais, um sistema
encontra-se em equilibrio quando nenhum agente, componente ou variavel envolvida possui
incentivo para alterar unilateralmente o seu estado atual. A modelagem matematica desse
conceito levou ao desenvolvimento de diferentes formulagoes de problemas de equilibrio,
muitas das quais podem ser unificadas sob uma mesma estrutura.

Historicamente, uma das primeiras formulagoes gerais relacionadas ao conceito mo-
derno de problema de equilibrio foi apresentada por Ky Fan em [23], através de sua desi-
gualdade minimax. Posteriormente, diversos autores observaram que problemas classicos
de otimizacao, desigualdades variacionais e equilibrios de Nash podiam ser interpretados
dentro de uma estrutura comum.

Entretanto, foi somente com o trabalho seminal de Blum e Oettli [11] que surgiu a
formulagao atualmente conhecida como Problema de Equilibrio. Os autores mostraram
que uma ampla classe de problemas matematicos pode ser modelada através de uma
bifuncao definida sobre um conjunto convexo, fornecendo uma estrutura unificada para o
estudo de diversas aplicagoes.

Ao longo dos anos, essa formulacao tornou-se uma ferramenta fundamental em Oti-
mizacao e Anélise Variacional, motivando o desenvolvimento de resultados de existéncia,
unicidade, estabilidade e métodos numéricos para obtengao de solugoes. Entre as contri-

bui¢oes mais relevantes destacam-se os trabalhos de Muu e Oettli [45], que estabeleceram

28
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importantes resultados de existéncia para problemas de equilibrio multifuncionais, de ITu-
sem e Sosa [25], que obtiveram teoremas de existéncia sob hipOteses mais gerais, e de
Combettes e Hirstoaga [19]|, que desenvolveram métodos proximais para problemas de
equilibrio em espacos de Hilbert.

Neste trabalho, consideraremos problemas definidos em espagos euclidianos de dimen-

sao finita. Seja K C R™ um conjunto nao vazio, fechado e convexo e seja

f:KxK—R

uma bifuncao.

Definicao 2.1.1. O Problema de Equilibrio associado a bifuncao f e ao conjunto K,

denotado por PE(f,K), consiste em encontrar um ponto x € K tal que

f(x,y) >0, Yy € K. (2.1)
O conjunto de todas as solugoes de (2.1) sera denotado por
S(f,K) ={x e K: f(x,y) >0, Yy € K}.

Assim, resolver o problema de equilibrio equivale a determinar os elementos do conjunto
S(f, K).

A condigao f(x,y) > 0 para todo y € K significa que, quando o sistema se encontra
no estado x, nenhuma outra decisao admissivel y produz uma violacao da relagao de
equilibrio descrita pela bifuncao f. Dessa forma, a bifun¢ao atua como um mecanismo de
comparagao entre estados admissiveis do sistema.

Para garantir propriedades adequadas de existéncia e estabilidade das solugoes, assu-

mimos algumas hipoteses sobre a bifuncao f.
(P1) f(x,x) =0, Vx € K;
(P2) para cada x € K, a fungdo y — f(x,y) é convexa e semicontinua inferiormente;

(P3) para cada y € K, a fungao x — f(x,y) é semicontinua superiormente.

Essas condi¢oes desempenham papel fundamental em diversos resultados classicos de

existéncia de solugoes para problemas de equilibrio.
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Observacao 2.1.1. As hipdteses acima aparecem naturalmente nos trabalhos de Blum
e Oettli [11] e em grande parte da literatura posterior. Em particular, elas permitem
utilizar ferramentas da Andlise Conveza e da teoria de pontos fixos para obter resultados

de existéncia.

Uma caracteristica importante do problema de equilibrio é seu elevado grau de ge-
neralidade. De fato, diversas classes classicas de problemas mateméaticos podem ser ob-
tidas como casos particulares da formulagao (2.1). Entre elas destacam-se: Problemas
de Otimizacao Convexa, Problemas de Desigualdade Variacional, Problemas de Comple-
mentaridade, Problemas de Ponto Fixo, Equilibrios de Nash em Jogos Nao Cooperativos,
Problemas de Inclusao Variacional, entre outros.

Essa capacidade de unificacao torna o estudo dos problemas de equilibrio particu-
larmente relevante, pois resultados desenvolvidos para a formulacao abstrata podem ser
aplicados simultaneamente a diversas areas da Matemética Aplicada.

Nosso objetivo inicial consiste em compreender a estrutura do conjunto de solugoes
S(f, K), estabelecendo condi¢oes sob as quais ele é nao vazio. Posteriormente, essa teoria
sera utilizada para introduzir os Problemas de Equilibrio de Dois Niveis, que constituem
o objeto central desta dissertacao.

Antes disso, apresentaremos alguns dos principais exemplos de problemas que podem
ser formulados como problemas de equilibrio, evidenciando o caréater unificador da teoria

desenvolvida por Blum e Oettli [11].

2.2 Casos Particulares de Problemas de Equilibrio

Nesta secao apresentaremos alguns casos particulares, destacando a maneira pela qual

eles podem ser incorporados a estrutura geral de Blum e Oettli [11].

2.2.1 Problemas de Otimizacao Convexa

Seja K C R™ um conjunto nao vazio, fechado e convexo e seja ¢ : K — R uma fungao
convexa e semicontinua inferiormente.

O problema de otimizac¢ao convexa consiste em determinar um ponto x € K tal que

¢ (x) = min @ (x). (2.2)
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Equivalentemente,

e(x) <ely), Vyek

A seguir mostraremos que esse problema pode ser formulado como um problema de

equilibrio.

Teorema 8. Se f(x,y) = @(y) — @(x) para todo x,y € K, entao f satisfaz P1—P3. Além

disso, x € uma solugao de (2.2) se, e somente se, x € uma solu¢ao de PE(f,K).
Demonstracao. De fato,

P1. f(x,x) = @(x) — @(x) = 0 para todo x € K.

P2. f(x,-) : K= R é convexa e semicontinua inferiormente para todo x € K.

Provaremos primeiro a convexidade. Sejam y,z € K e t € [0, 1], da convexidade de ¢

segue que

f(x,ty + (1 —1)z) = o(ty + (1 —t)z) — @(x)
<te(y) + (1 —te(z) —te(x) — (1 —t)e(x)
=tlp(y) —o(x)] + (1 —t)[e(z) — @(x)]

= tf(x,y) + (1 — t)f(x, z).

portanto f(x,-) é convexa para todo x € K.
A propriedade de semicontinuidade inferior de f(x,-) decorre igualmente da semiconti-

nuidade inferior de @. Com efeito, seja (yk) C K uma sequéncia tal que y* — y.

keN

Entao,

“)

lim inf f(x,y*) = lim inf[(p(y — (p(x)]

k—+o0 k—+o00

> liminf @(y*) — @(x)

k—+00
Z ¢y) —o(x)
= f(x,y).
Portanto, f(x,-) é semicontinua inferiormente em K para todo x € K, o que mostra

que a condicao P2 é satisfeita.

P3. f(-,y) : K — R é semicontinua superiormente para todo y € K.
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Dado (x*), _,, C K uma sequéncia em K tal que x* — x, entdo

keN

lim sup f(x*,y) = limsup[e(y) — @ (x*)]

k——+o0 k——+o0

< @(y) + lim sup[—¢(x*)]

k—-+o0

= @(y) — liminf @(x*)

k—+00

< ey) —olx)

= f(x,y)
e por defini¢ao, segue o resultado.
Suponha agora que x é uma solugao de (2.2), isto é, @(x) < @(y) para todo y € K. Temos
entao que

fix,y)=oy)—ex) =20 vyek

Logo, x é solucao de PE(f, K). Da mesma forma, seja x uma solucao de PE(f, K), ou seja,

f(x,y) > 0 para todo y € K. Entéo

0<fixy) =0y —ex) = oKX <ely) Vyek,
portanto x é solugao de (2.2). O

O resultado acima mostra que o problema de minimizacao convexa pode ser visto

como um problema de equilibrio associado & bifuncao f(x,y) = @(y) — @(x).

Exemplo 2.2.1. Considere K =R e a funcao @(x) = x%. A bifuncao associada ¢ dada

por f(x,y) = y? —x%. O problema de equilibrio consiste em encontrar x € R tal que

Yy —x2>0, Yy € R.

Tomando y = 0, obtemos —x? > 0, o que implica x = 0.

Observa-se que esse € precisamente o minimizador global da funcdo @.

A interpretacao acima evidencia que a teoria de problemas de equilibrio constitui uma
extensao natural da teoria de otimizacao convexa. Em particular, muitos resultados de
existéncia e algoritmos desenvolvidos para problemas de equilibrio generalizam técnicas
classicas da otimizacao.

Nos proximos topicos veremos que essa mesma estrutura engloba também problemas

de desigualdade variacional e outras formulac¢oes fundamentais da anélise variacional.
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2.2.2 Problemas de Ponto Fixo

A teoria de pontos fixos constitui uma das areas mais importantes da Matematica mo-
derna, desempenhando papel fundamental em Analise, Topologia, Economia Matematica,
Teoria dos Jogos e Equagoes Diferenciais.

De maneira geral, dado um conjunto K C R™ e uma aplicacao T : K — K, o problema

de ponto fixo consiste em determinar um ponto x € K tal que

T(x) = x. (2.3)

Um ponto satisfazendo (2.3) é denominado ponto fixo da aplicagao T.

Diversos problemas matematicos podem ser reformulados como problemas de ponto
fixo. Em particular, teoremas classicos de existéncia de solugoes para equacoes diferen-
ciais, sistemas de equacoes nao lineares e modelos econdémicos sao obtidos através de
resultados de ponto fixo.

Nesta subse¢ao mostraremos que problemas de ponto fixo podem ser escritos como

problemas de equilibrio.

Teorema 9. Seja T: K — K uma aplicacao continua e considere a bifuncao

fix,y) = (x—T(x),y —x). (2.4)
Entao x* € K € ponto fizo de T se, e somente se, x* € S(f, K).

Demonstra¢ao. Suponha inicialmente que T(x*) = x*. Entao
fix*,y) = (x*—T(x"),y —x*) =0, Yy € K.

Logo, f(x*,y) > 0, para todo y € K, o que implica x* € S(f, K). Reciprocamente, suponha
que x* € S(f,K). Entao

(x*—=T(x"),y—x") >0, Yy € K.

Tomando y = T(x*), obtemos

Consequentemente,
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Da positividade da norma segue que
IT(x*) —x*|| =0,
ou seja, T(x*) = x*. Portanto, x* é ponto fixo de T. O

Proposicao 2.2.1. Se T: K — K € continua, entao a bifungao definida em (2.4) satisfaz
as hipoteses (P1), (P2) e (P3).

Demonstracao. Temos

f(x,x) = (x —T(x),x —x) =0.

Logo, (P1) é satisfeita.
Fixado x € K, a fungao

y— (x—TKx),y—x)

é afim em y. Portanto é convexa e continua. Assim, (P2) é satisfeita.

Por outro lado, fixado y € K, a continuidade de T implica a continuidade da aplicagao
x = (x —T(x),y —x).

Logo f(+,y) é continua e, consequentemente, semicontinua superiormente. Portanto, (P3)

também é satisfeita. O

Observacgao 2.2.1. O resultado anterior mostra que os problemas de ponto fixo cons-
tituem um caso particular da teoria dos problemas de equilibrio. Dessa forma, técnicas
desenvolvidas para problemas de equilibrio podem ser utilizadas para estudar a existéncia

de pontos fixos.

2.2.3 Problemas de Desigualdade Variacional

A origem da teoria das desigualdades variacionais esté associada aos trabalhos pioneiros
de Stampacchia na década de 1960. De acordo com Nagurney e Zhang [46], a formulagao
moderna foi introduzida por Hartman e Stampacchia [24] no contexto de equagoes dife-
renciais parciais. Além disso, o proprio Stampacchia [55] atribui ao artigo [54] o primeiro

resultado geral de existéncia para problemas de desigualdade variacional.
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Definigao 2.2.1. Seja K C R™ um conjunto nao vazio, fechado e convero e T : K — R™
uma aplicagao. O problema de desigualdade variacional associado a T e K, denotado por

VI(T,K), consiste em determinar um ponto x € K tal que

(T(x),y—x) >0, Yy € K. (2.5)

Exemplo 2.2.2. Considere uma fungao diferencidvel f: [a,b] = R e seja xg € [a,b] um
ponto de minimo global de f no intervalo, isto €, f(xg) = minye(q,p) f(x). Dependendo da

posicao de xXg no intervalo, temos trés possibilidades:
(i) Se xp € (a,b), entdo f'(xy) = 0;
(i1) Se xo = a, entdo f'(xg) > 0;

(111) Se xo =b, entdo f'(xy) < 0.

Em qualquer um dos casos acima, conclui-se que Xqo satisfaz a sequinte desigualdade
variacional:

f'(x0)(x —xg) = 0, Vx € [a, bl.

Exemplo 2.2.3. Seja K C R™ um conjunto convexo e fechado, e considere uma func¢ao
diferencidvel h : K — R. Suponha que xo € K seja um ponto de minimo global de h
sobre K, isto €, h(xg) = minyex h(x). Desejamos obter uma caracterizacao desse ponto
minimizador.

Seja x € K arbitrario. Como K € convexo, o segmento que une Xo a X estd contido em
K, ou seja,

(1 —1t)xp+tx =%+ t(x —xo) € K, Vtelo,1].
Definimos a funcao auxiliar P : [0,1] — R por
Y(t) =h(xo + t(x —xg)).

Como xo € ponto de minimo de h em K, seque que \ atinge seu minimo em t = 0. Pelo

resultado do exemplo anterior, obtemos
V' (0) > 0.
Aplicando a regra da cadeia, seque que

P'(0) = (Vh(xo), x —Xqg) -
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Portanto, o ponto xq¢ satisfaz a desigualdade variacional.
(Vh(xo), x —xq) = 0, Vx € K.

Mostraremos como certos problemas de desigualdade variacional podem ser formulados
como problemas de equilibrio. Pela Defini¢ao 2.2.1, dado um conjunto nao vazio, fechado e
convexo K C R™ e uma aplicagdo T : K — R™, o problema VI(T, K) consiste em encontrar
x € K tal que

(T(x),y—x) >0, Yy € K.

Também sera til considerar uma versao multivalorada desse problema. Para isso, seja
P(R™) o conjunto das partes de R™ e seja T : K — P(R™) uma aplicacio ponto-conjunto
tal que T(x) é nao vazio, compacto e convexo para todo x € K. Nesse caso, o problema

de desigualdade variacional multivalorada, denotado por VI(T, K), consiste em encontrar

x* € K e u* € T(x*) tais que
(U, y—x*) >0, Yy € K.

Antes de estabelecer a equivaléncia entre desigualdades variacionais e problemas de

equilibrio, apresentamos o seguinte resultado auxiliar.

Lema 1. Sejam A C R™ um conjunto compacto e convexo, B C R™ um conjunto convexo,

e sejap:A X B — R uma fungao tal que:

(a) para cada y € B, a aplicagio p(-,y) : A — R € concava e semicontinua superior-

mente;

(b) para cada x € A, a aplicagio p(x,-) : B = R € conveza.

Suponha ainda que maxyea P(Xx,y) = 0, para todo y € B. Entao eziste x* € A tal que

p(x*,y) = 0, para todo y € B.

Demonstra¢ao. Suponha, por contradi¢do, que nao exista x € A tal que p(x,y) > 0, para
todo y € B. Entao, para cada x € A, existem y, € B e ¢, > 0 tais que p(x,yx) < —é&x.
Para y € B e ¢ > 0, considere o conjunto A(y,e) = {x € A; p(x,y) < —e}. Pela
semicontinuidade superior de p(+,y), cada conjunto A(y,e€) é aberto em A. Além disso,
pela construcao acima, a familia desses conjuntos cobre A. Como A é compacto, existem
yl,...,ymeBeegy,...,em > 0 tais que

A C U Ayt &).

i=1
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Tomando € := min;cicm €1 > 0, obtemos, para todo x € A,

min p(x,yi) < —¢.

1<i<m

Por [51, Teorema 21.1, pagina 186] aplicado as fungoes convexas
x = —e —p(x,y'), i=1,...,m,

existem A; > 0, com Zil Ay = 1, tais que

m

Z?\i(—s —plx,yY)) >0, Vx € A.

i=1

Portanto,
D> Aplxyl) <—e  WXEA
i=1

Como B é convexo, o ponto
m
§=) Ay
i=1

pertence a B. Pela convexidade de p(x, -), segue que

p(xvg) =P (Xa ZA191> < Z)\ip(xﬂji) < —&, Vx € A.
i=1 i=1

Logo,

.
maxp(x,y) < —e <0,

o que contradiz a hipotese max,ca p(x,y) = 0, para todo y € B. Portanto, existe x* € A
tal que
p(x",y) >0, VyeB.

]

Teorema 10. Temos as sequintes relagoes entre desigualdades variacionais e problemas

de equilibrio.

(i) Seja T:K — R™ uma aplica¢ao continua e defina f: K x K— R por
f(x,y) = (T(x),y —x). Entdao f satisfaz as hipdteses basicas (P1)—(P3), e x* resolve
VI(T,K) se, e somente se, x* resolve PE(f, K).

(i1) Seja T:XK — P(R") uma aplicagao ponto-conjunto, semicontinua superiormente,
com valores nao vazios, compactos e convexos. Defina f: K x K — R por
f(x,y) = max, 7, (W, y —x). Entdo f satisfaz as hipdteses bdsicas (P1)~(P3), e x*

resolve PE(f,K) se, e somente se, existe u* € T(x*) tal que (x*,u*) resolve VI(T, K).
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Demonstragao. Inicialmente, provemos o item (i). Seja f(x,y) = (T(x),y — x). Se x* é
solugao de VI(T,K), entdo (T(x*),y —x*) > 0, para todo y € K. Pela defini¢ao de f, isso
equivale a f(x*,y) > 0, para todo y € K. Logo, x* é solugao de PE(f,K).
Reciprocamente, se x* é solugao de PE(f,K), entao f(x*,y) > 0, para todo y € K.
Como f(x*,y) = (T(x*),y —x*), obtemos (T(x*),y —x*) > 0, para todo y € K. Portanto,
x* resolve VI(T, K).
Além disso, verifica-se que f satisfaz (P1)-(P3). De fato,

f(x,x) = (T(x),x —x) =0, Vx € K.

Como T é continua, para cada y € K, a aplicacao x — f(x,y) = (T(x),y — x) é continua
e, portanto, semicontinua superiormente. Por fim, para cada x € K, a aplicacao
y — f(x,y) = (T(x),y — x) é afim, logo convexa e semicontinua inferiormente.

Agora, provemos o item (ii). Suponha inicialmente que x* € K e u* € T(x*) resolvam
VI(T,K). Entdo (u*,y —x*) > 0, para todo y € K. Como u* € T(x*), temos

f(x*,y) = max (u,y—x*) > (U ,y—x") >0, Yy € K.
weT (x*)

Logo, x* resolve PE(f, K).

Reciprocamente, suponha que x* seja solugao de PE(f,K). Entao f(x*,y) > 0, para
todo y € K. Pela definigao de f,

max (u,y—x") >0, Yy € K.
ueT(x*)

Tomemos

A=TKx) e puy)={uy—x"), ueA, yek

Como A é compacto e convexo, e p € linear em cada variavel, as hipoteses do lema 1 sao
satisfeitas. Assim, existe u* € A = T(x*) tal que p(u*,y) > 0, para todo y € K, isto &,
(u*,y —x*) > 0, para todo y € K. Portanto, (x*,u*) resolve VI(T, K).

Por fim, as hipoteses (P1)—(P3) para a bifuncao

f(x,y) = max (u,y —x)
ueT(x)

seguem da compacidade e convexidade dos valores de T, da semicontinuidade superior de

T, e do fato de que, para cada x € K, a funcao y — f(x,y) é o méximo de fungoes afins

em Yy, sendo, portanto, convexa. 0
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2.2.4 Equacgoes Generalizadas

As equagbes generalizadas constituem uma importante classe de problemas da Anélise
Variacional, permitindo formular de maneira unificada diversos problemas de otimizagao,
complementaridade e desigualdades variacionais. Essa formulagao foi introduzida e desen-
volvida por Robinson em [49]. Por outro lado, como discutido por Blum e Oettli em [11],
problemas de desigualdade variacional podem ser naturalmente incorporados a estrutura
dos problemas de equilibrio. Dessa forma, uma classe de equagoes generalizadas também
pode ser interpretada como um caso particular de problema de equilibrio.

Seja K C R™ um conjunto nao vazio, fechado e convexo e seja F: K — R™. Conside-
remos a equacao generalizada

0 € F(x) + Nk (%), (2.6)

onde Nk (x) denota o cone normal a K no ponto x.
A expressao (2.6) inclui, em particular, as restri¢oes impostas pelo conjunto K por
meio do cone normal. Veremos a seguir que sua resolucao é equivalente a resolucao de

uma desigualdade variacional e, consequentemente, de um problema de equilibrio.

Teorema 11. Seja K C R™ um conjunto nao vazio, fechado e convero e F : K — R™.
Defina a bifungio f: K x K = R por f(x,y) := (F(x),y — x). Entdao x* € K € solugio da

equacao generalizada 0 € F(x) + N (x) se, e somente se, x* € S(f, K).
Demonstracao. Suponha inicialmente que x* seja solucao da equagao generalizada. Entao,
0 € F(x™) + N (x*),

0 que equivale a

—F(x*) € Nx(x").

Pela definicao do cone normal,
(—F(x),y—x") <0, Vyek
Multiplicando a desigualdade por —1, obtemos
(F(x"),y—x*) >0, VyekK.

Como

f(X*7U) = <F(X*)ay _X*>7
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segue que

f(x*,y) > 0, Yy € K.

Portanto, x* € S(f, K).
Reciprocamente, suponha que x* € S(f,K). Pela definicao do conjunto solucao do
problema de equilibrio,

f(x*,y) >0, Yy € K.

Logo,
(F(x*),y —x*) >0, Yy € K,

ou, equivalentemente,

<_F(X*)7y _X'*> < 07 vy € K.
Pela defini¢ao do cone normal, temos

—F(x") € Nk (x7),

e, portanto,

0 € F(x*) + Nx(x").

Assim, x* é solucao da equagao generalizada. O

A proposicao anterior mostra que a equagao generalizada 0 € F(x) + Nk (x) é equiva-
lente & desigualdade variacional VI(F,K) e, por meio da bifuncao f(x,y) = (F(x),y — x),
também pode ser formulada como um problema de equilibrio.

Mostraremos agora que, sob uma hipoétese natural de continuidade sobre F, a bifungao

associada satisfaz as condicoes (P1)—(P3) utilizadas neste capitulo.

Proposicao 2.2.2. Seja F: K — R™ uma aplicagao continua e considere a bifungdo
f(x,y) = (F(x),y —x).

Entao f satisfaz as hipéteses (P1), (P2) e (P3).

Demonstragao. Verificaremos cada uma das condigoes.

(P1) Para todo x € K,

Portanto, f satisfaz (P1).
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(P2) Fixado x € K, considere a fungao f(x,:) : K — R. Paray,z € Ke t € [0, 1],

temos

fix,ty+ (1 —t)z) = (F(x),ty + (1 —t)z—x)
=t(F(x),y —x) + (1 — t)(F(x),z —x)

=tf(x,y) + (1 —t)f(x, z).

Logo, f(x,-) é afim e, em particular, convexa. Além disso, como F(x) é um vetor fixo, a
aplicagao

y— (F(x),y —x)

¢ continua. Portanto, f(x,-) é semicontinua inferiormente. Assim, (P2) é satisfeita.

(P3) Fixado y € K, considere
f(-,y) : K = R, f(x,y) = (F(x),y — x).
Seja {x*} C K uma sequéncia tal que x* — x. Como F & continua,
F(x*) = F(x).

Além disso,

y—xF—=y—x
Pela continuidade do produto interno,

f(XkaU) = <F(Xk)7y _Xk> — <F(X)vy _X> = f(xay)

Portanto, f(-,y) é continua e, consequentemente, semicontinua superiormente. Assim, f

satisfaz (P3). O

Portanto, as equacoes generalizadas da forma 0 € F(x)+Nx (x) podem ser incorporadas

a teoria dos problemas de equilibrio por meio da bifuncao

f(xvy) = <F(X)7y _X>'

Esse exemplo reforca o carater unificador da formulagao de Blum e Oettli, uma vez que
uma equagao generalizada pode ser interpretada sucessivamente como uma desigualdade

variacional e como um problema de equilibrio.
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2.3 Monotonicidade de Bifuncoes

A monotonicidade desempenha papel fundamental na teoria dos problemas de equilibrio e
das desigualdades variacionais, estando diretamente relacionada a resultados de existéncia,
unicidade e convergéncia de algoritmos. As nocoes apresentadas nesta se¢ao sao baseadas
nos conceitos classicos de monotonicidade para operadores estudados por Facchinei e Pang
[21] e Bauschke e Combettes [9], bem como em suas extensoes para bifungdes no contexto

dos problemas de equilibrio, conforme desenvolvido por Blum e Oettli [11].

Definicao 2.3.1. Uma bifuncao f: K x K — R € dita mondtona quando
f(x,y) + f(y,x) <0, vx,y € K. (2.7)

Esta definicao é uma generalizacao natural da monotonicidade de operadores em de-

sigualdades variacionais.

Exemplo 2.3.1. Considere um operador mondtono T : K — R™ e a bifuncao f(x,y) =

(T(x),y —x). Entao f é mondtona.

Demonstragao. De fato, temos
f(x,y) + fly,x) = (T(x),y —x) + (T(y), x —y)
=—(T(x) =Tly),x —y).

Como T é monotono,

Portanto,

f(x,y) + f(y,x) <0.

Assim, f é monoétona. O

Definigao 2.3.2. A bifuncao f: KxK — R com f(x,x) = 0 € dita estritamente mondtona
quando

f(x,y) + f(y,x) <0, Vx,y € K,

e a igualdade ocorre somente quando x =y.

A monotonicidade estrita permite obter resultados de unicidade das solugoes.
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Proposicao 2.3.1. Seja f uma bifuncao estritamente mondtona, entdio o conjunto de

solugoes S(f, K) possui no mdximo um elemento.

Demonstra¢ao. Suponha que existam duas solugoes distintas x*,y* € S(f,K). Como x*
¢ solugao, f(x*,y*) > 0. Como y* também ¢ solugao, f(y*,x*) > 0. Somando as duas

desigualdades,

f(x*,y*) + f(y*,x*) > 0.

Por outro lado, pela monotonicidade,

f(x*,y*) + f(y",x") <0.

Logo,

f(x",y") + f(y*,x") = 0.

Da monotonicidade estrita segue que x* = y*. Portanto S(f, K) possui no maximo uma

solugao. O]

Definicao 2.3.3. A bifuncio f: K x K — R € dita fortemente mondtona quando existe

uma constante w > 0 tal que
f(x,y) + f(y,x) < —plx —y|?, Vx,y € K. (2.8)
E imediato observar que toda bifuncio fortemente monétona é estritamente monétona.
Proposicao 2.3.2. Toda bifungao fortemente mondtona € estritamente mondtona.
Demonstragdo. Se x #y, entao ||x —yl|* > 0. Da condicao (2.8),
f(x,y) + f(y,x) <0.
Consequentemente, a igualdade
f(x,y) +fly,x) =0
somente pode ocorrer quando x =y. Portanto f é estritamente monétona. O

A nocao seguinte é mais fraca que a monotonicidade e aparece frequentemente em

problemas de equilibrio.
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Definicao 2.3.4. A bifuncao f: K x K — R € dita pseudomondtona quando
f(x,y) = 0= f(y,x) <0,
para quaisquer X,y € K.
Toda bifungao mondétona é pseudomondtona.
Proposicao 2.3.3. Se f é mondtona, entao f é pseudomondtona.

Demonstra¢ao. Suponha que f(x,y) = 0. Como f é mondtona,
f(x,y) + fly,x) <0.

Logo,
f(UaX) < —f(XaU) < 0.

Portanto f é pseudomonotona. O

A reciproca, em geral, nao é verdadeira.
A pseudomonotonicidade é suficiente para diversos resultados de existéncia e aparece

frequentemente em modelos econémicos e problemas de equilibrio de Nash.
Definicao 2.3.5. A bifuncao f: K x K — R € dita paramondtona quando
f(x,y) + f(y,x) =0 = x € S(f,K) <y € S(f,K).

A paramonotonicidade desempenha papel importante na analise de convergéncia de

métodos proximais.

2.4 Resultados de Existéncia

Uma das questoes fundamentais associadas a um problema de equilibrio consiste em de-

terminar condig¢oes que garantam a nao vacuidade do conjunto de solugoes

S(f,K) ={x € K;f(x,y) = 0, Vy € K}.

Os primeiros resultados gerais nessa diregdo remontam aos trabalhos de Ky Fan [23],
cujas ideias serviram de base para grande parte da teoria moderna de problemas de

equilibrio.



Capitulo 2. Problemas de Equilibrio 45

Nesta secao apresentaremos alguns resultados cléssicos de existéncia que serao utili-
zados posteriormente no estudo dos Problemas de Equilibrio de Dois Niveis.
Comecgamos apresentando um resultado devido a Knaster, Kuratowski e Mazurkiewicz

32].

Lema 2 (KKM). Seja K um subconjunto arbitrario de R™ e F : K — P(R™) uma aplicagio
ponto-conjunto tal que, para caday € K, F(y) € fechado.
Suponha que

(i) YY1, Y2, Ym € K, conv{ys, ya, .., ym} € Ui~ Fly;).

(11) Existe yo € K tal que F(yo) € compacto.

Entao
() Fly) #0.
yek
Demonstra¢ao. A demonstragao deste lema é apresentada em [32]. O

O resultado a seguir desempenha papel central em toda a teoria de problemas de

equilibrio.

Teorema 12 (Ky Fan). Seja K C R™ um conjunto nao vazio, compacto e convezo.

Considere uma bifuncao f: K x K — R satisfazendo:

(i) para caday € K, a fun¢do x — f(x,y) € semicontinua superiormente;
(11) para cada x € K, a func¢ao y — f(x,y) € quase-convexa.

Entao existe x € K tal que

inf f(x,y) > inf f(w,w).
;&(&y)‘ﬁKOMW)

Demonstracao. A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [23]. O

O Teorema 12 constitui um dos resultados mais importantes da teoria minimax e pode
ser interpretado como um resultado de existéncia para problemas de equilibrio.

O resultado acima serviu de motivagao para o desenvolvimento de diversos teoremas
de existéncia para problemas de equilibrio, dentre os quais destaca-se o resultado de Blum

e Oettli [11] apresentado a seguir.



Capitulo 2. Problemas de Equilibrio 46

Teorema 13 (Blum—Oettli). Sejam K C R™ um conjunto convexo, fechado, nao-vazio e
f: K x K—= R uma bifuncio da forma f(x,y) = g(x,y) + h(x,y) comg: KxK =R e
h:KxK—=R.

Suponha que f satisfaca:

(1.1) g(x,x) =0 para todo x € K;
(1.2) g € mondtona, i.c., g(x,y)+g(y,x) <0 Vx,y €K;
(1.8) g(x,-) € convexa e semicontinua inferiormente para cada x € K;

(1.4) Para todo x,y € K, a fungio t € [0,1] — g((1 — t)x + ty),y) € semicontinua

superiormente em t = 0.
(2.1) h(x,x) =0 para todo x € K;
(2.2) h(x,-) é convexa para cada x € K;
(2.8) h(-,y) € semicontinua superiormente para cada y € K.

(3) (Coercividade) Existe C C K compacto, convexo e nao vazio tal que para todo x €

C\ Corek C eziste a € Corex C tal que f(x,a) < 0.

Entao, existe x* € C tal que f(x*,y) >0, Vye€K.

Demonstracao. E o resultado principal de Blum e Oettli em [11]. O

2.5 Problemas de Equilibrio de Dois Niveis

Nas segoes anteriores, estudamos o Problema de Equilibrio classico e algumas de suas pro-
priedades fundamentais. Em particular, vimos que, sob hipoteses adequadas, o conjunto
de solugoes

S(f,K) ={x € K;f(x,y) >0, Vy € K}

é nao vazio. Entretanto, em diversas aplicacoes, a determinacao de uma solugao arbitraria
de S(f,K) pode nao ser suficiente. Quando o problema admite multiplas solugoes, pode
ser necessario introduzir um critério adicional que permita selecionar, dentre os pontos de

S(f, K), aqueles que satisfazem alguma propriedade de interesse. Essa necessidade conduz
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naturalmente a uma estrutura hierarquica, na qual um segundo problema de equilibrio é
considerado sobre o conjunto solucao do primeiro.

Do ponto de vista historico, uma das formulagoes precursoras dessa classe de problemas
foi apresentada por Chadli, Chbani e Riahi em [16], no contexto da sele¢ao de solugoes de
problemas de equilibrio por meio de técnicas de penalizagao. Posteriormente, Moudafi,
em [43|, formulou explicitamente uma classe de problemas de equilibrio de dois niveis
envolvendo duas bifung¢oes monédtonas e propds um método proximal para sua resolucao.
Desde entao, problemas dessa natureza passaram a ser estudados sob diferentes hipdteses e
por meio de distintas estratégias algoritmicas. Neste trabalho, seguiremos, em particular,
a formulagao considerada em [10].

Os chamados Problemas de Equilibrio de Dois Niveis surgem, portanto, da necessidade
de incorporar um critério de selecao ao problema de equilibrio original. Esse tipo de
estrutura aparece naturalmente em modelos hierdrquicos de otimizacao e equilibrio, nos
quais as decisoes admissiveis em um segundo nivel sao determinadas pelas solugoes obtidas
no primeiro. Dessa forma, o problema nao consiste apenas em encontrar um ponto de
equilibrio, mas em encontrar, entre todos os equilibrios possiveis do primeiro nivel, um
ponto que também satisfaca uma condigao adicional de equilibrio.

Mais precisamente, o problema possui dois niveis hierarquicos. No primeiro nivel,
considera-se uma bifuncdo f e determina-se o conjunto solugao S(f,K) do problema de
equilibrio associado. No segundo nivel, introduz-se uma segunda bifuncao h, que estabe-
lece o critério de selecao a ser satisfeito sobre S(f, K). Assim, procura-se x € S(f, K) tal

que

h(x,y) 20, Wy eS(f,K).

Esse problema sera denominado Problema de Equilibrio de Dois Niveis e constitui um dos

objetos centrais desta dissertagao.

2.5.1 Definicao do Problema

Sejam f: K x K— R e h: K x K — R duas bifungoes satisfazendo hipoteses adequadas.

Inicialmente consideramos o problema de equilibrio de primeiro nivel

Encontrar x € K tal que f(x,y) >0, WYy eK.
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Denotamos por

S(f,K) ={x e K: f(x,y) >0, Yy € K}

o conjunto de todas as suas solucoes.
Uma vez determinado o conjunto S(f, K), define-se o problema de equilibrio de segundo

nivel.

Definicao 2.5.1. O Problema de Equilibrio de Dois Niveis associado as bifungoes

f e h consiste em encontrar um ponto x € S(f,K) tal que
h(x,y) =0, WyeS(fK). (2.9)

Esse problema serd denotado por PEB(f, h, K).

Equivalentemente,

Encontrar x € S(f,K) tal que
PEB(f, h, K) (2.10)

h(x,y) 20, Wy € S(f,K).
A formulacao acima permite interpretar o problema de equilibrio de dois niveis como
um problema de equilibrio classico cujo conjunto viavel é o conjunto solucao do problema
de nivel inferior. Essa relacao, utilizada em [10, 43|, é apresentada formalmente na pro-

posicao a seguir.

Proposigao 2.5.1. Suponha que S(f,K) # 0. Entao, PEB(f,h,K) = PE(h,S(f,K)).
Em particular, o conjunto solu¢ao do problema de equilibrio de dois niveis coincide com

S(h, S(f,K)).

Demonstragao. Pela definicao do Problema de Equilibrio de Dois Niveis, um ponto x € K

é solugao de PEB(f, h,K) se, e somente se, x € S(f,K) e
h(x,y) 20,  Vy e S(f,K).

Por outro lado, considerando S(f, K) como conjunto viavel e a restricao de h a S(f,K) x
S(f,K), o problema de equilibrio PE(h, S(f, K)) consiste, por defini¢ao, em encontrar x €
S(f,K) tal que

h(x,y) >0, Yy € S(f,K).

Portanto,

x resolve PEB(f,h,K) <= x resolve PE(h, S(f, K)).
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Consequentemente,

PEB(f, h,K) = PE(h, S(f, K)),
e o conjunto de solucoes de ambos os problemas é dado por
S(h, S(f,K)) ={x € S(f,K); h(x,y) >0, Yy € S(f,K)}.
O

Portanto, um problema de equilibrio de dois niveis pode ser interpretado como um pro-

blema de equilibrio definido sobre o conjunto de solugoes de outro problema de equilibrio.

Observagao 1. Como o conjunto vidvel do problema de sequndo nivel é S(f,K), seque
diretamente que S(h, S(f,K)) C S(f,K). Portanto, toda solu¢ao do problema de equilibrio
de dois niveis €, necessariamente, uma solucao do problema de equilibrio de primeiro

nivel. Mais precisamente,
x* € S(h,S(f,K)) = x" € S(f,K).

Em geral, a reciproca nao é verdadeira.

2.5.2 Interpretacao Hierarquica

A estrutura do problema pode ser representada pela seguinte hierarquia:

Nivel 1: Resolver PE(f, K)

4
S(f,K)

e, posteriormente,

Nivel 2: Resolver PE(h, S(f, K))

4

S(h, S(f, K)).
Assim, o problema de segundo nivel é definido sobre o conjunto solu¢ao do problema

de primeiro nivel. Consequentemente,

S(h,S(f,K)) € §(f,K) C K.
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Essa inclusao evidencia o carater hierarquico do problema: o primeiro nivel determina
o conjunto de solucoes admissiveis, enquanto o segundo nivel atua como um critério
de selecao sobre esse conjunto. Portanto, o segundo nivel nao introduz novas solucoes
fora de S(f, K), mas seleciona, dentre as solu¢oes do primeiro nivel, aquelas que também

satisfazem a condicao de equilibrio associada a bifuncao h.

2.5.3 Problemas de Otimizacao de Dois Niveis como Casos Par-

ticulares

Uma importante classe de problemas que pode ser modelada através de (2.9) é a dos
problemas de otimizagao de dois niveis.

Considere uma fungao convexa ¢ : K — R. Definimos f(x,y) = ¢@(y) — @(x). Entao
S(f,K) = argmin, . @(x). Seja agora uma segunda funcao convexa p : K — R e definamos
h(x,y) = V¥(y) —W(x). O problema de dois niveis torna-se:

Encontrar

X € argmin @ (x)
xeK

tal que

P(x) = min {ll)(x);x € argmin (p(u)} .

uek

Portanto, os problemas classicos de otimizacao hierarquica constituem casos particu-

lares de problemas de equilibrio de dois niveis.

2.5.4 Existéncia de Solugoes

A partir da equivaléncia entre o problema de equilibrio de dois niveis e um problema
de equilibrio definido sobre S(f,K), podemos obter condi¢oes de existéncia de solugoes
aplicando resultados classicos da teoria de problemas de equilibrio. Nesse sentido, apre-

sentamos a seguinte proposicao.

Proposicao 2.5.2. Suponhamos que:
1. S(f,K) # @;

2. S(f,K) seja compacto e convexo;
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3. a bifungao h satisfaca as hipdteses do Teorema 13 de Blum—OQOettli sobre S(f,K).

Entao existe x € S(f,K) tal que

hix,y) >0,  Vy € S(f,K).
Em particular, o problema de equilibrio de dois niveis admite solucgao.

Demonstra¢ao. Como S(f, K) é nao vazio e compacto por hipotese, podemos considera-lo
como o conjunto viavel do problema de segundo nivel. Como a bifungao h satisfaz as
hipoteses do Teorema 13 de Blum—Oettli sobre S(f, K), segue diretamente desse teorema,

que existe um ponto x € S(f, K) tal que
hix,y) 20,  VyeS(f,K).
Logo, x é solucao de PEB(f, h, K). H

O resultado acima mostra que muitos teoremas cléssicos de existéncia para problemas

de equilibrio podem ser aplicados diretamente ao segundo nivel.

2.5.5 Relacao com o Método Proximal

Os problemas de equilibrio de dois niveis tém sido amplamente estudados na literatura
e constituem uma area ativa de pesquisa em otimizacao e analise variacional. Diversos
autores investigaram propriedades de existéncia, estabilidade e algoritmos para essa classe
de problemas; ver, por exemplo, Ding [20], Anh, Khanh e Van [1], Chen, Wan e Cho [18|,
entre outros.

Uma das principais motivagoes para o estudo desses problemas reside no fato de que
eles abrangem importantes classes de modelos hierarquicos, incluindo problemas de otimi-
zacao de dois niveis e programas mateméticos com restrigoes de equilibrio (Mathematical
Programs with Equilibrium Constraints — MPEC); ver, por exemplo, Luo, Pang e Ralph
[36] e Migdalas, Pardalos e Varbrand |38]. Historicamente, problemas de dois niveis foram
formalizados inicialmente no contexto de otimizagao por Bracken e McGill [12].

Embora resultados de existéncia sejam fundamentais para garantir a boa formulagao do
problema, tais resultados nao fornecem, em geral, um procedimento efetivo para calcular
solugoes. Por essa razao, torna-se necessario desenvolver métodos iterativos capazes de

aproximar solugoes de problemas de equilibrio de dois niveis.
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Nesse contexto, diversos algoritmos foram propostos na literatura. Cabot [15], por
exemplo, desenvolveu um algoritmo hierarquico para problemas de minimizagao sucessiva,
enquanto Facchinei, Pang, Scutari e Lampariello [22] estudaram métodos numéricos para
problemas variacionais hierarquicos.

Nos capitulos seguintes estudaremos um método proximal para problemas de equilibrio
de dois niveis baseado em bifungoes regularizadas e distancias proximais generalizadas.
A ideia central consiste em construir uma sequéncia (x*)xen por meio da resolucao su-
cessiva de problemas de equilibrio regularizados, de modo que seus pontos de acumulacao
pertencam ao conjunto de solugoes do problema de dois niveis.

Essa abordagem foi proposta por Bento, Cruz Neto, Lopes, Soares Jr. e Soubeyran

em [10] e constitui um dos principais objetos de estudo desta dissertagao.

2.6 Uma hipotese geométrica de regularidade

Na anélise de convergéncia de algoritmos proximais aplicados a problemas de equilibrio de
dois niveis, certas condig¢oes adicionais de regularidade tornam-se necessarias para garantir
o comportamento assintético da sequéncia iterativa gerada.

Um dos primeiros métodos proximais para problemas de equilibrio de dois niveis foi
proposto por Moudafi [43] como uma extensado do algoritmo proximal cléssico para o
contexto de problemas de equilibrio também devido a Moudafi em [42]. Em sua analise

de convergéncia, o autor assumiu a condic¢ao

K1

Ix x| = o(ex), (2.11)

onde (x*) ¢ a sequéncia gerada pelo algoritmo e (gy) é uma sequéncia de parametros
positivos.

Entretanto, a verificacao da condigao (2.11) é, em geral, bastante delicada, uma vez
que ela depende diretamente do comportamento assintotico da propria sequéncia iterativa.
Devido a essa dificuldade, o proprio Moudafi apontou como problema em aberto a busca
por hipoteses alternativas mais naturais e geometricamente interpretaveis.

Posteriormente, Chbani e Riahi [17] propuseram substituir (2.11) por uma condigao
geométrica envolvendo a conjugada de Fenchel e a fungao suporte do conjunto solucao

do problema de equilibrio de nivel inferior. Condigoes desse tipo ja haviam aparecido
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anteriormente nos trabalhos de Attouch, Czarnecki e Peypouquet [5, 6], no contexto de
métodos de prox-penalizacao para problemas variacionais restritos.

Motivados por essas ideias, Chbani e Riahi [17] introduziram a seguinte hipotese, que
desempenhara papel central na anélise de convergéncia do algoritmo proximal apresentado

no Capitulo 5.

Hipotese 1. Para todo z € S(f,K) ep € R(Ns(ﬂ]()), vale

= 2 2
Z)\kgk |f; (—p> — Os(f,K) (—p>:| < +00. (J’f)
P Ex &

k

Nesta expressao, f; denota a funcao conjugada de Fenchel associada a funcao f,,
definida por f,(y) := f(z,y), enquanto os(¢x) representa a funcao suporte do conjunto
solucao S(f,K), e R(Ns(ﬂK)) denota a imagem da aplicacao cone normal de S(f, K).

A hipotese (H) pode ser interpretada como uma condicao de compatibilidade entre a
geometria do conjunto solucao S(f, K), a estrutura convexa da bifungao f e a escolha dos
parametros do algoritmo. Em particular, ela controla assintoticamente a interacao entre
os termos de penalizagao e regularizagao proximal.

Embora sua formulagao seja técnica, essa condigao substitui uma hipotese dinamica de
dificil verificagao por uma condi¢ao geométrica mais adequada ao estudo de convergéncia.
No Capitulo 5, veremos que a hipotese (H) sera essencial para estabelecer a convergéncia

da sequéncia gerada pelo algoritmo de ponto proximal.



Capitulo 3

Distancias Proximais (Generalizadas

Neste capitulo apresentamos a classe de distancias proximais generalizadas utilizada na
construcao do método proximal para problemas de equilibrio de dois niveis estudado nesta

dissertacao.

Os métodos proximais surgiram inicialmente nos trabalhos de Martinet [37] para desi-
gualdades variacionais e foram posteriormente desenvolvidos por Rockafellar [50] no con-
texto de operadores monétonos maximais. Posteriormente, diversos autores observaram
que a substitui¢ao da distancia euclidiana por fun¢oes mais gerais permite incorporar in-
formagoes geométricas adicionais dos problemas considerados, conduzindo frequentemente

a melhores propriedades teéricas e computacionais.

No contexto de problemas de equilibrio, as distancias proximais desempenham papel
fundamental na construcao de bifuncoes regularizadas. A ideia central consiste em adi-
cionar ao problema original um termo de regularizacao capaz de estabilizar o processo
iterativo e garantir propriedades de existéncia e unicidade dos subproblemas resolvidos

em cada etapa do algoritmo.

Neste trabalho utilizaremos a classe de distancias proximais generalizadas introduzida
por Auslender e Teboulle [7] e posteriormente estudada por Burachik e Dutta [13]. Essas
distancias abrangem como casos particulares diversas fungoes largamente utilizadas em

Otimizacao Convexa, incluindo as distancias de Bregman.

Ao longo deste capitulo apresentaremos as defini¢oes fundamentais, exemplos e propri-
edades que serao utilizadas na construcao do método proximal desenvolvido nos capitulos

posteriores.

o4
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3.1 Distancias Proximais

Seja S C R™ um conjunto nao vazio, fechado e convexo. Nosso objetivo é introduzir
uma classe de fungoes que generaliza a nog¢ao usual de distancia e que sera utilizada na

regularizacao dos problemas de equilibrio considerados neste trabalho.

Definigao 3.1.1. Uma func¢ao d : R™ x R™ — R, U{+o00} € denominada uma distdncia
proximal em relacao ao conjunto S se, para cada y € intS, as sequintes propriedades

sao satisfeitas:

(i) a fung¢ao d(-,y) € propria, semicontinua inferiormente, convexa e de classe Cl em

intS;
(i7) dom(d(-,y)) CS;

(#1i) dom 0,d(-,y) =int S, onde 9:d(-,y) denota o subdiferencial de d(-,y) em relagio a

primeira varidvel.

Denotaremos por D(S) a familia de todas as distancias proximais associadas ao con-

junto S.

3.2 Distancias Proximais Induzidas

A definicao de distancia proximal introduzida na sec@ao anterior fornece apenas a estru-
tura bésica necessaria para a construcao dos métodos de regularizacao. Entretanto, para
o desenvolvimento da teoria de convergéncia dos algoritmos proximais, torna-se neces-
sario associar a cada distancia proximal uma segunda funcao que satisfaca propriedades
geométricas adicionais.

A cada distancia proximal d € D(S) associaremos uma segunda funcao que desem-
penhara o papel de medida efetiva de afastamento entre dois pontos. Essa funcao sera

denominada distancia proximal induzida.

Definig¢ao 3.2.1. Dado d € D(S). Seja D : R™ x R™ — R, U{+o0o} uma func¢ao tal que
intS x intS € domD. Entdo, D € referida como a distdncia prozimal induzida de d se

as sequintes propriedades valem:

(H1) para cada x € int S, D(x,-) € continua em int S;
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(H2) D(x,x) =0 para todo x € int S;
(H3) para todo x € S e & € R, o conjunto {y € int S; D (x,y) < o} € limitado;
(H}) para cada x,y € int S, vale que
(z—x,Vid(x,y)) < D(z,y) = D(z,x) —yD(x,y)
para todo z € S e algum vy > 0 fixo;
(H5) se{y*} CcintS ey* =y €S, entio D(y,y*) — 0;
(H6) sejaze€ S ey €intS, e tomew :=az+ (1 — o)y com « € (0,1). Entao,

D(z,w) + D(w,y) < D(z,y);

(H7) se {x*},{y*} C intS sdo sequéncias tais que {x*} converge para x e {y*} converge

para Yy, com X # Y, entdo limkinfD(xk,yk) > 0.

A familia de todos os pares (d, D) que satisfazem as condicoes acima sera denotada
por F(S). Quando (d,D) € F(S), diremos que (d, D) é um par proximal associado ao
conjunto S. As hipdteses acima possuem interpretagoes geométricas importantes.

A propriedade (H2) é anéloga a propriedade fundamental das distancias usuais segundo
a qual a distdncia entre um ponto e ele proprio é nula.

A condigao (H3) garante que os conjuntos de nivel de D sejam limitados, propriedade
essencial para a obtencao de estimativas de compacidade.

Por sua vez, a hipotese (H4) desempenha papel central na teoria desenvolvida poste-
riormente. Ela pode ser interpretada como uma versao generalizada da monotonicidade
forte do gradiente da distancia proximal.

As propriedades (H5) e (H7) estabelecem relagoes entre convergéncia topolégica e
convergéncia medida pela distancia proximal induzida.

Finalmente, a condi¢ao (H6) pode ser vista como uma forma enfraquecida da desigual-
dade triangular, desempenhando papel fundamental nas demonstracoes de convergéncia

do método proximal.

Observacgao 3.2.1. A propriedade (Hj) implica imediatamente que

Vid(x,x) =0, Vx € int S.
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De fato, tomando z = x na desigualdade (Hj), obtemos

0 < D(x,y) —D(x,x) —yD(x,y).

Em particular, fazendo y = x, seque que

(z—x,Vid(x,x)) =0, Vz € S.
Logo, V1d(x,x) = 0.

Exemplo 3.2.1. Considere S = R™ e a distdncia prozimal d(x,y) = 3||x—y||>. Para essa
escolha de d, a distdncia prozimal induzida associada é dada por D(x,y) = 3||x —y||*.

De fato, como int S = R™, temos
intS xintS =R™ x R™ C dom D.

Mostremos que D satisfaz as propriedades (H1)—(HT7).

(H1). Para cada x € R™, a aplicagdo
yHDwy——W yl*

é continua em R™. Portanto, (H1) € satisfeita.

(H2). Para todo x € R™, temos
1 2
Dixx) = ¢ fx—x|* =0
Logo, (H2) € satisfeita.
(H3). Fize x € S =R™ e o € R. Consideremos o conjunto de nivel
={y € R™; D(x,y) < o

Se o < 0, entio Ly = 0, pois D(x,y) > 0 para todo y € R™. Em particular, L, €
limitado.

Se « > 0, entao, paray € Ly,

1 2
Sl —yl? <
lx =yl < o

Assim,

X =yl < V2.
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Portanto,

Loc C Bm[XL

isto €, Ly estd contido em uma bola fechada de centro x e raio /2x. Logo, Ly € limitado.

Portanto, (H3) € satisfeita.

(H4). Temos
Vid(x,y) =x—y.

Assim,

<Z_X7v1d(xvy)>:<Z_X7X_y>'
Por outro lado,
1 p 1 p 1 2
D(z,y) ~ D(z,x) ~ Dlix,y) = g2~y — Sz — x> = lx Il

Como

z—y=(z—x)+(x—y),

Seque que

lz—yl* = llz—x|* + 2(z = x,x —y) + [x —y|*.
Substituindo na expressao anterior, obtemos
D(Zvy) — D(Z7X) - D(XJJ) - <Z’_ X, X _y>

Logo,
<Z_X7 Vld(XaU» = D(Z7y) — D(Z7X) - D(Xﬂj)

Portanto, a desigualdade (H4) € satisfeita com vy = 1.
(H5). Seja {y*} C R™ tal que y* — y € R™. Entao
Ky _ 1 k2

Dly.y") =lly —y*[*

Como y* — y, temos ||y —y*|| — 0. Consequentemente,
D(y,y") — 0.

Assim, (H5) € satisfeita.
(H6). Sejamze€ S=R™, ye€intS=R" e

w=oaz+ (1 —ay, x e (0,1).
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Entao
z—w=z—az—(1—a)y=(1—oa)(z—y)
e
w—y=oaz+(l—a)y—y=oz—y).
Logo,

1 1
D(z,w) + D(w,y) = gllz—w|* + 5w — y|?.

Substituindo as expressoes acima, obtemos

1 1
D(z,w)+D(w,y) = 51— )z —y[I" + 5o’z —y|*

Portanto,
D(z,w) + Dlw,y) = 5 [(1 — 0” + o] =~ y|>
Como
(1—o)?+a®>=1—2a(l —a) <1,
SeEque que

1
D(z,w)+D(w,y) < §||z—y||2 =D(z,y).
Logo, (H6) € satisfeita.
(H7). Sejam {x*},{y*} C R™ tais que

X =x, Yy oy, x#y.

Como D € continua em R™ x R™, temos
D(x*,y*) = D(x,y).

Mas
1
D(x,y) = 5 lx—yl* >0,

pois X #y. Portanto,
liminf D(x*,y*) = D(x,y) > 0.

k—+00
Assim, (H7) € satisfeita.
Concluimos que, para d(x,y) = i||x —y||* e D(x,y) = i||x — y||%, tem-se (d,D) €
F(R™).
Portanto, a distincia euclidiana quadrdtica aparece como um caso particular da estru-

tura de distincias prorimais generalizadas.
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Exemplo 3.2.2. Seja K ={x € R™";¢gj(x) <0, j=1,...,m}, onde g; : R™ = R € uma
fungao convera e de classe C' paraj =1,...,m. Dado & > 0, defina g;(x) = gj(x) — «,
j=1,...,m. Neste caso, tome

S={xeR"—gjx)>0,j=1,...,m}

Claramente, K C intS = S. Notamos que, para esta escolha de S, Auslender e Teboulle

em [7] mostraram que a fungao

m

Z —log(—g;(x)) sex €intS$,
@x) = ¢ i=1

400 caso contrdrio,

€ propria, semicontinua inferiormente, convexa e consideraram a sequinte distincia pro-

zimal de Bregman associada com @+ (x) = @(x) + ¥[|x||*, v > 0:

Do, (%, y) = @+ (x) — 0+ (y) = (V,(y), x —y)

Dy, (6, y) = 3~ —log(—g;(x)) + SIx|1* = Y_ ~log(—;(y)) — S Iy|?
=1 j=1
(7 (3 -tos-gwn + i) <)
j=1

m m

Dy, (x,y) = Y —log(—g(x)) = Y_ —log(—G;(y)) + 3IxIl* = Syl

j=1 j=1

/S V) B
<Z gy U ”>

j=1

i Q: m Vi
Do (x.y) =3 ~tog (Z0) 4 1w - Tyl + <.Z oY)

7x—y>—V<y,X—y>

j=1 ) j=1 QJ(U)
m Q: Va; , X —
Do xy) = 3 (—tog 23+ EOWSZ0) 4 S - Syl —viyox—y)
j=1
5 (o0 TR0

j=1

Neste caso, para nossa escolha de S associada com o conjunto dado K e definindo
d(x,y) = D(x,y) =Dy, (x,y), tem-se (d,D) € F(S); veja Burachik e Dutta [15].
Verificacao das propriedades:
(H1). Para todo x € intS, a fun¢ao y — D(x,y) € continua em intS. De fato, temos
que 9j(y) = gj(y) — o € conveza e, assumindo que g; € de classe C* em int S, seque que

gj também € de classe C' e, portanto, Vg; € continua.
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Além disso, como g;(y) < 0 para todo y € intS, as fungoes y — log(—gj(y)) e
Yy ﬁ sao continuas. Como o produto interno € continuo e o termo quadrdtico
)

Ix —y||* também é continuo, concluimos que D(x,-) € continua.

(H2). Sejay = x:

D(ij): . ( log gl X +<vg](~X)’X_X>>—}—X||X—XH2
= j(x gj(x 2
D(x,x) = 3 <—log1+< gl(x),0)> +0
i(x)

(H3). Para x € S fizo e « € R, considere o conjunto L ={y € intS;D(x,y) < «}. O

termo ¥|x —yl|* € uma parcela nao negativa de D(x,y). Assim,

v 2
S =yl <Dl y) < a= [x—yll < /=

Portanto, como L estd contido em uma bola de raio \/27"‘ centrada em x, entao € limitado.
(H4). Seja @~ a fungao definida anteriormente e D, a distancia de Bregman associada.
Recordemos que
Do, (x,Y) = @ov(x) — ov(y) — (Vor(y),x —y).
Além disso, vale a identidade de trés pontos:
(z—x,Voy(x) =Voy(y)) =D, (z,y) =Dy, (z,x) = Dg, (x,y).
De fato,
Do, (z,y) =Dy, (z,%) =Dy, (x,y) = o+ (2) — o+ (y) = (Vo (y), 2 —y) — o+ (z) + @~ (z)+
(Veu(x).2—x) = @y () + @y (y) + (Veu(y).x )
=—(Voy(y).2) + (VoY) y) + (Vor(x),z—x)
+ <V(pv(y)7x> _ <V(pv(y)7y>
= (Vov(y),x —2z) + (Voy(x),z—x)

= (Vo (x) = Voy(y),z—x)
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Como, no presente caso, d(x,y) = Dy, (x,y), temos
Vid(x,y) = Vo (x) = Vo, (y).
Logo,
<Z’_ X, Vld(X,U» = D(ZJJ) - D(Z7X) - D(XJJ)?
o que implica (H4) com vy = 1.

(H5). Seja y* € intS com y* — y € S. Como D ¢ continua em (y,-) por (H1) e
D(y,y) = 0 por (H2), temos D(y,y*) — D(y,y) =0.

(H6). Sejamz € S,y €intS ew = az+(1—a)y, com & € (0,1). Como D € a distancia

de Bregman associada a @-, temos

D(va) = (pv(x) - (Pv(y) - <V(pv(y)vx_y>

Somando D(z,w) e D(w,y) e comparando com D(z,y), obtemos que a desigualdade

desejada € equivalente a

<V(PV(W) —V@v(y),z—w 2 0.
Comow = az+ (1 — a)y, seque que z—y = é(w—y). Assim,

(Voy (W) —Voy(y),z—y) = §<V<pv(W) —Voy(y),w—y) >0,

onde a ultima desigualdade decorre da monotonicidade do gradiente de @+, pois @~ €
conveza. Portanto,

D(z,w) + D(w,y) < D(z,y).

(H7). Sejam x*,y* € intS com x* — x, y* -y ex #y. Como D ¢ continua (nas
duas varidveis) em int S X int S (por construgao), temos

lim D(x*,y*) = D(x,y) >0,

k——+o0

pois x £y implica D(x,y) > 0 (a distdncia de Bregman € positiva para pontos distintos,
devido a convezidade estrita de @- ).
Logo, liminf D (x*,y*) = D(x,y) > 0.

Para um melhor estudo sobre distancias de Bregman, consulte [52] e [55].
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3.2.1 Propriedades Fundamentais dos Pares Proximais

Nesta subsec¢ao estabelecemos algumas propriedades basicas dos pares proximais que serao
utilizadas repetidamente nos capitulos posteriores.

Os resultados seguintes correspondem as proposi¢oes apresentadas por Burachik &
Dutta [13] e constituem ferramentas fundamentais para a anélise do método proximal

para problemas de equilibrio de dois niveis.

Proposigao 3.2.1. Assuma que (d,D) verifica (H6) e (H7). Se {x*} C S e {y*} C int$S
sa0 sequéncias tais que

lim D(x*,y*) =0

k——+o0

e uma das sequéncias ((x*} ou {y*}) converge, entio a outra também converge para o

mesmo limite.

Demonstragdo. Suponha por contradi¢do, que uma das sequéncias, digamos, {y*}, con-
verge para Yy e que {x*} ndo converge ou converge para um limite diferente. Neste caso,
existe um conjunto de indices {k;} e ¢ > 0 tal que ||x} —y¥i| > e. De (H6), defina
i K e K _ 1K
2=y + o (6 ),

Z) é um ponto no segmento entre x e yki com distancia ¢ de yki
2 = ox + (1 — a)y" =y + a(x —y")

COMm & = ;5 £ € (0,1). Entao,

x5 —yMi |

D(x9,2)) + D(2),y") < D(x™,y")

e como D(x¥,2) >0
D(Z,y") < D(xM,y").
Como por hipdtese, klim D(x*,y*) =0, temos que D(z/,y") converge para 0. Notando
—+o0
que
_— | £ . £ | [[x* —yi]|

JySi| = |[yba K; K| [ = XY
21451 = I+ o (9 —u 1 | = e () = e Sy
e que {y"™} converge, concluimos que {z’} ¢ limitada e, portanto, possui uma subsequéncia
convergente. Chamemos de z o limite desta subsequéncia. Sem perda de generalidade,

também denotemos a subsequéncia como {z}. No total, temos

lz—yl =,
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liminf D(2/,y"%) = 0,
)

lim7z =z,
j

limy" =vy.
j
A lista de fatos acima contradiz (H7), que implica que se 22 — z, y¥ — y, com z # vy,
entdo necessariamente liminf D(z),y%) > 0. Se assumirmos que {x*} converge e {y*}
j
nao converge ou converge para um limite diferente, entao um argumento semelhante ao

anterior leva a uma contradi¢ao. Portanto, a conclusao é verdadeira.

]

Proposigao 3.2.2. Assuma que (d,D) verifica (H6) e (H7). Se {x*} C S e {y*} C intS
sao0 sequéncias tais que

lim D(x*,y*) =0,

k—+o00
e que uma das sequéncias ((X*} ou {y*}) € limitada, entdo se verifica o sequinte:

(a) A outra sequéncia também € limitada.

(b) Jlim (x*—y<)=0.

Demonstragdo. Assuma que (a) ndo seja verdadeiro. Por exemplo, se {y*} é limitada
e a sequéncia {x*} é ilimitada, entdo existe um conjunto infinito de indices | tal que
|[X*|| = +o0 quando k — 400 com k € J. Além disso, como {y*} é limitada, existe um
conjunto infinito de indices ]’ com J’ C J tal que {y*} converge para um limite y quando
k — +oo com k € J’. Temos também D(x*,y*) — 0 quando k — +oco e k € J’. Agora,
pela proposicao 3.2.1 temos que x* — y quando k — +oo e k € J’, contradicao. Portanto
se y* ¢é limitada, x* também ¢ limitada.

Para (b), assuma que (x*—y*) nio converge para zero. Entdo existe um conjunto infinito

de indices ] e € > 0 tal que
=y l>e  keT. (3.1)

Agora, usando (a), temos que ambas as sequéncias {x*} e {y*} sdo limitadas, e assim

K s xeyt =y

podemos encontrar um conjunto infinito de indices J* C | tal que x
quando k — +o0o0 e k € ]J'. Pela proposigao 3.2.1 temos que x = y. Isto claramente

contradiz (3.1). Portanto, temos o resultado. O



Capitulo 4

Bifuncoes Regularizadas

Neste capitulo, estudaremos as bifungoes regularizadas obtidas a partir de distancias pro-
ximais generalizadas. Para isso, apresentaremos as hipoteses estruturais sobre bifungoes
de equilibrio e mostraremos que a regularizacao preserva propriedades fundamentais, como
convexidade, semicontinuidade e monotonicidade. Esses resultados serao essenciais para
garantir a boa definicao dos subproblemas que aparecem no método proximal estudado

no capitulo seguinte.

4.1 Hipoteses para bifuncoes de equilibrio

Seja K C R™ um conjunto nao vazio, fechado e convexo. Ao longo do trabalho, de maneira

mais geral, estudaremos bifungoes
P:Kx K— RU{+o0},

as quais serao utilizadas para modelar o problema de equilibrio no nivel inferior e, poste-
riormente, os problemas regularizados associados ao método proximal.

A introducao do valor 400 é natural no contexto da Analise Convexa, pois permite
incorporar restri¢oes e tratar, em uma mesma estrutura, fungoes que nao sao necessaria-
mente finitas em todo o seu dominio. No caso particular em que 1 assume apenas valores
reais, recuperamos a classe de bifuncoes considerada anteriormente.

A fim de garantir uma estrutura adequada para a analise tebrica e para os resulta-
dos de existéncia e convergéncia apresentados adiante, retomamos algumas hipoteses ja
introduzidas no Capitulo 2. Mais precisamente, as condi¢oes de normalizagao, convexi-

dade, semicontinuidade inferior e semicontinuidade superior correspondem as hipoteses

65
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(P1) — (P3), enquanto a monotonicidade foi apresentada na Defini¢cao 2.3.1. Para efeito
de notacao e em consonancia com a formulacao utilizada nos proximos capitulos, passare-
mos a denotar essas condi¢oes por (L1) — (L4). Além delas, introduziremos uma condicao
coerciva adicional, denotada por (L5). Assim, para x,y € K, consideraremos as seguintes

hipoteses:

(L1) db(x,x) = 0;
(L2) W(-,y) : K — R & semicontinua superiormente;

(L3) W(x,-) : K— R é convexa e semicontinua inferiormente.

(L4) d(x,y) +P(y,x) <0;

(L5) para qualquer sequéncia {y*} C K com klim ly*|| = oo, existe u € K e kg € N tal
— 400
que

Py*u) <0, k= k.

Observagao 4.1.1. Até onde sabemos, a hipdtese (L5) foi considerada pela primeira vez
por Iusem, Kassay e Sosa em [28]. E importante destacar que Muu e Oettli em [44] e
Blum e Oettli em [11] usaram uma condi¢ao que € suficiente para (L5), a fim de estabelecer

resultados de existéncia para o problema de equilibrio.
O proximo teorema foi apresentado por Ky Fan em [23].

Teorema 14. Assuma que \ satisfaz (L1)-(L3) e K é um conjunto compacto. FEntao,

S, K) € nao vazio.

Demonstracao. Considere o problema de equilibrio associado a 1, isto é, encontrar x € K

tal que P(x,y) > 0,para todo y € K. Para cada y € K, definimos

Fly) = {x e Ksb(x,y) = 0}.

Queremos mostrar que

M Fly) #0.

yek
Primeiramente, para cada y € K, o conjunto F(y) é fechado em K. De fato, pela hipotese

(L2), a fungdo x — P(x,y) é semicontinua superiormente em K. Portanto, o conjunto
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de nivel superior {x € K;\{(x,y) = 0} é fechado. Como K é compacto, segue que F(y) é

compacto.
Agora, mostraremos que a aplicagao F satisfaz a propriedade KKM. Sejam y1,...,Yym €
K. Como K é convexo, temos conv{yz,...,Yym} C K.

Afirmamos que conv{yy, ..., ym} C Uir; F(yi).

Suponha, por contradi¢do, que exista z € conv{yy, ..., ym} tal que
m
z¢ U F(yi)
i=1
Entao

z ¢ F(yi), i=1,...,m.

Logo,
P(z,yi) <0, i=1,...,m.

Como z € conv{yy, ..., Ym}, existem Ay, ..., Ay =0, com ) 1" Ay = 1, tais que

Zz= Z Aiyi-
i=1

Pela convexidade de \(z, -), dada em (L3), obtemos

$(z,2) = (LZM%) <) Ab(zy)-
i=1 i=1

Como P(z,yi) < 0 para todo i, segue que
Z7\11|)(Z>Ui) < 0.
i=1

Portanto,

Ub(z,2) <0,
o que contradiz (L1), pois

Y(z,z) =
Assim,

conv{yi, ..., Ym} C U F(yi).

i=1

Logo, F é uma aplicagcao KKM.
Pelo Lema 2 de Fan-KKM, como K é compacto e cada F(y) ¢ fechado em K, segue que

() Fly) #0.

yekK
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Portanto, existe x € K tal que x € F(y), para todo y € K.

Pela definigao de F(y), isso significa que P (x,y) > 0, para todo y € K. Consequentemente,
x € S(, K). Logo, S(, K) # 0.

Teorema 15. Assuma que \ satisfaz (L1)-(L5). Entao, S(\,K) é nao vazio.

Demonstragao. Veja Tusem, Kassay e Sosa em [28, Thm. 4.3| O

4.2 Bifuncoes regularizadas via distancias proximais ge-

neralizadas.

De acordo com Iusem [27], a ideia de regularizacao surgiu em conexdo com problema
mal posto. Sejam f,h: K x K — R tais que as suposi¢oes (L1)-(L3) valem. Tome uma
distancia proximal generalizada d com respeito a S tal que K C intS. Fixex € K, A,e >

0 e considere a bifuncio f: K x K —s R definida por

- 1 _
fx,y) = g0 y) + S {Vid(x, %),y —x), (4.1)
onde g := ef + h e V1d(x, x) denota o gradiente de d(-,x) em x. Denotamos por S(f,K)
o conjunto solucao do problema de equilibrio associado com f.

Para garantir a boa definicao dos problemas de equilibrio regularizados, introduzi-
mos a hipotese a seguir, que pode ser interpretada como uma condi¢ao de coercividade

assintotica.

Hipétese 2. Para cada sequéncia {y*} C K tal que klim ly*|| = +oo,
—+o0

_ 1 _ -
lim inflg(x, y*) + > (V1d(y",X), y* = %)) > 0.

k—+o0

Essa hipotese é inspirada em Burachik e Kassay [14, Condigao P6|. No referido trabalho,
os autores mostram que, sob essa condicao, a bifuncao regularizada satisfaz uma condigao
coerciva do tipo (L5), o que permite obter a existéncia de solugdo para o problema de
equilibrio regularizado.

O proximo lema mostra que a bifungao regularizada preserva as condigoes (L1)—(L4)

e, sob uma hipotese adicional, também satisfaz (L5).
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Lema 3. Suponha que f,h satisfacam (L1)-(L4). Entdo, f satisfaz (L1)-(L4). Além
disso, se a Hipdtese 2 vale, entdo T satisfaz (L5).

Demonstragio. Primeiro, verificaremos se f satisfaz (L1)-(L4).

Tome y = x, entao

f(x,x) = g(x,x) + %(Vld(x, X),x —x) = g(x,x) = ef(x,x) + h(x,x) +0=0

logo, (L1) é satisfeita.

A funcao x — (Vid(x,x),y—x) é continua, pois pela definigao 3.1.1, V1d(+,x) é de classe
C! em int S, como K C int S e o produto interno é uma bifuncao continua no R™, segue
que funcdo é continua. Entao f (+,y) é semicontinua superiormente, satisfazendo (L2).
Como a fungao y — (Vid(x,x),y —x) é continua e convexa, entao f(x,-) é convexa e
semicontinua inferiormente, satisfazendo (L3).

Mostremos que f satisfaz (L4). De (4.1) obtemos

f(x,y) +fly,x) = g(x,y) +gly,x) + %Wld(x,i),y —x) + %Wld(y,i),x—w

=9g(xy)+9g(y,x) + %Wld(x,X),y —X) — %Wld(y,XJ,y —X)
= g0x,y) + gly, ) + 1 (Vid(x X) — Vad(y, 0,y — )

1

}\<V1d(y,7_() - Vld(x,i),y _X>

=9(xy) +9ly,x)
A bifungao g é monétona, pois
g(x,y) +g(y,x) = e(f(x,y) + f(y,x)) + h(x,y) + h(y,x) <0.
Além disso, como d(-,x) é convexa e diferenciavel, segue do Teorema 4 que
(Vid(y,x) — Vid(x,x), y —x) > 0.

Portanto,

_ _ 1

f(x,y) +fly,x) = g(x,y) + gy, x) }\<V1d(y,f<) —Vid(x,x), y —x) <0,

satisfazendo (L4).

Suponha agora que vale a Hipotese 2, mostraremos que f satisfaz (L5). Seja {y*} K

tal que limy_,, o [[y*| = +o0.
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Temos
Fy*, 0 = gy %) + 1 (Vid(y %), X~ v,
Como g é mondtona, entdo g(y*,x) < —g(x,y*). Pela Hipotese 2, existe ko € N tal que,
para todo k > kg,
9%, y*) + 1 (Vad(y* %), y* %) > 0.
Portanto,
Y %) < — g%, u%) + 1 (V1dly*, ), y* %)

Assim,

fly*,x) <0, k= k.

Como X € K, concluimos que f satisfaz (L5).

]

Corolario 2. Se f h satisfazem (L1)-(L4) e valem qualquer uma das duas condigdes

sequintes,
(i) K € limitado,

(ii) d é 1-coercivo, i.e.,

entao a bifuncao reqularizada

= 1 _
f(XaU) = g(Xay) + X(vld(x'a X)JJ _X'>a
com g := ef + h, satisfaz a condi¢io (L5).

Demonstragao. Se K é limitado, entao nao existem sequéncias em K com norma tendendo
ao infinito. Logo, a Hipotese 2 é satisfeita por vacuidade. Pelo Lema 3, segue que f
satisfaz (L5).

Suponha agora que d é 1-coerciva. Fixado x € K, mostramos inicialmente que
dom 0g(x,-) NK # 0.

De fato, como g(x,-) é propria, convexa e semicontinua inferiormente em R™, segue do
Teorema 5 que seu subdiferencial é nao vazio em pontos do interior relativo de seu dominio.

Como K é convexo e fechado, existe x € K tal que

ag(x, %) # 0.
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Seja v € 0g(x,x). Entao, pela definigdo de subgradiente,

g(x,y) > g(x, %) + {(v,;y — %), VyeKkK
Seja {y*} C K tal que ||y*| — +oo. Entao,
9(x,y*) = g(x,%) + (v,y* —%).

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

vy  —%) = =il lly* —xll,

e portanto
g(x,y*) = g(x,%) — v lly* — % (4.2)
Por outro lado, como x — d(x,x) é convexa, temos

d(x,%) = d(y*,x) + (Vid(y*,x), % —y" ),

isto é,

(Vid(y",%),y* —%) > d(y", %) — d(%,%). (4.3)
Por (4.2) e (4.3), obtemos

. 1 . A o o . A
g(x,y*) + X<V1d(yk,><),y" —%) = g(x, %) — V|| [[y* — %[ + X(d(yk,X) — d(%,%)).

Reorganizando,

_ 1 _ ) . ) 1 d(y*,x) 1.
k - d k k 2 k - - ) —-d )
g0, y") + 5 (Vid(y® %), y* = %) > g(x. %) + [ly* — ]| ”v||+)\—||yk—72|| 5 4%, x)

Como |[y¥*|| = +oo, também [[y* — k|| = +00. Pela 1-coercividade de d, segue que
d(y*, x
—(E 7%) — +00
Iy — x|l

Logo,
1 dy*,x)
=Vl + s = oo,
Ally* =]l

e consequentemente
_ 1 _ R
906, y") + 5 (Vid(y*,x), y* = X) — Fo0.

Isso mostra que a Hipotese 2 ¢é satisfeita. Portanto, pelo Lema 3, f satisfaz (L5). O
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O proximo Teorema é crucial para garantir que o problema regularizado fy definido
em (5.1) tem uma solu¢ao tnica em cada iteragao do Algoritmo 1. Isso assegura que
o algoritmo esta bem definido e que cada iteragao esta univocamente definida, o que é

essencial para a analise de convergéncia subsequente.

Teorema 16. Sob as hipdteses do Lema 3, seque que S(ﬁ K) € nao vazio. Além disso, se

V.d(-,Xx) € estritamente mondtona, entio S(f,K) tem um tunico elemento.

Demonstrag¢ao. Suponha que f, h satisfagam (L1)-(L.4) e que a Hipotese 2 é vélida, entao
pelo Lema 3 a bifuncio regularizada f satisfaz as condigoes (L1)-(L5).
Como f satisfaz (L1)-(L5), pelo Teorema 15 segue que S(f,K) # 0.

Sejam Xxq,Xs € S(]E, K) duas solugoes. Por defini¢ao, para todo y € K
f(x1,y) =0, f(x2,y) >0.
Em particular, tomando y = x, na primeira e y = x; na segunda
fx1,x2) =0, f(x2,%1) > 0. (4.4)
Pelo Lema 3, f satisfaz (L4), ou seja,
f(x1,%2) + f(x2,%1) < 0. (4.5)

Combinando (4.4) e (4.5), obtemos

0 < f(xq,%2) + f(x2,%1) < 0= f(x1,%2) + F(x2,%1) = 0.

Como ambos os termos sao nao negativos, isto forca

f(Xl,Xg) =0 e 'F(XQ, Xl) =0. (46)

Lembrando que f(x,y) = g(x,y) + %(Vld(x, X),Yy — x), temos

0 = fx1,%2) = g(x1,%2) + —(V1d(x1,%),x2 — x1), (4.7)

0= f(Xg,Xl) = 9(X27X1)

>J|>—k >‘|>—k

(V1d(x2,%), X1 — X2). (4.8)

De (4.7) e (4.8), obtemos

0 = g(x1,x2) + glx2,%1) + )\[<V1d(7¢1, x), X2 —x1) + (V1d(x2,%), X1 — X2)]
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0 = g(x1,%2) + glx2,%x1) — [(Vld(xh x) — Vid(x2,Xx), %1 — X2)]

A

Como f e h satisfazem (L4), temos que g também é monétona:
g(x1,%2) + gx2,%1) < 0.

Substituindo (4.10) em (4.9), segue

0< —;\<V1d(xl, x) — Vid(xa, X),x1 — X2).
Multiplicando por —A (lembrando que A > 0):

(Vid(x1,x) — Vid(x2,%),%1 —x2) < 0.
Por hipotese, V1d(-,,x) é estritamente monotona, o que significa:
(Vid(x1,x) — Vid(x2,%),x1 —x2) >0, se xq # Xa.

A desigualdade (4.11) contradiz essa propriedade a menos que x; = Xa.

Portanto, x; = x,.

(4.10)

(4.11)
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Método Proximal para Problemas de

Equilibrio de Dois Niveis

5.1 Distancia proximal generalizada com método de re-

gularizacao para resolver PEBs

O Problema de Equilibrio de Dois Niveis apresenta uma estrutura hierarquica que torna
sua resolucgao significativamente mais desafiadora do que nos problemas de equilibrio clas-
sicos. A principal dificuldade decorre do fato de que o conjunto vidvel do problema de
nivel superior é definido implicitamente como o conjunto solucao de um problema de
equilibrio de nivel inferior. Essa dependéncia entre os dois niveis introduz nao linearida-
des adicionais e dificulta a aplicacao direta de métodos tradicionais de otimizacao e de

desigualdades variacionais.

Nesse contexto, métodos de regularizagao proximal constituem uma ferramenta pode-
rosa para o desenvolvimento de algoritmos iterativos com boas propriedades de estabili-
dade e convergéncia. A ideia fundamental desses métodos consiste em substituir, a cada
iteragao, o problema original por um subproblema regularizado, cuja estrutura é mais
favoravel do ponto de vista analitico e computacional.

A origem dessa abordagem remonta ao método proximal introduzido por Martinet [37]
no estudo de desigualdades variacionais, posteriormente generalizado por Rockafellar [50|
para operadores mon6tonos maximais no contexto do proximal point algorithm. Desde en-

tao, métodos proximais tém desempenhado papel central em analise convexa, otimizagao

74
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e teoria de operadores monotonos.

Em formulacoes mais gerais, a regularizacao proximal nao precisa ser baseada ex-
clusivamente na distancia euclidiana. Trabalhos de Auslender e Teboulle [7] mostraram
que distancias proximais generalizadas, especialmente aquelas induzidas por distancias
de Bregman, fornecem maior flexibilidade e permitem explorar estruturas geométricas
especificas do problema.

No contexto de problemas de equilibrio de dois niveis, Bento, Cruz Neto, Lopes, Soares
Jr. e Soubeyran [10] propuseram um método proximal baseado em distancias generaliza-
das e em uma regularizacao adequada da bifun¢ao de equilibrio. Essa abordagem permite
construir uma sequéncia iterativa cujos pontos sao obtidos como solugoes de problemas
de equilibrio regularizados, preservando propriedades fundamentais como monotonicidade,
existéncia e unicidade das solucoes auxiliares.

Neste capitulo, apresentamos o método ponto proximal considerado em [10] e estabe-
lecemos seu principal resultado de convergéncia. Inicialmente, descrevemos o algoritmo
iterativo e introduzimos as hipoteses necessarias para sua boa definicao. Em seguida, de-
senvolvemos os resultados auxiliares que permitem provar que a sequéncia gerada converge

para uma solucao do problema de equilibrio de dois niveis.

5.1.1 Algoritmo de ponto proximal

Apresentamos agora um algoritmo de ponto proximal para a resolu¢ao do Problema de
Equilibrio de Dois Niveis (2.9). A abordagem proposta por Bento, Cruz Neto, Lopes,
Soares Jr. e Soubeyran [10] considera algumas ideias apresentadas por Attouch, Czarnecki
e Peypouquet [6] e por Chbani e Riahi [17], no contexto de métodos de prox-penalizagao,
para desenvolver um algoritmo de ponto proximal com distancias generalizadas aplicado a
problemas de equilibrio de dois niveis, obtendo resultados de convergéncia para bifuncoes
monoétonas.

Nesse contexto, o método considerado consiste em construir, a cada iteragao, um
problema de equilibrio regularizado por meio de uma distancia proximal generalizada.
Mais precisamente, a sequéncia gerada pelo algoritmo é obtida resolvendo problemas
auxiliares cuja bifungao combina o problema de nivel inferior, o critério de nivel superior
e um termo proximal. Essa formulacao permite estudar a boa definicao do método e

estabelecer propriedades de convergéncia sob hipoteses adequadas de monotonicidade e
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regularidade.
A seguir, descrevemos formalmente o algoritmo de ponto proximal e, posteriormente,

estabelecemos seus principais resultados de convergéncia.

Algoritmo 1.
Tome duas sequéncias de miumeros reais positivos {€x} e {Ax} tais que lim &, = +oo,
k—+o0

liminf Ay > 0 e considere a bifuncao
k—400

1
fi(x,y) = exf(x,y) + h(x,y) + ~ (Vid(x,x*),y —x), x,y€K. (5.1)
k

INICIALIZACAQ. Escolha um ponto inicial x° € XK.
PASSO ITERATIVO. Dado x*, tome como a prézima iteracao x**t' € K tal que

X e S(fy, K). (5.2)
CRITERIO DE PARADA. Se x**! = x* e x* € S(f,K), PARE.

Em seguida, apresentamos um resultado auxiliar classico, cuja prova pode ser en-
contrada em [48, Lemma 9, p. 49|. Para fins de completude do texto, incluiremos sua

demonstragao.

Lema 4. Sejam {&y} e {yx} sequéncias nao negativas de nimeros reais satisfazendo
(a) &1 < & + Vi,

o
(b) X vk < +oo.

k=0

Entao, a sequéncia {&yx} converge.

Demonstragao. Defina
Uy = E,k + Z’Yl (53)
i=k

Calculemos uy 1 — uy:

U1 — Uk = <5k+1 + Z Vi) — <E.k + Z%) = &Ek1 — &k — Yk

i=k+1 i=k

Pela hipotese (a), &xi1 — &k < Y. Portanto
Uyl — Uk S Yk — Yk =0.

Logo, ux1 < uy para todo k, ou seja, {ux} € uma sequéncia nao crescente. Como &, > 0

o
e > vi =0 (pois vk é uma sequéncia nao negativa), temos uy > 0 para todo k. Assim,
i=k
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{uy} € uma sequéncia nao crescente e limitada inferiormente (por 0). Portanto ela converge
para algum limite u* > 0.

De (5.3), temos:
&k = ux — Z Yi (5.4)
i=k

Como Y yi < +o00, segue que Y_y; — 0 quando k — 0.
iz0 ik
Tomando o limite em (5.4)

lim & = lim w— lim E Yi=u"—0=u".
k—+o00 k—+o00 k—+o00 4

Portanto, {&x} converge para u* (um ntmero real ndo negativo). O

No que segue, dado z € S(f, K), denotaremos por f, e h, as fungdes f,(y) := f(z,y)
e h,(y) .= h(z,y) para y € K. Além disso, utilizaremos as notagoes dq, Nq e 0q para
a funcao indicadora, o cone normal e a funcao suporte de um conjunto Q. conforme

definidas no Capitulo 1.

Lema 5. Tomez € S(f,K), w € 0(h,+0s(rx))(z) ep € Ns(¢x)(z) tal que w—p € dh,(z).

Entao,
K1y, MkEk k41 k+1 _k k41
D(Z7X )+ 9 f( ) )<D(ZX ) YD(X , X )—f—}\k(W,Z X >
A€k | .. (2P 2p (5-5)
+ 5 2\ —)—oseexy | — )| -
€k

Demonstragdo. Como x**! € S(fy, K), por definicao temos, para todo y € K:

fi (X y) = e f(x*y) + h(x*y) + <V A XY,y — x4 > 0.

Ak

Em particular, tomando y = z (note que z € S(f,K) C K):

ekf(ka )—l—h( k+1 ) X <v d( k+1 k),Z—Xk+1> 207
k

Logo
Meerf(xX* T z) + Ah (X 2) + (Vi d (kT xR), z — XMt > 0. (5.6)

A propriedade (H4) da distancia proximal induzida nos da, para quaisquer

z,x* x¥ cintSevy > 0:

<Z k+1 V d( k+1 k)> < D(Z,Xk)—D(Z,Xk+1)—’}/D(Xk+l,Xk),
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—(z— %", vid(x T x5)) > —D(z,x*) + D(z, x*"!) +yD(x* x5).

Substituindo em (5.6)
Aercf (X 2) + Ach(x*TE 2) > —D(z,x*) + D(z, x*™) + yD(x* 1, x5). (5.7)
A monotonicidade implica

f(x* z) < —f(z,x*™) e h(x*' z)

N

—h(z,x**1).
Substituindo em (5.7)

—Arexf(z, x¥) —Ach(z, x*™) > —D(z,x*) + D(z,x*") + yD(x*, x¥),
portanto

1 1
D(z, x*™)+ ékkekf(z, x*t1) < D(z,x*)— 57\kekf(z, X)) —Ach(z, x5 —yD(x* T, x¥).
(5.8)
Por hipotese, w — p € 0h,(z). Pela defini¢ao 1.2.7 de subgradiente

h(z,x*™) > h(z,z) + (W —p,x*" —2).
Como h(z,z) =0 (por (L1))
h(Z,Xk+1) > <W —p,Xk+1 o Z>,

multiplicando por —Ay

“AMh(z, X < A (w —p, XK —2) = A (w —pz — XM,

Substituindo em (5.8)

1 1
D(z,x**) + ékkekf(z, X < D(z,x*) — ékkekf(z, X MW —p, z — XM —yD (xM xF)

Ak€x

f k+1
5 (z,x“")

< D(Za Xk) _YD(Xk+17Xk) + }\k<W7Z _Xk+1> -

— M (p,z —xFHh).

Observe que

2 2
Aelp, X<+ — 2) = 7\k2€k [<£—p,xk+1> o <_p,Z> —f(z, xkﬂ)} + %f(l, Mol
k
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Substituindo em (5.9)

Akek

D(Z,Xk_H) + 5

f(z,x*™) < D(z,x) = yD(x*" %) + A (w, z —x )

5.10
+7\k8k {<2_pjxk+l>_<2£’2>—f(l,xk+1):| ( )
2 €x Ex

Lembremos que f,(x) = f(z, x), assim, pela defini¢cao 1.2.14 e pelo Teorema 6

<2p > <) (2") (5.11)
Ex €

Se p € Ns(rx)(z), entdo pela definicao 1.2.12

(P.y—2) <0 vy e S(f,K).

Logo, (p,z) = sup (p,y). Porém, osirx)(p) = sup (p,y) é a funcdo suporte do
YES(f,K) YES(,K)

conjunto, portanto
2 2
<—p,z> = Os(rx) (—p> . (5.12)
Ex Ex

Substituindo (5.11) e (5.12) em (5.10), obtemos
Akﬁk

D(z,x*™) + 5

f(z,x*™) < D(z,x*) —yD(x*",x*) + A w, z — x* 1)

R

< D(z,x*) —yD(x*™ x5) + A (w, z — x5

E por fim

D(z,x*™) + ——

O proximo teorema retune propriedades fundamentais da sequéncia gerada pelo algo-
ritmo, estabelecendo sua boa definicao e resultados importantes para a anélise de sua

convergeéncia.

Teorema 17. Assuma que S(h,S(f,K)) # (0. Para todo x° € K, temos o sequinte:
(i) A sequéncia {x*} gerada pelo Algoritmo 1 estd bem definida.
(ii) Para todo z € S(h, S(f,K)),
1 2 2
D(z,x*"!) < D(z,x*) + 57\kek {f;ﬁ <£—p) — O5(f.K) <—p)} . (5.14)
k

€k
(111) Se (H) wvale, entdo para todo z € S(h, S(f,K))
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lim D( ste;
(a) Jim (z,x*) eiste;

(b) a sequéncia {x*} ¢ limitada;

k+1 k) — ; k+1 _ kY — (-
(C) kgr—lr—looD ) % ) =0 ]<1—1>I—j0f—loo(X x ) 0’

(d) > e f(z,x*) < +o0.
k=1

Demonstragao. Ttem (i)

Pelo Algoritmo 1, dado x* € K, define-se a bifuncao
1
file,y) = exfloy) + oY) + 5 (Vid X y =x), xy ek
k

Pelo Teorema 16, o problema de equilibrio associado a fy, admite solugao, isto &, S(fy, K) #
(). Assim, é possivel escolher x**1 € S(fy,K). Como S(fy,K) C K, segue que x**! € K.
Portanto, por inducao, a sequéncia {x*} gerada pelo Algoritmo 1 estd bem definida.
Item (ii)

Seja z € S(h,S(f,K)). Por defini¢ao, h(z,y) > 0 Vy € S(f,K). Isso significa que z
minimiza a fun¢ao h,(y) = h(z,y) sobre S(f,K). Portanto

z € argmingcg s x) hz(y) <= 0 € d(h. + ds(r,x))(2).

Do Lema 5, temos

Ak€x

D(z,x*™) + f(z,x*™) < D(z,x*) —yD(x*", x*) + A (w, z — x*H1)

A 2 2
A () oo (2))
Ex Ex

Usando 0 € 9(h, + 8s(rx))(z) podemos escolher w = 0. Observando que f(z,x*"!) > 0
(pois z € S(f,K) e x*™! € K) e —yD(x*"1,x¥) < 0, obtemos

2 k k

que ¢ exatamente (5.14).
Item (iii)-(a)

Assuma agora a condigao (H):

= 2 2
Z}\ksk {f; (—p> — Os(f,K) (_P>:| < 400.
= €k €x

Da desigualdade (5.14):
D(z,x*"") < D(z,x*) +mx
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onde M, = %Aksk [f;ﬁ (%E) — OS(£,K) <EE>} Como ) 1My < 400, o Lema 4 implica que

€

lim D(z,x*) existe.
k—o0

Item (iii)-(b)

Como a sequéncia {D(z,x*)} converge, ela ¢ limitada. Assim, existe ¢ > 0 tal que
D(z,x*) < ¢, Vk € N. Portanto, x* € {x € intS; D(z,x) < ¢}, Vk € N. Pela pro-
priedade (H3) da distancia proximal induzida, esse conjunto de nivel é limitado. Conse-
quentemente, a sequéncia {x*} é limitada.

Item (iii)-(c)

Usando novamente o Lema 5 com w = 0, obtemos
vD(x*T x*) < D(z,x%) — D(z,x*") + 1.
Como a sequéncia {D(z,x*¥)} converge, segue que
D(z,x*) — D(z,x*"!) — 0.
Além disso, como Y ;o Mk < 400 e 1y > 0, temos 1y — 0. Portanto,
0 < yD(x*™ x*) < D(z,x*) = D(z,x*™) 4+ 1 — 0.

Como y > 0, concluimos que

D(x*"! x*) = 0.
Pela Proposicao 3.2.2, segue que

lim (x*™'—x*)=0.
k—-+oo

Item (iii)-(d)

Da desigualdade do Lema 5 com w = 0, obtemos

D(z,x*™!) + }\kTEkf(z, X < D(z, x*) + 1.
Logo,
)\kTskf(z, X < D(z,x*) — D(z, x*™) + 1.
Como liminfy_, o Ax > 0, existe 0 > 0 tal que
% >0, vkelN
Assim,

Oerf(z, x*') < D(z,x*) — D(z,x*"!) +nx.



Capitulo 5. Método Proximal para Problemas de Equilibrio de Dois Nivei§2

Somando de k =1 até N, obtemos

N N N
0) ef(zx*) <) (D(zx") =Dz X)) + > me.
k=1 k=1 k=1
Como a soma envolvendo D é telescopica, segue que
N N
0 Z €kf(Z, Xk+1) < D(Z,Xl) - D(Z> XN+1) + an
k=1 k=1
Como D(z,xN*1) > 0, temos
N N
0) ef(zx*") <D(z,x')+ ) m
k=1 k=1
Portanto,
N 1 N
k+1 1
Zikf(l,x ) < 0 (D(Z,X )+Zﬂk> :
k=1 k=1
Como Y 1 Mk < 400, fazendo N — o0, concluimos que
Z e f(z, x*™) < +o0.
k=1

]

Agora introduziremos um lema fundamental para a analise dos pontos de acumulagao
da sequéncia gerada pelo algoritmo, mostrando que tais pontos pertencem ao conjunto

solucao do problema de equilibrio de dois niveis.

Lema 6. Assuma que () vale, S(h,S(f,K)) # 0, e seja {x*} a sequéncia gerada pelo

Algoritmo 1. Se lim x% = x*, entdo
j—+o0
(a) lim xMTh=x*
j——+o0

(b) x* € S(f,K),
(c) x* € S(h, S(f,K)).

Demonstragao. (a)

Da desigualdade triangular, temos

[ x| = T = x| T X x| =0,
pelo Teorema 17 (iii)-(c), klim (x*T! —x¥) = 0 e da hipotese da subsequéncia x* — x*,
Stoo

kj+1_

segue que ||x x5 || = 0, |[x* —x*|| = 0 e portanto ||[x*1—x*|| — 0 quando j — +o0.
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*

Portanto lim x%™! = x*.
)—+o0

(b)

Pelo algoritmo 1, x*** € S(f,, K), isto significa que fi (x*T1,y) > 0 Vy € K. Substitu-

indo em (5.1)

1 1 1
—f (X9 y) = F(x9 T y) + —h(x9 T y) +

5kj £kj 5k,- }\kj

(Vid(x9H, x81), y — x5+ > 0.
Usando (H4), obtemos

(Vid(xh x9),y = x7) < D(y,x9) = D(y, ") —yD(x*7,x5),
logo,

1
f(xkj+17y) + —h(xkj+179) +

€kj

[D(yaxkj) - D(y7xkj+1) _‘YD(ijJrlaxkj)] = 0.

€k; 7\kj
(5.15)

Pelo Teorema 17 (iii)-(c), temos D(x*™! x*) — 0. Além disso, pelo item anterior,

xM+l 5 x* e, como x¥ — x*, segue da propriedade (H1) que
D(y,x¥) = D(y,x*) e D(y,x"") — D(y,x*).
Consequentemente,
D(y,x™) — D(y,x"™) —yD(xM ! x5) — 0. (5.16)

Como €x; — 0o e lim infj 1 Ax; > 0, obtemos

1

[Py, x") =Dy, ") —yD M+, x9)] — 0.
k; €k;

Além disso, pela semicontinuidade superior de h(-,y) e pelo fato de x*™t — x*, temos
limsup h(x¥™! y) < h(x*,y) < +oo.
j—+o0

Logo,

1
limsup —h(x* ! y) <0.
j—+oo €k

Tomando limsup em (5.15) e usando a semicontinuidade superior de f(-,y), dada pela

hipotese (L2), segue que

0 < limsup f(x*' y) < f(x*,y).

j—+o00
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Portanto,

f(x*,y) >0, VyeK
Assim, x* € S(f, K).
(c)
Sabemos agora que x* € S(f, K). Resta provar que

h(x*,y) 20, Wy e S(f,K).

Para isso, tomemos y € S(f,K). Como y € S(f, K), temos f(y,z) > 0, para todo z € K.
Em particular, como x*¥*! € K, segue que f(y,x¥%!) > 0. Pela monotonicidade de f,

—f(x* 71 y) > 0. Usando novamente (5.15), obtemos

1
—h(x"y) +
€kj €kj }\kj

[D(yaxkj) _ D(U,ijJrl) _‘YD(ijJrlaxkj)] > _f(xkj+1a9) = 0.

Multiplicando por ey, > 0, segue que

1
h(xM7y) + A [D(y,x") = D(y,x"") —yD(x*",x4)] > 0. (5.17)
j

Pelo Teorema 17 (iii)-(c), temos D(x* ™1, x%) — 0. Além disso, como x* — x* e

xM+l 5 x* segue de (H1) que
D(y,x") = D(y,x") e D(y,x"*") = D(y,x").

Portanto,

D(ya ij ) - D(U» ijJrl) - ‘YD(inJrla X'kj) — 0
Como liminfy_, o Ax > 0, obtemos

1
— [D(y.x) = Dy, ") =YD, x)] = 0.
Kj

Assim, tomando o limite superior em (5.17), obtemos

limsuph(x* ™ y) > 0.

j——+o0

kj+1

Por outro lado, como h(-,y) é semicontinua superiormente e x — x*, temos

limsup h(x¥ ! y) < h(x*,y).
j——+o00
Consequentemente,

h(x*,y) > 0.
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Como y € S(f, K) foi tomado arbitrariamente, concluimos que
h(x*,y) =20, Wy € S(f,K).

Portanto,

x* € S(h, S(f,K)).

5.2 Convergéncia para um equilibrio de dois niveis

Definicao 5.2.1. Uma sequéncia {z*} é dita quase-Fejer convergente para um conjunto
U # () com respeito a distancia prozimal generalizada (d,D), se existe uma sequéncia ndao

negativa {yy} com Y vy < oo tal que, para cada k € N,
k=0

D(u,z"") < D(u, z%) + vk, uel.

O préximo passo é importante para estabelecer a convergéncia da sequéncia gerada
pelo Algoritmo 1. Tanto a demonstragao do Lema quanto a defini¢gao anterior podem ser

encontradas em [26].

Lema 7. Seja U C R™ ndo vazio. Suponha que a sequéncia {z*} C int S seja quase-Fejér
convergente para WU com respeito a distancia proximal generalizada (d, D), isto €, para

todo uw € U, existe uma sequéncia {yy} C Ry tal que Y 3 o Yx < +00 ¢
D(u, 2 < D(u, z%) + i, k=0,1,2,....

Entao {z*} € limitada. Além disso, se um ponto de acumulacdo z de {z*} pertence a U,
entao

lim z* = z.
k—o0

Demonstracao. Fixe u € U. Pela quase-Fejér convergéncia,

D(u7 Z’k+1) - D(ua Zk) < Yk-

Somando de i = 0 até k, obtemos
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Logo,

Portanto, existe ¢ > 0 tal que
D(u,z*) <c, vk € N.

Assim,

(Y c{y €eintS;D(u,y) < ¢}

Pela propriedade (H3), esse conjunto é limitado. Consequentemente, {z*} ¢ limitada.
Agora, seja z € U um ponto de acumulacio de {z}. Entao existe uma subsequéncia
{z%} tal que 29 — z.

Como z € U, pela quase-Fejér convergéncia, temos
D(Za Z’kJrl) < D(Za Z’k) + Y-

Somando de i = kj até k, com k > k;, segue que

Pela propriedade (H5), como z% — z, temos D(z,z%) — 0.

Além disso, como ) vk < +00,

i Yi — 0.
i=k;

Portanto,

lim D(z,z"%) =0.

k—+o0

Mostremos que z* — z. Suponha, por contradicio, que z* nao converge para z.
Como {z*} é limitada, existe uma subsequéncia {z"%} convergindo para algum z # z.
Pela propriedade (H7), liminf;j_, . D(z,2%) > 0, o que contradiz D(z,z*) — 0. Logo,

& = z. [

Teorema 18 (Convergéncia do Algoritmo 1). Sob as hipdteses do Teorema 17, toda

sequéncia {x*}, gerada pelo Algoritmo 1, converge para uma solucdo de (2.10).
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Demonstra¢ao. Combinemos a desigualdade

1 2 2
D(z,x*") < D(z,x*) + ékksk {f; <€—p) — OS(£,K) (e_pﬂ (5.14)
K

com

ikksk {fi (z_p> — O5(,K) (i_p)] < +o0. (30)

k k

Definimos vy = %)\kak [f; (%E) — Os(f.K) (%E)}, por () temos que > > yx < o0 e
portanto

D(z,x*") < D(z,x*) + v«

satisfaz a definicao de {x*} ser quase-Fejér convergente para o conjunto S(h, S(f,K)) com
respeito a distancia proximal generalizada (d, D). Logo, pelo Lema 7, {x*} ¢ limitada.
Seja x* um ponto de acumulacio de {x*}. O item (c) do Lema 6 implica que x* €
S(h, S(f,K)). Como todo ponto de acumulacao pertence a S(h, S(f,K)), o Lema 7 implica

que a sequéncia inteira converge para esse ponto.

5.2.1 Exemplos

Nesta subsec¢ao, apresentam-se duas classes de problemas para as quais as hipoteses dos
principais resultados de convergéncia sao verificadas. O objetivo é mostrar que a teoria
desenvolvida para o problema de equilibrio de dois niveis nao se restringe a uma formulacao
abstrata, mas engloba situagoes classicas da analise variacional e da otimizacao.

Mais precisamente, pretende-se identificar escolhas particulares da bifuncao f para as
quais o problema de nivel inferior assume interpretagoes bem conhecidas. Em cada caso,
o conjunto solucao

S(f,K) ={u e K; f(u,z) >0, Vz € K}

pode ser reescrito em termos de objetos familiares, como conjuntos de pontos fixos ou
conjuntos de minimizadores de fungoes convexas.

Para a primeira classe de exemplos, sera utilizada a nogao de solucao trivial de um
problema de equilibrio. Seja 1V : K x K — R uma bifuncao e considere o problema de

equilibrio associado a :

Encontrar x* € K tal que VP(x*,y) >0, Yy € K.
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Diz-se que X é uma solucao trivial do problema de equilibrio associado a 1 se
Y(xy)=0 Wvyek

Nesse caso, em particular, o problema de equilibrio apresenta uma estrutura simplificada,
0 que permite verificar de maneira mais direta a hipotese (H), utilizada na analise de
convergéncia do algoritmo proximal.

A seguir, serao discutidos dois casos particulares relevantes:

e 0 caso em que o problema de nivel inferior pode ser interpretado como um problema

de ponto fixo;

e 0 caso em que o problema de nivel inferior se reduz a um problema de minimizacao

convexa.

Esses exemplos evidenciam que a formulacao estudada neste trabalho é suficientemente
ampla para abranger classes importantes de problemas hierarquicos.
Ponto fixo no problema de nivel inferior

Neste exemplo, consideramos uma classe de problemas em que o nivel inferior pode ser
descrito em termos de pontos fixos de um operador. Seja T : K — K um operador e defina

a bifuncao f: K x K — R por
fx,y) = (x —Tx,y —x).
Nesse caso, o problema de equilibrio associado a f consiste em encontrar x € K tal que
(x —Tx,y —x) >0, Yy € K.

Pelo Teorema 9 o conjunto solugao desse problema coincide com o conjunto de pontos
fixos de T, dado por
Fix(T) :={x € K; Tx = x}.

Portanto,

S(f,K) = Fix(T).

Dessa forma, o problema de equilibrio de dois niveis, neste caso, pode ser escrito como:

encontrar x € Fix(T) tal que h(x,y) >0, Wy € Fix(T).
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Assim, o problema de nivel inferior determina o conjunto de pontos fixos de T, en-
quanto o nivel superior seleciona, nesse conjunto, um ponto que satisfaz o critério definido
pela bifuncao h.

Além disso, pela proposi¢ao 2.2.1 a bifuncao f(x,y) = (x — Tx,y — x) satisfaz as
hipoteses (L1)-(L3) sob hipoteses usuais de regularidade sobre T.

A seguir, mostramos que, se T é ndo expansivo, entao f satisfaz também a hipotese de

monotonicidade (L4).
Proposicao 5.2.1. Seja T : K — K um operador nao expansivo, isto €,
Mx =Tyl <lx—=yll,  vxyek
Entao a bifungao f(x,y) = (x — Tx,y —x) € mondtona.
Demonstracao. Tomemos x,y € K. Temos
i, y) +fly,x) = k= Tx,y =x) +{y = Ty, x —y).

Como x —y = —(y — x), segue que

fx,y) + fly,x) = (x = Tx) = (y = Ty),y —x).
Equivalentemente,

fo,y) + 1y, x) = =((x —y) = (Tx = Ty),x —y).
Logo,

o y) + £y, x) = =[x =y + (Tx = Ty, x —y).
Pela desigualdade de Cauchy—Schwarz,

(Tx =Ty, x —y) <[[Tx =Tyl [x —yl|

Como T é nao expansivo,

ITx —Ty|| < [[x —y]|.

Portanto,

(Tx = Ty,x —y) < [x—y|*
Substituindo na expressao anterior, obtemos
f(x,y) + fly,x) <0.

Assim, f satisfaz (L4). O
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Consequentemente, quando T é nao expansivo, a bifuncao definida acima se enquadra
nas hipoteses estruturais consideradas neste trabalho. Além disso, para z € S(f,K) =
Fix(T), tem-se

f(z,y) =0, Yy € K,

isto é, todo ponto de S(f,K) é uma solugao trivial do problema de equilibrio de nivel
inferior. Sob as condigoes adicionais indicadas em [17], a hipotese (H) é satisfeita nesse
caso, permitindo aplicar os resultados de convergéncia do algoritmo proximal a essa classe
de problemas.

Minimizagao no problema de nivel inferior

Um caso particular importante do problema de equilibrio de dois niveis ocorre quando
o problema de nivel inferior pode ser interpretado como um problema de minimizacao
convexa. Suponha que exista uma funcao ¥ : K — R convexa e semicontinua inferiormente
tal que

fix,y) =¥(y) —¥(x), xyek

Como visto no capitulo 2, a condigao de equilibrio f(x,y) > 0, para todo y € K, é

equivalente a W(x) < ¥(y), para todo y € K, ou seja,
S(f,K) = argmin, o W(x).
Portanto, o problema de dois niveis consiste em encontrar
x € argmin, . ¥Y(x) tal que h(x,y) >0, y € argmin, ¢ ¥(x).
Pelo Teorema 8 f satisfaz (L1)—(L3). (L4) é satisfeito pois para quaisquer x,y € K
f(x,y) + 1y, x) =P(y) —b(x) +d(x) —P(y) = 0.
Definimos a funcao estendida ¥y : R™ — R U {400} por

Y(y), seyeK,
WO(U) =

400, caso contrario.

Suponha que argmin, o ¥(x) # @, que

Y(x) =0, VxeS(fK),
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e que existam constantes 8 > 0 e m > 1 tais que
e 3 m n
Yoly) > —dist(y, S(f, K)™, vy € R™ (5.18)

Essa hipotese estabelece um controle do crescimento da fungao objetivo em termos da
distancia ao conjunto de minimizadores.

Utilizando a defini¢ao de distancia ao conjunto,

dist(u.S(f.K)) = inf —
ist(y, S(f,K)) xelsr(lf,K)HX yll,

segue que

. m _ : _ m
dist(y, S(f, K)) —Xeg(l]f,K)HX ylI™.

Assim, de (5.18), obtemos

S)
Y > inf —|lx=yl|™ | .
) > ot (Sie-vl)

x€S(f,K)

Usando a funcao indicadora ds(fx) € como para qualquer fungao g,

inf — inf
EMLES TR

tomando g(x) = %Hx —y||™, podemos reescrever a expressao acima como

(e .
W) > it (- yl™ S 0). (519

xeRM

Reconhecendo a expressao acima como uma inf-convolugao, lembrando que a inf-convolugao

de duas fungoes u,v é definida por

(uv)(y) := inf {uly —x) +v(x)}.

x€ERM
Tome
e m
u(z) = —|lz[|™, v(x) = ds(rk)(x).
m
Entao
inf (D fx —yl™ + 85000 ) = (- 1" Dsseny ) () (5.20)
xlean m y S(f,K) “\m s(f,K) | WYJ. .

Juntando (5.19) e (5.20) obtemos

(o n
Yo(y) > inf (n—1||x—y|| +5S(f,K)(X))

xeRM

0
(S 1mEssies ) ).y B
(5.21)
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A partir de (5.21) e tomando a proposi¢ao 1.2.6, obtemos

* 0 m i
Yi(y) < (n_ml‘ o Dsz(f,K)) (y).

Pela proposicao 1.2.10, segue que

(S 17 Dssies0) () = (2117 )+ (Bstex) )

m

Porém, a conjugada da indicadora é a funcao suporte:

(5S(f,K))*(U) = GS(f,K)(y)u

Logo,
(2l 1mD8s00) ) = (21-1™) )+ s ) (5.22)

m

0 ) 0
(E” : ||‘“> (y) = sup{{y,x) = oIxlI™

escolhemos x na dire¢do de y para maximizar (y,x) — =||x||™}, entao escrevemos

Y

X =t+—,
Iyl

t >0,
quando y # 0. Assim
(y,x) =tlyll,  [x[I=t
Logo o problema vira
0
sup{t — —t™}
up(ey] — ™)
Definimos
0
t)=t ——t™
e(t) = tlyll — —
= @'(t) = [ly| —ot™".

Entao o ponto critico satisfaz

ot™ " = |y
isto é,
lyll\ ™
t= (=21 .
(%)
Tomando s > 0 tal que
1 1
— 4+ =1,
m s
entao
1
— =s5—1
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()"

0
t) =t|y|| — —t™
@(t) =ty —

Logo

Substituindo em @:

s—1

temos t||y|| = |[y| (@) — 015|jy||°. Além disso,
tm _ M m(sfl)
9 )
COImo
1
1=
s m-—1’
segue que
m(s—1) = —% =5,
m—1
Portanto,
[V
tm = () — sy e,
& vl
Substituindo tudo
L el—s
t) = o3 s s 1— — s
o)) =0l — iyl =0 (1 1)yl
Como 1 — # = %, obtemos
el s s
o(t) = [yll®. (5.23)

De (5.22) e (5.23), tem-se

O Tssiex ) ) = Syl + oo )
m S(f,K) y) = S Yy s(f,x)\YJ-

Portanto

wii) < (ol "Dssien ) () = Sl +osnolul yER™ (20

A desigualdade (5.24) fornece um controle explicito da conjugada da fungao objetivo
estendida em termos de um termo polinomial e da funcao suporte do conjunto solucao.

Como z € S(f,K) e, por hipotese, ¥(z) = 0, temos

f.(y) =f(z,y) =¥Y(y) —¥(z) = ¥(y), yeKkK

Considerando a extensao Wy de ¥ a R™, segue que f; = W. Portanto, de (5.24), obtemos
61 s

f2(q) — os(rx)(q) < lqll*,  geR™
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Tomando q = %E, temos

S

(2 2 ol=s |2
() -oon (2) <2
Ex Ex S Ex
Assim,
2 A
Ax€x {fz ( > — O0S(,K) (_P)] <G Sljl,
k Ex €x
onde
91—525
Cpi= ——Ipll
Consequentemente, se
D1 < Hoo,
€
k=1 "k

entao

= 2 2
Z}\kek |:f; (—p> — O'S(ﬂ]() (—p>:| < +o00.
k=1 €k €k

Logo, a hipotese (H) é satisfeita neste caso particular.



Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas Futuras

O estudo desenvolvido nesta dissertacao teve como eixo central o método proximal com
distancias proximais generalizadas para problemas de equilibrio de dois niveis, conforme
proposto em [10]. A relevancia dessa abordagem esta no fato de que ela combina, em
uma mesma, estrutura, problemas de equilibrio, formulagoes hierarquicas e regularizacao
proximal por meio de distancias nao necessariamente euclidianas.

O problema de equilibrio de dois niveis considerado pode ser escrito na forma
encontrar x € S(f,K) tal que h(x,y) >0, Wy € S(f,K),

onde

S(f,K) ={u e K; f(u,z) >0, Vz € K}.

Essa formulacao generaliza diversos modelos classicos de otimizacao, desigualdades vari-
acionais e problemas com restri¢oes de equilibrio. Além disso, permite tratar situacoes
hierarquicas nas quais uma condicao de equilibrio deve ser satisfeita sobre o conjunto
solugao de outro problema de equilibrio.

O artigo [10] representa uma contribui¢do importante nessa linha, pois mostra que
esse tipo de problema pode ser tratado por um método proximal construido a partir
de distancias proximais generalizadas. A substituicdo da distancia euclidiana por uma
distancia proximal mais geral permite incorporar informagoes geométricas do problema,
o que torna o método mais flexivel e adequado para conjuntos viaveis com estruturas
especificas.

A literatura posterior confirma que problemas de equilibrio de dois niveis continuam

sendo um tema ativo de pesquisa. Além dos métodos proximais classicos, como os estuda-

95
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dos por Moudafi em [43], desenvolveram-se técnicas de penalizagao, splitting e convergén-
cia fraca e forte em espagos de Hilbert, como em [17]. Mais recentemente, surgiram abor-
dagens baseadas em métodos extragradientes, subgradientes, algoritmos inerciais, versoes
auto-adaptativas, problemas nao convexos e sistemas dinadmicos associados a problemas
de equilibrio de dois niveis; ver, por exemplo, [57, 2, 4, 3, 31, 56, 40, §].

Nesse contexto, a dissertacao nao encerra o tema, mas evidencia varias dire¢oes natu-

rais para investigagoes futuras. A seguir, destacamos algumas delas.

6.1 Meétodo proximal inexato

Uma primeira direcao de pesquisa consiste em desenvolver uma versao inexata do al-
goritmo proximal estudado em [10]. No método original, cada iteragao exige resolver

exatamente o subproblema regularizado x**! € S(fy, K), isto &,
fk(XkJrl?y) P 07 \V/U € K7

onde
1

fr(x,y) = exf(x,y) + hix,y) + .

(Vid(x,x*),y —x).

Do ponto de vista tedrico, essa condi¢ao é conveniente, pois permite estabelecer dire-
tamente as desigualdades fundamentais usadas na analise de convergéncia. Entretanto,
do ponto de vista computacional, resolver exatamente cada subproblema pode ser uma
exigéncia forte. Em aplicagbes numéricas, é comum que cada subproblema seja resolvido
apenas aproximadamente, seja por limitacoes computacionais, seja porque o subproblema
nao admite solugao explicita.

Assim, uma extensao natural seria substituir a condi¢ao exata por uma condicao ine-

xata da forma

fk(XkHaU) 2 —TMx, vy € K7

onde {ny} C R, representa uma sequéncia de erros permitidos.
A questao central seria determinar hipéteses sobre {1y} que preservem a convergéncia
” . o~ . . o0 , .
do método. CondigOes naturais seriam 1m, — 0 e ) ANk < +oo. Além disso, como
algumas estimativas do algoritmo envolvem divisao por €y, poderia ser necessario assumir

também 2—‘; — 0.
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A expectativa é que a desigualdade fundamental do método exato seja substituida por

uma desigualdade quase-Fejér perturbada do tipo
D(z,x**!) < D(2,x") + v + Ak = D(z,x°) + px,

com Py = Vi + Ak € Y poPx < +00. Nesse caso, a convergéncia poderia ser obtida
pelos argumentos quase-Fejér utilizados em [10].

Entretanto, precisamos ter cuidado pois nao basta introduzir o erro na definicao do
algoritmo. Também é necessario adaptar os lemas que garantem que todo ponto de
acumulacao pertence ao conjunto solucao S(h, S(f, K)). Esse é o ponto principal da versao
inexata, pois os erros precisam desaparecer de modo compativel com os parametros Ay e
Ex-

Essa direcao é particularmente promissora porque aproximaria o método de situagoes
computacionais reais. Além disso, dialoga com uma tendéncia recente da literatura, na
qual métodos subgradientes, extragradientes e auto-adaptativos sao desenvolvidos para

problemas de equilibrio de dois niveis em espagos de Hilbert; ver, por exemplo, [31].

6.2 Taxas de convergéncia

Outra linha relevante consiste em investigar taxas explicitas de convergéncia. O resultado
principal de [10] garante a convergéncia da sequéncia gerada pelo algoritmo, mas néo
fornece estimativas quantitativas para a velocidade dessa convergéncia.

Em aplicacdes, uma informacao qualitativa de convergéncia pode ser insuficiente. E
importante saber se a sequéncia converge linearmente, sublinearmente ou se nao ha uma
taxa explicita sob as hipoteses consideradas.

A obtencao de taxas exigiria hipoteses adicionais. Uma possibilidade seria assumir
monotonicidade forte da bifun¢ao de nivel superior sobre o conjunto solu¢ao do problema

inferior. Por exemplo, supondo que exista u > 0 tal que
h(x,y) +h(y,x) < —ullx—yl? Vxy € S(f,K),

poderia ser possivel obter estimativas quantitativas para a aproximacao da solugao de
dois niveis.

Outra possibilidade seria impor equivaléncia entre a distancia proximal generalizada
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e a norma euclidiana, isto €, assumir que existem constantes 0 < m < M tais que
m|x —y[* < D(x,y) < M[jx —ylf*.

Sob hipoteses desse tipo, estimativas em termos de D poderiam ser convertidas em esti-
mativas em norma.

Uma meta futura seria obter resultados do tipo
I —x*[| < Cp*, 0<p<1,

ou, ao menos, taxas sublineares da forma
1
X =x*| =0 {5 ).
kcx

Essa perspectiva também se relaciona com trabalhos recentes que combinam técnicas

para algum o > 0.

inerciais, extragradientes e escolhas auto-adaptativas de parametros, buscando melhorar

o desempenho computacional dos métodos; ver [2, 31, 58].

6.3 Formulacoes dinamicas

Outra linha recente envolve a anélise de sistemas dindmicos associados a problemas de
equilibrio de dois niveis. Em [40], por exemplo, é estudada uma dindmica do tipo forward—
backward—forward para problemas de equilibrio de dois niveis em espacos de Hilbert.

Essa abordagem ¢ interessante porque conecta métodos iterativos discretos com siste-
mas dindmicos continuos. Em vez de estudar apenas uma sequéncia {x*}, investiga-se a
trajetoria x(t) de um sistema diferencial ou inclusao diferencial associado ao problema de
dois niveis.

Uma perspectiva futura seria investigar se o método proximal com distancias proximais
generalizadas estudado em [10] admite uma formulagao dinamica correspondente. Tal
abordagem poderia fornecer novas ferramentas para analisar estabilidade, dependéncia
em relacao a perturbagoes e comportamento assintotico.

Trabalhos recentes também consideram aplicagoes de abordagens dinamicas a proble-
mas de controle e estabilidade quantitativa, como em [39]. Isso sugere que a conexao entre
equilibrio de dois niveis, sistemas dinadmicos e controle pode ser uma diregao fértil para

investigacoes posteriores.



Capitulo 6. Conclusoes e Perspectivas Futuras 99

6.4 Extensoes para espacos de Hilbert e Banach

O estudo desta dissertagao foi conduzido em dimensao finita. Uma continuacao natural
seria investigar versoes do método em espagos de Hilbert ou Banach.

Em espacos de Hilbert, parte da estrutura geométrica euclidiana é preservada por
meio do produto interno. Por isso, véarias técnicas de analise convexa e métodos proximais
podem ser adaptadas. Ja em espacos de Banach surgem dificuldades adicionais, pois nao
ha, em geral, produto interno, e a dualidade precisa ser tratada de forma mais cuidadosa.

Nesse contexto, seria necessario adaptar a defini¢ao de distancia proximal generalizada,
bem como as hipoteses de semicontinuidade, convexidade e coercividade. Também seria
necessario distinguir convergéncia fraca e convergéncia forte, aspecto que nao desempenha
papel essencial em R™, mas que se torna central em dimensao infinita.

Os trabalhos [17, 31, 40, 8] mostram que problemas de equilibrio de dois niveis em

espacos de Hilbert continuam sendo objeto de investigacao atual.

6.5 Consideracoes finais

As perspectivas apresentadas mostram que o trabalho de [10] permanece conectado a
linhas recentes de pesquisa em otimizacao e problemas de equilibrio. Entre as direcoes
mais promissoras estao a construgao de versoes inexatas do algoritmo, a obtencao de
taxas de convergéncia, o estudo de unicidade, o desenvolvimento de métodos inerciais
e auto-adaptativos, a andlise de problemas nao convexos, a formulacao dinamica e a
implementagao computacional.

Dentre essas direcoes, a versao inexata do método proximal parece particularmente
adequada como continuacao direta desta dissertagao. Ela surge naturalmente da limitacao
computacional do método exato e pode ser abordada por meio de desigualdades quase-
Fejér perturbadas, combinadas com hipoteses de controle sobre a sequéncia de erros.

Assim, embora esta dissertacao tenha como foco principal a analise do método proxi-
mal com distancias proximais generalizadas para problemas de equilibrio de dois niveis, o
estudo realizado aponta para um conjunto amplo de problemas em aberto. Essas questoes
indicam que a teoria de métodos proximais para problemas de equilibrio de dois niveis

permanece uma area fértil tanto do ponto de vista tedrico quanto computacional.
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