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Matemática, Universidade Federal do Piaúı, 2015.
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Resumo

Neste trabalho estudaremos a desigualdade de Trudinger-Moser clássica e algumas ex-

tensões. Além disso, investigaremos a existência e multiplicidade de soluções fracas para

uma classe de problemas eĺıpticos não-homogêneos e singulares.

Palavras-chave: Desigualdade de Trudinger-Moser, Crescimento Cŕıtico, Equações Eĺıpticas,

Métodos Variacionais.
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Abstract

In this work we will study the classical Trudinger-Moser inequality and some extensions.

Furthermore, we investigate the existence and multiplicity of weak solutions to a class of

singular and non-homogeneous elliptic problems.

Key words: Trudinger-Moser inequality, Critical growth, Elliptic equations, Variational

methods.
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Notações

As simbologias abaixo são utilizadas no decorrer do texto.

• C,C0,C1,C2, ... são constantes positivas, nem sempre iguais;

• BR é a bola aberta de raio R > 0 e centrada na origem;

• B̄R é a bola fechada de raio R > 0 e centrada na origem;

• X∗ é o dual topológico do espaço de Banach X;

• 〈., .〉 denota o par de X∗ e X;

• A convergência forte em X será denotada por “→ ”, enquanto a convergência fraca

será “ ⇀ ”;

• supp(u) é o suporte da função u;

• ∇u =
(
∂u
∂x1

, ∂u
∂x2

, ..., ∂u
∂xn

)
é o gradiente da função u;

• ∆u =
n∑
i=1

∂2u
∂x2i

é o Laplaciano da função u;

• Escrevemos

f = o(g), quando x→ x0,

se lim
x→x0

|f(x)|

|g(x)|
= 0;

• Lp(Ω) =

{
u : Ω −→ R

∣∣mensurável e
∫
Ω
|u|pdx < ∞}, 1 6 p < ∞ e Ω ⊂ Rn

um aberto, denota o espaço de Lebesgue, com a norma

||u||p =

(∫
Ω

|u|pdx

) 1
p

;
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• L1loc(Ω) = {u : Ω −→ R : mensurável e
∫
K
|u|dx <∞, ∀K ⊂ Ω compacto};

• L∞(Ω) = {u : Ω −→ R
∣∣ mensurável e limitadas quase sempre em Ω}, com a

norma

||u||∞ = inf{C > 0 : |u(x)| 6 C quase sempre em Ω} = sup
x∈Ω

ess |u(x)|;

• C∞0 (Rn) é o espaço das funções com suporte compacto e de classe C∞.

• Para 1 6 p <∞,

W1,p(Ω) =

{
u ∈ Lp(Ω) : ∃gi ∈ Lp(Ω);

∫
Ω

u
∂ϕ

xi
dx = −

∫
Ω

giϕdx,

∀ϕ ∈ C∞0 (Ω) e i = 1, 2, ...,n

}
é o espaço de Sobolev, com a norma dada por

||u||1,p = (||u||p + ||∇u||p)
1
p ;

• H1(Ω) =W1,2(Ω) e seu dual (H1(Ω))∗ = H−1(Ω);

• W1,p
0 (Ω) é o fecho do espaço C∞0 (Ω) com relação a norma de W1,p(Ω). Para p = 2,

H1
0(Ω) =W1,2

0 (Ω);



Introdução

Nesse trabalho estudaremos a desigualdade de Trudinger-Moser clássica e algumas ex-

tensões. Além disso, investigaremos a existência e multiplicidade de soluções fracas para

uma classe de problemas eĺıpticos não-homogêneos e singulares que envolve crescimento

cŕıtico do tipo Trudinger-Moser.

No Caṕıtulo 1, trataremos dos resultados preliminares para a compreensão deste tra-

balho.

No Caṕıtulo 2, discutiremos a desigualdade de Trudinger-Moser clássica. Entretanto,

daremos uma prova curta dessa desigualdade devido à Marshall [23] que difere da demons-

tração original feita por Moser [24]. No caso ilimitado, apresentaremos extensões devido

a Cao [8], J. M. do Ó [13] e Adachi-Tanaka [1].

No Caṕıtulo 3, mostraremos a versão singular da desigualdade de Trudinger-Moser

clássica proposta por Adimurthi-Sandeep [2] e uma versão da desigualdade de Trudinger-

Moser com peso singular para subdomı́nios ilimitados em R2 devido M. de Souza [11].

No Caṕıtulo 4, estudaremos a existência e multiplicidade de soluções fracas de uma

classe de problemas singulares, trabalhada por J. M. do Ó e M. de Souza [15], da seguinte

forma:

−∆u+ V(x)u =
f(u)

|x|a
+ h(x), x ∈ R2 (1)

onde a ∈ [0, 2),h ∈
(
H1(R2)

)∗
= H−1(R2) é uma pequena pertubação com h 6≡ 0 e

V : R2 → R é uma função cont́ınua satisfazendo:

(V1) existe uma constante V0 tal que V(x) > V0 > 0, ∀x ∈ R2;

(V2) a função
[
V(x)

]−1
pertence L1(R2);

x
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(V3) V é radialmente simétrica, ou seja, V(x) = V(x ′) quando |x| = |x ′|;

(V4) a função V(x) é coerciva, ou seja, V(x)→∞ se |x|→∞.

Estaremos interessados no caso que a não-linearidade f(s) tem o máximo crescimento

sobre s que torna posśıvel tratar o problema (1) variacionalmente num espaço de funções

adequado. Devido a presença da singularidade |x|−a em (1) devemos usar uma versão

singular da desigualdade de Trudinger-Moser. Além disso, assumiremos condições sobre

o termo não-linear f(s):

(f0) f ∈ C(R,R) e f(0) = 0;

(f1) existem constantes θ > 2 e s1 > 0 tal que para todo |s| > s1 tem-se:

0 < θF(s) := θ

∫s
0

f(t)dt 6 sf(s);

(f2) existem constantes positivas R0 e M0 tais que para todo |s| > R0 tem-se:

0 < F(s) 6M0|f(s)|.

Para aplicar os métodos variacionais, considera-se o subespaço de H1(R2)

E =

{
u ∈ H1(R2) :

∫
R2

V(x)u2dx <∞},

o qual é um espaço de Hilbert com o produto interno

(u, v) =

∫
R2

[∇u∇v+ V(x)uv]dx, u, v ∈ E,

para o qual corresponde a norma

‖u‖E =

{∫
R2

(|∇u|2 + V(x)|u|2)dx
}1/2

, u ∈ E.

Assumiremos, ainda uma condição adicional próximo da origem:

(f3) lim sups→0

2F(s)

s2
< λ1.

Os principais resultados desse caṕıtulo garantem a existência de soluções fracas em (1)

para a não-linearidade com crescimento subcŕıtico e cŕıtico. As demonstrações desses

resultados requerem os resultados desenvolvidos no Caṕıtulo 3, o Teorema do Passo da

Montanha e o Prinćıpio Variacional de Ekeland.



Caṕıtulo 1

Resultados Preliminares

Os resultados deste caṕıtulo serão usados nesse trabalho.

1.1 Análise Funcional

1.1.1 Espaço de Banach

Seja X um espaço vetorial real.

Definição 1.1.1. Uma aplicação || . || : X→ [0,+∞) é chamada de norma se:

i. ||u|| > 0 para todo u ∈ X e ||u|| = 0 se, e somente se, u = 0;

ii. ||λu|| = λ||u||, ∀u ∈ X e λ ∈ R;

iii. ||u+ v|| 6 ||u||+ ||v|| para todo u, v ∈ X.

A desigualdade (iii) é chamada de desigualdade triângular.

Assumiremos que X é um espaço vetorial normado.

Definição 1.1.2. Diremos que uma sequência (un) ⊂ X converge para u ∈ X se

lim
n→∞ ||un − u|| = 0.

Neste caso dizemos que u é o limite da sequência (un) e escrevemos u = lim
n→∞un ou

un → u.

1



Caṕıtulo 1. Resultados Preliminares 2

Definição 1.1.3. i. Uma sequência (un) ⊂ X é chamada sequência de Cauchy se

dado ε > 0 existir n0 > 0 tal que

||uk − ul|| < ε, se k, l > n0.

ii. X é completo se toda sequência de Cauchy em X converge, ou seja, se (un) é

sequência de Cauchy em X então existe u ∈ X tal que un → u.

iii. Quando X for um espaço vetorial normado e completo chamaremos de espaço de

Banach.

Exemplo 1. São espaços de Banach:

a. Espaço Lp(Ω) com 1 6 p 6∞, ver Teorema 4.8 em [6].

b. Os espaços de Sobolev W1,n(Ω) e W1,n
0 (Ω), ver Proposição 9.1 [6].

c. O espaço E =

{
u ∈ H1(R2) :

∫
R2 V(x)u

2dx <∞}, com o norma

||u||E =

∫
R2

[∇u2 + V(x)u2]dx, u ∈ E.

Ver Proposição 1.2.1 em [3].

1.1.2 Espaço de Hilbert

Seja H um espaço vetorial real.

Definição 1.1.4. Uma aplicação ( , ) : H×H→ R é chamada de produto interno se:

i. (u, v) = (v,u) para todo u, v ∈ H;

ii. (λu, v) = λ(u, v) para todo u, v ∈ H e λ ∈ R;

iii. (u+w, v) = (u, v) + (w, v) para quaisquer u, v,w ∈ H;

iv. (u,u) > 0 para todo u ∈ H e (u,u) = 0 se, e somente se, u = 0.

Seja H é um espaço vetorial com produto interno ( , ). Para cada u ∈ H, definiremos

||u|| =
√

(u,u).

O resultado a seguir é chamado desigualdade de Cauchy-Schwarz e implica que a corres-

pondência u ∈ H 7→
√

(u,u) é uma norma para H.
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Proposição 1.1.1. Seja H um espaço vetorial com produto interno. Então,

|(u, v)| 6 ||u|| . ||v||

para quaisquer u, v ∈ H.

Demonstração. Ver proposição 5.1.2. em [5].

Definição 1.1.5. Um espaço de Hilbert é um espaço de Banach com produto interno o

qual induz a norma do espaço.

Exemplo 2. São espaços de Hilbert:

a. O espaço L2(Ω) com

(u, v) =

∫
Ω

uvdx.

b. O espaço de Sobolev H1(Ω) com

(u, v) =

∫
Ω

[∇u∇v+ uv]dx.

c. O espaço E =

{
u ∈ H1(R2) :

∫
R2 V(x)u

2dx <∞}, com o produto interno

(u, v) =

∫
R2

[∇u∇v+ V(x)uv]dx, u, v ∈ E.

1.1.3 Operadores lineares limitados

Sejam X e Y dois espaços de Banach.

Definição 1.1.6. i. Uma aplicação I : X→ Y é um operador linear se:

I[λu+ µv] = λ Iu+ µ Iv, para quaisquer u, v ∈ X, e λ,µ ∈ R.

ii. Um operador linear I : X→ Y é limitado se:

||I|| := sup
||u||X61

||Iu||Y <∞.

Na literatura é conhecido que todo operado linear limitado I : X → Y é cont́ınuo.

Quando Y = R em (ii) dizemos que I é um fucional linear limitado em X. Denotaremos

X∗ o dual de X, isto é, o conjunto de todos os funcionais I : X → R lineares limitados.

Além disso, escrevemos 〈I,u〉 para denotar o número real Iu onde I ∈ X∗ e u ∈ X.
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Agora, suponha que H um espaço de Hilbert real com produto interno ( , ).

Teorema 1.1.1 (Teorema da Representação de Riez). Seja I ∈ H∗. Então, existe um

único u ∈ H tal que

〈I, v〉 = (v,u), ∀v ∈ H.

Além disso, ||I||H∗ = ||u||H.

Demonstração. Ver Teorema 5.5.2 em [5].

Suponha que X e Y são espaços de Banach.

Definição 1.1.7. Um operado linear I : X→ Y é chamado de compacto se toda sequência

limitada (un) em X, a sequência (Iun) tem subsequência convergente em Y.

1.1.4 Convergência fraca

Seja X um espaço de Banach real.

Definição 1.1.8. Diremos que uma sequência (un) ⊂ X converge fraco para u ∈ X, e

escrevemos un ⇀ u, se

〈I,un〉 −→ 〈I,u〉, ∀I ∈ X∗.

É fácil verificar que se un → u em X então un ⇀ u em X.

Proposição 1.1.2. i. Se un ⇀ u em X, então (||un||) é limitada e ||u|| 6 lim inf
n

||un||.

ii. Se un ⇀ u em X e In → I em X∗, então 〈In,un〉 → 〈I,u〉.

Demonstração. Ver proposição 6.2.5 em [5].

Agora, assumiremos que H é um espaço de Hilbert real.

Proposição 1.1.3. Seja (un) ⊂ H limitada. Então existe subsequência (unk) ⊂ (un) e

u ∈ H tal que

unk ⇀ u.

Demonstração. Ver proposição 6.5.4 em [5].

Proposição 1.1.4. Seja (un) uma sequência em H. Se un ⇀ u e ||un|| → ||u||, então

un → u.

Demonstração. Ver proposição 6.6.7 em [5].
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1.2 Resultados Básicos

Os resultados a seguir constam em [6].

Proposição 1.2.1 (Lema de Fatou). Seja (fn) uma sucessão de funções de L1(Ω) satis-

fazendo:

a. fn > 0 quase sempre, para todo n;

b. sup
n

∫
fn <∞.

Para cada x ∈ Ω, seja f(x) = lim infn→∞ fn(x) 6 +∞. Então, f ∈ L1(Ω) e∫
f 6 lim inf

n→∞
∫
fn.

Proposição 1.2.2 (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue). Seja (fn) uma

sequência de funções em L1(Ω) satisfazendo:

a. fn(x)→ f(x) quase sempre em Ω;

b. existe g ∈ L1(Ω) tal que |fn(x)| 6 g(x) quase sempre em Ω, para todo n.

Então, f ∈ L1(Ω) e ||fn − f||1 → 0.

Proposição 1.2.3 (Desigualdade de Hölder). Sejam f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω) com 1 6

p 6∞ e q = p/(p− 1). Então, fg ∈ L1(Ω) e∫
|fg| 6 ||f||p ||g||q.

Proposição 1.2.4. Sejam fn uma sequência em Lp(Ω) e f ∈ Lp(Ω) tal que ||fn−f||p → 0.

Então, existem subsequência (fnk) e função g ∈ Lp(Ω) tais que

i. |fnk(x)| 6 g(x) quase sempre em Ω, para todo k;

ii. fnk(x)→ f(x) quase sempre em Ω.

Denotaremos C0(Ω) o conjunto das funções cont́ınuas em Rn com suporte compacto,

ou seja, se K ⊂ Ω é compacto tem -se:

C0(Ω) = {f ∈ C(Rn) : f(x) = 0 se x ∈ Ω \ K}
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Proposição 1.2.5. Se Ω ⊂ Rn aberto. Então, o espaço C0(Ω) é denso em Lp(Ω) para

todo p, 1 6 p <∞.

Proposição 1.2.6. Sejam Ω ⊂ Rn aberto e u ∈ L1loc(Ω) tais que∫
fu = 0, ∀f ∈ C∞0 (Ω).

Então, u = 0 quase sempre em Ω.

O próximo resultado é conhecido como Lema de Brezis-Lieb para o espaço Lp. Entre-

tando, o Lema de Brezis-Lieb vale em condições mais gerais, por exemplo, veja o Teorema

2 em [7].

Teorema 1.2.1 (Lema de Brezis-Lieb). Sejam (Ω,
∑

,µ) um espaço de medida e (fn)

uma sequência de funções mensuraveis com valores complexos em Lp = Lp(Ω,
∑

,µ).

Suponha que fn → f quase sempre e ||fn||p 6 C < ∞ para todo n com 0 < p < ∞.

Então,

lim
n→∞{||fn||pp − ||fn − f||pp} = ||f||pp.

Demonstração. Ver em [7].

Proposição 1.2.7 (Desigualdade de Young). Sejam a e b números reais positivos. Se

p,q > 1 tais que 1/p+ 1/q = 1, então

a
1
p .b

1
q 6

1

p
a+

1

q
b.

Demonstração. Ver Teorema 1.2.1 em [5].

A proposição a seguir é uma rećıproca do Teorema da Convergência Dominada de

Lebesgue para o espaço H1(R2).

Proposição 1.2.8. Seja (un) sequência em H1(R2) fortemente convergente. Então, exis-

te uma subsequência (unk) de (un) e g ∈ H1(R2) tal que |unk | 6 g(x) quase sempre em

R2.

Demonstração. Ver Lema 2.7 em [14].

Proposição 1.2.9. A inclusão W1,n(Rn) ⊂ Lq(Rn) é cont́ınua para todo q, n 6 q <∞.

Demonstração. Ver corolário 9.11 em [6].
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1.3 Sequência de Palais-Smale

Definição 1.3.1. Seja X um espaço de Banach e I ∈ C1(X,R). Dado c ∈ R, diremos

que I satisfaz a condição Palais-Smale no ńıvel c (ou, simplesmente que I satisfaz (PS)c)

quando gozar da condição:

Se existe uma sequência (un) ⊂ X tal que I(un) → c e I ′(un) → 0 (em X∗), então c é

um valor cŕıtico (isto é, existe u ∈ X tal que I(u) = c e I ′(u) = 0).

Além disso, diremos que I satisfaz a condição de Palais-Smale (ou, simplemente que I

satisfaz (PS)) quando I gozar da condição (PS)c para todo c ∈ R.

A seguir enuciaremos o Teorema do Passo da Montanha devido a Ambrosetti e Rabi-

nowitz.

Teorema 1.3.1 (Teorema do Passo da Montanha). Sejam X um espaço de Banach e

I ∈ C1(X,R). Suponha que:

i. I(0) = 0;

ii. existem ε,γ > 0 tais que I(u) > γ para ‖u‖X = ε;

iii. existe u0 ∈ X tal que ‖u0‖X > ε e I(u0) < γ.

Sejam Γ = {g ∈ C([0, 1],X) : g(0) = 0,g(1) = u0} e

c = inf
g∈Γ

max
t∈[0,1]

I(g(t)) > γ.

Se I satisfaz (PS)c, então c é um valor cŕıtico de I.

Demonstração. Ver Teorema 2.5.2 em [9].

O corolário a seguir é uma consequência direta do teorema anterior.

Corolário 1.3.1. Sejam X um espaço de Banach e I ∈ C1(X,R). Suponha que:

i. I(0) = 0;

ii. existem ε,γ > 0 tais que I(u) > γ para ‖u‖X = ε;

iii. existe u0 ∈ X tal que ‖u0‖X > ε e I(u0) < γ.

Se I satisfaz (PS), então existe c > γ e u ∈ X tais que I(u) = c e I ′(u) = 0.
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O resultado a seguir é uma versão do Teorema do Passo da Montanha sem a condição

de Palais-Smale.

Teorema 1.3.2. Seja X um espaço de Banach real e I ∈ C1(X,R). Suponha que existe

uma vizinhança U de 0 em X e δ > 0 que satisfazem as seguinte condições:

i. I(0) = 0;

ii. I(u) > δ na fronteira de U;

iii. existe e /∈ U tal que I(e) < δ.

Então, para o número c definido por:

c = inf
g∈Γ

max
t∈[0,1]

I(g(t)) > δ

existe uma seqüência (un) em E tal que

I(un)→ c e I ′(un)→ 0 em X∗,

onde Γ = {g ∈ C([0, 1],X) : g(0) = 0,g(1) = e}.

Demonstração. Ver Teorema 5.1 [16].

Teorema 1.3.3 (Prinćıpio Variacional de Ekeland). Sejam (Γ ,d) um espaço métrico

completo e I ∈ C(Γ ,R) limitada inferiormente. Se

c = inf
u∈Γ

I(u),

então para cada ε > 0, existe uε ∈ Γ tal que

c 6 I(uε) 6 c+ ε,

e

I(u) − I(uε) + εd(u,uε) > 0,

para todo u ∈ Γ .

Demonstração. ver Lema 2.5.4 em [9].



Caṕıtulo 2

Desigualdade de Trudinger-Moser e

Variantes

2.1 Introdução

Nesse caṕıtulo discutiremos a desigualdade de Trudinger-Moser clássica e duas extensões

para Ω = Rn com n > 2. No caso ilimitado discutiremos extensões devido a Cao [8] para

n = 2 e J. M. do Ó [13] para n > 3 e ainda uma versão invariante por escalar apresentada

por Adachi-Tanaka [1].

2.2 Desigualdade de Trudinger-Moser Clássica

Seja Ω ⊆ Rn aberto limitado. Quando n > p > 1, a desigualdade clássica de Sobolev

(ver em [6]) garante que a imersãoW1,p
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω) é cont́ınua para 1 6 q 6 p∗ = pn

n−p
.

ConsiderandoΩ suave, logo existe uma constante positiva C tal que ||u||q 6 C||∇u||p para

toda u ∈W1,p
0 (Ω). Desta forma,

sup
‖∇u‖p61

∫
Ω

|u|qdx 6 sup
‖∇u‖p61

Cq||∇u||qp 6 Cq.

Portanto,

sup
‖∇u‖p61

∫
Ω

|u|qdx <∞ para 1 6 q 6 p∗. (2.1)

Além disso, o supremo em (2.1) não existe para q > p∗. No caso em que n = p, tem-

se formalmente p∗ = ∞ . Assim, é natural esperar a inclusão W1,p
0 (Ω) ⊂ L∞(Ω), no

entanto, esta não é verdadeira como mostra o exemplo abaixo.

9
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Exemplo 3. Seja Ω = B1 ⊂ Rn,n > 1 a bola aberta unitária centrada na origem. Defina

u(x) = ln ln e
|x|

para x 6= 0.

É claro que u /∈ L∞(B1) porque u não é limitada próximo da origem. Por outro lado,

é suficiente verificar ‖∇u‖n < ∞ para que u ∈W1,n
0 (B1). É fácil verificar que

∂u

∂xi
(x) = −

xi

ln( e
|x|
)|x|2

, com i = 1, 2, ...,n.

Assim, integrando diretamente

‖∇u‖nn =

∫
B1

|∇u|ndx =
∫
B1

|x|−n(ln
e

|x|
)−ndx = ωn−1 lim

s→0

∫ 1
s

(ln
e

r
)−nr−1dr,

onde ωn−1 é o área da superf́ıcie esférica unitária Sn−1 ⊂ Rn. Fazendo a mudança

w = ln e
r

temos

‖∇u‖nn = ωn−1 lim
s→∞
∫s
1

w−ndw = ωn−1 lim
s→∞

w1−n

1 − n

∣∣∣∣∣
s

1

=
ωn−1

n− 1
.

Neste contexto, surge o problema de encontrar uma função g com crescimento máximo

posśıvel tal que g(u) ∈ L1(Ω) sempre que u ∈ W1,n
0 (Ω). N. Trudinger [26] provou

que o crescimento exponencial é permitido. Resutados similares foram obtidos de forma

independente por Yudovich [27] e Pohozaev [25]. Mais tarde, Trudinger et al. [18]

mostraram que o crescimento máximo permitido é exponencial. Introduzindo a técnica de

simetrização de Schwarz, Moser [24] reduziu a questão para um problema unimensional e

obteve resultados mais precisos. A seguir discutiremos o resultado obtido por Moser [24],

conhecido atualmente como a desigualdade de Trudinger-Moser clássica. Enfatizamos

que as estimativas para o caso cŕıtico apresentadas aqui são devidos à Marshall [23] (ver

também, A. Cianchi et al. [10]) e difere daquela apresentada originalmente por Moser

[24].

Teorema 2.2.1 (Desigualdade de Trudinger-Moser Clássica). SejamΩ ⊆ Rn um domı́nio

limitado e u ∈ W1,n
0 (Ω), com n > 2. Então para todo α > 0 tem-se eα|u|

n
n−1 ∈ L1(Ω).

Além disso, existe constante C = C(n) > 0 tal que

sup
‖∇u‖n61

∫
Ω

eα|u|
n
n−1
dx

 < C|Ω|, se α 6 αn

=∞, se α > αn,

onde |Ω| é a medida de Lebesgue de Ω em Rn, αn = n ω
1
n−1

n−1 e ωn−1 é a área da superf́ıcie

esférica unitária Sn−1 ⊂ Rn.
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Demonstração. Sem perda de generalidade, podemos trocar u por |u| e consideramos

u > 0. Também, é suficiente provar o Teorema 2.2.1 para um conjunto de funções u que

são densas na bola unitária de W1,n
0 (Ω). Portanto, podemos supor que u tem suporte

compacto e é de classe C∞(Ω).

A técnica de simetrização de Schwarz (ver [19]) nos garante que para cada u ∈W1,n
0 (Ω)

existe uma função radial simétrica u∗ ∈ W1,n
0 (BR) onde BR ⊆ Rn é a bola centrada na

origem e raio R com |BR| = |Ω|. Por construção,

|{x ∈ Rn : u∗(x) < ρ}| = |{x ∈ Ω : u(x) < ρ}|, para cada ρ > 0.

Além disso, u∗ é positiva e não-crescente definida em BR e para toda f : R→ Rmensurável

tal que f > 0 ou f(u) ∈ L1(Ω) vale∫
BR

f(u∗)dx =

∫
Ω

f(u)dx.

Em particular, ∫
BR

eα|u
∗|

n
n−1
dx =

∫
Ω

eα|u|
n
n−1
dx. (2.2)

Além disso, a desigualdade de Pólya-Szegö assegura que∫
BR

|∇u∗|n dx 6
∫
Ω

|∇u|n dx, ∀u ∈W1,n
0 (Ω). (2.3)

Usando (2.2) e (2.3), é suficiente mostrar que

sup
‖∇u∗‖n61

∫
BR

eα|u
∗|

n
n−1
dx

 6 C |Ω|, se α 6 αn

=∞, se α > αn.
(2.4)

Defina w(t) = n
n−1
n ω

1
n
n−1u

∗(x) onde e−t = |x|n/Rn. Então w ∈ C1(0,+∞), w(0) = 0,

w ′(t) > 0. Além disso, um cálculo direto usando o Teorema de Mudança de Variável

mostra que ∫∞
0

w ′(t)ndt =

∫
BR

|∇u∗|ndx (2.5)

e ∫∞
0

e
α
αn
w(t)

n
n−1−tdt = |Ω|−1

∫
BR

eα|u
∗|

n
n−1
dx. (2.6)
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De (2.2) e (2.6), para mostrar que eαu
n
n−1 ∈ L1(Ω) para todo α > 0 é suficiente provar

que ∫∞
0

eβw(t)
n
n−1−tdt <∞, com β =

α

αn
. (2.7)

De fato, para todo ε > 0 existe T(ε) = T tal que∫∞
T

w ′(t)ndt < ε.

Para todo t > T , teremos

w(t) −w(T) =

∫ t
T

w ′(s)ds

6 (t− T)
n−1
n

(∫ t
T

w ′(s)nds
) 1
n

< (t− T)
n−1
n ε

1
n .

Dáı,
w(t)

t
n−1
n

<
w(T)

t
n−1
n

+ ε
1
n (1 −

T

t
)
n−1
n .

Fazendo t → ∞ e usando que ε é arbitrário conclúımos que lim
t→∞

w(t)

t
n−1
n

= 0. Assim,

βw(t)
n
n−1 < t

2
para todo t > t0 onde t0 é suficientemente grande. Desta forma,∫∞
0

eβw(t)
n
n−1−tdt =

∫ t0
0

eβw(t)
n
n−1−tdt+

∫∞
t0

eβw(t)
n
n−1−tdt

6
∫ t0
0

Cdt+

∫∞
t0

e−
t
2dt

= t0C− 2e−
t
2

∣∣∞
t0

= t0C+ 2e−
t0
2 ,

onde C é uma constante que limita a função cont́ınua eβw(t)
n
n−1−t no intervalo [0, t0]. Isso

prova (2.7).

De (2.5) e (2.6) reduzimos o problema (2.4) para a análise (com β = α
αn

)

sup
w∈H

∫∞
0

eβw(t)
n
n−1−tdt

 6 C, se β 6 1∞, se β > 1
(2.8)

onde H = {w ∈ C1[0,+∞) : w(0) = 0,
∫∞
0 w

′(t)ndt 6 1,w ′ > 0}.

O caso β < 1 segue pelo Teorema Fundamental do Cálculo e desigualdade de Hölder. De
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fato,

w(t) =

∫ t
0

w ′(s)ds

6

(∫ t
0

1ds

)n−1
n
(∫ t

0

w ′(s)nds

) 1
n

6 t
n−1
n 1

1
n

= t
n−1
n .

Dáı, ∫∞
0

eβw(t)
n
n−1−tdt 6

∫∞
0

e(β−1)tdt =
e(β−1)t

β− 1

∣∣∣∣∣
∞
0

=
1

1 − β
.

O caso β = 1 não é tão simples. Fazendo uso da definição de integral em [21, pág.14],

temos: ∫∞
0

ew(t)
n
n−1−tdt =

∫∞
0

|{t ∈ (0,∞) : ew(t)
n
n−1−t > λ}|dλ. (2.9)

Afirmação 1. Para cada função mensurável g: (0, ∞) −→ R segue que∫∞
0

e−g(s)ds =

∫∞
−∞ |{s > 0 : g(s) 6 t}|e−tdt.

De fato, pela definição de integral teremos,∫∞
0

e−g(s)ds =

∫∞
0

|{s > 0 : e−g(s) > t}|dt.

Observemos que para t > 0,

e−g(s) > t ⇔ −g(s) > ln t ⇔ g(s) 6 ln
1

t
.

Logo,

{s > 0 : e−g(s) > t} = {s > 0 : g(s) 6 ln
1

t
}.

Portanto, ∫∞
0

e−g(s)ds =

∫∞
0

|{s > 0 : g(s) 6 ln
1

t
}|dt. (2.10)

Fazendo a mudança de variável τ = ln 1
t

para cada t ∈ (0,∞), obteremos∫∞
0

|{s > 0 : g(s) 6 ln
1

t
}|dt =

∫∞
−∞ |{s > 0 : g(s) 6 τ}|e−τdτ. (2.11)

De (2.10) e (2.11) segue a Afirmação 1.
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Pela Afirmação 1 podemos reescrever (2.9) como∫∞
0

ew(t)
n
n−1−tdt =

∫∞
−∞ |Eλ|e

−λdλ, (2.12)

onde Eλ = {t > 0 : t−w(t)
n
n−1 6 λ}. Note que

w(t) 6 t
n−1
n ⇔ t−w(t)

n
n−1 > 0, ∀t > 0.

Então Eλ = ∅ se λ < 0. Portanto, podemos reescrever (2.12) como∫∞
0

ew(t)
n
n−1−tdt =

∫∞
0

|Eλ|e
−λdλ. (2.13)

Afirmação 2. Para cada λ > 0 temos |Eλ| 6 (cn + 2)λ, onde cn =
7

1 − (1 + 21−n)
1

1−n

.

Analisaremos dois casos.

Caso 1: se Eλ ⊆ [0, 2λ], então

|Eλ| =

∫
Eλ

1dλ 6
∫ 2λ
0

1dλ = 2λ.

Dáı, |Eλ| 6 (cn + 2)λ.

Caso 2: se Eλ * [0, 2λ] temos a decomposição Eλ =
(
Eλ∩[0, 2λ]

)⋃(
Eλ∩{t > 0 : t > 2λ}

)
.

Assim,

|Eλ| 6
∫
Eλ∩[0,2λ]

1dλ+

∫
Eλ∩{t>0:t>2λ}

1dλ.

Portanto, é suficiente mostramos que s2 − s1 6 cnλ para todo s1, s2 ∈ Eλ tal que

2λ 6 s1 < s2.

Com efeito, pela definição de Eλ e a desigualdade de Hölder, temos

s1 − λ 6 w(s1)
n
n−1

=

(∫s1
0

w ′(r)dr

) n
n−1

6 s1

(∫s1
0

w ′(r)ndr

) 1
n−1

6 s1

(
1 −

∫∞
s1

w ′(r)ndr

) 1
n−1

.

Dividindo por s1, obtemos

1 −
λ

s1
6

(
1 −

∫∞
s1

w ′(r)ndr

) 1
n−1

.
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Dáı, segue que ∫∞
s1

w ′(r)ndr 6 1 −
(
1 −

λ

s1

)n−1
. (2.14)

Pela definição de Eλ, a desigualdade de Hölder e (2.14), temos

s2 − λ 6

(∫s2
0

w ′(r)dr

) n
n−1

6

[
s
n−1
n

1

(∫s1
0

w ′(r)ndr

) 1
n

+(s2 − s1)
n−1
n

(∫s2
s1

w ′(r)ndr

) 1
n

] n
n−1

6

[
s
n−1
n

1 + (s2 − s1)
n−1
n

(∫∞
s1

w ′(r)ndr

) 1
n

] n
n−1

6
(
s
n−1
n

1 + (s2 − s1)
n−1
n

(
1 − (1 −

λ

s1
)n−1

) 1
n

) n
n−1

.

Portanto,
s2

s1
−
λ

s1
6
[
1 +

(s2
s1

− 1
)n−1

n
(
1 − (1 −

λ

s1
)n−1

) 1
n

] n
n−1

,

ou equivalentemente,

M(1 − z) + z 6
[
1 +M

n−1
n (1 − z)

n−1
n (1 − zn−1)

1
n

] n
n−1

, (2.15)

onde M = s2−s1
λ

e z = 1 − λ
s1

. Note que 1
2
6 z < 1, porque s1 > 2λ.

A convexidade da função ψ(τ) = τ
n
n−1 nos garante que

ψ(xθ+ (1 − θ)y) 6 ψ(x)θ+ψ(y)(1 − θ), para todo θ ∈ [0, 1].

Escolhendo x = θ−1M
n−1
n (1 − z)

n−1
n (1 − zn−1)

1
n e y = (1 − θ)−1 teremos,[

1+M
n−1
n (1−z)

n−1
n (1−zn−1)

1
n

] n
n−1

6 (1−θ)−
1
n−1 +θ−

1
n−1M(1−z)(1−zn−1)

1
n−1 . (2.16)

De (2.15) e (2.16), segue que:

M(1 − z) + z 6 (1 − θ)−
1
n−1 + θ−

1
n−1M(1 − z)(1 − zn−1)

1
n−1 ,

e portanto,

M 6
(1 − θ)−

1
n−1 − z

(1 − z)
[
1 − θ−

1
n−1 (1 − zn−1)

1
n−1

] .
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Fazendo θ = 1 − z2(n−1), temos

M 6
z−2 − z

(1 − z)
[
1 − (1 − z2(n−1))

1
1−n (1 − zn−1)−

1
1−n

]
=

(1 − z)(z−2 + z−1 + 1)

(1 − z)
[
1 −

(
1−z2(n−1)

1−zn−1

) 1
1−n
]

=
z−2 + z−1 + 1

1 − (1 + zn−1)
1

1−n

6 cn.

Assim, conclúımos a Afirmação 2.

Pela Afirmação 2 e (2.13), temos∫∞
0

|Eλ|e
−λ 6 (cn + 2)

∫∞
0

λe−λdλ = cn + 2.

Então, ∫∞
0

ew(t)
n
n−1−tdt 6 cn + 2.

Se β > 1 mostraremos que o supremo em (2.8) não existe. Para isso usaremos uma

sequência de funções de Moser. Sejam ηl(s) = min{s, 1} e wl(t) = l
n−1
n ηl(

t
l
) com l > 0.

Temos,

a) wl(0) = 0, pois ηl(0) = 0;

b) w ′l(t) > 0, pois w ′l(t) = l
− 1
nη ′(t

l
) para todo l > 0;

c)
∫∞
0 w

′
l(t)

ndt =
∫∞
0 l

−1η ′l(
t
l
)ndt =

∫l
0 l

−1dt = 1, para todo l > 0.

Então, wl ∈ H. Além disso,∫∞
0

eβw(tl)
n
n−1−tdt =

∫∞
0

eβlηl(
t
l )−tdt >

∫∞
l

eβl−tdt = e(β−1)l.

Fazendo l→∞ temos e(β−1)l →∞ já que β > 1. Portanto, o supremo não existe.

Em comparação entre o caso Sobolev e a desigualdade de Trudinger-Moser, podemos

chamar o número real αn de constante cŕıtica no caso Trudinger-Moser.
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2.3 Desigualdade de Trudinger-Moser: Caso Ilimi-

tado

Iniciaremos a abordagem da desigualdade de Trudinger-Moser para domı́nios ilimitados.

Cao [8], J. M. do Ó [13] e Adachi-Tanaka [1] propõem desigualdades do tipo Trudinger-

Moser quando Ω = Rn. Para simplificar a notação, denotaremos

Sn−2(α,u) =

n−2∑
j=0

αj

j!
|u|

n
n−1 j, com α > 0 e u ∈W1,n(Rn).

O resultado a seguir se encontra em [4] e usaremos no decorrer do texto.

Lema 2.3.1 (Lema Radial). Seja u ∈ Lp(Rn) com 1 6 p < ∞. Se u é uma função

radial não-crescente, isto é, 0 6 u(x) 6 u(y) se |x| > |y|, então

|u(x)| 6 |x|−
n
p

( n

ωn−1

) 1
n‖u‖p, ∀x 6= 0.

Demonstração. Para cada r > 0, onde r := |x|, temos:

||u||pp >
∫
Br

up

= ωn−1

∫ r
0

[u(s)]psn−1ds

> ωn−1[u(r)]
p

∫ r
0

sn−1ds

= ωn−1[u(r)]
p r
n

n
.

Portanto,

||u||p > r
n
p

(ωn−1

n

) 1
p

u(r).

O lema segue da desigualdade acima.

O resultado a seguir é devido J. M. do Ó [13].

Teorema 2.3.1. Seja u ∈W1,n(Rn) com n > 2. Então,∫
Rn

[
eα|u|

n
n−1

− Sn−2(α,u)
]
<∞, ∀α > 0. (2.17)

Além disso, se ‖∇u‖nn 6 1, ‖u‖n 6 M < ∞ e α < αn então existe constante C =

C(n,M,α) tal que ∫
Rn

[
eα|u|

n
n−1

− Sn−2(α,u)
]
6 C. (2.18)
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Demonstração. Sem perda de generalidade, podemos trocar u por |u| e considerar u > 0.

Dada u ∈ W1,n(Rn), seja u∗ a simetrizada de Schwarz associada a função u. Então

u∗ ∈W1,n(Rn), ∫
Rn

|∇u∗|n dx 6
∫
Rn

|∇u|n dx, (2.19)

e ∫
Rn
G
(
u∗(x)

)
dx =

∫
Rn
G
(
u(x)

)
dx, (2.20)

onde G : [0,∞)→ [0,∞) é cont́ınua e crescente tal que G(0) = 0. Em particular,∫
Rn

[
eα|u|

n
n−1

− Sn−2(α,u)
]
dx =

∫
Rn

[
eα|u

∗|
n
n−1

− Sn−2(α,u∗)
]
dx.

Seja r > 1 um número real a ser determinado. Podemos escrever,∫
Rn

[
eα|u

∗|
n
n−1

− Sn−2(α,u∗)
]
dx =

∫
|x|<r

[
eα|u

∗|
n
n−1

− Sn−2(α,u∗)
]
dx

+

∫
|x|>r

[
eα|u

∗|
n
n−1

− Sn−2(α,u∗)
]
dx

6
∫
|x|<r

eα|u
∗|

n
n−1
dx︸ ︷︷ ︸

I

+

∫
|x|>r

[
eα|u

∗|
n
n−1

− Sn−2(α,u∗)
]
dx︸ ︷︷ ︸

II

.

Reduzimos o problema para a analise das integrais em (I) e (II).

Estimando (I): precisaremos de duas desigualdedes elementares.

d.1 Para todo u, v > 0 tem-se que (u+ v)
n
n−1 6 u

n
n−1 +Au

1
n−1v+ v

n
n−1 .

Com efeito, se u = 0 ou v = 0 nada a fazer. Suponhamos que v 6= 0 e seja

h : (0,∞) → R dada por h(t) =
(t+ 1)

n
n−1 − t

n
n−1 − 1

t
1
n−1

. Note que existe constante

A = A(n) > 0 tal que |h(t)| 6 A ∀t > 0, pois h é cont́ınua, e lim
t→0

h(t), lim
t→∞h(t)

existem. Então,

At
1
n−1 > (t+ 1)

n
n−1 − t

n
n−1 − 1

= v−
n
n−1 (tv+ v)

n
n−1 − t

n
n−1 − 1.

Multiplicando por v
n
n−1 obtemos A(tv)

1
n−1v > (tv+v)

n
n−1 −(tv)

n
n−1 −v

n
n−1 e fazendo

u = tv segue (d.1).

d.2 Se γ,γ ′ > 0 tais que γ+ γ ′ = 1, então para qualquer ε > 0 tem-se que

uγvγ
′
6 εu+ ε−

γ
γ ′ v ∀u, v > 0.
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Com efeito, pela desigualdade de Young temos,

ab 6 γa
1
γ + γ ′b

1
γ ′ , ∀a,b > 0.

Fazendo a = (εu)γ, b = ε−γvγ
′

e notando que γ ′ < 1 segue (d.2).

Seja v(x) = u∗(x) − u∗(rx0) onde x0 ∈ Rn e |x0| = 1. Note que se x pertence a fronteira

de Br então v(x) = 0 porque u∗ é radial. Portanto, v ∈ W1,n
0 (Br). Por (d.1) e (d.2),

temos

|u∗(x)|
n
n−1 = |v(x) + u∗(rx0)|

n
n−1 6 u∗(rx0)

n
n−1 +Au∗(rx0)v(x)

1
n−1 + v(x)

n
n−1

e

u∗(rx0)v(x)
1
n−1 =

(
u∗(rx0)

n
n−1

)n−1
n
(
v(x)

n
n−1

) 1
n

6
( ε
A

) 1
1−n

u∗(rx0)
n
n−1 +

( ε
A

)
v

n
n−1 .

Portanto,

|u∗(x)|
n
n−1 6 u∗(rx0)

n
n−1 + ε

1
1−nA− n

1−nu∗(rx0)
n
n−1 + εv(x)

n
n−1 + v(x)

n
n−1 .

= K(ε,n)u∗(rx0)
n
n−1 + (1 + ε)v(x)

n
n−1 ,

onde K(ε,n) = 1 + ε
1

1−nA
n
n−1 . Então,∫

|x|<r

eα|u
∗|

n
n−1
dx 6

∫
|x|<r

eK(ε,n)u
∗(rx0)

n
n−1+(1+ε)v(x)

n
n−1
dx

= eK(ε,n)u
∗(rx0)

n
n−1

∫
|x|<r

e(1+ε)v(x)
n
n−1
dx. (2.21)

Pelo Teorema 2.2.1 segue que∫
|x|<r

eα|u
∗|

n
n−1
dx <∞, ∀u ∈W1,n(Rn) e ∀α > 0. (2.22)

Escolha ε > 0 tal que (1 + ε)α < αn e pelo Teorema 2.2.1 temos∫
|x|<r

e(1+ε)v(x)
n
n−1
dx < |Br|C.

Combinando com (2.21) temos

∫
|x|<r

eα|u
∗|

n
n−1
dx 6 C

ωn−1r
n

n
eK(ε,n)u

∗(rx0)
n
n−1

6 C
ωn−1r

n

n
e

[(nMn

ωn−1

) 1
n−1 K(ε,n)

r
n
n−1

]
, (2.23)
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para toda u ∈ W1,n(Rn) tal que ‖∇u‖nn 6 1 e ‖u‖n 6 M, onde a última desigualdade

foi obtida usando o Lema Radial o qual garante

|u∗(x)| 6 |x|−1
( n

ωn−1

) 1
n‖u∗‖n, ∀x 6= 0.

Estimando (II): pela definição de Sn−2 e a expansão em série de Taylor da função expo-

nencial, temos∫
|x|>r

[
eα|u

∗|
n
n−1

− Sn−2(α,u∗)
]
dx =

αn−1

(n− 1)!

∫
|x|>r

|u∗|n dx+

∞∑
j=n

αj

j!

∫
|x|>r

|u∗|
n
n−1 j dx.

(2.24)

Note que ∫
|x|>r

|u∗|n dx 6
∫
Rn

|u∗|n dx = ‖u∗‖nn <∞, (2.25)

já que u∗ ∈W1,n(Rn). Agora, estimaremos∫
|x|>r

1

|x|
n
n−1 j

dx = ωn−1

∫∞
r

sn−1

s
n
n−1 j

ds

=

(
ωn−1
n
n−1

j− n

)
rn−

n
n−1 j

6 ωn−1r
n− n

n−1 j, ∀j > n.

Usando o Lema Radial, temos

∞∑
j=n

αj

j!

∫
|x|>r

|u∗|
n
n−1 j dx 6 ωn−1r

n

∞∑
j=n

αj

j!

[(
n

ωn−1

) 1
n
(
‖u∗‖n
r

)] n
n−1 j

. (2.26)

Tomando r > α
n−1
n ‖u∗‖n

(
n

ωn−1

) 1
n temos

∞∑
j=n

αj

j!

[(
n

ωn−1

) 1
n
(
‖u∗‖n
r

)] n
n−1 j

<∞ para todo

α > 0. Portanto, a existência da integral em (2.17) segue de (2.23), (2.24), (2.25) e (2.26).

Por fim, desde que ‖∇u‖n 6 1, ‖u‖n 6M e α < αn, escolha r =M
(

n
ωn−1

) 1
n . Temos

∞∑
j=n

αj

j!

[(
n

ωn−1

) 1
n
(
‖u∗‖n
r

)] n
n−1 j

6
∞∑
j=0

αj

j!

[(
n

ωn−1

) 1
n
(
‖u∗‖n
r

)] n
n−1 j

6
∞∑
j=0

(αn)
j

j!
= eαn .

Logo ∞∑
j=n

αj

j!

∫
|x|>r

|u∗|
n
n−1 j dx 6Mnneαn . (2.27)

Então, de (2.23), (2.24) e (2.27) segue (2.18).
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2.4 Desigualdade de Trudinger-Moser Invariante Por

Escalar

Adachi-Tanaka [1] mostra uma versão da desigualdade de Trudinger-Moser no Rn a

qual tem a propriedade invariante por escalar. Para simplificar a notação, denotaremos

Ψn(ξ) = e
ξ −

n−2∑
j=0

ξj

j!
.

Teorema 2.4.1 (Desigualdade do Tipo Trudinger-Moser Invariante Por Escalar). Se n

> 2, então para cada α ∈ [0,αn) existe uma constante positiva Cα tal que∫
Rn
Ψn

(
α
( |u(x)|
‖∇u‖n

) n
n−1

)
dx 6 Cα

‖u‖nn
‖∇u‖nn

, para u ∈W1,n(Rn) \ {0}. (2.28)

Demonstração. Usando o argumento de simetrização é suficiente provar (2.28) para funções

que são não-negativas, decrescente, radialmente simétrica e com suporte compacto. As-

sim, podemos tomar u(|x|) : [0,∞)→ R, u > 0, u ′ 6 0.

Seja w : (−∞,∞) → R dada por w(t) = n
n−1
n ω

1
n
n−1u(e

− t
n ) com |x|n = e−t. Então w

satisfaz:

1. w(t) > 0 para todo t ∈ R, já que u é não-negativa.

2. w ′(t) > 0 para todo t ∈ R, já que w ′(t) = −n− 1
nω

1
n
n−1u

′(e−
t
n )e−

t
n e u é não-

decrescente.

3. Existe t0 ∈ R tal que w(t0) = 0, já que u tem suporte compacto.

4.
∫
Rn

|∇u|ndx =
∫∞
−∞ |w ′(t)|ndt.

De fato, ∫∞
−∞ |w ′(t)|ndt = ωn−1

∫∞
−∞ |u ′(e−

t
n )|

n

n−1e−tdt.

Fazendo s = e−
t
n implica que −sn−1ds = n−1e−tdt. Então,

ωn−1

∫∞
−∞ |u ′(e−

t
n )|

n

n−1e−tdt = ωn−1

∫∞
0

|u ′(s)|nsn−1ds =

∫
Rn

|∇u|ndx.

5.
∫
Rn
Ψn
(
αu

n
n−1

)
dx = ωn−1

n

∫∞
−∞Ψn( ααnw(t) n

n−1

)
e−tdt.

De fato,

ωn−1

n

∫∞
−∞Ψn

( α
αn
w(t)

n
n−1

)
e−tdt =

ωn−1

n

∫∞
−∞Ψn

(
αu(e−

t
n )

n
n−1

)
e−tdt.
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Fazendo s = e−
t
n implica que −sn−1ds = n−1e−tdt. Então,

ωn−1

n

∫∞
−∞Ψn

(
αu(e−

t
n )

n
n−1

)
e−tdt = ωn−1

∫∞
0

Ψn
(
αu(s)

n
n−1

)
sn−1ds =

∫
Rn
Ψn
(
αu

n
n−1

)
dx.

6.
∫
Rn

|∇u(x)|ndx = 1

nn

∫∞
−∞ |w(t)|ne−tdt.

De fato,
1

nn

∫∞
−∞ |w(t)|ne−tdt = ωn−1

∫∞
−∞ |u(e−

t
n )|nn−1e−tdt.

Fazendo s = e−
t
n implica que −sn−1ds = n−1e−tdt. Então,

ωn−1

∫∞
−∞ |u(e−

t
n )|nn−1e−tdt = ωn−1

∫∞
0

|u(s)|nsn−1ds =

∫
Rn

|∇u(x)|ndx.

Dos itens 4, 5 e 6 é suficiente mostrar que para todo β ∈ (0, 1) existe uma constante

Cβ > 0 tal que ∫∞
−∞Ψn

(
βw(t)

n
n−1

)
e−tdt 6 Cβ

∫∞
−∞ |w(t)|ne−tdt (2.29)

para toda função w(t) satisfazendo os itens 1, 2, 3 e a condição

‖∇w‖nn =

∫∞
−∞ |w ′(t)|ndt = 1. (2.30)

Seja w(t) satisfazendo os itens 1, 2, 3 e (2.30) e considere

T0 = sup{t ∈ R : w(t) 6 1} ∈ (−∞,∞].

Note que∫∞
−∞Ψn

(
βw(t)

n
n−1

)
e−tdt =

∫T0
−∞Ψn

(
βw(t)

n
n−1

)
e−tdt︸ ︷︷ ︸

I

+

∫∞
T0

Ψn
(
βw(t)

n
n−1

)
e−tdt︸ ︷︷ ︸

II

. (2.31)

Faremos estimativas em (I) e (II) para a conclusão de (2.29).

No caso t ∈ (−∞, T0]. Usando que u é cont́ınua, w(T0) 6 1 e w sendo não-decrescente

segue que w(t) ∈ [0, 1]. Observando que Ψ(ξ) = ξn−1

∞∑
j=0

ξj

(j+ n− 1)!
, podemos achar

kn > 0 tal que Ψ(ξ) 6 knξ
n−1 para todo ξ ∈ [0, 1]. Escolhendo ξ = βw(t)

n
n−1 , logo

Ψn(βw(t)
n
n−1 ) 6 knβn−1w(t)n. Assim,∫T0

−∞Ψn
(
βw(t)

n
n−1

)
e−tdt 6 kn

∫T0
−∞w(t)

ne−tdt. (2.32)
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No caso t ∈ [T0,∞). Pela definição T0 segue que w(T0) = 1 e para t > T0 temos

w(t) = w(T0) +

∫ t
T0

w ′(s)ds

6 1 + (t− T0)
n−1
n

(∫∞
T0

w ′(s)ds
) 1
n

6 1 + (t− T0)
n−1
n .

Note que para qualquer ε > 0 existe uma constante Cε > 0 tal que

1 + s
n−1
n 6 ((1 + ε)s+ Cε)

n−1
n , ∀ s > 0.

Assim, fazendo s = t− T0 segue

|w(t)|
n
n−1 6 (1 + ε)(t− T0) + Cε, ∀ t > T0.

Desde que β ∈ (0, 1) e escolhendo ε > 0 suficientemente pequeno tal que β(1 + ε) < 1,

temos ∫∞
T0

Ψn
(
βw(t)

n
n−1

)
e−tdt 6

∫T0
−∞ e

βw(t)
n
n−1−tdt

6
∫∞
T0

eβ[(1+ε)(t−T0)+Cε]−tdt

= eβCε−T0
∫∞
T0

e[β(1+ε)−1](t−T0)

=
eβCε−T0

1 − β(1 + ε)
. (2.33)

Por outro lado, t > T0 implica que w(t) > 1. Assim,∫∞
T0

|w(t)|ne−tdt >
∫∞
T0

e−tdt = e−T0 . (2.34)

De (2.33) e (2.34) conclúımos que∫∞
T0

Ψn
(
βw(t)

n
n−1

)
e−tdt 6

eβCε

1 − β(1 + ε)

∫∞
T0

|w(t)|ne−tdt. (2.35)

De (2.31), (2.32), (2.35) e escolhendo Cβ = max{kn,
eβCε

1 − β(1 + ε)
} obteremos (2.29).

Mostraremos a propriedade invariante por escalar no Teorema 2.4.1, isto é, para cada

u ∈W1,n(Rn) e λ > 0, definindo uλ(x) = u(λx), vale∫
Rn
Ψn

(
α
( |uλ(x)|
‖∇uλ‖n

) n
n−1

)
dx 6 Cα

‖uλ‖nn
‖∇uλ‖nn

.

De fato, a função uλ satisfaz:
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a. ‖∇uλ‖n = ‖∇u‖n;

b.
∫
Rn
Ψn

(
α
(

|uλ(x)|
‖∇uλ‖n

) n
n−1

)
dx = λ−n

∫
Rn
Ψn

(
α
(

|u(x)|
‖∇u‖n

) n
n−1

)
dx;

c. ‖uλ‖nn = λ−n‖u‖nn.

Os itens (a), (b) e (c) são fáceis de provar. Basta aplicar o Teorema de Mudança de

Variável. Agora, usando o item (b), o Teorema 2.4.1, e os itens (a) e (c) nessa ordem,

temos ∫
Rn
Ψn

(
α
( |uλ(x)|
‖∇uλ‖n

) n
n−1

)
dx = λ−n

∫
Rn
Ψn

(
α
( |u(x)|
‖∇u‖n

) n
n−1

)
dx

6 λ−nCα
‖u‖nn
‖∇u‖nn

= Cα
‖uλ‖nn
‖∇uλ‖nn

.



Caṕıtulo 3

Desigualdades de Trudinger-Moser

na Forma Singular

3.1 Introdução

Apresentaremos versões singulares da desigualdade Trudinger-Moser. No caso limitado,

abordaremos a forma singular do Teorema 2.2.1 provada por Adimurthi-Sandeep [2]. E

já no caso ilimitado, faremos uma extensão da desigualdade de Trudinger-Moser feita por

M. de Souza [11]. A importância deste último resultado será percebida no estudo sobre

a existência e multiplicidade de soluções fracas para uma classe de problemas eĺıpticos

singulares.

3.2 Desigualdade de Trudinger-Moser com Peso Sin-

gular

Adimurthi-Sandeep [2] por meio do argumento de simetrização e densidade estabelece-

ram a seguinte variante da desigualdade Trudinger-Moser incluindo um peso singular.

Teorema 3.2.1 (Desigualdade de Trudinger-Moser com Peso Singular). Sejam Ω ⊆ Rn

um domı́nio limitado contendo a origem e u ∈ W1,n
0 (Ω), com n > 2 . Então, para cada

α > 0 e a ∈ [0,n) tem-se que ∫
Ω

eα|u|
n
n−1

|x|a
dx <∞. (3.1)

25
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Além disso,

sup
‖∇u‖n61

∫
Ω

eα|u|
n
n−1

|x|a
dx <∞ (3.2)

se,e somente se, α
αn

+ a
n
6 1.

Demonstração. Para mostrar (3.1), escolha t > 1 tal que at < n . Pela desigualdade de

Hölder, temos ∫
Ω

eα|u|
n
n−1

|x|a
dx 6

[ ∫
Ω

e
t
t−1α|u|

n
n−1
dx︸ ︷︷ ︸

I

] t−1
t
[ ∫
Ω

|x|−tadx︸ ︷︷ ︸
II

] 1
t

.

A integral em (I) é finita devido ao Teorema 2.2.1. Já a integral em (II) é finita devido

a uma estimativa simples usando o Teorema da Mudança de Variável. De fato, temos∫
Ω

|x|−tadx 6
∫
Ω∩B1

|x|−tadx︸ ︷︷ ︸
II1

+

∫
Ω∩Bc1

|x|−tadx︸ ︷︷ ︸
II2

.

Se x ∈ Ω ∩ Bc1 temos |x| > 1 implicando que |x|−at 6 1, portanto, a integral em (II2) é

menor ou igual que |Ω ∩ Bc1 |. Resta verificar que a integral em (II1) é finita. De fato,∫
Ω∩B1

|x|−tadx 6
∫
B1

|x|−tadx = ωn−1 lim
s→0

∫ 1
s

rn−1−atdr.

Como at < n implica que −1 < n− 1 − at e assim,

ωn−1 lim
s→0

∫ 1
s

rn−1−atdr = ωn−1 lim
s→0

rn−at

n− at

∣∣∣∣∣
1

s

=
ωn−1

n− at
.

Suponha α
αn

+ a
n
6 1. Dividiremos a demonstração de (3.2) em dois casos:

Caso 1: α
αn

+ a
n
< 1. Escolhendo t > 1 tal que α

αn
+ at
n

= 1 e usando da desigualdade de

Hölder, temos ∫
Ω

eα|u|
n
n−1

|x|a
dx 6

[ ∫
Ω

eαn|u|
n
n−1
dx
] α
αn
[ ∫
Ω

|x|−
n
t dx︸ ︷︷ ︸

III

]at
n

.

De modo similar à estimativa da integral em (II), conclúımos que a integrtal em (III) é

finita, isto é, limitada por uma constante positiva C. Passando o supremo na desigualdade

acima, temos

sup
‖∇u‖n61

∫
Ω

eα|u|
n
n−1

|x|a
dx 6 C sup

‖∇u‖n61

[ ∫
Ω

eαn|u|
n
n−1
dx
] α
αn

︸ ︷︷ ︸
IV

.
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Note que (IV) é finito devido ao Teorema 2.2.1, já que α
αn
< 1.

Caso 2: α
αn

+ a
n
= 1. Denotando β = α

αn
tem-se que a

n
= 1 − β; assim para provar (3.2)

é equivalente mostrar,

sup
‖∇u‖n61

∫
Ω

eβαn|u|
n
n−1

|x|(1−β)n
dx <∞.

As ferramentas de simetrização e densidade, permitem tomar BR bola de raio R e centro na

origem em vez de Ω e u uma função positiva, suave e radial. Pelo Teorema da Mudança

de Variável, temos ∫
BR

|∇u|n dx = ωn−1

∫R
0

[u ′(r)]nrn−1dr (3.3)

e ∫
BR

eβαnu
n
n−1

|x|(1−β)n
dx = ωn−1

∫R
0

eβαnu
n
n−1
rβn−1dr. (3.4)

Defina, v(r) = β
n−1
n u(r

1
β ) com r ∈

[
0,Rβ

]
. A seguir mostraremos algumas propriedades

da relação entre as funções u e v.

Afirmação 3. Vale a igualdade:∫Rβ
0

[v ′(r)]nrn−1dr =

∫R
0

[u ′(r)]nrn−1dr.

De fato, calculando a derivada de v tem-se que v ′(r) = β
n−1
n u ′(r

1
β )β−1rβ

−1−1. Logo,∫Rβ
0

[v ′(r)]nrn−1dr =

∫Rβ
0

[β
n−1
n u ′(r

1
β )β−1rβ

−1−1]nrn−1dr =

∫Rβ
0

[u ′(r
1
β )]nβ−1r

n
β−1dr.

Fazendo r
1
β = s implica que r

n
β = sn, e consequentemente, β−1r

n
β−1dr = sn−1ds. Então∫Rβ

0

[u ′(r
1
β )]nβ−1r

n
β−1dr =

∫R
0

[u ′(s)]nsn−1ds.

Afirmação 4. Vale a igualdade:

1

β

∫Rβ
0

eαnv
n
n−1
rn−1dr =

∫R
0

eαnβu
n
n−1
rβn−1dr.

De fato, usando a definição de v tem-se que

1

β

∫Rβ
0

eαnv
n
n−1
rn−1dr =

1

β

∫Rβ
0

eαn[β
n−1
n u(r

1
β )]

n
n−1
rn−1dr =

1

β

∫Rβ
0

eαnβ[u(r
1
β )]

n
n−1
rn−1dr

Fazendo r
1
β = s implica que rn = sβn, e consequentemente, rn−1dr = βsβn−1ds. Então

1

β

∫Rβ
0

eαnβ[u(r
1
β )]

n
n−1
rn−1dr =

∫R
0

eαnβu(s)
n
n−1
sβn−1ds.
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De (3.3), Afirmação 3 e usando o Teorema Mudança de Variável, conclúımos que∫
BR

|∇u|n =

∫
B
Rβ

|∇v|n. (3.5)

Pela Afirmação 4, (3.4) e o Teorema Mudança de Variável, conclúımos que∫
BR

eβαn|u|
n
n−1

|x|(1−β)n
=

1

β

∫
B
Rβ

eαn|v|
n
n−1

. (3.6)

De (3.5), (3.6) e usando o Teorema 2.2.1 em v, temos que

sup
‖∇u‖n61

∫
BR

eβαn|u|
n
n−1

|x|(1−β)n
6

1

β
sup

‖∇v‖n61

∫
B
Rβ

eαn|v|
n
n−1

<∞.

Por fim, se vale (3.2) então α
αn

+ a
n
6 1, ou seja, se α

αn
+ a
n
> 1 então não vale (3.2). De

fato, escolhendo R > 0 tal que BR ⊆ Ω, e para cada l ∈ (0,R) define a função de Moser:

ul(x) =
1

(ωn−1)
1
n


(ln R

l
)
n−1
n , se 0 6 |x| 6 l

ln R
|x|

(ln R
l
)

1
n

, se l 6 |x| 6 R

0, se |x| > R.

Afirmação 5. Vale a igualdade ∫
Ω

|∇ul|n = 1.

De fato, calculando as derivadas parciais da função de Moser com relação a i -éssima

coordenada do ponto x = (x1, x2, ..., xn), temos que

∂ul

∂xi
(x) =


0, se 0 6 |x| 6 l

−
xi

|x|2
(ωn−1 ln R

l
)−

1
n , se l < |x| < R

0, se |x| > R.

Então,

|∇ul(x)| =
[ n∑
i=1

(∂ul
∂xi

)2] 1
2

=
[(
ωn−1 ln

R

l

)− 2
n

n∑
i=1

(
−
xi

|x|2

)2] 1
2

=
(
ωn−1 ln

R

l

)− 1
n

(x21 + x22 + ...x2n
|x|4

) 1
2

=
(
ωn−1 ln

R

l

)− 1
n |x|−1.
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Portanto, |∇ul(x)|n =
(
ωn−1 ln R

l

)−1
|x|−n. Assim,∫

Ω

|∇ul(x)|ndx =
∫
BR

|∇ul(x)|ndx−
∫
Bl

|∇ul(x)|ndx

=
(
ωn−1 ln

R

l

)−1
(∫
BR

|x|−ndx−

∫
Bl

|x|−ndx

)
=
(
ωn−1 ln

R

l

)−1
(
ωn−1 lim

s→0

∫R
s

r−1dr−ωn−1 lim
s→0

∫ l
s

r−1dr

)
=
(
ln
R

l

)−1
lim
s→0

(
ln r

∣∣∣∣R
s

− ln r

∣∣∣∣l
s

)
=
(
ln
R

l

)−1(
lnR− ln l

)
=
(
ln
R

l

)−1(
ln
R

l

)
= 1.

Agora, usaremos a famı́lia {ul} para mostrarmos que o supremo em (3.2) não existe. Com

efeito, ∫
Ω

eαu
n
n−1
l

|x|a
dx >

∫
Bl

eαu
n
n−1
l

|x|a
dx

= eαu
n
n−1
l

∫
Bl

|x|−adx

= eα
[
(ωn−1)

− 1
n (ln Rl )

n−1
n

] n
n−1 (ωn−1l

n−a

n− a

)
= e(ln

R
l )α(ωn−1)

− 1
n−1
(ωn−1l

n−a

n− a

)
=
(R
l

)α(ωn−1)
− 1
n−1 (ωn−1l

n−a

n− a

)
=
( R

nα
αn

l
nα
αn la−n

)(ωn−1

n− a

)
=
( R

nα
αn

ln(
α
αn

+ a
n−1)

)(ωn−1

n− a

)
. (3.7)

Fazendo l→ 0 em (3.7) temos ∫
Ω

eαu
n
n−1
l

|x|a
dx→∞,

porque α
αn

+ a
n
> 1. Portanto, o supremo em (3.2) não existe.

Note que as formulações dadas nos Teoremas 2.2.1 e 3.2.1 não são aplicadas para

domı́nios não limitados, pelo fato das desigualdades serem estimadas pela medida do

domı́nio.
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3.3 Uma Desigualdade Singular do Tipo Trudinger-

Moser Sobre Subdomı́nios do R2

M. de Souza motivado pelos trabalhos [1], [2], [8] e [12] mostrou em [11] a seguinte

versão da desigualdade de Trudinger-Moser, n = 2. Mais precisamente,

Teorema 3.3.1. Sejam Ω um domı́nio suave em R2 contendo a origem, α > 0, a ∈ [0, 2)

e u ∈ H1
0(Ω). Então,

(eαu
2
− 1)

|x|a
∈ L1(Ω). (3.8)

Além disso, se α
4π

+ a
2
< 1 e ‖u‖2 6 M, então existe uma constante positiva C = C(M,α)

tal que

sup
‖∇u‖261

∫
Ω

(eαu
2
− 1)

|x|a
dx < C(M,α). (3.9)

Temos ainda que o supremo em (3.9) é +∞ quando α
4π

+ a
2
> 1.

Demonstração. Para cada u ∈ H1
0(Ω) temos que∫

Ω

(eαu
2
− 1)

|x|a
dx 6

∫
R2

(eαw
2
− 1)

|x|a
dx,

onde w ∈ H1(R2) tal que w(x) = u(x) se x ∈ Ω e w(x) = 0 se x ∈ R2\Ω, isto é, w é a

função extensão de u. Portanto, é suficiente provarmos o resultado para u ∈ H1(R2).

O método de simetrização de Schwarz garante que é suficiente provarmos a desigualdade

pretendida para funções não-negativas, radialmente simétricas e decrescente u(x) = u(|x|).

Seja r > 0 um número real a ser escolhido depois. Temos∫
R2

(eαu
2
− 1)

|x|a
dx =

∫
|x|<r

(eαu
2
− 1)

|x|a
dx+

∫
|x|>r

(eαu
2
− 1)

|x|a
dx. (3.10)

Para estimar a primeira integral em (3.10), considere v(s) = u(s) − u(r) se 0 6 s 6 r e

v(s) = 0 se s > r. Assim, v ∈ H1
0(R

2). Então,

d.1 u(s)2 = v(s)2 + 2v(s)u(r) + u(r)2, para todo s > 0. Com efeito,

u(s)2 = (v(s) + u(r))2 = v(s)2 + 2v(s)u(r) + u(r)2.

d.2 Para cada ε > 0 existe Cε > 0 tal que u(s)2 6 (1 + ε)v(s) + (1 + Cε)u(r)
2.

Com efeito, pela desigualdade de Young temos:

v(s)u(r) =
(
v(s)ε

1
2

)(
ε−

1
2u(r)

)
6

(
v(s)ε

1
2

)2
2

+

(
ε−

1
2u(r)

)2
2

=
v(s)2ε

2
+
u(r)2ε−1

2
.
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Dáı, obtemos 2v(s)u(r) 6 v(s)2ε+u(r)2Cε onde Cε = ε
−1 e combinando com (d.1)

segue (d.2).

d.3 u(s)2 6 (1 + ε)v(s)2 +
1 + Cε
πr2

‖u‖22.

Com efeito, pelo Lema Radial temos que |u(s)| 6 π− 1
2‖u‖2s−1 para todo s > 0.

Elevando ao quadrado com s = r e combinado com (d.2) segue (d.3).

Escolhendo r2 >
1 + Cε
π

em (d.3) temos

u(s)2 6 (1 + ε)v(s)2 + ‖u‖22. (3.11)

Logo, ∫
|x|<r

(eαu
2
− 1)

|x|a
dx 6

∫
|x|<r

eα[(1+ε)v
2+‖u‖22]

|x|a
dx−

∫
|x|<r

|x|−adx

6
∫
|x|<r

eα[(1+ε)v
2+‖u‖22]

|x|a
dx

= eα‖u‖
2
2

∫
|x|<r

eα(1+ε)v
2

|x|a
dx. (3.12)

Como v ∈ H1
0(Br), obtemos por (3.12) e pelo Teorema 3.2.1 que∫

|x|<r

(eαu
2
− 1)

|x|a
dx <∞, (3.13)

∀α > 0 e u ∈ H1(R2). Além disso, note que
∫
R2 ‖∇u‖2dx 6 1 implica que∫

|x|<r

|∇v|2dx =
∫
|x|<r

|∇u|2dx 6
∫
R2

|∇u|2dx 6 1

e se ‖u‖22 6M podemos reescrever (3.12) como∫
|x|<r

(eαu
2
− 1)

|x|a
dx 6 eαM

2

∫
|x|<r

eα(1+ε)v
2

|x|a
dx. (3.14)

Assim, escolhendo ε > 0 tal que
(1 + ε)α

4π
+
a

2
< 1, pelo Teorema 3.2.1 e a estimativa

(3.14), obtemos uma constante C1 > 0 tal que

sup
‖∇u‖261

∫
|x|<r

(eαu
2
− 1)

|x|a
dx 6 eαM

2

C1. (3.15)

Agora, estimaremos a segunda integral em (3.10). Note que |x| > 1 implica que 1
|x|a

6 1

para a ∈ [0, 2). Então, para r > 1∫
|x|>r

(eαu
2
− 1)

|x|a
dx 6

∫
|x|>r

(eαu
2

− 1)dx

6
∫
R2

(eαu
2

− 1)dx. (3.16)
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Portanto, por (3.16) e Teorema 2.3.1 segue que:∫
|x|>r

(eαu
2
− 1)

|x|a
dx <∞ (3.17)

∀α > 0 e u ∈ H1(R2). Além disso, se ‖u‖22 6 M e α
4π

+ a
2
< 1( implica que α < 4π),

então pelo Teorema 2.3.1 e por (3.16) segue a existência de uma constante C2(α,M) > 0

tal que

sup
‖∇u‖261

∫
|x|>r

(eαu
2
− 1)

|x|a
dx < C2(α,M). (3.18)

Escolhendo r = max

{
1,

√
1 + Cε
π

}
, então (3.8) segue de (3.10), (3.13) e (3.17), e (3.9)

segue de (3.10), (3.15) e (3.18).

Por fim, mostraremos que o supremo em (3.9) não existe quando α
4π

+ a
2
> 1. De fato,

considere as funções de Moser:

ul(x) =
1

(2π)
1
2


(ln l)

1
2 , se 0 6 |x| 6 1

l

ln 1
|x|

(ln l)
1
2

, se 1
l
6 |x| 6 1

0, se |x| > 1.

Portanto, ul ∈ H1(R2), supp(ul) = B̄1 e ‖∇ul‖2 = 1. Assim,∫
R2

(eαu
2
l − 1)

|x|a
dx >

∫
B 1
l

(eαu
2
l − 1)

|x|a
dx =

2π

2 − α

(
l2(

α
4π+

a
2−1) −

1

l2−a

)
.

Fazendo l→∞ implica que
∫
R2

(eαu
2
l−1)

|x|a
dx→∞ já que α

4π
+ a

2
> 1.

Em [22, Teorema I.6], Lions mostrou que a constante cŕıtica αn na desigualdade de

Trudinger-Moser (Teorema 2.2.1) pode ser melhorada ao longo de certas sequências. Mais

recentemente, J. M. do Ó, E. Medeiros e U. B. Severo [14] mostraram uma extensão do

resultado de Lions para Ω = R2. Mais precisamente, se (wn) é uma sequência em

H1(R2) tal que ‖wn‖1,2 = 1, wn ⇀ w0 em H1(R2) com ‖w0‖1,2 < 1 então para todo

0 < p < 4π(1 − ‖w0‖21,2)−1 temos

sup
n

∫
R2

(epw
2
n − 1)dx <∞.

A seguir estabeleceremos uma versão singular deste resultado devido J. M. do Ó e M. de

Souza [15].
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Proposição 3.3.1. Seja (wn) em H1(R2) com ‖wn‖1,2 = 1 e suponha que wn ⇀ w0 em

H1(R2) com ‖w0‖1,2 < 1. Então, para todo 0 < p < 2π(2−a)(1−‖w0‖21,2)−1 e a ∈ [0, 2),

tem-se que

sup
n

∫
R2

(epw
2
n − 1)

|x|a
dx <∞.

Demonstração. Por hipótese, wn ⇀ w0 e ‖wn‖1,2 = 1. Logo

‖wn −w0‖21,2 = ‖wn‖21,2 − 2〈wn,w0〉+ ‖w0‖21,2 → 1 − ‖w0‖21,2 <
2π(2 − a)

p
.

Dáı, para n suficientemente grande, temos

‖wn −w0‖21,2 <
2π(2 − a)

p
.

Multiplicando por p
4π

, obtemos

p‖wn −w0‖21,2
4π

+
a

2
< 1.

Tomando q > 1 (próximo de 1) e ε > 0 satisfazendo

q(1 + ε2)p‖wn −w0‖21,2
4π

+
a

2
< 1.

Tome vn = wn−w0

‖wn−w0‖1,2 temos ‖vn‖1,2 = 1, consequentemente, ‖vn‖2 6 1 e ‖∇vn‖2 6 1.

Portanto, sabendo que H1(R2) = H1
0(R

2) e aplicando o Teorema 3.3.1, temos

∫
R2

(eq(1+ε
2)p(wn−w0)

2
− 1)

|x|a
dx =

∫
R2

[
e
q(1+ε2)p‖wn−w0‖21,2

(
wn−w0

‖wn−w0‖1,2

)2
− 1
]

|x|a
dx < C1.

Além disso, desde que

pw2
n 6 p(1 + ε2)(wn −w0)

2 + p(1 +
1

ε2
)w2

0,

segue que

epw
2
n − 1 6 ep(1+ε

2)(wn−w0)
2

ep(1+
1
ε2

)w2
0 − 1

6
1

q

(
eqp(1+ε

2)(wn−w0)
2

− 1

)
+

1

r

(
erp(1+

1
ε2

)w2
0 − 1

)
,

onde a última desigualdade foi obtida usando a desigualdade

ab− 1 6
1

q
(aq − 1) +

1

r
(br − 1), a,b > 0 e q−1 + r−1 = 1.
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Então,∫
R2

(epw
2
n − 1)

|x|a
dx 6

1

q

∫
R2

(eqp(1+ε
2)(wn−w0)

2
− 1)

|x|a
dx+

1

r

∫
R2

(erp(1+1/ε2)w2
0 − 1)

|x|a
dx

6
1

q
C1 +

1

r
C2

6 C,

onde C = max{C1,C2} e C2 > 0 é obtida aplicando o Teorema 3.3.1 na segunda integral.

Vejamos uma consequência útil do Teorema 3.3.1.

Lema 3.3.1. Sejam β > 0 e r > 1. Então, para cada α > r existe uma constante positiva

C = C(α) tal que para todo s ∈ R tem-se que

(eβs
2

− 1)r 6 C(eαβs
2

− 1).

Em particular, se u ∈ H1(R2) e a ∈ [0, 2) então

(eβu
2
− 1)r

|x|a
∈ L1(R2).

Demonstração. Se r > 1, obtemos pela regra de L’Hôpital que

lim
s→0

(eβs
2
− 1)r

eαβs
2 − 1

= lim
s→0

r(eβs
2
− 1)r−1eβs

2

αeαβs
2 = 0

e por outro lado, colocando em evidência os termos erβs
2

e eαβs
2
,

lim
|s|→∞

(eβs
2
− 1)r

eαβs
2 − 1

= lim
|s|→∞

erβs
2
(1 − e−βs

2
)r

eαβs
2(1 − e−αβs2)

= 0,

já que α > r. Dáı, o resultado segue.

Em particular, ∫
R2

(eβu
2
− 1)r

|x|a
6 C
∫
R2

(eαβu
2
− 1)

|x|a
<∞,

onde está última parcela foi estimada pelo Teorema 3.3.1.

Observação 3.3.1. Sejam β > 0, q > 0 e a ∈ [0, 2). Então,

|u|q
(eβu

2
− 1)

|x|a
∈ L1(R2) ∀u ∈ H1(R2).
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Demonstração. Seja u ∈ H1(R2) e escolhendo r > 1(próximo de 1) tal que ar < 2, pela

desigualdade Hölder

∫
R2

|u|q
(eβu

2
− 1)

|x|a
dx 6

(∫
R2

|u|q
r
r−1dx

) r−1
r
(∫

R2

(eβu
2
− 1)r

|x|ar
dx

) 1
r

.

Pelo Lema 3.3.1 temos que para cada α > r existe uma constante positiva C tal que

∫
R2

|u|q
(eβu

2
− 1)

|x|a
dx 6 C

1
r

(∫
R2

|u|q
r
r−1dx

) r−1
r
(∫

R2

(eβαu
2
− 1)

|x|ar
dx

) 1
r

.

Note que se r → 1 então q r
r−1
→ ∞, assim, podemos supor que q r

r−1
> 2. Usando que

H1(R2) ↪→ Lt(R2) para todo t > 2 conclúımos que a primeira integral existe e a segunda

integral existe devido ao Teorema 3.3.1.



Caṕıtulo 4

Uma Classe de Problemas Eĺıpticos

Singulares

4.1 Introdução

Neste caṕıtulo estudaremos uma classe de problemas eĺıpticos não-homogêneos e singu-

lares com o propósito de investigar a existência e multiplicidade de soluções fracas. Este

problema foi estudado por J. M. do Ó e M. de Souza [15]. As principais dificuldades são

a falta de compacidade devido a ilimitação do domı́nio, ausência da condição de (PS) por

causa de uma não linerialidade cŕıtica e a presença da sigunlaridade |x|−a. As ferramentas

necessárias para tal propósito são o Teorema 3.3.1, o Teorema do Passo da Montanha e o

Prinćıpio Variacional de Ekeland.

4.2 Descrição do Problema

Investigaremos a existência e multiplicidade de soluções fracas para uma classe de pro-

blemas singulares da forma:

−∆u+ V(x)u =
f(u)

|x|a
+ h(x), x ∈ R2 (4.1)

onde a ∈ [0, 2),h ∈
(
H1(R2)

)∗
= H−1(R2) é uma pequena pertubação com h 6≡ 0 e

V : R2 → R é uma função cont́ınua satisfazendo:

(V1) existe uma constante V0 tal que V(x) > V0 > 0, ∀x ∈ R2;

(V2) a função
[
V(x)

]−1
pertence L1(R2);

36
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(V3) V é radialmente simétrica, ou seja, V(x) = V(x ′) quando |x| = |x ′|;

(V4) a função V(x) é coerciva, ou seja, V(x)→∞ se |x|→∞.

Definindo o potêncial V(x) = e|x|, é fácil verificar que as condições (V1) − (V4) são

satisfeitas.

Estaremos interessados no caso que a não-linearidade f(s) tem o máximo crescimento

sobre s que torna posśıvel tratar o problema (4.1) variacionalmente num espaço de funções

adequado, ou seja, o crescimento subcŕıtico e crescimento cŕıtico do tipo Trudinger-Moser.

Definição 4.2.1. Diremos que f : R → R tem crescimento subcŕıtico em +∞ se para

todo α > 0 tem-se:

lim
s→+∞

f(s)

eαs
2 = 0.

Definição 4.2.2. Diremos que f : R → R tem crescimento cŕıtico em +∞ se existe

α0 > 0 tal que:

lim
s→+∞

f(s)

eαs
2 =

 0, se α > α0

+∞, se α < α0.

Analogamente definimos crescimento subcŕıtico e cŕıtico em −∞. Note que devido a

presença da singularidade |x|−a em (4.1) devemos usar uma versão singular da desigual-

dade Trudinger-Moser, por isso aplicaremos o Teorema 3.3.1 em vez da desigualdade

clássica. Suporemos as seguintes condições sobre a não-linearilidade de f(s):

(f0) f ∈ C(R,R) e f(0) = 0;

(f1) existem constantes θ > 2 e s1 > 0 tal que para todo |s| > s1 tem-se:

0 < θF(s) := θ

∫s
0

f(t)dt 6 sf(s);

(f2) existem constantes positivas R0 e M0 tais que para todo |s| > R0 tem-se:

0 < F(s) 6M0|f(s)|.
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Para aplicarmos os métodos variacionais, definiremos o subespaço de H1(R2)

E =

{
u ∈ H1(R2) :

∫
R2

V(x)u2dx <∞},

o qual é um espaço de Hilbert com o produto interno

(u, v) =

∫
R2

[∇u∇v+ V(x)uv]dx, u, v ∈ E, (4.2)

para o qual corresponde a norma

‖u‖E =

{∫
R2

(|∇u|2 + V(x)|u|2)dx
}1/2

, u ∈ E.

Definição 4.2.3. Diremos que u ∈ E é solução fraca de (4.1) se∫
R2

(∇u∇v+ V(x)uv)dx−
∫
R2

f(u)

|x|a
vdx−

∫
R2

hvdx = 0, ∀v ∈ E.

Mostraremos no decorrer desse caṕıtulo que as soluções fracas de (4.1) são pontos

cŕıticos do funcional energia I : E −→ R definido por

I(u) =
1

2
‖u‖2E −

∫
R2

F(u)

|x|a
−

∫
R2

hudx.

A condição (V1) implica na imersão cont́ınua E ↪→ H1(R2). Com efeito,

‖u‖2E > C‖u‖21,2,

onde C = max{1,V0}. Este fato junto com a imersão cont́ınua H1(R2) ↪→ Lq(R2) para

q ∈ [2,∞) acarreta na imersão cont́ınua E ↪→ Lq(R2) para q ∈ [2,∞).

A condição (V2) implica na imersão cont́ınua E ↪→ L1(R2). Com efeito,

‖u‖1 =
∫
R2

V(x)−
1
2V(x)

1
2 |u|dx

6

(∫
R2

V(x)−1dx

) 1
2
(∫

R2

V(x)|u|2 dx

) 1
2

6

(∫
R2

V(x)−1dx

) 1
2

‖u‖E.

As condições (V1) e (V2) garantem a imersão cont́ınua

E ↪→ Lq(R2), 1 6 q <∞. (4.3)
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Com efeito, para cada q ∈ (1, 2) temos que 1/q ∈ (1/2, 1). Logo, existe θ ∈ [0, 1] tal que

1 = qθ+ q(1 − θ)/2. Assim,

||u||qq =

∫
R2

uqθ+q(1−θ) dx

6

(∫
R2

udx

)qθ(∫
R2

u2 dx

)q(1−θ)
2

= ||u||qθ1 ||u||
q(1−θ)
2 .

Dáı, ||u||q 6 ||u||θ1 ||u||
(1−θ)
2 . Usando as imersões cont́ınuas E ↪→ L1(R2) e E ↪→ L2(R2),

conclúımos o desejado.

É conhecido na literatura que a condição (V2) garante que a imersão em (4.3) é compacta

(ver em [20]). Além disso,

λ1 := inf
u∈E\{0}

∫
R2(|∇u|2 + V(x)|u|2)dx∫

R2 u2/|x|adx
> 0. (4.4)

O problema

−∆u+ V(x)u =
λ1u+ 2ueu

2

|x|a
+ h(x), x ∈ R2,

não tem solução positiva se h > 0 (ver em [11]). Portanto, é natural considerarmos a

seguinte condição adicional próximo da origem:

(f3) lim sups→0

2F(s)

s2
< λ1.

Observação 4.2.1. A condição (f2) é mais forte que a condição (f1), ou seja, (f2) implica

em (f1).

Demonstração. Com efeito, pela condição (f1) segue

θ

s
6
f(s)

F(s)
, |s| > s1 e θ > 2.

Integrando de s1 até s, temos

C1|s|
θ 6 F(s),

onde C1 = F(s1)/|s1|
θ e |s| > s1. Além disso, usando o fato de que a função g1(x) = C1|x|

θ

é limitada em todo intervalo compacto, porque é cont́ınua, então existe constante C2 tal

que

C1|s|
θ − C2 6 0, |s| 6 s1.

Assim,

C1|s|
θ − C2 6 F(s), |s| 6 s1.
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Portanto, existem constantes C1 e C2 tais que

F(s) > C1|s|
θ − C2, s ∈ R. (4.5)

Por outro lado, para fixar a ideia considere s > 0 e f(s) > 0. Pela condição (f2), temos

F(s) 6Mf(s), |s| >M,

onde M = máx{M0,R0}. Integrando de M até s, temos

es/MC1 6 F(s),

onde C1 = F(M)/e e |s| >M. Além disso, usando o fato de que a função g2(x) = C1e
|x|
M

é limitada em todo intervalo compacto, porque é cont́ınua, então existe constante C2 tal

que

C1e
|s|/M − C2 6 0, |s| 6M.

Assim,

C1e
|s|/M − C2 6 F(s).

Portanto, existem constantes C1 e C2 tais que

F(s) > C1e
|s|/M − C2, s ∈ R. (4.6)

De (4.5) e (4.6) segue a observação 4.2.1.

4.3 Resultados Preliminares

4.3.1 Formulação Variacional

Pela condição (f3), temos que

lim sup
s→0

f(s)

s
< λ1.

Se f(s) tem crescimento subcŕıtico em +∞ e −∞, temos que

lim
|s|→+∞

f(s)

eαs
2 − 2

= 0, ∀α > 0.

Assim, sendo f(s) cont́ınua, então para cada α > 0, existem constantes b1, b2 > 0 tais

que

|f(s)| 6 b1|s|+ b2(e
αs2 − 1), ∀s ∈ R. (4.7)
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Analogamente, assumindo (f3) e f cont́ınua com crescimento cŕıtico em +∞ e −∞, então

para cada α > α0, existem constantes c1, c2 > 0 tais que

|f(s)| 6 c1|s|+ c2(e
αs2 − 1), ∀s ∈ R. (4.8)

Afirmação 6. O funcional energia I : E −→ R está bem definido.

De fato, é suficiente mostrar que F(u)|x|−a ∈ L1(R2) para toda u ∈ H1(R2). Pela

condição (f3), existem ε,µ1 > 0 tais que

|F(s)| 6
(λ1 − ε)

2
|s|2 com |s| 6 µ1.

Como f tem crescimento subcŕıtico (ou cŕıtico), então

lim
|s|→+∞

f(s)

eαs
2 − 2

= 0, ∀α > 0 (ou ∀α > α0),

isto é, existem constantes C1,µ2 > 0 tais que |f(s)| 6 C1(e
αs2 − 2), para todo |s| > µ2.

Desde que f é cont́ınua no intervalo compacto de extremos µ1 e µ2, então existe constante

C2 > 0 tal que |f(s)| 6 C2 com s ∈ [µ1,µ2]. Assim, se |s| > µ1 temos que

|f(s)| 6 C3(e
αs2 − 1),

onde C3 = máx{C1,C2}.

Pela condição (f1), existe q > 2 tal que 0 < q|F(s)| 6 |s||f(s)| para todo |s| > µ1.

Consequentemente, |F(s)| 6 |s||f(s)| para todo |s| > µ1. Desta forma,

|F(s)| 6 |s||f(s)| 6 C3|s|(e
αs2 − 1) =

C3

|s|q−1
|s|q(eαs

2

− 1).

Portanto,

|F(s)| 6 C|s|q(eαs
2

− 1) para todo |s| > µ1,

onde C = C3

|µ1|q−1 . Desta forma,

|F(s)| 6
(λ1 − ε)

2
|s|2 + C|s|q(eαs

2

− 1) ∀s ∈ R, (4.9)

e consequentemente,∫
R

2

|F(u)|

|x|a
dx 6

(λ1 − ε)

2

∫
R

2

|u|2

|x|a
dx+ C

∫
R

2
|u|q

|eαu
2
− 1|

|x|a
dx.

Portanto, a Afirmação 6 segue da imersão H1(R2) ↪→ Lq(R2) para todo q > 2 e pela

Observação 3.3.1.
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O funcional energia I : E −→ R é de classe C1 com

〈I ′(u), v〉 =
∫
R2

(∇u∇v+ V(x)uv)dx−
∫
R2

f(u)

|x|a
vdx−

∫
R2

hvdx, para u, v ∈ E.

A demonstração desse fato consiste em usar a derivada de Fréchet combinando com a

proposição 1.2.8 (veja por exemplo em [4, Teorema A. VII] ou em [11]). Portanto, os

pontos cŕıticos do funcional energia I são as soluções fracas de (4.1).

4.3.2 Geometria do Funcional I

Os lemas a seguir garantem que o funcional I satisfaz a condição geométrica do Teorema

do Passo da Montanha [ver Teorema 1.3.1, Apêndice].

Lema 4.3.1. Se v ∈ E, β > 0, q > 0 e ‖v‖E 6M com βM2/4π+ a/2 < 1, então existe

constante C = C(β,M,q) > 0 tal que∫
R2

(eβv
2
− 1)

|x|a
|v|qdx 6 C‖v‖qE.

Demonstração. Consideremos r > 1 (próximo de 1) tal que rβM2/4π+ra/2 < 1 e sq > 1,

onde s = r/(r− 1). Pela desigualdade de Hölder, temos∫
R2

(eβv
2
− 1)

|x|a
|v|qdx 6

(∫
R2

(eβv
2
− 1)r

|x|ar
dx

) 1
r
(∫

R2

|v|qsdx

) 1
s

=

(∫
R2

(eβv
2
− 1)r

|x|ar
dx

) 1
r

‖v‖qqs.

Escolhendo α > r(próximo de r) tal que αβM2/4π+ ra/2 < 1 e sq > 1. Pelo Lema 3.3.1

e ‖v‖E 6M segue que

∫
R2

(eβv
2
− 1)r

|x|ar
dx 6 C1

∫
R2

(eαβv
2
− 1)

|x|ar
dx 6 C1

∫
R2

[
e
αβM2

(
v
‖v‖E

)2
− 1
]

|x|ar
dx.

Portanto, ∫
R2

(eβv
2
− 1)

|x|a
|v|qdx 6 C1

(∫
R2

[
e
αβM2

(
v
‖v‖E

)2
− 1
]

|x|ar
dx

) 1
r

‖v‖qqs.

Usando o Teorema 3.3.1 e a imersão cont́ınua E ↪→ Lsq(R2) segue o lema.

Lema 4.3.2. Suponhamos que f(s) satisfaz (f0), (f1) (ou (f2)), (f3) e tenha crescimento

subcŕıtico (ou cŕıtico) em +∞ e −∞. Então, existe δ1 > 0 tal que para cada h ∈ H−1(R2)

com ‖h‖H−1(R2) < δ1, existe ρh > 0 tal que

I(u) > 0, se ‖u‖E = ρh.
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Demonstração. Para estimar I(u) usaremos (4.9), o Lema 4.3.1, a imersão compacta (4.3)

e (4.4). Com efeito,

I(u) >
1

2
‖u‖2E −

(λ1 − ε)

2

∫
R

2

|u|2

|x|a
dx− C

∫
R

2
|u|q

(eαu
2
− 1)

|x|a
dx−

∫
R2

hudx

>
1

2
‖u‖2E −

(λ1 − ε)

2

‖u‖2E
λ1

− C‖u‖qE −
∫
R2

hudx

>
1

2

[
1 −

(λ1 − ε)

λ1

]
‖u‖2E − C‖u‖

q
E − ‖h‖H−1(R2)‖u‖E.

Pondo a norma de u em E em evidência,

I(u) > ‖u‖E
{

1

2

[
1 −

(λ1 − ε)

λ1

]
‖u‖E − C‖u‖q−1

E − ‖h‖H−1(R2)

}
. (4.10)

Considere o polinômio

p(ρ) =
1

2

[
1 −

(λ1 − ε)

λ1

]
ρ− Cρq−1.

Note que

1

2

[
1 −

(λ1 − ε)

λ1

]
−Cρq−2 −→ 1

2

[
1 −

(λ1 − ε)

λ1

]
> 0 se ρ→ 0.

Então, podemos escolher ρ > 0 tal que

p(ρ) > 0,

desde que ε > 0 e q > 2. Assim, escolhendo ‖h‖H−1(R2) suficientemente pequeno, existe

ρh > 0 tal que I(u) > 0 se ‖u‖E = ρh.

Lema 4.3.3. Suponha que f(s) satisfaz (f1) (ou (f2)). Então, existe e ∈ E com ‖e‖E > ρh
tal que

I(e) < inf
‖u‖E=ρh

I(u).

Demonstração. Integrando a condição (f1) (ou (f2)), para cada θ > 2, existem constantes

positivas C1 e C2 tais que

F(u) > C1|u|
θ − C2, ∀u ∈ C∞0 (R2) \ {0}.

Seja K = supp(u). Então

I(tu) 6
t2

2
‖u‖2E − C1t

θ

∫
K

|u|θ

|x|a
dx+ C2

∫
K

dx

|x|a
− t

∫
K

hudx.

Como θ > 2, então I(tu)→ −∞ quando t→∞. Portanto, o lema segue quando e := tu

com t suficientemente grande.
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Com o propósito de achar uma bola adequada para usar o argumento de minimização,

precisamos do seguinte resultado:

Lema 4.3.4. Se f(s) é cont́ınua e tem crescimento subcŕıtico (ou cŕıtico) em +∞ e −∞,

então existem η > 0 e v ∈ E com ‖v‖E = 1 tal que I(tv) < 0 para todo 0 < t < η. Em

particular,

inf
‖u‖E6η

I(u) < 0.

Demonstração. Seja ṽ ∈ E. Para cada h ∈ H−1(R2), considere o problema

−∆ṽ+ V(x)ṽ = h, x ∈ R2.

Aplicando o Teorema de Representação de Riesz para o espaço Hilbert E com o produto

interno (4.2), obtemos uma única solução ṽ em E tal que

〈u, ṽ〉E =

∫
R2

hudx, ∀u ∈ E.

Em particular, escolhendo u = ṽ temos,∫
R2

hṽdx = ‖ṽ‖2E > 0 para cada h 6= 0.

Defina v = ṽ/‖ṽ‖E, logo v ∈ E e ‖v‖E = 1. Como

I(tv) =
t2

2
‖v‖2E −

∫
R2

F(tv)

|x|a
dx−

∫
R2

htv dx,

então

d

dt
I(tv) = t−

∫
R2

f(tv)

|x|a
wdx−

∫
R2

hvdx

= t− ‖ṽ‖−1
E

∫
R2

f(tv)

|x|a
ṽ dx− ‖ṽ‖−1

E

∫
R2

hṽ dx

= t− ‖ṽ‖−1
E

∫
R2

f(tv)

|x|a
ṽ dx− ‖ṽ‖E. (4.11)

Fazendo t→ 0 e usando a condição (f0), existe η > 0 tal que

d

dt
I(tv) < 0, t ∈ (0,η).

Usando que I(0) = 0, devemos ter I(tv) < 0 para todo t ∈ (0,η).

Em particular, escolhendo u = tv, temos

inf
‖u‖E6η

I(u) < 0.



Caṕıtulo 4. Uma Classe de Problemas Eĺıpticos Singulares 45

4.3.3 Condição de Palais-Smale

Para provar que uma sequência Palais-Smale converge para uma solução do problema

(4.1) necessitaremos do lema a seguir.

Lema 4.3.5. Assumiremos que vale (f1) ( ou (f2)) e f(s) tem crescimento subcŕıtico (ou

cŕıtico) em +∞ e −∞. Seja (un) em E tal que I(un)→ c e I ′(un)→ 0. Então

‖un‖E 6 C,

∫
R2

|f(un)un|

|x|a
dx 6 C e

∫
R2

F(un)

|x|a
dx 6 C.

Demonstração. Das hipóteses I(un)→ c e I ′(un)→ 0 , temos

1

2
‖un‖2E −

∫
R2

F(un)

|x|a
dx−

∫
R2

hun dx = c+ on(1), (4.12)

e ∫
R2

(∇un∇ϕ+ V(x)unϕ)dx−

∫
R2

f(un)

|x|a
ϕdx−

∫
R2

hϕdx = on(‖ϕ‖E), (4.13)

para toda ϕ ∈ E. Em particular, fazendo ϕ = un em (4.13), multiplicando (4.12) por

θ > 2 e (4.13) por −1, em seguida somando ambos, obtemos

(
θ

2
− 1)‖un‖2E −

∫
R2

θF(un) − f(un)un
|x|a

dx− (θ− 1)

∫
R2

hun dx = θ(c+ on(1)) − on(‖un‖E).

Fazendo C1 = θ(c + on(1)) e usando que
∫
R2 hun dx 6 ‖h‖H−1(R2)‖un‖E, podemos

escrever

(
θ

2
− 1)‖un‖2E −

∫
R2

θF(un) − f(un)un
|x|a

dx 6 C1 − ‖un‖Eon(1) + (θ− 1)‖h‖H−1(R2)‖un‖E

= ‖un‖EC2 + C1,

onde C2 = [(θ− 1)‖h‖H−1(R2) − on(1)]. Pela condição (f1)(ou (f2)), existe s1 > 0 tal que

θF(s) − sf(s) 6 0 para |s| > s1, então∫
{x:|un(x)|>s1}

θF(un) − unf(un)

|x|a
dx 6 0.

Portanto,

(
θ

2
− 1)‖un‖2E −

∫
{x:|un(x)|<s1}

θF(un) − f(un)un
|x|a

dx 6 ‖un‖EC2 + C1.

Usando (f0) e a regra de L’Hôpital, segue que

lim
s→0

θF(s) − sf(s)

s
= θ lim

s→0

F(s)

s
− lim
s→0

f(s) = θ lim
s→0

f(s) = 0,
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consequentemente, (θF(s) − sf(s)) 6 C3s para todo |s| 6 s1. Então,∫
{x:|un(x)|<s1}

θF(un) − f(un)un
|x|a

dx 6 C3

∫
{x:|un(x)|<s1}

|un|

|x|a
dx.

Escolhendo r > 1 tal que ar < 2, usando a desigualdade de Hölder e a imersão cont́ınua

E ↪→ Lq(R2) para todo q > 1, conclúımos que∫
{x:|un(x)|<s1}

|un|

|x|a
dx 6 C4‖un‖E.

Portanto,

(
θ

2
− 1)‖un‖2E − C5‖un‖E 6 ‖un‖EC2 + C1.

Esta desigualdade implica que existe C > 0 tal que ‖un‖E 6 C. As outras estimativas

seguem de (4.12) e (4.13).

Para mostrar que o limite fraco de uma sequência de Palais-Smale em E é uma solução

fraca de (4.1), vamos utilizar o seguinte resultado de convergência, que é uma versão para

R2 do Lema 2.1 em [17].

Lema 4.3.6. Seja (un) uma sequência de Palais-Smale para I. Então, (un) tem sub-

sequência, ainda denotada por (un), tal que

f(un)

|x|a
−→ f(u)

|x|a
em L1(R2).

Demonstração. É suficiente mostrar que∫
R2

|f(un)|

|x|a
dx −→

∫
R2

|f(u)|

|x|a
dx.

Pelo Lema 4.13 sabemos que ‖un‖E 6 C1, e consequentemente, a menos de subsequência

existe u ∈ E tal que un ⇀ u em E. Por (4.3), temos que

‖un − u‖q 6 ‖un − u‖E, 1 6 q <∞.

Usando un ⇀ u em E, conclúımos que

un → u em Lq(R2), 1 6 q <∞.

Além disso,

f(un)

|x|a
∈ L1(R2),

f(u)

|x|a
∈ L1(R2) e

∫
R2

|f(un)un|

|x|a
dx 6 C2.
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Desde que |u|/|x|a, f(u)/|x|a ∈ L1(R2), dado ε > 0 existe δ > 0 tal que para todo

subconjunto mensurável A ⊂ R2,∫
A

|u|

|x|a
dx < ε e

∫
A

|f(u)|

|x|a
dx < ε se |A| 6 δ. (4.14)

De u ∈ L1(R2), existe M1 > 0 tal que

|{x ∈ R2 : |u(x)| >M1}| 6 δ. (4.15)

Seja M = máx{M1,C2/ε}. Escreveremos,∣∣∣∣ ∫
R2

|f(un)|

|x|a
dx−

∫
R2

|f(u)|

|x|a
dx

∫ ∣∣∣∣ 6 I1,n + I2,n + I3,n,

onde

I1,n =

∫
[|un|>M]

|f(un)|

|x|a
dx,

I2,n =

∣∣∣∣∫
[|un|<M]

|f(un)|

|x|a
dx−

∫
[|u|<M]

|f(u)|

|x|a
dx

∫ ∣∣∣∣,
e

I3,n =

∫
[|u|>M]

|f(u)|

|x|a
dx.

Estimaremos cada integral separadamente. Note que

I1,n =

∫
[|un|>M]

|f(un)un|

|x|a|un|
dx 6

1

M

∫
[|un|>M]

|f(un)un|

|x|a
dx 6

C2

M
6 ε.

De (4.14) e (4.15), obtemos I3,n 6 ε. Agora, mostraremos que I2,n → 0 quando n→ +∞.

De fato, denotando χ a função caracteŕıstica,

I2,n =

∣∣∣∣∫
R2

χ[|un|<M]|f(un)|− χ[|u|<M]|f(u)|

|x|a
dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
R2

χ[|un|<M]|f(un)|− χ[|un|<M]|f(u)|+ χ[|un|<M]|f(u)|− χ[|u|<M]|f(u)|

|x|a
dx

∣∣∣∣
6

∣∣∣∣∫
R2

χ[|un|<M](|f(un)|− |f(u)|)

|x|a
dx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
R2

(χ[|un|<M] − χ[|u|<M])|f(u)|

|x|a
dx

∣∣∣∣.
Das condições (f0) e (f3), existe constante C3 > 0 tal que |f(s)| 6 C3|s| para todo |s| 6M

e por (4.3), a menos de subsequência, podemos assumir que un → u quase sempre em

R2 e |un|/|x|
a 6 g0, para alguma g0 ∈ L1(R2). Consequentemente, χ[|un|<M](|f(un)| −

|f(u)|)→ 0 quase sempre em R2 e pelo Teorema da Convergênia Dominada de Lebesgue,

obtemos ∣∣∣∣∫
R2

χ[|un|<M](|f(un)|− |f(u)|)

|x|a
dx

∣∣∣∣ −→ 0, se n −→∞.
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Além disso, note que

{x ∈ R2 : |un(x)| < M} \ {x ∈ R2 : |u(x)| < M} ⊂ {x ∈ R2 : |u(x)| >M}.

Por (4.14), ∣∣∣∣∫
R2

(χ[|un|<M] − χ[|u|<M])|f(u)|

|x|a
dx

∣∣∣∣ 6 ∫
[u>M]

|f(u)|

|x|a
dx < ε,

completando a demonstração.

Corolário 4.3.1. Seja (un) uma sequência de Palais-Smale para I. Então, (un) tem

subsequência, ainda denotada por (un), convergindo fracamente para uma solução não

trivial de (4.1).

Demonstração. Usando o Lema 4.3.5, a menos de subsequência, un ⇀ u em E. Agora,

tomando o limite fraco em (4.13) e usando o Lema 4.3.6, obtemos∫
R2

(∇u∇ϕ+ V(x)uϕ)dx−

∫
R2

f(u)

|x|a
ϕdx−

∫
R2

hϕdx = 0, ∀ϕ ∈ C∞0 (R2).

Desde que C∞0 (R2) é denso em E, conclúımos que u é solução fraca de (4.1). Por fim,

suponhamos, por absurdo, que u ≡ 0. Logo,∫
R2

hϕdx = 0, ∀ϕ ∈ E.

o que implica h ≡ 0, contrariando a hipótese.

4.4 Principais Resultados

A fim de obtermos uma solução com energia negativa, observemos, pelo Lema 4.3.4,

que

−∞ < c0 ≡ inf
‖u‖E6η

I(u) < 0. (4.16)

4.4.1 O Caso Subcŕıtico

Nesta subseção vamos supor que V satisfaz (V1) e (V2), e f(s) tem crescimento subcŕıtico

e satisfaz (f0), (f1) (ou (f2)) e (f3). Para provar a existência de uma solução do tipo mı́nimo

local, vamos utilizar o prinćıpio variacional de Ekeland [ver Teorema 1.3.3, Apêndice].

Lema 4.4.1. O funcional I satisfaz a condição de Palais-Smale.
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Demonstração. Seja (un) uma sequência (PS). Pelo Lema 4.3.5 temos que (un) é limi-

tada. Assim, a menos de subsequência un ⇀ u0 em E e por (4.3) acarreta que un → u0

em Lq(R2) para todo q > 1. Consequentemente, un(x) → u0(x) quase sempre em R2.

Afirmamos que ∫
R2

[f(un) − f(u0)]

|x|a
(un − u0)dx −→ 0, se n −→∞. (4.17)

De fato, para todo α > 0 e usando a desigualdade em (4.7), temos

|f(un) − f(u0)||un − u0| 6 (|f(un)|+ |f(u0)|)|un − u0|

6 C1

[
|un|+ |u0|+ (eαu

2
n − 1) + (eαu

2
0 − 1)

]
|un − u0|.

Este fato junto com a desigualdade de Hölder, o Teorema 3.3.1 e o Lema 3.3.1 garantem a

afirmação. Agora, fazendo a diferença entre 〈I ′(un),un−u0〉 e 〈I ′(u0),un−u0〉, obtemos:

||un − u0||
2
E = 〈I ′(un) − I ′(u0),un − u0〉+

∫
R2

[f(un) − f(u0)]

|x|a
(un − u0)dx.

Portanto, un → u0 em E e o resultado segue.

Pelos Lemas 4.3.2, 4.3.3 e 4.4.1, podemos aplicar o Teorema do Passo da Montanha

para obtermos o seguinte resultado:

Proposição 4.4.1. Se existe η1 > 0 tal que ‖h‖H−1(R2) 6 η1, então o funcional I tem

ponto cŕıtico uM no ńıvel minimax

cM = inf
g∈Γ

max
t∈[0,1]

I(g(t)) > 0,

onde

Γ = {g ∈ C([0, 1]) : g(0) = 0, g(1) = e}.

Proposição 4.4.2. Para cada h ∈ H−1(R2) com h 6= 0, a equação (4.1) tem solução do

tipo mı́nima u0 com I(u0) = c0 < 0, onde c0 é definido em (4.16).

Demonstração. Seja ρh > 0 do Lema 4.3.2. Desde que a bola fechada de raio ρh e centrada

na origem B̄ρh é um espaço métrico completo com a norma de E, convexo e o funcional

I é de classe C1 e limitado inferiormente sobre B̄ρh , então pelo principio variacional de

Ekeland (Teorema 1.3.3, Apêndice), para cada ε > 0 existe uε ∈ B̄ρh tal que

i. c0 6 I(uε) 6 c0 + ε, onde c0 = inf
‖u‖E6ρh

I(u).
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ii. I(u) − I(uε) + ε||u− uε||E > 0, para todo u ∈ B̄ρh .

Fazendo ε → 0 no item (i) segue que I(uε) → c0. Além disso, escolhendo u = uε + tv,

onde t > 0 e v ∈ E qualquer. Então,

I(uε) − I(uε + tv) 6 εt||v||E.

Dividindo por t e fazendo t→ 0, obtemos

−〈I ′(uε), v〉 6 ε||v||E, para cada v ∈ E.

Fazendo o mesmo argumento para −v, obtemos

〈I ′(uε), v〉 6 ε||v||E.

Portanto, |〈I ′(uε), v〉| 6 ε||v||E para todo v ∈ E. Então,

||I ′(uε)||E∗ = sup
v∈E\{0}

|〈I ′(uε), v〉|
||v||E

6 ε,

donde conclúımos que ||I ′(uε)||E∗ → 0 e o resultado segue do Lema 4.4.1 combinado com

o Corolário 4.3.1.

Portanto, segue das Proposições 4.4.1 e 4.4.2, o seguinte resultado:

Teorema 4.4.1. Se f(s) tem crescimento subcŕıtico em +∞ e −∞, e que (V1), (V2),

(f0), (f1) (ou (f2)), (f3) são satifeitas, então existe δ1 > 0 tal que se 0 < ‖h‖H−1(R2) < δ1,

o problema (4.1) tem pelo menos duas soluções fracas, uma com energia positiva e a outra

com energia negativa.

A seguir mostraremos um exemplo que satisfaz as condições (f0), (f1), (f3) e tem cresci-

mento subcŕıtico em +∞ e −∞.

Exemplo 4. Seja f : R→ R dada por f(s) = λ(2s cos(s2)+2ses+s2es) com 0 < λ < λ1/4.

A condição (f0) é óbvio. Pela definição de F segue que F(s) = λ(sin(s2)+s2es). Assim,

para provar (f1) é suficiente que

lim
|s|→∞

F(s)

sf(s)
= lim

|s|→∞
sin(s2) + s2es

s(2s cos(s2) + 2ses + s2es)
= lim

|s|→∞
sin(s2)s−2e−s + 1

2 cos(s2)e−s + 2 + s
= 0.
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Vejamos que (f3) é satisfeita. De fato,

lim sup
s→0

2F(s)

s2
= 2λ lim

s→0

sin(s2) + s2es

s2
= 4λ < λ1.

Para o crescimento subcŕıtico de f, note que

0 6 lim
|s|→∞

|f(s)|

eαs
2 6 λ

{
lim

|s|→∞
2|s|| cos(s2)|

eαs
2 + lim

|s|→∞ 2|s|e|s|(1−α|s|) + lim
|s|→∞ s2e|s|(1−α|s|)

}
= 0,

porque o cosseno é limitado e |s|(1 − α|s|)→ −∞ quando |s|→∞. Então,

lim
|s|→∞

f(s)

eαs
2 = 0, para cada α > 0.

4.4.2 O Caso Cŕıtico

Nessa subseção admitiremos que f tem crescimento cŕıtico e satisfaz as condições (f0),

(f1) (ou, (f2)), (f3) e (f+4 ). A principal dificuldade desse caso é que o funcional I não

satisfaz a condição de Palais-Smale em geral, apenas em certas situações. O próximo

lema fornece um critério para que o funcional I satisfaça a condição de Palais-Smale.

Lema 4.4.2. Se (un) é uma sequência (PS) para I em qualquer ńıvel com

lim inf
n→∞ ‖un‖2E <

2π(2 − a)

α0

,

então (un) possui uma subsequência convergindo fortemente para uma solução fraca u0

de (4.1).

Demonstração. Pelo Lema 4.3.5, a menos de subsequência, un ⇀ u0 em E e por (4.3)

temos que un → u0 em Lq(R2) 1 6 q < ∞. Consequentemente, un(x) → u0(x) quase

sempre em R2. Além disso, pelo Lema 4.3.6,

f(un)

|x|a
−→ f(u0)

|x|a
em L1loc(R

2).

Fazendo n→∞ em (4.13), obtemos∫
R2

(∇u0∇ϕ+ V(x)u0ϕ)dx−

∫
R2

f(u0)

|x|a
ϕdx−

∫
R2

hϕdx = 0 ∀ϕ ∈ E,

ou seja, u0 é solução fraca de (4.1).

Agora, verificaremos que un → u0 em E. Defina wn = un − u0. Assim, wn ⇀ 0 em E.

Além disso, wn → 0 em Lq(R2) 1 6 q <∞. Pelo Lema de Brezis-Lieb [ver Lema 1.2.1,

Apêndice], obtemos

||un||
2
E = ||u0||

2
E + ||wn||

2
E + on(1). (4.18)
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Provaremos que ∫
R2

f(un)

|x|a
u0dx −→

∫
R2

f(u0)

|x|a
u0dx. (4.19)

Com efeito, desde que C∞0 (R2) é denso em E, para todo τ > 0 existe ϕ ∈ C∞0 (R2) tal que

||ϕ− u0||E < τ. Usando a desigualdade triangular, temos∣∣∣∣∫
R2

f(un)

|x|a
u0dx−

∫
R2

f(u0)

|x|a
u0dx

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣∫
R2

f(un)

|x|a
(u0 −ϕ)dx

∣∣∣∣+∣∣∣∣∫
R2

f(u0)

|x|a
(u0 −ϕ)dx

∣∣∣∣
+ ||ϕ||∞

∫
suppϕ

|f(un) − f(u0)|

|x|a
dx.

Desde que un é uma sequência (PS) para I em qualquer ńıvel, temos que

|〈I ′(un),u0 −ϕ〉| 6 τn||u0 −ϕ||E, (4.20)

onde τn → 0. Usando a desigualdade triangular na primeira integral, obtemos∣∣∣∣∫
R2

f(un)

|x|a
(u0 −ϕ)dx

∣∣∣∣6 |〈I ′(un),u0 −ϕ〉|+
∫
R2

|∇un∇(u0 −ϕ)|dx

+

∫
R2

|V(x)un∇(u0 −ϕ)|dx+

∫
R2

|h(u0 −ϕ)|dx.

Por (4.20) e pela desigualdade de Hölder, temos∣∣∣∣∫
R2

f(un)

|x|a
(u0 −ϕ)dx

∣∣∣∣ 6 τn||u0 −ϕ||E +

(∫
R2

∇u2
n dx

) 1
2
(∫

R2

(u0 −ϕ)
2 dx

) 1
2

+

(∫
R2

V(x)u2
n dx

) 1
2
(∫

R2

V(x)∇(u0 −ϕ)
2 dx

) 1
2

+ ||h||H−1(R2)||u0 −ϕ||E.

Completando a norma em E nas integrais acima e em seguida usando o Lema 4.3.5,

obtemos ∣∣∣∣∫
R2

f(un)

|x|a
(u0 −ϕ)dx

∣∣∣∣ 6 C||u0 −ϕ||E

< Cτ,

onde C é uma constante independente de n e τ. De modo similar, usando o fato que

〈I ′(u0),u0 −ϕ〉 = 0 (porque u0 é solução fraca de (4.1)), obtemos∣∣∣∣∫
R2

f(u0)

|x|a
(u0 −ϕ)dx

∣∣∣∣< Cτ.
A estimativa da última integral segue do fato de que f(un)/|x|

a → f(u0)/|x|
a em L1loc(R

2).

Portanto,

lim
n→∞

∣∣∣∣∫
R2

f(un)

|x|a
u0 dx−

∫
R2

f(u0)

|x|a
u0 dx

∣∣∣∣< 2Cτ.

Isto implica em (4.19), já que τ é arbitrário.
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De (4.18), temos

〈I ′(un),un〉 = ||u0||
2
E−

∫
R2

f(un)

|x|a
u0 dx−

∫
R2

hu0 dx+||wn||
2
E−

∫
R2

f(un)

|x|a
wn dx−

∫
R2

hwn dx.

Por (4.19) podemos escrever

〈I ′(un),un〉 = 〈I ′(u0),u0〉+ ||wn||
2
E −

∫
R2

f(un)

|x|a
wn dx+ on(1),

ou seja,

||wn||
2
E −

∫
R2

f(un)

|x|a
wn dx+ on(1) = 0. (4.21)

De (4.8), temos∣∣∣∣∫
R2

f(un)

|x|a
wn dx

∣∣∣∣6 b1 ∫
R2

|un|

|x|a
|wn|dx+

∫
R2

(eαu
2
n − 1)

|x|a
|wn|dx, ∀α > α0. (4.22)

Escolhendo r > 1 tal que ar < 2 e usando a desigualdade de Hölder, temos∣∣∣∣∫
R2

f(un)

|x|a
wndx

∣∣∣∣ 6 b1(∫
R2

|un|
2

|x|a
dx

) 1
2
(∫

R2

|wn|
2

|x|a
dx

) 1
2

+ b2

(∫
R2

(eαu
2
n − 1)r

|x|ar
dx

) 1
r
(∫

R2

|wn|
r ′ dx

) 1
r ′

,

onde r ′ = (r− 1)/r. Pela desigualdade de Hölder e o Lema 3.3.1, obtemos:∣∣∣∣∫
R2

f(un)

|x|a
wndx

∣∣∣∣ 6 b1(C1||un||
2
2s + ||un||

2
2)

1
2 (C2||wn||

2
2t + ||wn||

2
2)

1
2

+ b2

(∫
R2

(eµα||u
2
n||(un/||un||E)

2
− 1)

|x|ar
dx

) 1
r

||wn||
r ′ , (4.23)

onde t, s > 1 tais que at,as < 2 e µ > r. Pelas convergências fortes wn → 0 em Lq(R2)

e un → u0 em Lq(R2) para todo 1 6 q <∞, conclúımos que

lim
n→∞b1(C1||un||

2
2s + ||un||

2
2)

1
2 (C2||wn||

2
2t + ||wn||

2
2)

1
2 = 0. (4.24)

Por hipótese, para n suficientemente grande, vale:

α‖un‖2E < 2π(2 − a) com α > α0.

Dividindo por 4π e multiplicando por µ, obtemos

µα‖un‖2E
4π

+
aµ

2
< 1.

Desde que µ > r, temos
µα‖un‖2E

4π
+
ar

2
< 1
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e desde que un/||un||E = 1 temos ||un/||un||E||2 6 1. Então, pelo Teorema 3.3.1, segue∫
R2

(eµα||u
2
n||(un/||un||E)

2
− 1)

|x|ar
dx <∞.

Consequentemente,

lim
n→∞b2

(∫
R2

(eµα||u
2
n||(un/||un||E)

2
− 1)

|x|ar
dx

) 1
r

||wn||
r ′ = 0. (4.25)

De (4.23), (4.24) e (4.25) segue que∫
R2

f(un)

|x|a
wndx −→ 0.

Esse fato juntamente com (4.21) implica que ||wn||E → 0.

O lema a seguir prova a existência de solução do tipo mı́nima.

Lema 4.4.3. Para cada h ∈ H−1(R2) com 0 < ‖h‖H−1(R2) < δ1, o problema (4.1) tem

uma solução do tipo mı́nima u0 com I(u0) = c0 < 0, onde c0 é definido em (4.16).

Demonstração. Seja ρh > 0 do Lema 4.3.2 e tome ||h||H−1(R2) suficientemente pequeno tal

que ρh < ((2−a)2π/α0)
1
2 . Desde que a bola fechada de raio ρh e centrada na origem B̄ρh

é um espaço métrico completo com a norma de E, convexo e o funcional I é de classe C1 e

limitado inferiormente sobre B̄ρh , então pelo Teorema 1.3.3, existe sequência (un) ∈ B̄ρh
tal que

i. I(un) −→ c0;

ii. ||I ′(un)||E∗ −→ 0,

onde

c0 = inf
‖u‖E6ρh

I(u).

Note que ||un||
2
E 6 ρ2h < ((2 − a)2π/α0), e pelo Lema 4.4.2, existe uma subsequência

(un) convergindo forte para uma solução u0 de (4.1). Pela continuidade de I segue

I(u0) = c0 < 0.

O lema acima prova o resultado a seguir:

Teorema 4.4.2. Supondo que f(s) tem crescimento cŕıtico em +∞ e −∞, e que (V1),

(V2), (f0), (f2), (f3) são satisfeitas. Então existe δ1 > 0 tal que se 0 < ‖h‖H−1(R2) < δ1,

o problema (4.1) tem uma solução fraca com energia negativa.
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No decorrer dessa subseção buscaremos uma segunda solução fraca para (4.1).

Lema 4.4.4. Se ‖h‖H−1(R2) < δ1 e assumindo as condições (V1), (V2), (f2), (f3) e (f+4 ),

então o problema (4.1) tem uma solução do tipo passo da montanha uM.

Demonstração. Pelos Lemas 4.3.2 e 4.3.3 temos que I tem a geometria do Teorema do

Passo da Montanha. Assim, pelo Teorema 1.3.2, existe uma sequência (vn) em E satis-

fazendo:

I(vn) −→ cM > 0 e ||I ′(vn)||E∗ −→ 0,

onde cM é ńıvel do passo da montanha. Pelo Corolário 4.3.1, vn ⇀ uM em E, onde uM

é uma solução fraca de (4.1).

As informações sobre a solução fraca uM não garante que uM 6= u0. Portanto, devemos

obter informações sobre o ńıvel minimax cM.

Lema 4.4.5. Para todo p > 2 temos que Sp é atingido por uma função não-negativa

up ∈ E \ {0}.

Demonstração. Observe que

Sp := inf
u∈E\{0}

||u||E(∫
R2

|u|p

|x|a

) 1
p

= inf
v∈E\{0}

{
||v||E :

(∫
R2

|v|p

|x|a

) 1
p

= 1

}
.

Assim, podemos escolher (uk) ⊂ E tal que∫
R2

|uk|
p

|x|a
= 1 e ||uk||E −→ Sp.

Dáı, (||uk||E) é limitada, portanto, a menos de subsequência temos

i. existe up ∈ E tal que uk ⇀ up em E;

ii. uk −→ up em Lq(R2) para todo 1 6 q <∞;

iii. uk(x) −→ up quase sempre em R2.

Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, obtemos∫
R2

|uk|
p

|x|a
−→
∫
R2

|up|
p

|x|a
.
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Assim, ∫
R2

|up|
p

|x|a
= 1.

Consequentemente, Sp 6 ||up||E. Por outro lado, desde que uk ⇀ up em E temos

||up||E 6 lim
k→∞ inf ||uk||E = Sp.

Portanto,

||up||E = Sp.

Por fim, trabalhando com a sequência (|uk|) em vez de (uk) obtemos que up > 0.

Desta forma, obtemos:

Lema 4.4.6. Seja Ψ : [0,+∞)→ R dada por

Ψ(t) =
t2

2

∫
R2

(
|∇up|2 + V(x)u2

p

)
dx−

∫
R2

F(tup)

|x|a
dx.

Suponha que (f+4 ) é válida. Então

max
t>0

ψ(t) <
(2 − a)π

α0

.

Demonstração. Pelo Lema 4.4.5, existe up ∈ E tal que

Sp = ||up||E e

∫
R2

|up|
p

|x|a
= 1. (4.26)

Pela condição (f+4 ), temos

F(tup) =

∫ tup
0

f(s)ds >
∫ tup
0

Cps
p−1ds =

Cpt
p

p
up.

Assim,

Ψ(t) 6
t2

2
||up||

2
E −

Cpt
p

p

∫
R2

upp

|x|a
dx

=
t2

2
S2p −

Cpt
p

p

6 max
t>0

(t2
2
S2p −

Cpt
p

p

)
. (4.27)

Consideremos o polinômio µ(t) = t2
S2p
2
− tp

Cp
p

com t > 0. Calculando as derivadas de

primeira e segunda ordem, obtemos:

µ ′(t) = tS2p − t
p−1Cp e µ ′′(t) = S2p − (p− 1)tp−2Cp.



Caṕıtulo 4. Uma Classe de Problemas Eĺıpticos Singulares 57

Logo, t0 = S
2/(p−2)
p /C

1/(p−2)
p é ponto cŕıtico e µ ′′(t0) < 0. Assim,

max
t>0

µ(t) = µ(t0) =
p− 2

2p

S
2p/(p−2)
p

C
2/(p−2)
p

.

Esse fato combinado com (4.27), acarreta que

Ψ(t) 6
p− 2

2p

S
2p/(p−2)
p

C
2/(p−2)
p

.

Por outro lado, a condição (f+4 ) implica que

S
2p/(p−2)
p

C
2/(p−2)
p

<
2p(2 − a)π

α0(p− 2)
.

Portanto,

Ψ(t) <
(2 − a)π

α0

e o lema segue.

Corolário 4.4.1. Se ‖h‖H−1(R2) é suficientemente pequeno e assumindo as condições

(V1), (V2), (f2), (f3) e (f+4 ). Então,

max
t>0

I(tup) = max
t>0

{
t2

2

∫
R2

‖up‖2E −
∫
R2

F(tup)

|x|a
dx− t

∫
R2

hupdx

}
<

(2 − a)π

α0

.

Demonstração. Observe que

I(tup) = Ψ(t) − t||hup||1 e ||hup||1 6 ||h||H−1(R2)||up||E.

Assim, tomando ||h||H−1(R2) suficientemente pequeno e usando o Lema 4.4.6 segue o re-

sultado.

De modo a obter resultados de convergência, precisamos melhorar a estimativa do

Corolário 4.4.1.

Corolário 4.4.2. Assumindo as condições (f2), (f3) e (f+4 ), temos que existe δ2 > 0 tal

que para todo h ∈ H−1(R2) com 0 < ‖h‖H−1(R2) < δ2, teremos up satisfazendo

I(tup) < c0 +
(2 − a)π

α0

, ∀t > 0.

Demonstração. Podemos aumentar o ı́nfimo c0, porque c0 cresce quando ‖h‖H−1(R2) de-

cresce e c0 → 0 quando ‖h‖H−1(R2) → 0. Assim, existe δ2 > 0 tal que se 0 < ‖h‖H−1(R2) <

δ2. Então pelo Corolário 4.4.1 , temos

max
t>0

I(tup) < c0 +
(2 − a)π

α0

.
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Observação 4.4.1. Do Corolário 4.4.2, segue que

0 < cM < c0 +
(2 − a)π

α0

.

No caso cŕıtico precisaremos usar o seguinte resultado de convergência:

Lema 4.4.7. Assumamos que f(s) satisfaz (f2), (f3) e tem crescimento cŕıtico. Se (vn) ⊂

E é uma sequência (PS) para I e u0 é seu limite fraco, então a menos de subsequência,

temos
F(vn)

|x|a
−→ F(u0)

|x|a
em L1(R2).

Demonstração. Pelos Lemas 4.3.5 e 4.3.6, obtemos

f(vn)

|x|a
−→ f(u0)

|x|a
em L1(R2).

Assim, existe g1 ∈ L1(R2) tal que |f(vn)|/|x|
a 6 g1 quase sempre em R2. Além disso,

desde que vn ⇀ u0 em E e usando (4.3) conclúımos que vn → u0 em Lq(R2) para todo

1 6 q < ∞. Então, a menos de subsequência existe g2 ∈ L1(R2) tal que |vn|
2/|x|a 6 g2

quase sempre em R2 e vn(x) → u0(x) quase sempre em R2. Das condições (f2) e (f3),

obtemos

|F(vn)| 6 C|vn|
2 +M0|f(vn)| quase sempre em R2.

Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, temos

F(vn)

|x|a
−→ F(u0)

|x|a
em L1(R2).

Nesse momento, temos condições de provar o seguinte teorema:

Teorema 4.4.3. Sob as mesmas condições do Teorema 4.4.2, se acrescentarmos a condição

(f+4 ) existem constantes p > 2 e Cp tais que

f(s) > Cps
p−1, ∀s > 0,

onde

Cp >

[
α0(p− 2)

2p(2 − a)π

](p−2)/2

Spp,
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e

Sp := inf
u∈E\{0}

(∫
R2(|∇u|2 + V(x)u2)dx

) 1
2

(∫
R2

|u|p

|x|a
dx

) 1
p

.

Então, existe δ2 > 0 tal que se 0 < ‖h‖H−1(R2) < δ2, o problema (4.1) tem uma segunda

solução fraca.

Demonstração. Pelos Lemas 4.4.3 e 4.4.4 existem soluções fracas u0 e uM para (4.1).

Assim, é suficiente mostrar que u0 6= uM. A demonstração do teorema segue da afirmação

abaixo.

Afirmação 7. Se δ1 > 0 é suficientemente pequeno, então as soluções de (4.1) obtidas

pelos lemas 4.4.3 e 4.4.4 são distintas.

De fato, pelos Lemas 4.4.3 e 4.4.4, existem sequências (un) e (vn) em E tais que

un −→ u0, I(un) −→ c0 < 0, 〈I ′(un),un〉 −→ 0, (4.28)

e

vn ⇀ uM, I(vn) −→ cM > 0, 〈I ′(vn), vn〉 −→ 0. (4.29)

Suponhamos, por contradição, que u0 = uM. Assim, vn ⇀ u0 em E, isto é, (vn) é

limitada em E. Desde que E ↪→ H1(R2), segue (vn) é limitada no espaço Hilbert H1(R2).

Então, a menos de subsequência, existe v0 ∈ H1(R2) tal que vn ⇀ v0 em H1(R2), e usando

a definição de convergência fraca podemos concluir que v0 = u0. Além disso,

lim
n→∞ ||vn||1,2 > ||u0||1,2 > 0,

porque lim
n→∞ ||vn||1,2 existe. Definindo

wn =
vn

||vn||1,2
e w0 =

u0

lim
n→∞ ||vn||1,2

,

temos:

a. ||wn||1,2 = 1;
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b. wn ⇀ w0 em H1(R2).

De fato, para todo ρ ∈ H−1(R2) temos

lim
n→∞ ρ(wn) = lim

n→∞ ρ
( vn

||vn||1,2

)
= lim
n→∞

ρ(vn)

||vn||1,2

=
lim
n→∞ ρ(vn)
lim
n→∞ ||vn||1,2

=
ρ(u0)

lim
n→∞ ||vn||1,2

= ρ
( u0

lim
n→∞ ||vn||1,2

)
= ρ(w0).

Agora, analisaremos as possibilidades:

i. ||w0||1,2 = 1;

ii. ||w0||1,2 < 1.

Se acontece o item (i), temos

lim
n→∞ ||vn||1,2 = ||u0||1,2.

Isto juntamente com a convergência fraca de vn para u0 em H1(R2) implica que

vn −→ u0 em H1(R2).

Pela Proposição 1.2.8, existe g ∈ H1(R2) tal que |vn| 6 g quase sempre em R2. Isto junto

com (4.8) implica que

|f(vn)vn|

|x|a
6 c1

|g|2

|x|a
+ c2

|g|(eαg
2
− 1)

|x|a
quase sempre em R2,

para cada α > α0. Pela Observação 3.3.1 e a imersão cont́ınua H1(R2) ↪→ Lq(R2) para

todo q > 2, obtemos {
c1

|g|2

|x|a
+ c2

|g|(eαg
2
− 1)

|x|a

}
∈ L1(R2).

Usando o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, conclúımos∫
R2

f(vn)vn
|x|a

dx −→
∫
R2

f(u0)u0

|x|a
dx.
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Analogamente, ∫
R2

f(un)un
|x|a

dx −→
∫
R2

f(u0)u0

|x|a
dx,

já que un → u0 fortemente em E. Por (4.28) e (4.29), segue que

lim
n→∞

[
〈I ′(un),un〉− 〈I ′(vn), vn〉

]
= 0,

isto é,

lim
n→∞(||un||2E− ||vn||

2
E)− lim

n→∞
[∫
R2

f(un)un
|x|a

dx−

∫
R2

f(vn)vn
|x|a

dx

]
− lim
n→∞

∫
R2

h(un−vn) = 0,

donde conclúımos que

lim
n→∞ ||vn||

2
E = lim

n→∞ ||un||
2
E.

Portanto,

lim
n→∞ ||vn||E = ||u0||E.

Isto juntamente com a convergência fraca de vn para u0 em E implica que

vn −→ u0 em E.

Consequentemente, I(vn) → I(u0) = c0. Assim, por (4.28) e (4.29) teŕıamos a seguinte

contradição c0 = cM.

Agora, suponhamos que ocorre o item (ii). Neste caso,

||u0||1,2 < lim
n→∞ ||vn||1,2.

Afirmamos que existe δ > 0 tal que

µα0||vn||
2
1,2 6

(2 − a)2π

1 − ||w0||
2
1,2

− δ (4.30)

para n grande. De fato, pela Observação 4.4.1, temos

α0 <
(2 − a)π

cM − I(u0)
.

Assim, podemos tomar µ > 1 suficientemente próximo de 1 e δ > 0 tais que

µα0||vn||
2
1,2 6

(2 − a)π

cM − I(u0)
||vn||

2
1,2 − δ. (4.31)

Observemos que

I(vn) =
1

2
||vn||

2
1,2 +

1

2

∫
R2

V(x)v2n dx−
1

2

∫
R2

v2n dx−

∫
R2

F(vn)

|x|a
dx−

∫
R2

hvn dx. (4.32)
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Usando que vn ⇀ u0 (ou seja, (vn) é limitada em E) e a imersão compacta dada em (4.3),

a menos de subsequência, obtemos que∫
R2

v2ndx −→
∫
R2

u2
0dx e

∫
R2

hvndx −→
∫
R2

hu0dx.

Este fato junto com (4.29) e Lema 4.4.7 implica que (4.32) pode ser reescrita como:

1

2
||vn||

2
1,2 = cM −

1

2
lim
n→∞

∫
R2

V(x)v2ndx+

∫
R2

[F(u0)

|x|a
+ hu0 +

1

2
u2
0

]
dx+ on(1). (4.33)

Assim, por (4.31) e (4.33) segue que

µα0||vn||
2
1,2 6

(2 − a)2π

cM − I(u0)

{
cM −

1

2
lim
n→∞

∫
R2

V(x)v2ndx

+

∫
R2

[F(u0)

|x|a
+ hu0 +

1

2
u2
0

]
dx+ on(1)

}
−δ, (4.34)

para n suficientemente grande. Seja

A =

{
cM −

1

2
lim
n→∞

∫
R2

V(x)v2ndx+

∫
R2

[F(u0)

|x|a
+ hu0 +

1

2
u2
0

]
dx

}
(1 − ||w0||

2
1,2).

Então,

A = cM −
1

2
lim
n→∞

∫
R2

V(x)v2ndx+

∫
R2

[F(u0)

|x|a
+ hu0 +

1

2
u2
0

]
dx− ||w0||

2
1,2

[1

2
||vn||

2
1,2 − on(1)

]
= cM −

1

2
lim
n→∞

∫
R2

V(x)v2ndx+
1

2

∫
R2

V(x)u2
0dx− I(u0) +

1

2
||u0||

2
1,2 − ||w0||

2
1,2

[1

2
||vn||

2
1,2 − on(1)

]
6 cM − I(u0) +

1

2
||u0||

2
1,2

1

2
||vn||

2
1,2||w0||

2
1,2 + on(1)||w0||

2
1,2

< cM − I(u0) +
1

2
||u0||

2
1,2 −

1

2
||vn||

2
1,2||w0||

2
1,2 + on(1),

desde que

p.1
∫
R2

[F(u0)

|x|a
+ hu0 +

1
2
u2
0

]
dx = 1

2

∫
R2 V(x)u

2
0dx− I(u0) +

1
2
||u0||

2
1,2;

Com efeito, desenvolvendo o lado esquerdo da igualdade, usando a definição do

funcional I e a norma do espaço H1(R2), obtemos o lado direito da igualdade.

p.2 lim
n→∞

∫
R2 V(x)v

2
ndx >

∫
R2 V(x)u

2
0dx

Com efeito, usando que vn ⇀ u0 em E (ou seja, (vn) é limitada em E) e a imersão

compacta dada em (4.3), a menos de subsequência, podemos assumir que

V(x)v2n(x) −→ V(x)u2
0(x) quase sempre em R2

e usando o Lema de Fatou segue p.2.
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Fazendo n→∞ e usando a definição de w0, obtemos

A 6 cM − I(u0).

Este fato juntamente com (4.34) implica em (4.30) para n grande. Assim,

µα0||vn||
2
1,2 <

(2 − a)2π

1 − ||w0||
2
1,2

,

e podemos tomar ε > 0 suficientemente pequeno tal que

(µ+ ε)α0||vn||
2
1,2 <

(2 − a)2π

1 − ||w0||
2
1,2

.

Tomando p = (µ+ ε)α0||vn||
2
1,2 na Proposição 3.3.1, segue

sup
n

∫
R2

(
e(µ+ε)α0||vn||

2
1,2|wn|

2

− 1
)

|x|a
dx <∞,

e desde que a < a(µ+ ε), implica que∫
R2

(
e(µ+ε)α0||vn||

2
1,2|wn|

2

− 1
)

|x|a(µ+ε)
dx 6 C. (4.35)

Agora, mostraremos que ∣∣∣∣∫
R2

f(vn)(vn − u0)

|x|a
dx

∣∣∣∣−→ 0. (4.36)

De fato, por (4.8) e a desigualdade de Hölder, segue∣∣∣∣∫
R2

f(vn)(vn − u0)

|x|a
dx

∣∣∣∣ 6 ∫
R2

|f(vn)||vn − u0|

|x|a
dx

6 b1

∫
R2

|vn||vn − u0|

|x|a
dx+ b2

∫
R2

(eαv
2
n − 1)|vn − u0|

|x|a
dx

6 b1

(∫
R2

|vn|
2

|x|a
dx

) 1
2
(∫

R2

|vn − u0|
2

|x|a
dx

) 1
2

+ b2

(∫
R2

|vn − u0|
µ ′dx

) 1
µ ′
(∫

R2

(eαv
2
n − 1)µ

|x|aµ
dx

) 1
µ

, (4.37)

onde µ > 1 tal que aµ < 2, µ ′ = µ/(µ− 1) e para cada α > α0. Vejamos que

•
∫
R2

|vn|
2

|x|a
dx <∞;

Com efeito,∫
R2

|vn|
2

|x|a
dx =

∫
|x|61

|vn|
2

|x|a
dx+

∫
|x|>1

|vn|
2

|x|a
dx

6

(∫
|x|61

|vn|
2q ′dx

) 1
q ′
(∫

|x|61

|x|−aqdx

) 1
q

+

∫
|x|>1

|vn|
2dx

6

(∫
|x|61

|vn|
2q ′dx

) 2
2q ′
(∫

|x|61

|x|−aqdx

) 1
q

+

∫
R2

|vn|
2dx

<∞,
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onde q > 1 tal que aq < 2 e q ′ = q/(q− 1), e (4.3) implica que vn ∈ Lq(R2) para

todo 1 6 q <∞.

•
∫
R2

|vn − u0|
2

|x|a
dx 6 ||vn − u0||

2
2τC+ ||vn − u0||

2
2;

Com efeito,∫
R2

|vn − u0|
2

|x|a
dx 6

∫
|x|<1

|vn − u0|
2

|x|a
dx+

∫
R2

|vn − u0|
2dx

6

(∫
|x|<1

|vn − u0|
2τdx

) 1
τ
(∫

|x|<1

|x|−aτ
′
dx

) 1
τ ′

+||vn − u0||
2
2

6

(∫
R2

|vn − u0|
2τdx

) 2
2τ
(∫

|x|<1

|x|−aτ
′
dx

) 1
τ ′

+||vn − u0||
2
2,

onde τ ′ > 1 tal que aτ ′ < 2 e τ = τ ′/(τ ′ − 1).

•
∫
R2

(eαv
2
n − 1)µ

|x|aµ
dx <∞.

Com efeito, pela definição de wn tem-se que |vn|
2 = ||vn||

2
1,2|wn|

2 e pelo Lema 3.3.1,

temos ∫
R2

(eαv
2
n − 1)µ

|x|aµ
dx 6 C

∫
R2

(eβα||vn||
2
1,2|wn|

2

− 1)

|x|aµ
dx

= C

∫
R2

(ekα0||vn||
2
1,2|wn|

2

− 1)

|x|aµ
dx,

para cada β > µ e k = βα/α0. Escolhendo α e β suficientemente próximos de α0 e

µ, respectivamente, tais que k = µ+ ε, o resultado segue de (4.35).

Das estimativas acima e por (4.37), existem constantes C1,C2 e C3 tais que∣∣∣∣∫
R2

f(vn)(vn − u0)

|x|a
dx

∣∣∣∣ 6 C1(C2||vn − u0||2τ + ||vn − u0||2)
1
2 + C3||vn − u0||µ ′ .

A desigualdade acima juntamente com vn → u0 em Lq(R2) para todo 1 6 q < ∞,

implicam em (4.36). A convergência em (4.36) juntamente com o fato de que I ′(vn)(vn−

u0)→ 0 mostra-nos que

(vn, vn − u0) −→ 0,

e desde que vn ⇀ u0 em E, temos

(u0, vn − u0) −→ 0.

Então,

(vn, vn − u0) − (u0, vn − u0) −→ 0,
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ou equivalentemente,

||vn − u0||
2
E −→ 0.

Portanto, vn → u0 em E. Assim, I(vn) → I(u0) = c0. Este fato, contradiz (4.28) e

(4.29).

As seguir mostraremos um exemplo que satisfaz as condições (f0), (f2), (f3) e (f+4 ) com

crescimento cŕıtico.

Exemplo 5. Seja f : R→ R dada por

f(s) =


0, se s ∈ (−∞, 0)

Cps
p−1 + 2s(es

2
− 1), se s ∈ [0, 1]

Cps
p−1 + (e− 1)[(2s− 1)es

2−s + s], se s ∈ (1,+∞).

A condição (f0) é óbvia. Note que para s > 1 existe A > 0 tal que

F(s) = A+
Cp

p
(sp − 1) + (es

2−s) +
(s2 − 1)

2
.

Assim a condição (f2) é satisfeita, isto é,

lim
|s|→∞

F(s)

f(s)
= 0.

Para (f3), note que

lim sup
s→0

2F(s)

s2
= 2 lim

s→0

Cpp
−1sp + (es

2
− 1) − s2

s2
= 0 < λ1.

Além disso, a condição (f+4 ) segue pela definição de f.

Por fim, para verificar o crescimento cŕıtico em +∞, note que α0 = 1.

4.4.3 Dependência do Sinal

A pertubação feita em h, embora pequena, tem influência direta sobre as soluções fracas

obtidas nos Teoremas 4.4.1 e 4.4.3. Os resultados a seguir retratam tal dependência.

Teorema 4.4.4. Sob as mesmas condições do Teorema 4.4.1, se h(x) > 0 (h(x) 6 0)

quase sempre em R2, então as soluções obtidas no Teorema 4.4.1 são não-negativas (não-

positivas), respectivamente.
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Teorema 4.4.5. Sob as mesmas condições do Teorema 4.4.3, se h(x) > 0 quase sempre

em R2, então as soluções obtidas no Teorema 4.4.3 são não-negativas. Além disso, se

h(x) 6 0 quase sempre em R2 e f(s) satisfaz a condição:

(f−4 ) |f(s)| > Cp|s|p−1, ∀s ∈ R,

então as soluções são não-positivas.

No caso em que h(x) > 0, redefinimos f(s) = 0 se s < 0. Assim, no caso subcŕıtico (f1)

vale para s > s1 e no caso cŕıtico (f2) vale para s > R0. Observemos que as condições (f1)

e (f2) foram necessárias para verificar algumas propriedades das sequêcias de Palais-Smale

e os Lema 4.3.3, 4.3.5 e 4.4.7, ainda são válidos para essa não-linearidade modificada.

As demonstrações dos Teoremas 4.4.4 e 4.4.5 são consequências dos dois corolários a

seguir.

Corolário 4.4.3. Se h(x) > 0 quase sempre em R2, então as soluções fracas de (4.1) são

não-negativas.

Demonstração. Seja u ∈ E uma solução fraca de (4.1). Definamos,

u+ = máx{u, 0} e u− = máx{−u, 0}.

Note que

a. se u(x) > 0, então u+ = u;

b. se u(x) < 0, então u− = −u;

c. se u(x) = 0, então u+ = u = u−.

Escolhendo v = u− na definição de solução fraca do problema (4.1), obtemos∫
R2

(∇u∇u− + V(x)uu−)dx−

∫
R2

f(u)

|x|a
u−dx−

∫
R2

hu−dx = 0.

Suponhamos, por contradição, que u < 0. Então, u(x) = −u−(x) e f(u) = 0. Portanto,

||u−||2E = −

∫
R2

hu−dx 6 0.

Assim, u− = 0, contradizendo a suposição. Portanto, u > 0.
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Agora, no caso em h(x) 6 0, precisaremos definir:

f̃(s) =

 −f(−s), se s 6 0

f(s), se s > 0.

Corolário 4.4.4. Se h(x) 6 0 quase sempre em R2 e assumindo que (f−4 ) é válida, então

existe pelo menos duas soluções fracas não-positivas de (4.1).

Demonstração. Considere o funcional Ĩ : E→ R definido por

Ĩ(u) =
1

2
‖u‖2E −

∫
R2

F̃(u)

|x|a
dx−

∫
R2

(−h)udx,

onde F̃ é a primitiva de f̃. Usando a definição f̃ e as condições sobre f, podemos concluir

que f̃ satisfaz as mesmas hipóteses de f. Assim,

(f̃0) f̃ ∈ C(R,R) e f̃(0) = 0;

(f̃1) existem θ > 2 e s1 tais que |s| > s1, tem-se:

0 < θF̃(s) = θ

∫s
0

f̃(t)dt 6 sf̃(s);

(f̃2) existem constantes positivas R0 e M0 tais que para todo |s| > R0 tem-se:

0 < F̃(s) 6M0|f̃(s)|;

(f̃3) lim sups→0

2F̃(s)

s2
< λ1;

(f̃+4 ) existem constantes p > 2 e Cp tais que

f̃(s) > Cps
p−1, ∀s > 0;

(f̃−4 ) |f̃(s)| > Cp|s|p−1, ∀s ∈ R.

Da hipótese de que h(x) 6 0 quase sempre em R2 implica que −h(x) > 0 quase sempre

em R2. Pelo Corolário 4.4.3, Ĩ(u) tem dois pontos cŕıticos não-triviais e não-negativos.

Digamos que ũ seja um desses pontos cŕıticos, ou seja,∫
R2

(∇ũ∇v+ V(x)ũv)dx−
∫
R2

f̃(ũ)v

|x|a
dx+

∫
R2

hvdx = 0, v ∈ E.

Desde que ũ > 0 implica que f̃(ũ) = −f(ũ) e tomando −v em vez de v, obtemos∫
R2

(∇(−ũ)∇v+ V(x)(−ũ)v)dx−
∫
R2

f(−ũ)v

|x|a
dx−

∫
R2

hvdx = 0, v ∈ E.

Dáı, conclúımos que −ũ é uma solução fraca não-positiva de (4.1).
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[22] LIONS, P. L. The concentration-compactness principle in the calculus of variations,
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