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Resumo

Neste trabalho mostramos que o problema de Cauchy para a equagao de Schrédinger nao
linear nao local com dado inicial suficientemente pequeno nos espacos de Sobolev de ordem
maior que 1/2, é bem posto localmente. Aqui, a nogao de boa colocagao (boa postura)
inclui a existéncia e persisténcia, a unicidade e a dependéncia continua da solugao com
relagdo ao dado inicial. As principais ferramentas para a obtengao desse resultado foram
o teorema do ponto fixo para contracoes e algumas propriedades de efeito regularizante do
fluxo da equagao de Schrodinger linear. Usando o teorema da fungao implicita, provamos
adicionalmente que, se o problema é bem posto no sentido acima, entao a aplicagao dado
inicial-fluxo é nao s6 Lipschitz-continua, é de fato suave. Usamos as leis de conservacao
de massa e energia do sistema para provar que a solugao local para o problema com dado
inicial no espago de Sobolev de ordem 1 se estende globalmente em relagao ao tempo.
Por fim, mostramos que, se o dado inicial for tomado em espacos de Sobolev de ordem
negativa, entao o problema nao é bem posto, no sentido de que a aplicacao dado-fluxo
nao é suave; consequentemente, nesses casos, nao é possivel usar o teorema de ponto fixo

para contragoes para investigar a boa colocagao do problema.



Abstract

In this work we show that the Cauchy problem for the nonlocal nonlinear Schréodinger
equation with sufficiently small initial data in Sobolev spaces of order greater than 1/2,
is locally well posed. Here, the notion of well-posedness includes the existence and per-
sistence, uniqueness and continuous dependence of the solution with respect to the initial
data. The main tools for reaching this result were the fixed point theorem for contractions
and some properties of smoothing effect from the flow of the linear Schrodinger equation.
Using the implicit function theorem, we prove further that if the problem is well-posed
in the above sense, then the data-flow map is not only Lipschitz-continuous, it is in fact
smooth. We use the conservation laws of mass and energy of the system to prove that
the local solution to the problem with initial data in Sobolev space of order 1 extends
globally with respect to the time. Finally, we show that if the initial data is taken in
Sobolev spaces of negative index, then the problem is not well-posed, in the sense that
the data-flow map is not smooth, hence in these cases, you can not use the fixed point

theorem for contractions to investigate the well-posedness problem.
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Introducao

Desde a década de 1960, o problema da auto-modulacao das ondas nao-lineares de
pequena amplitude tem sido intensamente estudado. A equagao de Schrodinger cubica
nao-linear (NLS cubica)

ou = —1i02u + iy, (1)

onde u = u(x, t) ¢ uma funcao complexa e x, t,y € R, tem sido utilizada como um modelo
universal para a descri¢ao da evolugao no tempo de pacotes de ondas. Um caso importante,
quando temos pacotes de ondas entre dois fluidos de densidades e profundidades diferentes,
conhecido como limite raso-fundo (Shallow-deep) (isto é, a camada superior é de pouca
profundidade e a inferior é profunda, se comparado com o comprimento), ndo pode ser
descrito adequadamente pela equagao NLS ctibica (1). Assim, surge o problema de obter
um tipo de equagao NLS mais universal que modele pacotes de ondas quasi-harmonicas.

D. Pelinovsky [19] deu o primeiro passo para o resolver, propondo a seguinte equagao:
0w = 22u + iu(l —iTn) 0k (ul*) — ylulu, x,t<€R, (2)

onde u = u(x,t) é¢ uma funcao complexa, que representa o envolucro do pacote de ondas,
Th € um operador integral singular (que é uma generalizagao da transformada de Hilbert)

definido por

Thu(x) = 2iv.p. J_OO coth (H(HZ—}:X)> u(y)dy, (3)

com p.v. a denotar o valor principal da integral e h denota um parametro proporcional a
profundidade do fluido.

A Equacgao (2) governa a evolugao de ondas de primeira ordem no limite raso-fundo.
Esta, por sua vez, é ndo-local e é denominada equagao intermediaria NLS nao-local (INL-
SNL). Intermediaria porque quando a profundidade é pequena, i.e h — 0, a equacao (2)

reduz-se & seguinte equagao NLS defocusing
0;u = 2u—u(uf —p?), w=1u(xt), (4)
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apos redefinir x, t e u pelas relagdes x = VhX, t = ht e u(x, t) = U(X, t), respectivamente.
Aqui, foi usada a expansao Th0xf = —h~'f + O(h) junto com a condicao de fronteira
limy| 00 Ut| = p; enquanto em grandes profundidades (h — c0) a equagao (2) transforma-

se na equacao NLS nao-local
du = —id2u 4+ u(l +1iH)0. (u?) + iy (ufuw), (5)

(consulte [11]) onde H & transformada de Hilbert, i.e.,

+o00

1 t
Hu(x,t) = —v.p. u(y, )
T e Y—X

Também em [19] foi mostrado que a equacao INLSNL é integravel. Seu espalhamento

dy. (6)

inverso foi construido em [20]. Notamos que os efeitos de segunda ordem na expansao
de ondas longas nao sao descritas pela equacao INLSNL, embora possam influenciar o
comportamento de ondas internas quase-harmonicas. Levando em conta esses efeitos de
segunda ordem, D. Pelinovsky e R.H.J Grimshaw (ver [21]) propuseram uma equagao de
evolugao universal do tipo de NLS no limite superficial de profundidade de um fluido

continuo estratificado. A equagao estabelecida por eles é
10w = ad?u + Bu(i+ Th) oy (u?) — yulu, x,t€R, (7)

em que os coeficientes positivos «, 3 e y sao expressos pelos parametros do fluido estra-
tificado (veja o Apéndice A de [21]).
Nosso objetivo neste trabalho é estudar a boa colocagao local para os problemas de

valor inicial (PVI) associados a equagao (5), i.e.,

diu+102u = u(l +13H0) 0, (u?) + iy(jufu), x,teR )

u(x,0) = up(x).

Mais precisamente mostraremos o seguinte resultado:

Teorema 1 Seja s > L. Entdo existe um & > 0, tal que para todo uy € H3(R), com

5.
luollyys < O, existe um T = T(||uollyys) > 0 com T(||ugllyys) = o0 quando ||ugllys — 0,
existe um espagco X§ tal que X3 — C([—T,T];H3(R)) e wma tnica solu¢io w para o
problema de Cauchy (8) em X§. Além disso, existe uma vizinhanga V de uy € H¥(R),

s > %, tal que a aplicagao dado-solu¢ao de V em X§ € suave.
Mostraremos por meio da Lei de conservacao

Elult) = | {0 + g, () +yiut | ax )

—00




que a solugao do PVT (8) com o dado inicial em uy € H!(R) pode ser estendida globalmente
no tempo. Por fim provamos a méa colocagao para o mesmo problema de valor inicial com

dado inicial em H*(R), s < 0 no sentido de que a aplicacao dado-fluxo nao é C3 na origem.

Observagao 0.1 Se u é solugao do PVI associado a equacao (5), com y = 0, com dado
inicial ug, entao

un(x,t) = Azu(Ax, Azt), ¥V AeR—{0}, (10)
com dado
A (0) = ua(x,0) = A2ug(Ax)
¢ também uma solugao. Entao, temos
ID3uA(0)][r2 = A*[[DRuofl 2 (11)

Portanto o termo de maior derivada na norma H*-norma é invariante sob a trans-
formagao escala (10) para s = 0. Note que um argumento de escala semelhante nao
funciona se y > 0, mas uma vez que o termo yju/?*u nao oferece obstaculo, imaginamos

que podemos pensar o mesmo sobre a equagao (5) paray > 0.

O trabalho esté disposto da seguinte forma: No primeiro capitulo, exibimos alguns
resultados a serem usados nos capitulos seguintes e a fim de situar o leitor aos fatos
que serao usados nos Capitulos seguintes, e tornar o texto o mais claro possivel. No
segundo Capitulo enunciamos os lemas e principais resultados que usaremos no decorrer
do texto. Ai, iremos definir o espago solu¢ao X$ para o PVI associado a equagao (5) e
reescrever o problema para permitir nossa abordagem. No terceiro Capitulo provamos
a boa-colocac¢ao (boa postura) local para o PVI (8), ou seja mostramos a existéncia e
unicidade da solucao, a persisténcia e dependéncia continua da solucao em relacao ao
dado inicial, sendo que nossas principais ferramentas para a existéncia e unicidade da
solugao é o Teorema do ponto fixo, as propriedades da equacao de Schrédinger linear e
as regras de Leibniz para derivadas fracionarias em espacos de Banach, enunciadas no
capitulo 2. No quarto capitulo mostramos que a solugao do PVI (8), obtida no capitulo
3 pode ser estendida globalmente no seguinte sentido: dado T > 0 existe tinica solucao
no intervalo [0, T]. No capitulo cinco provamos que o problema é mal posto quando o
dado inicial ug pertence a H® com s < 0. Mal posto no seguinte sentido: A aplicagao
dado-fluxo nao ¢ C3-diferenciavel na origem, quando o dado inicial estd em H*(R), com

s < 0.




Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste Capitulo apresentaremos defini¢oes e resultados a serem usados nos capitulos seguintes,
como os Espagos LP de Lebesgue, a Transformada de Fourier e os Espagos de Sobolev.
Esta parte possui a finalidade de exibir as ferramentas bésicas para o desenvolvimento do

trabalho, bem como auxiliar sua leitura.

1.1 Principais Notacoes

Dada uma funcao complexa f, sua parte real serd denotada por Re f e a imaginaria
por Im f.

Denotamos a transformada de Fourier de uma func¢ao u com relagao a variavel espacial
x por F{u} ou simplesmente por U. Dado 1 < p < oo, denotaremos a norma do espago

de Lebesgue LP(R) por || - ||r. Para 1 < p,q < oo definimos o espago de Banach

LPLY = {f: R x [0, T] — C mensuravel : [|f| p s < oo}, (1.1)

+o0 T % %
[fllpea = (J (L If(x,t)lth) dx) .

Quando a notagao for LPL{ (observe que agora t ¢ mintsculo) significa que a integral em

onde

relagao a t ¢ de —oo a +oo. [[f| sy ¢ definido de maneira similar, e quando p = oo ou
q = 00, ||fHL5L$ é definido da forma natural, ou seja, é a norma do supremo essencial.
Dados X, Y espacos de Banach, C*(X,Y) denotaré o espaco das aplicacdes de X em Y

com k derivadas continuas.
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Dizemos que um espago métrico X esté continuamente imerso em um espac¢o métrico Y
e denotaremos por X < Y, se existir uma aplicagao injetiva de X em Y e [J[y(x)]|y < c||x||x
para todox € X, y €Y.

Denotaremos 8(R) o espago de Schwartz em R e
CX(R) :={f € C*(R) : f tem suporte compacto}.

J* representara o potencial de Bessel, J* = (1 — 02)5/2. DS representara o potencial de
Riesz, D$ = (—02)%/2. Ou seja, J*f = ((1 + |£|2)S/21?>\/ e DSf = <|E,|S{C\)v

Denotaremos por H*(R) o espago de Sobolev usual (de tipo L?(R)) de ordem s, com
norma

[£llrs 2= [T f]] 2.

Dados X,Y dois espagos vetoriais diremos que X é isomorfo a Y (notagdo X = Y) se
existir uma aplicagao bijetiva continua de X em Y.

O comutador de um operador K sera denotado por
K, ulv := K(uv) — uK(v). (1.2)

Sejam C,D constantes positivas. Por C < D (resp. C 2 D) significamos que existe
uma constante ¢ > 0 tal que C < ¢D (resp. C > ¢D). Denotamos C < D < C por C ~D.

Dada uma regidgo O C R™, sua medida (volume) seré denotada por Q.

Sejam x,y € R. Por x > y e x < y significamos que x é muito maior que y e x é

muito menor que Yy, respectivamente.

1.2 Os Espacos de Banach LP(R")

Para cada p, 1 < p < oo, seja LP(R™) a classe das fun¢oes mensuréaveis, f : R™ — C, tais
que a integral (de Lebesgue) J [f(x)|Pdx seja finita. Também, seja L*°(R™) a colegao
das fungoes limitadas em quase todos os pontos, isto é, em todos os pontos, exceto,

possivelmente em um conjunto com medida de Lebesgue nula. Munidos das normas

P
Il = (J |f(x)|vdx) C1<p<oo

[flloc = esssup{|f(x)]; x € R"™}
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cada LP(R™), 1 < p < oo é um espago de Banach.

Algumas propriedades elementares de LP (R™) :
L |[f+gllee < |Ifllee + |lgllLe (desigualdade de Minkowski);

2. [If - gl < [[fllee - [glla, onde 1 =
(desigualdade de Holder).

$+§,se1<p<ooeqzlsep:oo

Em particular, se p = q = 2, entao
1T glly < [Ifll2 - lg]l2- (1.3)

(1.3) é conhecida como desigualdade de Cauchy-Schwartz.
Em vista de (1.3), definimos o produto interno

(f.9)= | togliIex, f.9.€ LR, (1.4)

n

Munido deste produto interno, o espaco de Banach L?(R™) torna-se um espaco de Hilbert.
E claro que (f, f) = ||f||3, f € [2(R™).
Enunciaremos abaixo dois resultados basicos e essenciais dos espacos LP (R™). Quando

nao especificado os p’s que aparecem sao tais que 1 < p < oo.

Proposicao 1.1 (Desigualdade de Holder generalizada) Sejam 1 < p,q,7 < o0

taz’sque%z%—l—%. SefelP geld, entaof-geL"(R™) e

- glle < [IF115 l9ll5-

Demonstracao: E uma consequéncia imediata da desigualdade de Holder. Considere a

desigualdade de Holder com [f|" e |g|". n

Proposicao 1.2 (Des. de Minkowski para Integrais) Seja f: R™ xR™ — R(ou C)
mensurdvel tal que, f(-,y) € LP(R™) para q.t.p. y € R™, e que a fung¢io y —
(-, y)|lLr &m) pertenga a LHR™). Entdo a fungdo x — J f(x,y)dy pertence a LP(R™)

n

e

J f(x,y)dy <J 10 W p gm) dy-
n LP(R™) R"

Demonstragao: Veja a referéncia [5]. m
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Teorema 1.1 (Riesz-Thorin) Sejam (X; Zx; ) e (Y; Zy; V) espacos de medida e po, p1,
do, g1 € [1,00](com v o-finita se qo = q1 = 00). E para 0 < t < 1, sejam py e qy tais
que

1 1—t t 1 1—t t
— — +

Pt Po Pi Qi Jo I
Se T:LPo(u) + LPr(n) — L9°(v) + L9 (v) € um operador linear tal que,

ITfllq, < Mol[fllpy, para £ € LP(u) e [[Tf]l,, < Mullfllp,, para f € L7 (w),

entao

T, < Mg~ "Mi[[fllp,, V€ LP () e 0 <t <1

ou seja, designando por My a norma de T : LPt — L9t temos: My < M *Mt.

1.3 A transformada de Fourier

Definiremos e enunciaremos agora as propriedades da Transformada de Fourier em LP (R™),

1 < p < 2eno espago de Schwartz e das distribuigoes temperadas.

1.3.1 A transformada de Fourier no espago L!(R")

Proposicao 1.3 A aplicacao f: LY(R™) — L®(R") definida por

~

Fir)(E) = fle) = | e eItixax, (1.5

n - - . -
onde x - & = ) " xi& € o produto escalar em R™, é um operador linear e continuo e

1F] = 1.

Demonstragao: Veja as referéncias [5| ou [6]. ]

Além da notacao F(f)(&) também é comum o uso do simbolo f(§) para designar a

transformada de Fourier de uma funcao f € L'(R™).
Observagao 1.1 Algumas vezes para simplificacao de caculos vamos usar a defini¢ao

0= ()7 [ et

Definicao 1.1 O operador linear continuo F : LH(R™) — L®°(R™) definido pela formula

(1.5) é chamado de Transformada de Fourier.
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Enunciamos a seguir as propriedades bésicas da transformada de Fourier em L!(R™).
Teorema 1.2 A transformada de Fourier satisfaz as sequintes propriedades:

1. Dada f € LY(R™), f:R™ = C ¢ uma funcao continua.

2. limjg) 50 1?(5,) =0 (Lema de Riemann-Lebesgue), com f € L}(R™)

3. (tnf)(E) = e 2™ER(E) | onde Thf(x) = f(x — h).

~

4. F(e2™M)(E) = T f(E).
5. Dada a > 0, F(f(ax))(&) = a "f(a " 1&).
6. Dadas f,g € L'(R™), (f* g)"(&) = f(&)g(&).

Demonstragao: Veja, por exemplo, as referéncias [10] ou [5]. ]

1.3.2 A transformada de Fourier no espaco das funcoes de de-

crescimento rapido.

Apresentaremos a seguir um espaco de func¢oes no qual a transformada de Fourier tem
inversa, e devido a sua regularidade e densidade em LP, 1 < p < 0o, podemos usé-lo para

o estudo mais amplo da transformada de Fourier, por exemplo defini-la em [? facilmente.

Definicao 1.2 Chamamos de espaco das fungoes C*®(R™) de decrescimento rdpido, tam-

bém conhecido como espaco de Schwartz, ao espaco
8(R™) ={p € C*(R™); [lo| . = sup Ix*0P | < 0o, ¥ multi — indice «, f € N}.
' xeR™
Denotaremos 8(R™) simplesmente por 8.

Definicao 1.3 Dizemos que uma sequéncia (@;)jen de fungoes de 8 converge para uma

fungio @ € 8, quando lim ||@; — @[, s = 0, para quaisquer multi-indices «, 3.
J—00 ’

Proposicao 1.4 § com a topologia gerada pelas semi-normas ||@|| , 5 = SUPyepn Ix*0P o,

x € R™ e «, B multi-indices, é completo.
Demonstragao: Veja [6]. m

Teorema 1.3 O espaco de Schwartz possui as sequintes propriedades bdsicas:
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1. Dada @ € 8, P(x) € 8§ e P(0)@ € 8, para qualquer polinomio P(x). Em particular,
dados quaisquer polinémios P(x), Q(x) e qualquer @ € 8, temos que P(x)Q(0)p € 8.

2. 8§ = LP e é denso em LP, V1< p<oo, comanorma de LP.

3. Dadas @,\p €8, @ x\ €8, ou seja, o produto de convolugao,

09y = | (Ibly —x)dx
€ uma operacao em S,

Demonstragao: Veja o Capitulo 8 de [6]. ]

Corolario 1.1 Todas as propriedades dadas pelo Teorema 1.2 para a transformada de

Fourier em L' sdo wvdlidas para o espaco de Schwartz S(R™).

Demonstragao: Temos pelo item 2 do Teorema 1.3 que 8 < L. Dai segue o resultado.

n
Teorema 1.4 Seja @ € S(R™). Entdo:

1. (05 @) (&) = (2mi&)*P(&).

2. ((—2mix)*@(x)) (&) = 0FP(&).

3. @ € 8(R™), isto €, F: §(R™) — S(R™).
Demonstragao: Veja [6], capitulo 8. n

Teorema 1.5 (Fourier) Dado ¢ € §(R™) vale:

olx) = | @lEemode, (1.6)

Demonstracao: Consulte o capitulo 8 de [6]. m
O Teorema de Fourier nos d4 uma férmula de inversao da transformada, que permite
definir a transformada inversa de Fourier de uma fungao ¢ € §(R™) por:

T (@() = plx) zj o(£)e? D ag,

n

Teorema 1.6 A transformada de Fourier F : S(R™) — S(R™) é um isomorfismo continuo

e sua inversa F~1: §(R™) — §(R™) também € um isomorfismo continuo.
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Demonstragao: Veja o Teorema 8.2.3, pagina 96 de [6]. n
Teorema 1.7 (Plancherel) Se ¢ € §(R™), entdo ||@]|l 2 = ||®] 2
Demonstragao: Veja, por exemplo, as referéncias [4] e [6]. n

Corolario 1.2 (Identidade de Parseval) Sejam ¢, € S(R™), entdo

J Vopdx = J ¥ @dx.
R™ R™

1.3.3 A transformada de Fourier no espaco das distribuicoes tem-

peradas.

Definicao 1.4 Uma distribuicao temperada é um funcional linear continuo F: §(R™) —
C. O dual de 8(R™) serd designado pela notacao 8'(R™). Portanto, F € 8'(R™) se, e

somente se,
(i) F:8(R™) — C € linear;

(it) se (@;)ijen € uma sequéncia de S(R™) tal que @; — 0 em 8(R™), entdo F(@;) — 0

em C.

Definicao 1.5 Dizemos que uma func¢ao f: R™ — C € de crescimento polinomial quando

existem C,M > 0 tal que [f(x)] < C(1+ xPM, Vx € R™

Proposicao 1.5 Toda funcao localmente integrdvel de crescimento polinomial no infinito

define uma distribuicao temperada.
Demonstragao: Veja as referéncias [6] e [10]. ]

Observacao 1.2 (i) Em particular, toda fun¢ao limitada e toda func¢ao f € LP(R™), 1 <

P < 00, define uma distribuicao temperada por meio da definigao da
Flg) = | flujgiidr, Yg e S(E™.

(i) Se f € LY(R"), entao fel®es continua, portanto fe 8’(R™), isto &, define
fgdg, = J fgd&. Além disso,

n

uma distribuicao temperada, pois se f,g € L!, entdo J

n

segue do Teorema 1.4-(3) que @ € §(R™),V ¢ € §(R™). Logo, J ?(pd& =

J fde,
R n
Vo € S(RM).

R
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Definigao 1.6 Dada F € 8'(R™), definimos sua transformada de Fourier por

F, @) =F(o) = (F,8) =F(), Vo eS[R". (1.7)

Observe que se f € LY(R™), entao f coincide com sua transformada de Fourier em
8’(R™). Portanto, a definicao 1.6 é consistente com a teoria de transformada de Fourier
para funcoes de L! e 8.

Assim como em 8, vale o seguinte resultado para a transformada de Fourier em 8'(R™).
Teorema 1.8 F:8'(R™) — 8'(R™) € um isomorfismo e tanto F como F~1 sdao continuas.
Demonstracao: Consulte [4] e [6]. ]

Teorema 1.9 F:8'(R") — 8'(R"™) satisfaz as sequintes prorpriedades:

1. (0g@) (&) = (2mE)*p(E).

5. (TnF)(E) = e 2,

4. (e¥NE)(E) = T, F(E).

Demonstragao: Para a demonstragao, consulte as referéncias [5] e [10]. ]

Alternativamente, usando a férmula da inversao (1.6) chega-se ao mesmo resultado.

1
Definigao 1.7 Definimos em S8(R) a fun¢do valor principal de —, denotada por V.p.%,
X

pela expressao
@(x)
X

1
v.p.— (@) = limJ dx,
X e<|x|<

para qualquer @ € §(R).

—

Exemplo 1.1 Calculemos V.p.%. Dada ¢ € 8(R), usando o Teorema de Fubini e o

teorema da Convergéncia Dominada, segue que
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Além disso, como J wdx =TT, temos que
R X
limJ e 2ty dx = limJ cos(2mxy) _isen(27txy) dx
e20)ecixl<t X €20 Jecx<l X X
=0 —1isgn(y) J @dx
R X
= —imsgn(y). (1.9)

Segue portanto de (1.8) e (1.9) que

—

v.p.l(E,) = —imsgn(§).
X

Defini¢ao 1.8 Dadas F € 8'(R™) e P € §(R™), definimos a convolucao de F e P por:

Frp(x) = (F,t (=) = (F,p(x — ).
Proposigao 1.6 Se F € 8'(R™) e Y € 8(R™), entao Fxp € uma fungao C*® de cresci-

mento polinomial, e portanto , define uma distribuicao temperada pela formula:

Frbd)= | (Frb)xoldx, o e SR (1.10)

n

Demonstracao: Ver a referéncia [5]. ]

Vale a seguinte caracterizagao de F x1 € 8'(R"):
Proposig¢ao 1.7 Se F € S'/(R™) e € §(R"), entao
J (F ) ()b(x)dx = (F, & + D),
RTL

onde ﬁ)(x) =P (—x) ¢é a reflexao de .
Demonstracao: Consulte a referéncia [5]. m

Com essas ferramentas podemos provar o resultado seguinte:

Teorema 1.10 Se F € 8'(R™), entdo
Fep=Fp, Vi eS(RM),
onde Fp € 8'(R™) ¢ definido como
(Fb, ) = Fh(p) =F(hp) = (F, ), Vo € S(R™).

Demonstragao: Pelas propriedades anteriores e usando o fato de que 1T) = lAI), segue que

—

(Fo.d) = (F.8) = (R * ) = (F. - 1) = (F, o) = (F, ),

donde segue o resultado. n
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1.3.4 A transformada de Fourier em [P(R"), 1 <p <2

Ja definida a transformada de Fourier de funcoes em L!(R™), iremos estender o conceito
para funcoes pertencentes a L?(R™) e entdao usaremos o Teorema de interpolacao de Riez-

Thorin para também definirmos a transformada de Fourier em LP(R™), 1 <p < 2.

Teorema 1.11 (Plancherel) Se f € L*(R"), entdo feL2(RM) e

||f||L2(R“) = HfHLQ(R“)-
Em outras palavras,  é um operador unitdrio (uma isometria) em L2(R™). Além disso,

f= lim J f(x)e 2™ &dx
[x|<M

M—o0

f= lim J f(E)e 2 EqE
[x|<M

M—o0

onde os limites sao tomados em L2(R™).

Demonstracao: Ver a referéncia [4]. ]
Com a Proposicao 1.5 e o Teorema 1.11 provamos que a transformada de Fourier é
um operador linear do tipo forte (1,00) e (2,2), respectivamente. Entao o teorema de

interpolagao de Riez-Thorin nos permite estabelecer o seguinte resultado:

Teorema 1.12 (Des. de Hausdorff-Young) Se f € LP(R™), 1 < p < 2, entdo f €

1 1
LY(R™), com —+—=1¢e¢
P q R
[llea < [Ifflee-

Demonstragao: Como J é de tipo forte (1, 00) e (2, 2), segue do Teorema de Riez-Thorin

que F é de tipo forte (p, q), com

1 1—1t t t
-yt ot

1
1 2 2 4" = '3 p

P
Portanto, ||f][Le < ||f]Le- -

1.3.5 A transformada de Hilbert

Definigao 1.9 Dada f € 8(R), definimos sua transformada de Hilbert pela sequinte ex-
pressao (H : 8(R) — R):

51(y) = (v * y) = Zvpc(ly =) = v |

s T
Observe que Hf : R — R(ouw C), ou seja, Hf estd definida em toda a reta.

dx. (1.11)
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~

Proposicio 1.8 Dada f € 8(R), Hf(E) = —isgn(E)F(E).

—

~

1 1
Demonstragao: Como VP € 8'(R) e V.p.;(&) = —imsgn(&)f(§), segue que

FH(E) = _vp# F8) = —vp(E)f(&) = ~isan(E)f(E).

Lembramos que Hf é uma funcao C* de crescimento polinomial, se f € §(R).
A Proposicao 1.8 e a densidade de §(R) em L? nos permite definir a transformada de

Hilbert de funcoes em L2 como uma isometria:
Teorema 1.13 Dada f € L2(R), temos

L[| 3|2 = [[f]]=.

2. H(HF) = —F, ou seja, H? = —1.

3. JR Hf-gdx = —Jf?—(gdx.

4. H(f-g) =fHg + gHf + H(H(f)H(g)).

Demonstragao: Veja a referéncia [4]. ]
Além das propriedades acima a transformada de Hilbert satisfaz as seguintes pro-

priedades:
Teorema 1.14 (a) Dada f € LP(R), H(f) existe quase-sempre.
(b) (Komolgorov) H € do tipo fraco (1,1), isto é, dado A >0

(x € Ry [HF(x)| > A)| < < [flls

(¢c) (M. Riez) 3 € do tipo forte (p,p), se 1 < p < o0, isto €,
[FEllp < Collfllp, Ve LP(R).
Demonstracao: Consulte [4]. ]

Observagao 1.3 1. H nao é forte (p,p), se p =1 ou p = oco. Considere por exemplo
f = X011, entao Hf nao pertence a LP, para p =1 e p = 00, pois

X

)

1
Hf =1
Tfog

x—1
que nao é nem limitada nem integravel.

2. Observe que, dada ¢ € $(R), Hp € L! = (T)(O) :J ddx = 0.
R
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Teorema 1.15 Seja H a transformada de Hilbert e sejam 1 < p,q < oo. Entao para
f € LPLY, temos

Hj{f||l_‘x’l_$ < C(p,q) ||f||LEL$ ) (1.12)
ou seja, H : LPLY — LPLY € um operador linear limitado.

Demonstragao: A prova ¢ baseada no Lema 3.1 de [16]. A Proposigao 3.1 de [4], nos d&

a seguinte definicao equivalente para a transformada de Hilbert

Hf(x.1) = ~ lim .Y 4,
T =0 ly—x|>e y—X

T ;
Para simplificar a notagao definamos g(y) = (J ‘f(y,t)|th) . Utilizando-se a de-
0

sigualdade de Minkowiski para integrais em L} e como

J F(yat)X[xfs,ers]dy =0
[y—x|>e

para toda funcao F, temos que

(oo 1 /(T f q s v
T Joo T o |€—0 [ly—x|>e y—X
1
r+oo 1 r 1 T % P P
< —(hm ‘(J ‘f(y,t)}th) dy) dx
Joo TT E—>0.A|y—x|>£ Yy—Xx 0
r+oo 1( r 1 ( ) P %
< —| lim ‘g y dy) dx
J —00 T £_>0-J|y7X|>£ y —X
r+oo 1 r 1 P %
< —( 1 Xt e, oo ) ‘ dy | d
| 7T<E£%u|yx|>£X( Feckoo) [Ty g(y) y) X

-

“+o00 1
—{ I Csox—
* J—oo 7-[(EILI%)J|1J—><I>EX( )

< H:H(X(x+a7+oo)g)(y)

1 P
- Jotv)ay) dx)

T | H (X (—oox—)9) ()

LL-

Além disso, como a transformada de Hilbert 3 é limitada em L¥, temos

[H (X ixre, 4009 W) || 1p < CPY [Xxr e, 10090 o < CP) [gW)IIp = ClP) [IFllprs -

Portanto, pelas desigualdades obtidas acima temos que

[H ]l pra < Clp, @) [Ifllpre -
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1.4 Os Espacos de Sobolev de tipo L*(R").

Os espacos de Sobolev de tipo L?2(R™) medem a diferenciabilidade de distribuicdes em
L2(R™). A vantagem desses espacos é que, além de serem espacos de Hilbert, a transfor-
mada de Fourier em L2(R"™), que transforma derivacao em multiplicacao por polinémios,

é um operador unitario.
Defini¢ao 1.10 Dado s € R, definimos os espagos de Sobolev H(R™) por:
HS(R™) = {f € 8'(R™) : J*f € LA(R™), onde J5f = ((1 + |£|2)%?)V}
munido da norma
1
[l = 175612 = (JRnu + |a|2)5|ﬂa)|2da)2 = |+

a qual provém do produto interno:

(f.g)e= | TfTgdx= | Te)1+ Py FEId

n

Observemos que H(R™) esta bem definido, pois a funcéo & — (14)?)2 é C* e de cresci-
mento polinomial, pois [94] < Cx(1+]&?)*~*. Vamos nos referir a H¥(R™) simplesmente

por H® ficando subentendido o espaco.
Teorema 1.16 Sejam f € H*(R) e s > 0, entao
[Fl[s ~ [1F]l2 + [[DF]| 2.
Demonstracao: Aqui vamos mostrar que
[l < (Ifllez + IDXfll2 e [[fllns 2 (Iflliz 4+ IDXf]|ce (1.13)

A primeira desigualdade obtemos por

=

2

e = (] 1+ 1e2fieipac)

2% [(J r?(a)12d5)2+(J |a|5|ﬂa)|2da)2]
[E1L1 [&]>1

S [l + DS Fle.

N

A outra desigualdade pode ser obtida usando-se a identidade de Plancherel

fllcz + [IDSF] 2 = JR (E)2aE + JR EFIFE)2dE < 2JR (14 [EP)SIF(E)dE

n
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Proposicao 1.9 H® satisfaz as sequintes propriedades:

1. f € HS <= (1 +|E2)3[f] € L2 ,0u seja, f € L2(R™, dps), onde dug = (1 + |E2)3dE
(F : HS — 12(dus) € isomorfismo unitdrio). Em particular, HS € um espago de

Hilbert.
2. 8 € denso em H®, com a norma de H®, para todo s € R.
3. Set<s, entao HS — HS™Y € um isomorfismo unitdrio, para todo s,t € R.

4. JUH® — HS™Y € um isomorfismo unitdrio, ¥V s, t € R.

&

CHOEL e o = | e
6. 0% : H® — Hs™ 1% ¢ um operador limitado ¥s € R e qualquer multi-indice .

Observagao 1.4 No item (i) do teorema acima a condigao g € L*(R™, dus) onde dus =

(14 |E|?)*d&, interpretaremos por

| oteian =] +ieprgteae < .

Demonstracao: O item 1 segue da definicao de H*, ja o item 2 segue de 1 e da densidade
de 8 em 2. 3 ¢ imediato. Os demais itens nao apresentam maior dificuldade. [

Observe que pelos itens 3 e 5 da Proposicao acima, temos que se s > 0 entao as
distribuicoes em H® sao funcoes de 2. Quando s < 0, geralmente os elementos de H® nao

sao funcoes.

Teorema 1.17 (Interpolagao) Sejam s; < s < sy € 0 € [0, 1] ndmeros reais tais que
s =05, + (1 —0)sy. Se f e H NHS2, entdo £ € HS e [|f]fre < ||F]|%e [1F]15L.

Demonstragao: Veja a referéncia [5] ou [10]. ]

Definicao 1.11 Dizemos que uma fungao f € LP(R™) € fortemente diferencidvel em LP

em relagdo a j-ésima varidvel, quando existe g € LP(R™) tal que:

. (T—se)f —f
lim | ———— —¢g ,
e—0 I Lp
1sto €,
f ) —f P
limJ xteq) = flx) gx)| dx=0.
e—=0 Jpn 3
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A fungao g é chamada de derivada parcial (forte) de f em LP em relacao a j-ésima variavel.
Define-se, de modo analogo, a derivada de f em LP. Dizemos que g € LP ¢é a derivada de

Fréchet em LP de f quando:

onde T, f(x) = f(x —y).

Observagao 1.5 No caso p = 2, temos que a definicao acima é equivalente as duas

seguintes afirmagoes:
L | fseldx == | gbx)e(rdx Y e SE™)
2. &f(E) € LX(R™).

Teorema 1.18 (Imersao de Sobolev) Sejas >k + 3.
1. Se f € HS, entio (0%f)" € L! e

1) Ml < CJlf|

Hs, V|OC| < k’;

onde C = C(k —s).

2. HS — C& (O espago das fungoes com k derivadas continuas que se anulam no
infinito). Em outras palavras, se f € H®, s > k + &, entdo (apds uma possivel

modificagcao de f em um conjunto de medida nula)

feCL®™) e [Ifllex < [[f]lne.

Demonstracao: Consulte [5] ou [10]. m

Segue desse Teorema que se s > 7, entao as fungoes de H® sao continuas.
Corolario 1.3 Se f € H®, para todo s € R, entao f € C*.

Demonstragao: Veja a referéncia [1]| ou [10]. ]
Vamos agora caracterizar (H*)* (o dual de H®). Dados @, € 8, a identidade de
Parseval nos diz que

(o) = | oiFa =] leEae= | aebi-ede,

Rn
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onde estamos olhando ¢ como uma distribuicao temperada e 1 como uma fungao teste.

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que

ool =|[ (1416217 BE) 1+ 21 ) - E)a]

<([ arienia |2da) (| arierriera)

=lle@llr-s [l

Podemos entéao estender (@,1) a uma forma bilinear em H™% x H¥,

~

(b, ¢) =Jn¢(£)?p(—é)d£ (1.14)

que é continua, pois

(W, @) = [bl[n-<l@llns (1.15)

Proposigao 1.10 Se s € R, entdo a dualidade entre 8" e 8 induz um isomorfismo

unitario de H=* a (H®)*, o dual de H®. Em outras palavras, se f € H™%, o funcional
(f,) 8§ —R
¢ — (f, 9)

estende-se a um funcional linear continuo em H®, com norma ||f||y-s, e todos os elementos

de (H®)* sao desta forma.

Demonstragao: Consulte [5]. ]
Aplicando a propriedade da funcao maximal de Hardy-Littlewood, conhecida como
Teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev (veja referéncia [10]), para estabelecer o seguinte

Teorema de imersao de Sobolev que usaremos com muita frequéncia em nosso trabalho.

Teorema 1.19 (1) Se s € (0, %), entdo H*(R™) < LP, com p = 5e isto €, s =
n—2s
5= %. Além disso, dado f € H*(R™), s € (0, 5), temos que
[l < Cos[Df[|r2 < C[f s, (1.16)

onde D® = (—A)3f = ((2m]E)*)f)".
(2) Se s > 5, entao H® — L. Além disso, dado f € HS,

[l < Csllflfie-

Demonstracao: Veja a referéncia [10]. m




Capitulo 2

A equacao de Schrodinger linear e

lemas auxiliares.

Consideremos o PVI associado a equagao de Schrodinger linear

diu+1id2u=0, x,teR
(2.1)

u(x,0) = up(x).

As solucoes deste problema sdo descritas pelo grupo unitério {eitox ol o qual iremos
¢ P p grup t q

—00?

representar por {U(t)};- . Para maiores detalhes veja o capitulo 4 da referéncia [10].

Definigao 2.1 Dizemos que o terno («,p,q) € R x [2,00]? €

(i) 1-admissivel, se
1 2 1 1 1 2 1
(e, P, q) (2,00,2) 0up€[47oo),q€[2,oo],p+q\2,06 p+q 5

(i) 2-admissivel, se 2 < p,q < oo, %—F% < %, x = +%—1. Se, além disso, 4 < p < 0,

1
P
dizemos que (x,p, q) € 2*-admissivel.

Listaremos primeiramente os efeitos suavizantes e as estimativas de Strichartz obtidas
por Molinet e Ribaud em [12| para a equagao de Benjamin-Ono linear e que também sio

validas para o fluxo da equacao de Schrodinger linear.

Lema 2.1 Sejam (x,p,q) € R x 2,002 e 0 < T < 1.

(i) Se (e, p,q) € 1-admissivel, entao
DU ol pra < l[uoll2, ¥V uo € S(R). (2.2)

20
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(ii) Se (e, p,q) € 2-admissivel, entao
IEUuollpra S luoll2 ¥V uo € S(R) (2.3)
(iii) Se (o, p,q) € 2*-admissivel, entao

L

IDFU) U0l prs S T2 Juoll 2, ¥ uo € S(R) (2:4)

A seguir temos uma estimativa para fungao maximal essencial em nosso trabalho.
Lema 2.2 Para cada s > % e0<T<L1, temos
U)ol zre S w0l - (2.5)

Demonstragao: Ver [7], Teorema 3.1. m

Fazendo-se o uso do chamado lema de Christ e Kiselev [3], Molinet e Ribaud [12]

provaram o seguinte resultado:

Lema 2.3 Sejam (a1, 05) € R?, (11,72) € R2Z e 1 < py1,qu1,P2, g2 < 0o tais que, dado
Uy € S(R)7
DS U S T ol (26)

DU p2pse S T [luol 2 - (2.7)

Entao para todo F € $(R),

t
HD,‘?J Ut —t)F(-, t)dT ST F|| b2y ae s (2.8)
0 LFLZ s
t
HD?“L“?J u(t—1)F(-,t)dt STt [Fll 52y a2 (2.9)
0 Ly .
desde que
min(p1, q1) > max(pa, G2) ou (1 = 00 € Pz, G2 < 00), (2.10)
1 1 1 1
onde P, 4o estao relacionados por — =1—— e —=1——.
P2 P2 Q2 qz

Iremos definir agora o espago de resolugao para (8).

Definicao 2.2 Seja s > % e0 < T < 1. Definimos o espago de resolu¢ao X5 para (8) por

X3 = fue 0, TEHR));  [[ully < ool (2.11)
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onde
9
Il = mesd Iullpre el DR, 0 - ID3We

.
. 2.12
LyL2 } ( )

Uma das consequéncias dos Lemas 2.2 e 2.3 é a garantia que U(t)uy € X%, para todo

i

1 1
" D,%u” bz Qu’
3 L6T

LSLy

uy € H®, s > % Consequentemente, X§ # (). Isso pode ser obtido através do seguinte

resultado:
Lema 2.4 Sejam s > % eT e (0,1). Entao para todo uy € H®,
U0l S ol (213)

Demonstragao: Com efeito, basta observarmos que a desigualdade é satisfeita para
qualquer uma das normas que definem a norma em X$. Ora, pela definicao da norma em

H*, temos
Ut uollyys = [U(t)uoll2 + DU uoll 2 = [[uol[r2 + [IDRuollr2 = [[uollyy: -
Logo,

U)ol gepys = llutollyys -

O Lema 2.2 nos diz que ||U(t)u||L)2(L%_o < |Jugllys. Para tratar o restante das normas,

Y 9 _ 4 5 2 20\ 4 o S 1 10 2 ox
usaremos o Lema 2.1: ja que 15 = 5 + 15 € (5,20, 7) é 2*-admissivel, (55,5, 3) é 2*-

1

admissivel, (0,6,6) ¢ 1-admissivel e (3, 00,2) ¢ 1-admissivel, temos que

9 2 1 1 1 1 L
[peus],, 3 = [PiuwD] 5 5T [DRw £ TE ol ST ol
IDSU(t o, = UMDl s, S D50 ll2 S Juollys
+L 1 1 1
[P Ut = [PEUMDDI |y TIPS TH ol
1 1 1
Ly e~ e~
e
s+1 1
D Ut = |piumDsw et S D30l < Tl
respectivamente.

Portanto, [[U(t)ug|[xs < [[uolljys, 0 que demonstra o Lema. =
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Finalmente, lembraremos algumas regras de Leibniz para derivadas fracionarias, que

serao fundamentais para alcancar o nosso objetivo.

Lema 2.5 Sejaox € (0,1), oy, &g € [0, o] tal que o« = &y +xo. Entao, sep,p1,P2, 9, q1,q2 €
1

i1 4,1 ,1_ 1, 1
(1,00) com S=o T, eq =4 1o, temos
(i) IDg(fg) — fDgg — gD%fHLEL$ sc ||D>(f1f||L;’1L$1 ||D$29||L52L$2-
Além disso, se ¢y =0, (i) ainda € satisfeita com q; = co.

(i1) |DE (D, flg)|

onde 0 < B <1—oa. Além disso, para >0 o valor q; = co é admitido.

I_)E’[_? SJ Hf”l_51]_$1 ||Dg+6g||]_52]_$27

(iii) |Dg(fg) — fDgg — gD?f“L}(L% sc HDglf”LElLﬁl HDSQQHLE?LP’

onde 1 = le—}_plQa %: i_f—i € P1,P2,9192 € (1,00)

(iv) HDQPi(fprEQ)HLELg ScC ||D3</1f||L;’1L$1 ||D;/29||LE2L$2;
comy; 2 xeyr+vys=oa+f.
(v) [IDF(fg) = fD¥g — gD fllp < [Iflle DR 9l p-

O Lema € vdlido com 15,‘2‘ no lugar de DY, onde 15,‘2‘ =HD¢.

Demonstracao: Os itens (i), (iii), (v) foram provados por Kening, Ponce e Vega
em [8] (teoremas A.8, A.13 e A.12, respectivamente). Os itens (ii) e (iv)(este ultimo
para o caso P, (fP_g)) foram estabelecidos por Molinet e Ribaud [12] (Lemas 3.4 e 3.5,

respectivamente). n

Teorema 2.1 (da Fungao Implicita) Sejam U C E, V C F abertos (E e F espagos de
Banach) e f : UxV — G uma aplicagdo de classe C*. Considere (a,b) € UxV e suponha
que Daof(a,b) : F — G € um isomorfismo. Se f(a,b) = 0, entao existe uma aplicacao
continua g : Uy — V, onde Uy C U € uma vizinhanca aberta de a, tal que g(a) = Db e
f(x,g(x)) =0, para todo x € Uy. Além disso, se Uy é uma bola suficientemente pequena,

entdo g ¢ determinada de maneira inica e € de classe C*.

Demonstragao: Veja a referéncia [9]. ]




Capitulo 3

Boa colocacao local

O nosso principal objetivo aqui, ¢ estabelecer a boa colocacao local para o problema
de Cauchy (8). A nossa demonstragao segue em parte idéias das referéncias [12], [17] e
[18]. Para isso, como em [17|, vamos reescrever a equagao (5) numa forma mais adequada.

Sabendo-se que:

temos

w(1 41300 ([u) = 2uP, A ([uf) = 2P (uP, 3 () + 2P, (uP, O ()
= 2P_(uP, 0 ([w)) — 2P, (uP_ 0y ([u?)) + 2P, (udy (luf))
= 2P_(uP, O ([uf*)) — 2P (uP_ 0 (Juf*)) 4 2P, (Jul*d,u))
+ 2P, (u?0,u)
— 2P (uP, 3y () — 2P, (uP_ 3, (u?)) — 2P, ([uPD: Diuw))

_ 9P, (u?D:Diu)

~ 1
= 2P_ (uP, 0, ([u’)) — 2P, (uP_d([uf’)) + 2P (IDZ, [uf1Diu)
— 2P, D2 ([ul’D?u) + 2P, (D2, u?D21) — 2P, D (W?D21), (3.1)
onde [-,-] ¢ D foram definidos em (1.2) ¢ no item (v) do Lema 2.5.

Portanto, a equagao (5) pode ser reescrita como

du +102u = 2P_(uP, 0, (uf*)) — 2P+(uP_6 (u?)) + 2P, ([ D ,lu2ID %u)

!
X o= —

i) — 2P, D2 ([ul?D2u) — 2P, D2 (uD21) + iylul*u

24
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Entao consideremos o PVI
7
du+1i0%u = ZF]-, x,teR
=1 (3.3)

u(x, 0) = up(x),

7

onde Z F; esta definido em (3.2). A ferramenta principal para provar a existéncia e
j=1

unicidade de solugao para o PVI (3.3) ¢ o Teorema do ponto fixo para contragoes. Mais

precisamente, provaremos o seguinte.

Teorema 3.1 Seja s > % Entao existe um & > 0 tal que para todo uy € H3(R), com
luollys < O, existe um T = T(||uollyys) > 0 com T(||ugllyys) = o0 quando ||ugllys — 0,
existe um espaco Xi tal que X3 — C([—T,Tl;H3(R)) e uma tnica solu¢io w para o

problema de Cauchy (3.3) em X3.

Demonstragao: Iremos fazer o caso mais dificil, quando % < s < 1%. Seja s >

1
2
e up € H¥(R) tal que |Jup|l,;s < &, onde & serd escolhido posteriormente. Estamos
interessados em encontrar uma solugdo (tnica!) da equacdo integral correspondente a

(3.3), isto ¢, uma func¢do u € X§ — C([—T, T]; H*(R)) tal que
Tt
u(t) = u(t)ug + Z J U(t —t)F(t)dr. (3.4)
j=1-0

Nossa principal ferramenta sera o Teorema do Ponto Fixo para contragoes. Considere

a aplicacao

Tt
D, (u)(t) = U(t)uo + Z L U(t —7)F(t)dT. (3.5)
j=1

Provaremos que existe a = a(|[ugl|;z) > 0e T(0 < T < 1) tal que, se u € X5(a) :=
{fu e Xs; ||uHX% < a}, entdo @(u) € X5j(a) e @ : Xj(a) — X5 (a) é uma contragao.

Primeiramente, notemos que pelos Lema 2.4, temos para 0 < T < 1 que
||U(t)u0||x% S lluollyys - (3.6)

Vemos daf que é suficiente estimarmos [|®y,(w)||rens. Para fazer a abordagem da
forma mais facil possivel, vamos considerar cada termo de (3.5) separadamente. Dessa

forma, definamos por

t
E]' = J U(t—T)Fde

0

=Ej1 +Ejo,
HS




Capitulo 3. Boa colocacao local

26

sendo

E]'71 = U(t—T)F]dT

)

l

onde j € {1,2,3,4,5,6} e E; :=

L3

u

t

l

Ut —

T)Fde ,

€ Ej,2 = HD)S(
L3

(t — T)F7dT

Hs

Observemos que sendo, H - H = —1 e [A, B]f = ABf — BAf, temos que

uP-9, (Jul?) = —uP+%H - Ho,

~ 1 ~1
(lul) = —uP< Dy (ul*) = —uDZP+D3 ([ul*)

([ul?)) — D2 (uP+D2 (luf)). (3.7)

Usando-se a identidade (3.7), as desigualdade de Holder e de Minkowski para integrais,

o Lema 2.3 com &y = 3 e (P2, q2) = (00,2), o Lema 2.5 com («, 3,p,q) = (%,0,2,2) e
(P1,91) = (P2, q2) = (3, 6) e o fato de P serem limitados em L2 temos
t T
Eii= j Ut —1)P_(uP, 3 (uP)dt| S J Ut —)P_([DE,wl(P. D (jul?)))dr
0 12 0 L2
T 1 ~ 1
+ J U(t —1)P_DE (uP, D (u?)d
0 12
T 1 1 2 2
< (J U(t— )P (DF, (P DL () dr)
0 L>2<
1 T 1
HPD%J U(t — ) (uP, D (u?)
0 L2
1 ~1 1 (7 ~1
< THpd eS|, + 0! ute- nwp. B upar
x, T 0 L%
STHDLWE D), + |[uP Di ()
x,T L}CL?F
) 1 1 +oo T ~1 2
< T D,%uH D,%(IuIQ)‘ +J ] o (J P, D2 (Jul )|2dt) dx
LgT L>3<,T —00 T 0
PRIrRY: 3 (1|2 3 (|12
ST [pauf, PR, el [Proup] (35)

Agora, pelo Lema 2.3 com (py,q1) =

respectivamente e pela desigualdade

nesta ordem que

D% 2 < D% 2
| DE(uP) s, <[l DE ([uf)

< s 1D

< T |

[oH2
T

(p2,q2) = (6,6) e (p1,q1) = (p2,q2) = (3,6),

de Holder com (p, q) = (2,2) e (p,q) = (%,3), temos
1 1 1
—uDg(u) —uDRu [z 42 [ uD3(u) ||,
Sl S o [Diw|
1
Dz H 3.9
o, (3.9
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1 1 1 _ 1 1
| D2 () [z, <[l DI(w?) —uD2 () —uDu iz, +2 | wD (W) |2,

i 1
< Ielles IDFulls . S Tolullisee

< T5 |

- D,%uHLGT, (3.10)

L1, . ~ 1
onde no tltimo passo usamos a imersdao de Sobolev, Teorema 1.19, de Hz em LS e L3,

respectivamente. Pela simetria entre os termos, P (uP_0y([ul?)) e P_(uP, 0, (Ju?)), das

estimativas (3.8)-(3.10) segue

t

t
EiytEat = HJ U(t — )P, (uP_dx ([uP))dlz + HJ U(t — )P (uP 3y ([uP)) s
0 0
1 1
< THIDRWIE, Iullpne + THihullizcs Il Dl (3.11)
Pelo Lema 2.4 segue que

IDRU]l < TH|DY 0.

10
T
Ly
Entao usando-se o Lema 2.3, com &y = 110, P2 =95, 2 = %, Ty = E e o Lema 2.5 item

(iv), com vy = 5, va=s, p1 =20, g1 =2, po =3, g2 =4 temos

Eis < H J P_(uP. DL *(Dsluf?))dT
LyL2
& |ps ’
STo DY PP (uP dx(Jul ))‘Lf&?
=7 [D3 P (P, DI (B3| 5
S
9
ST D] DS 5, - (3.12)
L2019 LIy

Com o uso da desigualdade de Minkowski e fazendo-se o¢; =0, 0y =sep; =2, 1 =

00, p2 =4, g2 =4 no Lema 2.5 item (i), segue que

(3.13)

’3[_4 ’

IDS P 5, < Twllers D3l +2 uD3] 4

x LT
Usando-se a desigualdade de Holder com (p, q) = (%, 3) e (p,q) =(2,2), podemos estimar

4
anorma de uDju em LL} e de Dju em L 1, respectivamente por

3
+00 4 T 3 1
jupsal g, < | il (J IDiul4dt) ax
x L1 —00 0

(") (7 ([ o)

= [luflzes 1Dl

N[N

N
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Portanto,

o Sl DRl - (3.14)

[uDzul

Além disso, pela desigualdade de Holder segue que

+oo pT %
IDSull« = IDSu|[DSuPdtdx
X T X X

—oo JO
T poo % +oo pT %
< (J J |Diu|2dxdt> (J J IDf;uIGdtdx)
0 J—oo —oc0 JO
1o s.13
< TSHUHL%oHsHDXUHLgT- (3.15)
Assim, por (3.13), (3.14), (3.15), temos que

Ero S THIDIU . oo fullie el ull s IDS w2 3.16
125 XU Lo ¥ Wllezeselullfo s DU s, (3.16)

Para estimarmos

Y
2
Lx

Epo = HD j U(t — 1)2P, (P2, (luP))(v)dr
0

basta operarmos de modo analogo a E; 2, pois no Lema 2.5 item (iii), em ambos os casos,

obtemos as mesmas desigualdades. Logo,

9 kR 1 s 2
Eao STHIDL U, o ez Il D3l - (3.17)

Agora, pelas desigualdade de Minkowski para integrais e Cauchy-Schwarz, pelo Lema

(2.5) item (ii), segue

+

L3

t
Es1+Ey1 = J Ut — T)P+([Dé7u2])DéﬁdT

0

J U(t — )P, (D, [u?)) Dl idr

84

) . (3.18)
Portanto, temos por (3.9) que
Esi+Ear S TolulliensD2ulls (3.19)

Sendo o terno (%, 20, %) 2*-admissivel, pelo Lema 2.1 item (iii) segue que

1

2 _2
DUt ,, 5 = IDEUODT Pl ,, 5 STH

_2
; o ¥ IDX > uglle.
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Usando-se o fato de P, ser limitado em 12, o Lema 2.3 com Ty = %, Xy = %, P2 =

2, G2 = 22, 0 Lema 2.5 item (ii) sendo p1 = q; =4, p2 = 2, g2 = %, respectivamente

segue que
t

Ess < ||D§J U(t — 1)Fsdflierz = DS
0

U(t— )P (D2, [uf) D) dlier

=) -+

t ~ 1
<|ID} J U(t — DY (D}, uPID i) drl e
0

~1
S 5 2 D2u
STw”Dx DX,|LL| XuHLX%’LT%O
T +
T1[D3 u||L4 D% 10(|1l| )||L19L%9- (3.20)
x Ly

1
Agora, estimemos ||D,S<Jr ()| 10 0. Pela desigualdade de Minkowiski e o Lema 2.5

je=}

L L
item (i) com oy =0, p; =2, q; =00, P2 =5, g2 = 2, respectivamente, temos
s+ﬁ 2 s+ﬁ s+10
IDx ™ (luf )HLf?QL#g S Ihullezre(IDx ullLX ¥ + [[uDx uHL?L?' (3.21)

Assim, por (3.15), pela desigualdade de Holder e (3.21) podemos estabelecer a seguinte

estimativa:

(3.22)

Eoo S T ullf e D1ﬂ Il [E

s
Se seguirmos de modo inteiramente analogo aos passos feitos na estimativa de Ej o,

teremos que

t 1 ~ 1
Eso S HDSJ u(t —1)2P,.D E(Iul2 2u)dt
0

LeL2
i

Diu
L6

x, T

5+Tlo
xX u

0. (3.23)

9 1
< T Julfer ot

HuHLmo

Pelo Lema 2.1, Lema 2.3 com (&, pa, q2) = ( 00,2) l-admissivel, a desigualdade de
Holder no caso (p,q) = (%,3), o Teorema 3.13 de [10], sendo * 5= % — % e pelas imersoes

em espagos de Sobolev, temos

t . . t
E5’1 + E6,1 :H J U(t—T)P+Di(’u|2Diu)dT ||]_)2( + H J )P+D ( 2D u dT ||L2
0 0
~1 +o00 T ~1 2
< hPDiu s + || u?Diu ||L1L2<J ulls (J |uDzu|2dt) ax
0

+o00
< e (J ( |uD2u|2dt> dx>
N |
+o00 a1 5
< Iulliars (J ( |u|3dt) N ( ( ['o §u|6dt) dx)

l
T3||u||L2Loo||u||LooL3||D u||L6 < Tolluflzglullisns DR u||L6 : (3.24)
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Portanto,

1 1
Esi+Eer S Tollullizielfullisns IDXulle - (3.25)

Com o uso do Lema 2.1 com (e, p, q) = ( 00,2) 2*-admissivel, Lema 2.3, Lema 2.5
item (ii) com p; = 3, q1 =4, p2 = g2 = 4, temos que

t

1 ~ 1
Es <D j Ut — )P, D} ([uPDiw)drlers

0

1 t ~ 1 ~ ~ 1
< IIDiJ U(t — 7)D ([uPDiu)dl ez < IIDi(IulzDiu)llug
0

DS (lu?D =3 2p s+3 2p
< |IDS (Jul?D2u) — [ul’Dy 2w — DS (ju?)D2 u||L1L2+|||u| x u||L;L$
~ ~1
1IBS () Dl e
1 41 ~ ~1
< ||Di(|u|2)||L§L%||D%u||L;T+|||u|2Df< *Ullezrz + 1D (lu*)Dzu Ullpyee. (3.26)

Pelas propriedades das normas em LY e LY, e devido a desigualdade de Cauchy-Schwarz

e Holder com (p,q) = (%, 4), respectivamente, segue

sil ~+o00 T sl 3 sl
Dy ull e < [ullfs (| DX ?uldt ) dx <Dy *ullierzllullfzre.  (3.27)
x =T T 0 x =T x =T

—00

1
T 2
| |D,i(|ur2)rzrDéu|2dt) ax

0

) 1 r+oo
IDX () Dl = (

J—o0

r+oo T T
< (J DS (Juf? !4dt) ( D2 u|4dt) dx
J—0c0 0 0
3 1
+o00 T i% 4 400 T ) 14 1
< J (J DS (Jul )|4dt) dx J <J |D£u|4dt) dx
—o00 0 —o00 0
= ID% ()l §14 IID ullps -
Logo,
1 1
D3 (W) DR ull gz < HDiUu!Q)HL;gL%HD%uHL;T- (3.28)

Dessa forma, por (3.13), (3.14), (3.15), (3.27), (3.28), temos

1 1 103 3 sl
Eso S Thhwlhars e ID3ully ID3ulls + DX *wlesliulfe (3.2
t
Note que devido a semelhanca de E5 2 com o termo Ego = HDi J U(t —1)Fgdt| pode-
0 12
mos seguir os mesmos passos utilizados para estimar que ’
< T 3 SITE o s+3 2
B2 S T4IIuIILngollulngoHsIIDquILgTIIDXuIILg + D% ez [lullfz - (3.30)
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Pela a desigualdade de Minkowski para integrais e pelo Teorema 3.14 de [10], temos
que H*(R) é uma algebra de Banach com respeito ao produto de Banach, logo

t
Er S IIJ Ut — o) (hPu) (D dllipns S THwPwlligns < TR (3.31)
0

Assim, por (3.6), (3.16), (3.17), (3.11), (3.22), (3.23), (3.19), (3.29), (3.30), (3.25) e (3.31)

7
10w, (Wllxs S luolligs + ) E

j=1

9
S ol s + T

9 1 3
P L [ty e

4T3

2 1
e, Il eors + T3 luflzpe [l o

10 + T3 ”u”LooHs

s+
DM mu‘

Bl o
+ T Juliizn D3], HuHLng
x, T

LSl

D2

||Dsu||L6 4+ HD5+2 ’

1 z 2
+ T8 [l o [l Ezoms [l e

LyL2

l =
+ T ulliaey el D%uHLﬁT T P

9
S ol s + T

9 i i
DiouH&OLT%? ellizrs lellisns ”Df‘u”ﬁgﬁ

1 2
(T84T HD’%“H@ wllpsns + (T +T5) ullizes el

1
D,%uH 6
LXT

10

L3

s+15
DM mu‘

+ T HuHLooHs luelliz s

X,T

1 1
+ T4 HuHL,%L‘}O HuHﬁ%oHs

ar
DzuH; |]Dsu||L6 +HD”2 ‘
X

2
g HuHL%L%’
x =T

3
+ Tl feeps
< ¢ flupllpeps +e(1+T+ Ti4T5 4+ T5 4 To) ||u|\§<§r -
Queremos || @, (u)]|ys < a, entdo isto nos motiva a escolher a = a(||ug||yys) > 0 tal
0 X5 H

que

€ (2c |luollyys » 4e [Juollyys), (3.32)
visto que temos de escolher ¢ |[ugl|ys < g. Dai, como temos que ter
C(l+T+Ti+T54+T5 4 Th) ||LL||Xs C(l+T+Ti+T54+T5 4 Tw) ||u||Xs [l xs

<c(l4+T+Ti+T5+T5+Tw)(4e [woll44s )2
(3.33)

IN
e
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este (mais a estimativa de contragao), nos sugere escolher um T arbitrario de tal forma

que

Ac(14+ T+ Ti +T5 + T8 + Ti0)(4e [[uplls)? < (3.34)

N | —

Entao, fixe um 6 tal que V2(4¢)28 = 1. Portanto, escolhidos a e T como em (3.32) e
(3.34), respectivamente, segue que u = @(v) € Xj(a) para v € X} (a). Para mostrarmos

que @, é uma contragao, consideremos

V)|Ixs

uo (W)
J U(t — 1)2uP. 0y (Jul) + iy(jufu)dr

—J U(t = 1)2vP, . (WP) + Ty (M2v) dr
0

X§

=2

L Ut—1) {umax(mm Ty () — P,y (i) — wuvﬁv)} ax

Xt

s

—

uUt—mr) {uP+fL6X(u) + uP, ud,(u) — vP vo,(v) — VP vO (V)
0

+iy(jufu — |v!2v)} dt

X3

s

Jt Ut —mr) [(u —Vv)PLud,(u) + (u—v)PLud,(u) + vPo (uw—v)0,(v)
0

Y
s
XT

(3.35)

+ VP, (U —v)0x (V) + VP vy (U — V) + VP, vy (U — V) + iy(u—v)(Ju]® + Ivlz)] dt

onde u,v € X5(a).

Pelo Lema 2.4, temos que
[ D (W) =Dy (V)Hxsr

<

~

Jt u(—1) [(u —v)2P udy (1) + (u—v)2P udy (1) + vP (1w — V)0, (v)
0

+v2P, (u—v)0,(v) + V2P vO, (u—Vv) + V2P vO, (u — \7)} dt

Hs

HJ (u—v)2P, 0y (Jul? dTH

+ H J U(—T)v2P, (i — v), (v) + V2P, (1 — v)d (V)
0
VP V0, (U — ) + V2P, D (1L — V) + iy (w—v) ([uf? + |V|2)dTHLDOH
-

(3.36)
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Temos que aplicar em (3.36) argumentos semelhantes aos feitos em (3.6)-(3.31) para a

equacao integral. Para exemplificarmos, majoremos o termo

HJ (u—v)2P,0 (|u|2)d’t’

Hs

Como ja feito em (3.1), temos
(w—v)2P, 05 ([ul?) = 2P_((w — V)P, 0\ ([u]*)) — 2P ((uw — v)P_d([u*))

2P (D2, (u—v)iD2u) — 2P, D2 ((u—v)uDzw)

4 2P, (D, (w—v)uD2t) — 2P, D2 ((u—v)uDit)

|
I\/] >

F;.
j=1

Logo,

Jt U(—1) (u— v)2P+8X(|uI2)dTHHS

0

t t
< J U(=T)2P_((u = V)P 0y ([ul))dT|| + J U(—1)2P ((u—v)P_d([ul*))dT
0 Hs 0 Hs
t 1 ~ 1 t 1 ~ 1
+ J U(—T)2P,([DZ, (u—v)uD2u)dt|| + J U(—7)2P,([DZ, (u—v)ulD2u)dr
0 Hs 0 Hs
¢ 1 o~ t 1 ~ 1
+ J U(—1)2P,DZ((u—v)uD2u)dt|| -+ J U(—1)2P,.D2((u—v)uDZu)dt
0 Hs 0 Hs
6
=25
j=1
t t
onde Ef =&j; + Ej, = J U(—1)Fdt|| + HDiJ U(—T)Fdt
0 12 0 L2
Segue de (3.8)-(3.10) que
Eiu+E5, STH DO alligre + T3 —Vllzesluligns [Diu|
LxT x, T Lx,T
ST+ T5) [ (w =) [l Il - (3.37)
De (3.12)-(3.15), segue que
i 1 3
Ef,+E5, < TH|DS °(u—V)IIL%OLngIIuIILgL%ollullﬁoToHsIIDxullffg’T
ST [[(w—v)llxs Il (3.38)

Além disso, temos por (3.18) e (3.9) que

1
E5u HED S THIw—v)lipnelDEully - < T8 (w—v)llxs [l - (3.39)
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Por (3.20) ¢ (3.21)

4L
E5o + Eio S Tl DRl 1w —V)laplIDE ol

10
L33
9
ST [ (w—=v)lxy llullxs - (3.40)
Como feito em (3.26), temos
ESi+ By SToll(u—v ||L2L°°||u||L°°HS||D2u||LxT ST =l ullks - (341)

Usando-se (3.26),(3.14), (3.15), (3.27), (3.28), temos

1 103 3
Esot+Ee2 S T I u_")”LzL%"HuHIQ_OTOHs HDiu”ég’THDiuHﬁgJ

s+2

+ IDx *uflierz luflizis [[(w — v)|[Lzrg

ST —=v) s @+ [ (w =) [Ixe [Fulls - (3.42)
Concluimos por (3.37)-(3.42) que
H J (= v)2P (e ST T T TE T = vyl
Chegamos a estimativa

||q)uo(u) _(Duo(v)HX%
1 1 2 9 2
C(L+T+To 4+ T3 + T3+ Ta0) ([[ullxs + [Vlixs ) [u—Vlixs
<AL+ THTH+ T3+ T5 4+ Tih)a? Ju—vl,

SAC(1+T+TH+T5+T5 +T0)(4)[[uo[f4s u— Vil - (3.43)

Agora ¢ o suficiente escolher T como em (3.34).

Usando um argumento padrao, vamos estabelecer a unicidade do resultado em uma
classe maior do que X$(a). Seja u uma solugdo do PVI (3.3) no intervalo de tempo
[0, 1] com T; < T. Além disso, assumamos que u € X%, (a;) para algum a; > a, com
u € C([0,T;] : H3(R)). Desta maneira, 1 satisfaz a equacao integral correspondente a
(3.3). Sendo u : [0, ;] — H%(R) continua, com s > %, temos que existe T, € (0, T;) tal
que

”ﬁ”LOT‘;HS < a

De maneira similar, conseguimos mostrar que existe Tz € (0, Ty) de modo que para as
demais normas que compoem a norma de X}, a solugao, u, pertence a bola Xt,(a). Ou
seja,

[ty <a.
3
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Assim, 1 € X%, (a) e consequentemente u = U para (x,t) € R x [0, Ty]. Reaplicando
este processo ao PVI (3.3) com dado inicial u(x, T3) conseguimos estender a unicidade ao
intervalo [0, T] com um ndmero finito de iteragoes.

Para mostrarmos a propriedade de persisténcia de u(t) € H$(R), isto ¢, u € C([0, T];
H#(R)), seguiremos o argumento para provar o Teorema 4.1 de [7]. E suficiente estabele-

cermos em t = 0. Considere Ty pequeno. Combinando a equagao integral
t

u(t) —ug = U(t)ug —up + J

Ut —m) (u(l + 1700 (u*) + W(lulzu)) dr,
0

o Lema 2.1 com («,p, q) = (%, 00,2) e o grupo de propriedades (3.6)-(3.31) juntos com a

informacao que u € X$ obtemos, para t € (0, Ty),

u(t) —ollig ne S (U)o — uOHL?%HS

t
+ J Ut—m) (u(1+if}f)ax(|u|2)—|—iy(|u|2u))d’c
0 Lgr%Hs
1 1 2 9 sl
5 Hu(t)uo_u0||L9r0 Hs T (TO‘i‘To3 +T04 +To3 +T040)C13+ a? Dx+2 Loor2
0 o %0

Se fizermos t — 0 é imediato que [[U(t)uo —u0||L_oroHS — 0, mas nao fica claro que

2 s+3
a‘ || Dx tende a zero.

LeLy)

Entao consideremos a seguinte equacao integral @, (u) = u, isto é,
t

u(t) = uU(t)ug + J

Ut — 1) (u(l +130) 0, (Jul?) + iy(|u|2u)) dr. (3.44)
0

Da equagao (3.44), do Lema 2.1 com («,p, q) = (%, 00,2) e do Lema 2.3, temos

s+3

S [Px U

o712
L& LTO

LeLi)

n Hnéum (02 L U(=) (w1 + 1902, () + v (uPw)))

oLy

< [ps U

L L?ro

+ HDiJ U(—m1) (u(l +1H) 0 (Ju?) + iy(lul%t))
0

L3

< [P U]

[EJE

n J U(—1) (u(1 1), (Jul?) —I—iy(|u|2u)>

0

HS
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Portanto,

LeLy)

M+ Ty+ T +T5 + Tg")a® + @ (3.45)

s+3
DM Qu‘

LeLy)
Para € > 0, seja ¢. € H®(R) tal que, [[ug — d¢|| < &. Entao, temos pelo Lema 2.1, com

(x,p,q) = (3,00,2), que

"Di+%U(t)u0‘

< |Prtumiue—o.)

+|[prume.

LeLd) LeLg)

< ¢|DX(wo — o)l + DU Pellizrs.

LeLy)

1
< luo = delliys +cTg [ dellyys -
Assim,

Se+Te el + (To+T¢ +Tg + T4 +Tg%)a’. (3.46)

~Y
LeL2

e

Portanto, a persisténcia segue por substituir (3.46) em (3.45) e fazer Ty suficientemente

pequeno. Com isso, esta provado o teorema. |

Corolario 3.1 O Teorema 3.1 também € valido se'y = 0. Neste caso, € suficiente consid-

erar |[up||r2 < & no lugar de |[ug|lns < 0, isto €, o resultado de boa colocagao local detém

também se supormos apenas que |[Ugl[r2 € pequena.

Demonstragao: Se u(x,t) é solugdo da equagdo (5) em [0, T] com dados iniciais uy €
HS(R), entdo Azu(Ax,A%t) ¢ a solucdo da equacao de PVI (5) em [0,A2T] com dados

Ugr = A2Up(Ax) em H¥(R). De temos que
[oallns < [[uoflez + A% [[D{ugl|r2 (3.47)

e assim, tendo |[ugflrz < 8 e A = o(|[uol3), obtemos |[ugx|[1s < 8. Entdo existe uma
solugao u, para o PVI associado a equagao (5), com u,(x,0) = upx(x) e, portanto, existe

uma u solu¢ao do PVI (8) em [0, T| com |jup|2 <dey=0 m

Corolario 3.2 Nas hipdteses do Teorema 3.1, temos que existe uma vizinhanca V de

up € H¥(R), s > %, tal que a aplicagao dado-solu¢ao de V em X3 € suave.
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Demonstragao: A prova é muito similar a feita no Corolario 2.7 em [15] e [16],
no entanto iremos fazer mesmo assim. A principal ferramenta é o Teorema da Funcao
Implicita. Escrevamos

F(u) = 2uP 3, (Juf?) + iyl

e para uma vizinhanca V de ug, definamos G : V x X§ — X3 por

G, v)(t) =v(t) — (U(t)ll) + Jo U(t —t)F(v)(7) dT> ) (3.48)

Entao, G estd bem definida. Pelo Teorema 3.1 G(ug,u) = 0 e G é suave. Derivando

G(ug,u) com respeito a u temos

t

D.G(up, u)v(t) =v(t) — J U(t — 1) (2iyul*v + iyu®v +vo, (Ju?) + 2uRedy (uv)
0

+ WvH (Jul?) 4+ 2iuFHRedy (uv))(T)dT. (3.49)

Agora, D,,G(up,u) : X; — X% é inversivel. De fato, seja I : X5 — X§ o operador

identidade e escrevamos

t
(I—DyG(ug,u))v(t) :J U(t — 1) (2iyul*v + tyu*v +vo, (ul?) + 2iuRed, (uv)

+ ivH(Jul?) + 2iuFHRed, (uwv))(t)dT. (3.50)

Estimemos

, como feito no Teorema 3.1. Pela desigualdade de
XS

(1 _ DuG(uO,u))v(t)‘ T

Minkowiski e pelo fato de H®, s > % ser uma algebra de Banach,

t
J U(—1)(2iylu/*v + iyu?v)dr
0

2TV RePv [ opge + T el e
HS
2 2
S TIulliens Wlens < Tl vl
STIvlxs o (3.51)

De maneira similar a (3.1), temos

V(1 +1F0)0 (ul?) = 2P_ (VP 0y (lu?)) — 2P (VP_0, (lu*)) + 2P+([Dé,vﬂ]6

Xl Xl
£

|

— 2P+Dé (vﬁﬁéu) + 2P+([Dé,vu]Déu) — 2P+Dé (vuD
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Logo,
HJ (1 +i%)d X(|u|2)dTHH
t t
< J U(—T)2P_ (VP O (u))dT||  + J U(—T)2P; (VP03 (luf))dT
Hs 0 Hs
~1 t 1 ~1
+ U T)2P, ( D%,vu]DEu)dT + J U(—1)2P ([D2,vulDZu)dt
0 Hs 0 Hs
t 1 ~ 1 t 1 ~ 1
+ J Uu(—r)2P, D ( ﬁD,%u)dT + J U(—1)2P, D2 (v uD2u )dt
0 Hs 0 Hs
6
= E,
j=1
t t
onde Ef =&j; + Ej, = J U(—T)Fdt|| + HDiJ U(—T)Fdt
0 L2 0 L2
Segue de (3.8)-(3.10) que
* * 2 < 1 1 1
B+ B S T[], DR, g + TV Rl D3],
S T34+ T5) vy, o (3.52)
De (3.12)-(3.15), segue que
1 3
By + Ep S THIDEVI, pluliepluli DRy STH M o (353
Além disso, temos por (3.9) e (3.18) que
E5 +EL ST vlpnelDiulfs S T5 vy, o (3.54)
Por (3.20) e (3.21)
* s+ 9
Eso+Ei2 S T40||u||LooHs||D2u|| 6 ||V||L2L°°||D oy ||L;?LT%‘Q S T ||V||><sT a’. (3.55)
Como feito em (3.26), temos
* 1
By +Eou S ToIVllizis fullpns | DZ u”lf’ S T3 vllx; a*. (3.56)

Usando-se (3.26),(3.14), (3.15), (3.27), (3.28), temos

S+2

E§2+E62§T4IIVI|L2L°°HuIILooHs!|D uIILG IIDSuHLe + D P uflerz Wz vl

ST HVHX% a’+ HVHX% a’. (3.57)
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Concluimos por (3.52)-(3.57) que
HJ V(1 +1iH)0, (uf? dTH (1+T5 +T4+T5+Ti) HvHXS a? (3.58)
Sendo Re z = 3(z + Z), temos que
2uRe 04 (uv) + 2iuHRe 0, (uv) = u(1 + 1H) 0, (wv) + u(1 + 1FH) 0, (uv).
Procedendo, de forma anéloga & estimativa feita para obter (3.58), segue que

w(l +1%H)d, (uv) = 2P_(uP, 0, (uv

X o=

) — 2P, (uP_3, (uv)) + 2P, ([D2, uv]D3u)

\ =

1 ~ 1
2 PRY
x U xV

9P, D2 (wD2u) + 2P, ([D2,u?D2v) — 2P, DZ (u2D2v)

Assim,

H J Ul +w{)ax(u\7)d1‘

0 H®
t t
< J U(—1)2P_(uP, 0y (uv))dt|| + J U(—7)2P, (uP_0,(uv))dt
0 Hs 0 Hs
t 1 o~ 1 t 1 9 ~1_
+ J U(—1)2P, ([DZ,w]D2u)dt|| + J U(—1)2P,([D2,u’]D2v)dt
0 Hs 0 Hs
t ~ 1 t ~ 1
+ J U(— )2P+D2( vDzu)dr|| + J U(—7)2P,. D2 (u’D2v)dt
0 Hs 0 Hs
6
=25
j=1
t t
onde Ef =&j; + Ej, = J U(—)Fdt|| + ‘ DiJ U(—T)Fdt
0 12 0 12
Utilizando as mesmas técnicas aplicadas de (3.8)-(3.10) segue que
] " 2 ||p3 L 1
B+ B S TH DR, (HD“HL Mg+ [Dv] Hurrm{s)
1 1 1
Tl (||v||L%OHs Dhul, +lhlizw Dby L)
S T34+ T5) vy o (3.59)
Das estimativas (3.12)-(3.15), segue que
1 3
Ef,+ B STHIDE I, (Inliaep M DI | + Ml IDSul, )

ST ]y a® (3.60)
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Além disso, temos por (3.9) e (3.18) que

P 1 1 2
B34+ By S THD s, (Ivliens ID3ule, + [uflpneIDEvis ) S TF vl o

(3.61)
Por (3.20)-(3.21)
Eio+ Eia S Ol DEWy (IVliecs [DE0u]| s + Il [DX5] o
32 T EB42 Lpns 1% Wi L2re |[Px s r2re || Px 51 ¥
T% 1 SINIE: s+1g
+ ||V||L%0Hs||DxVHLgT Hu”]_>2<1_$ Dy u L?Jj’g
ST [[vxe @ (3.62)
Como feito em (3.26), temos
1 i 1
B+ Eoy S To vllzig ullisns IDRuf e, S T7 [[Vllxs a®. (3.63)

Usando-se (3.26),(3.14), (3.15), (3.27), (3.28), temos

1 1 1|3 1 13
Efo+Eoo S THulsre D3] (Itllias Wl D3]
x, T x,T
1 FENTE 41
+ IWligrg it [P, )+ D2 | L Intliarg IMecs
x,T x =T

1 1 103 1 103 sl 9
+ Tilullcz e e s IDRulls VIEer DRV |+ 1D *Viierlullizre

ST

x3 @+ [Vllx; @, (3.64)

De acordo com as estimativas feitas acima podemos concluir que
rt

U(—Tt)uP, 0, (uv)dr 3 < (1+ TS +Ti+ T3+ Tio) HVHX% a? (3.65)
JO $
e de modo analogo (3.65) temos
t
U(=)uP,dx(wv)dr|| < (1+ TS+ T3 4 T5 4 T0) ||v]|x, o (3.66)
Jo °

Assim, por (3.51), (3.58), (3.65), (3.66) obtemos
[T =DuGWV(t)lgy <l +THT5+Ti+T5 +Ti0) |[v]y, a?,

onde ¢ > 1, a é como definido em (3.32) e T ¢ como em (3.34). Portanto, I — (I —
D.G) =D,G € B(X§(a), X5} (a)) é inversivel. Assim, pelo Teorema da Fungao Implicita,
existem uma vizinhanca V CVde ug € H%(R) e uma aplicacao g : V - X5 tal que,

G, g(P)) = 0, isto 6,
g(b) = U(t)p + L U(t — OF(g())(1)dt = u(t)

é a solucao do PVI (3.3) com dado inicial { € Ve g, que é uma aplicacao suave. m




Capitulo 4

Boa Colocacao global

Neste capitulo estenderemos globalmente a solugao do PVI (8) em L?(R) e H'(R) por
meio de leis de conservagao, ou seja, dado T € R, entao existe unica solu¢ao para (8) no

intervalo [0, T].
Lema 4.1 Sendo u a solugao local do PVI (8), entdo

+o00
J w2, (Ju*)dx > 0.

—00

Demonstragao: Pelo Identidade de Parseval, temos

+oo +oo —_—
J [ul?H0 ([ul*)dx :J [u2(&)FHx (lul?)dg
- e
— | [uRe)| “SonEmEeE > o
n
Proposigao 4.1 Seja ug € HY(R) e seja w a solugao do PVI (8). Entdo
w2 = l[uoll: (4.1)
e
+o0 1
Elult))i= | ol + Jupseo,(uP) +yad fax—Efw) (42

no intervalo de tempo de existéncia local.

Demonstragao: Multiplicando-se a equagao (5) por u e integrando-se com relagao a X,

obtemos
+o00 +oo +oo
J Wi udx = J w204 (Ju?)dx + iJ (—udu + [ulHI ([ul?) + ylul!) dx.  (4.3)

41
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Sendo

+o0o 1 +o0o 1 +
| rrauax =5 [ outhultiax = Sl

C . 2

e tomando-se a parte real em ambos os lados da identidade (4.3) resulta a identidade

(4.1). Agora, multiplicando a equagao (5) por 0{u, temos

+o00 +o00
iJ |0ufPdx = iJ w00y ([ul?) — (—atﬁaiu + w0 uHO, (Juf?) —I—‘yIuIQuatﬁ) dx

o0

—00

+o0
=1 J w00 (Juf?) — (x5 + uduHIx ([ul?) + ylul*ud. ) dx.

(4.4)

Tomando-se a parte real em ambos os lados de (4.4) chega-se a (4.2). De fato,

+oo
0 :2ReJ (6Xuataxﬁ + w0 wH ([ul?) +y]u\2uatﬁ) dx

d +_OZO ) +o00 ) ) d +oo \

=% Joo |0 ul*dx + Joo O (Jul*) Iy ([l )dx+yal[ . lu|*dx
d Foo 1 400

~at (J [0xuf? +v!ul4dx) +3 < J O ([ul)FHx () + IuIQOtU-CaX(IuF)dx)
d

=—-FE(u).
ity

Teorema 4.1 Seja uy € HY(R). Entdo a solucdo w do Teorema 3.1 pode ser estendida

para todo intervalo [0, T].

Demonstracao: Com efeito, sendo y > 0 e [0, T’] o intervalo onde se tem a solucao do

PVI no Teorema 3.1, de (4.2) e do Lema 4.1 segue-se

sup [[3xu(t)|2 < Elup)
[0,T’]

que combinado com (4.1), nos leva a estimativa

sup ()} < Elo) + [[uoll{2-
0,T’

Com isso, dado qualquer T* € [0, T'], temos que o PVI (8) com dado inicial u(x, T*), pelo

Teorema 3.1, possui tinica solugao no intervalo de tempo [T*, 2T*]. Da mesma forma, agora
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com dado inicial w(x,2T*) o PVI possui tnica solugao no intervalo de tempo [2T*,3T*].
Com uma quantidade finita de etapas, existe n € N tal que [0, T] C U[(n — 1)T*,nT*].
Devido a unicidade da solugao em cada intervalo e como os mesmos sao compactos, a
funcao definida pela justa posigao das fungoes em cada intervalo considerado seré a tnica

solucao em [0, T]. =




Capitulo 5

Ma colocacao.

Este capitulo tem como base parte do artigo [2| e as referéncias [14] e [15]. Considere

o PVI (8). A equac@o integral associada ¢ dada por

u(t) = U(t)ug + 2 Jt U(t — 1) (uPL 0y (Ju?) + iyjuf*u)(t)dr. (5.1)

Estabeleceremos que a aplicacao dado solugao para a equagao (8) nao ¢ C3-diferenciavel
de H*(R) em C([0,T],H*(R)), se s < 0. Basta provarmos esta propriedade na origem,

mais precisamente, temos o seguinte teorema:

Teorema 5.1 Se s € R, tal que s < 0, entao nao existe T > 0 tal que o PVI (8) admite

uma unica solugao local definida em um intervalo [0, T] e tal que aplicac¢ao
up — u(t), tel0,T],
para (8) é C3-diferencidvel em zero de H*(R) em C([0, T], H$(R)).
Observagao 5.1 Quando u(t) = U(t)ug, usaremos a seguinte notacao:
Ty U (t) ol U(t)g -+ U(t)uedy (U(t)uel?) + iU () ugHA([U(t)uel?) = Fy (U(t)ug).

Uma condicao a priori para que a aplicacao dado solucao seja C3-diferenciavel em zero de
H*(R) em C([0,T],H*(R)), é que exista um espaco métrico Xt continuamente imerso em

C([0, T],H*(R)) tal que, para

||u(t)ut)||xT S [wollys 1o € H¥(R), (5.2)

~

se u € Xy temos,

Sluly, - (63)
X

Jt U(t — 1) (Pylulu+ udx ([ul) + iudHdy ([ul?)) (t)dt

0

44
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Tomando-se u = U(t)uy em (5.2) e supondo que exista Xt continuamente imerso em

C([0, TI, H5(R)), tal que as desigualdades (5.2) e (5.3) sejam validas, segue que

j Ult — OF, (Utuode| < Juolly - (5.4)

0

HS
Iremos mostrar que existe uma 1y € H*(R), s < 0, tal que (5.4) falha. Em resumo

demonstraremos a seguinte proposic¢ao:

Proposigao 5.1 Se s <0, entao existe uy € H*(R) tal que (5.4) falha.

5.1 Demonstracao do Teorema 5.1

Demonstragao: Consideremos ja demonstrada a Proposigao 5.1. Seja o PVI

Ou + 102w = 2uP, 0, ([ul?) + iy (u/*u), x,teR (55)

u(x,0) = pug(x),

e suponha que u = u(p, x,t) é uma solugao local de (5.5) e que a aplicagdo dado solugao
¢ C3-diferenciavel em zero de H¥(R) em C([0, T], H*(R)). A equacdo integral associada a
(5.5) é

t

u(t) = U(t)uuy + 2J U(t — 1) (uP. 0y (Ju?) + iyuu)(T)dr.
0

Diferenciando u, temos

a t
a—ﬁ = U(t)ug + J U(t — 1) (0, udx ([ul?) + 1dx 0, ([uf?) + 10, uHx (lul?)
n= 0
+ 1ud, HOx ([ul?) + 1yd . (/) + iyhe/*9,u)dT ,
l_j_:

Na identidade acima usamos que se u = 0, entao u(0,x,0) = 0 no PVI e pela unicidade

da solugao, u(0, x, t) = 0, consequentemente, 0,u(0,x,t) = 0. Diferenciando (5.6), temos

o%u

t
o :J U(t — 1) (01D () + 20,1050, (f?) + 10,02 ([uf?)

0

u=0

+ 102 uH0, ([uf?) + 210, uHd, . ([uf?) + 1ud? HO (juf?)

+ iy 0l ([uf)u + 21y, (u*)d,u + tylufoiu)dr -

—0, (5.7)
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pois 0,u(0,x,t) = 0. Agora se diferenciarmos mais uma vez e usando (5.6), temos:

o%u

t
T J U(t — ) (%D () + 302udy D, (?) + 30,0502 (u?)

0

pu=0

+ 10,0 ([ul?) 4 103 uHd (Jul*) 4 3107 uHd (uf?)
+ 310 uH0, 07 ([uf?) + 107% HOx ([ul?) + iyd], (lul*)u

+ 3iyai(|ul2)auu + 3iyau(|u|2)aiu + iylulzaiu) dt

t
= GJ U(t — 1) (0, udx (|0, w*) + 10,1, (19, uf*) + ild,ul*d,u)(T)dT
u

0 =0

=6 Jt U(t —7)F, (U(t)ue)dr.
0

Pela hipotese de C3-diferenciabilidade obtemos,

Jt Ut —1)F, (U(t)up)dt
0

S ol (5:8)

S

mas esta estimativa é (5.4) e pela Proposigao 5.1 é falsa se s < 0. m

5.2 Demonstracao do Proposicao 5.1

Demonstracao: A demonstracao é feita por meio de uma sequéncia de lemas. Defina u,

por meio da transformada de Fourier,
W(E) =n 2N "x(&), N>1 e 0<n<1, (5.9)
onde I = [N, N+n]. Note que |[|[ug|| ~ 1. O lema a seguir traz uma importante identidade.

Lema 5.1 Temos a sequinte identidade:

(i) Paray >0,

t
J Ut —7)F, (U(t)ue)dr
0

-1 J e—Qit(ﬁ—il)(&—&) -1

n3/2N3s | 2086 —&1)(&+ &)

GXEFIE (v L g e g ) dEdE,dEs, (5.10)

e entao

F {Jt Ut — T)FY(U(T)uo)dT}

0
_olt&? J e 2it(E—&1)(E1—&2) _
Q(&)

1
~ 13/2NEs 2E— &)+ &) (v +&— & + & — &) d&idéy, (5.11)
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com Q&) ={(&1,&) eR?: & e e LE—& —& el e Q ={(&,8,&8) e R?:
(&1,&2) € Q&)
(ii) Sey =0

¢ 9 o 2UE-E)(E-E2) _ |
Ut —1)F(U dt =
| ute= R = o |

eNEFE 4 qE 1 dE,, (5.12)
0

e portanto,

5 {J Ut — 1) (U u0d ((U(Tu0f?) — U (T b, (U uol2)) mdr}

0
_9eitE? J e 2it(E—E1)(E-82) _q
(&)

COM/ANSS &1+ &

com A(E) ={(&1,&) € Q&) 1 &> &1} e A ={(&1,&,8) € R?: (&,&,) € A(E)}, onde

Q(&) e Q sao definidos como anteriormente.

d&;déy, (5.13)

Demonstracao: Para obter (5.10) devemos tomar a transformada de Fourier inversa em

relagao a x e se integrar com relacao a t:

Jt U(t — 1)F, (U(T)ug)dt = G, + Gy + G, (5.14)
0

onde

Gy

t
Jjeixaﬂ(tﬂ&@f{iﬂu( JuelPU(T uo} Jdédt
0 Jr

L

iYJ'O JRB ixE+i(t-T)E? U( Juo(& — & — Ex)U(T)ue(E)U ( Jug(&1)dEAE déEsdT

t
— YJ J IXEHILER o 2T (E— L) (Bt ETS(E — B — £, W5 (&) ) Ug(—En)dEydE, dEdT
R3
t
- 3/;/]\135 J pixEtite? J ief%(afél)(éﬁéz)dealdedg
n Q 0
v J’ e—2it(5—£1](£1+£2) _

SNBSS | 2(E—£1)(& + &)

1 . .
EHIET qE dE,dE,

GFH PTG (gD ([U(T)uo) } (£)dEdT
0 JR

t
J J eIXETIE  (r g Yo 2iT(E— B (Bt (E — £ — £, )5 (E) g (—Es)dEodE, dEdT
R3
1 ef2it(£*£1)(£1+£2) -1
AN JQ 2(6 —&1) (&1 + &)

(£ — &;)e™ET e qg, dEydE,
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Gy = _J J eiXEH(t*T)‘?H’{iU(T)uogfaxUU—(T)uOF)} (&)dE
0 Jr

t
= J J e EHIE g g o HETED BRI (E — E ) — £ )0 (E,) T (—E2) dEpdE, dEdT
0 JR3

1 J e—Qit(i—al)(&-!-Ez) _

n32N3s | 2(8E—&)(& + &)

1 . .
&, — £, [eEH I g dE,dE,

Assim, acrescentando os termos acima, chegamos a (5.10). A expressao (5.11) é obtida
tomando a transformada de Fourier de (5.10) com relacao a &. Para chegar as identidades
(5.12) e (5.13) o procedimento é exatamente como para a obtengao de (5.10). Agora

tomando-se a transformada de Fourier em ambos os lados de (5.12) chegamos a (5.13). =

Lema 5.2 Fizemos & € R. Entao
(a) Dado (&;1,&2) € Q(E) (ou em A(E)), temos

206 — &) (& + &) S (5.15)

Y+&—&+IE—&IIZ 1. (5.16)

(b) Se & € (N,N +n), entao

Q&) Zn’. (5.17)
Defina

B(£) = {(&1, &) €A(E): E—E1 > 11 | (5.18)

Se & € (N+ 3,N+mn), entdo
A(E)l = B(E) Zn”. (5.19)

(¢) Para caday > 0, temos
supp ?{J u(t —T)FY(U(T)uO)dT} C[N—n,N+2n]. (5.20)
0

Demonstracao: (a) Observe que,
MN=N-N-1<&E+EIN+n—N=q

MKE—E =86 L+ ESN+AT—N=n
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implicam em (5.15). Agora, (5.16) segue imediatamente:
Y+&eé—&—lE-&llZzy—20-&l=v—2n2,

pois 1 ¢é suficientemente pequeno (< ¥) ey > 0 ¢ fixo.

(b) Fixado & € (N,N +n), onde N < & — &; — &, < N 41 obtemos
—&E+E-N—=1(&) <& < fH(&)=—-&E+E—N.

Assim, Q(&) é localizado entre as retas f; e fo. Mas uma vez que N < & < N+4+mne
N < —&; < N + 1), isto resulta que Q(§&) é um hexdgono formado pela interseccao da

regiao entre as retas f; e fy com o quadrado I x —I (veja a Figura 5.1). Assim

2 (&—N—ﬂ)2+(E—N)2 > 2

Q(E) =7 : 2

Para provar (5.19), observemos que B(&) é o quadrilatero de vértices Vi (&4 {5; —N — 15,
Vo(€+ 15 =N —m), V3(N+m; =N —n), Vi(N +n;—2N —n + &) (veja a Figura 5.2) e

portanto,

N+ 3 —¢)°
B(&) = (§—N)(N +?—8 — &)+ % Zn’
&
&—N N |[N-+n &1
~N—
£ 1 fo(E1)
(&
N
Q(&)

—N—n

Figura 5.1: Regiao Q(§).
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)

NI|[E N+n &1

fa(&1)

f1(&1)

Figura 5.2: Regiao A(§).
(c) Se Q&) é nao vazio temos,
N-—N=2N-N-N<N+EF+ELE-E — &+ & + & 2N +2n+ & <N+ 2n,

e entdo & € [n —n, N + 2n]. A prova para o caso y = 0 é exatamente a mesma que para

o caso y > 0. [

Observacgao 5.2 Se N +n < & < N +2n, entao Q(§) é um tridngulo retangulo isosceles
sobre a diagonal do quadrado I x —I; e (&) é um triangulo isésceles sob a diagonal do
quadrado I x —I'se N—n < & < N. Se N+1n < & < N+ 2n, entao A(&) é um triangulo
retangulo isésceles sobre a diagonal do quadrado I x —I; se N —n < & < N, nesse caso

A (&) é o conjunto vazio.

Finalmente, concluiremos a prova da Proposigao 5.1. Primeiro consideremos o casoy > 0.
Sejam k € (1, 751)? 0 < 0 (a ser escolhido mais tarde) e 1 = N°. Uma elementar, mas
importante proposicao diz que, dada uma func¢ao continua f: R™ — R e um conjunto de

medida finita Q C R™ tal que [f(x)| > ¢¢ para todo x € Q, temos

HQ f(x)dx

Vamos fazer uso, sempre que necessario, das seguintes notagoes:

> colQ). (5.21)

M=M(E E,&)=2(E-E)(E1+ &) e N=N(E, &, &) =v+E—-E +IE-&l (5.22)
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Entao, usando as notagoes acima, o Lema 5.1 (i) dé-nos a seguinte identidade:

t n—% N-+2n e,ltjv[ . 1 2 %
| ue—orumwler) =3 ([ Tawer|| ST vanae) a)
0 s N-—m Q(&)
(5.23)
Observemos que,
—itM 1 2
| J eTNdald&
2
H cos|( IM Nd&d&—lj Senj(\;c[M)Nd&dEz
Q& Q&)
cos( 13\/[ sen(t 2
Nd£1d£2 + Nd&ldaz
( 0 vag, daz) | (5.24)

Logo, pelo Lema 5.2 junto com (5.21) e (5.24) segue que

117% N-+(2—k)n
INE J (1+&%°

N+ (k—1)n
NEN3s \ JN(ke1)n

2 rN+(2—k)n
n2N3s INF(k—1)
n

N

1]

Jt Ut —oF, (U(t)ug)dt
0

2
3

sen (tM)
——Nd¢,dé
Jn(a) M o

1
FN+(2—k)n 2

LV
)

(1+ &2)SIQ(£)I2Itl2d£)

[N

Vv

[N

21t rN+(2—k)n
T]§N3S IN+(k—1)n
1
ynz|t| 1 ynlt|
2 E(N+2—1n—N=(k—1mt 2 XI2 (5.25)

e assim, escolhendo s < 0, 1 = N¥, obtemos:
L~ J[uoll = CIINTS,

que é uma contradicao para N > 1. Portanto, a proposicao estd provada para o caso

v > 0.
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Agora passemos ao caso y = 0. Utilizando o Lema 5.1 (ii), o Lema 5.2 juntamente
com as desigualdades (5.24) e (5.21), respectivamente, obtemos:
t
l

U(t — 1) (U () ugdx (U(T)ugl*) — iU (T)ugHdx (U(T)uol*)) (T)dT (5.26)

S

N

= ([ e[ S anae, 2da>
n2N3s \ Ny Az 21— &)(& + &)

S (N = s R e

< (e S e v w)

e (10 emopac) 2 o1

Agora, escolhendo s < 0 e 1 = N*/2 obtemos,
1~ [l > CIINT2,

que caracteriza uma contradigao se N > 1. Assim, a proposigao esta provado. |
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